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Köszönetnyilvánítás

Els®sorban szeretnék köszönetet mondani témavezet®mnek, Ágoston Istvánnak, hogy folyamatosan

�gyelemmel kísérte munkámat, ötleteivel segített, illetve felhívta a �gyelmemet az esetleges hibákra.

Szeretném még megköszönni tanáraimnak, hogy hozzájárultak matematikai tudásom b®vítéséhez. Sze-

retném megköszönni Varga Ádámnak, aki az angol nyelv megértésében segített. Végül, de nem utol-

sósorban, köszönöm a családomnak a támogatást és a türelmet.
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El®szó

A dolgozat Prasolov Polynomials cím¶ könyvének Irreducible Polynomials fejezetének egy része alapján

készült, f®leg racionális és egész számok feletti irreducibilitásra épül. Az els® fejezetben az irreducibili-

tás de�níciója, hozzá tartozó alap állítások illetve egyszer¶bb faktorizációs algorimusok találhatók. A

második fejezet irreducibilitási kritériumokkal foglalkozik. A Schönemann�Eisenstein-kritérium mellett

kevésbé ismert kritériumok is szerepelnek. A harmadik fejezetben speciális alakú polinomok irreduci-

bilitása található.
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1. Irreducibilitás

1.1. Polinomok irreducibilitása racionális számtest felett

A polinomok oszthatósága hasonló az egész számok oszthatóságához, a legnagyobb közös osztó de�ní-

ciója is megegyezik. Egy f polinom osztható a g polinommal, ha létezik egy h polinom, hogy f = gh.

Egy d polinom közös osztója f -nek és g-nek, ha f és g is osztható d-vel. A d polinom a legnagyobb

közös osztója f -nek és g-nek, ha f és g minden közös osztójával osztható.

Két racionális együtthatós polinom legnagyobb közös osztóját Euklideszi algoritmus segítségével kap-

hatjuk meg. Az algoritmus a következ®képpen m¶ködik:

Keressük az f és g valós együtthatós polinomok legnagyobb közös osztóját. Tegyük fel, hogy deg f ≥
degg, ez megtehet®, ugyanis ha degg lenne a nagyobb, akkor felcseréljük a két polinomot. Els® lépésben

osszuk el f -et g-vel maradékosan, a kapott maradék legyen r1. Második lépésben osszuk el g-t r1-gyel

és a maradék legyen r2, majd osszuk el r1-et r2-vel, és a maradék legyen r3, a k-adik lépésben osszuk el

rk−2-t rk−1-gyel és a maradék legyen rk. Az rk polinomok foka szigorúan csökken, ezért létezik olyan

n szám, amire rn = 0, azaz rn−2 osztható rn−1-el. Az rn−1 osztója az rn−2, rn−3, ..., r1 polinomoknak,

ezért rn−1 osztója az f és g polinomoknak. Ráadásul ha f és g osztható egy h polinommal, akkor rn−1
is osztható h-val.

Az euklideszi algoritmus egy fontos következménye a következ® tétel:

Tétel: a) Ha az f és g polinomok legnagyobb közös osztója d, akkor léteznek olyan a és b polinomok,

hogy d = af + bg.

b) Legyenek f és g polinomok t ⊂ T felett, ahol t és T testek. Ha f -nek és g-nek van nemtriviális

közös osztója T felett, akkor van nemtriviális közös osztójuk t felett is.

Egy nulltól különböz® f ∈ T [x] polinom irreducibilis a T test fölött, ha f nem egység és csak úgy

bontható szorzattá, hogy valamelyik tényez® egység.

Állítás: Egy f ∈ T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis a T test fölött, ha nem konstans, és

nem bontható fel két alacsonyabbfokú T -beli együtthatós polinom szorzatára.
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Tétel (Számelmélet Alaptétele): Legyen T egy test, ekkor minden f ∈ T [x] polinom felbontható

irreducibilis tényez®k szorzatára, és ez a felbontás egyértelm¶.

Lemma: Ha a qr polinom osztható egy irreducibilis p polinommal, akkor vagy q vagy r osztható p-vel.

1.2. Polinomok irreducibilitása az egész számok felett

Egy nulltól különböz® f ∈ Z [x] polinom irreducibilis Z fölött, ha f nem egység és csak úgy bontható

szorzattá, hogy valamelyik tényez® egység.

Egész számok felett is igaz a Számelmélet alaptétele.

Egy g polinom primitív polinom, ha a polinom együtthatóinak legnagyobb közös osztója 1.

A polinomok együtthatói az együtthatók legnagyobb közös osztójával oszthatók. Legyen f (x) =∑
aix

i, ahol ai ∈ Z. Jelöljük az f polinom a0, ..., an együtthatóinak legnagyobb közös osztóját cont (f)-

el. Ekkor f (x) = cont (f) g (x), ahol g primitív polinom.

Lemma: cont (fg) = cont (f) cont (g)

Bizonyítás: Elég azt az esetet nézni, amikor cont (f) = cont (g) = 1. Ugyanis, ha ez nem lenne

így, akkor f és g polinomok együtthatói oszthatók cont (f)-fel és cont (g)-vel egyenként. Ezért

könnyen belátható, hogy cont (fg) osztható cont (f) · cont (g)-vel.

Legyen f (x) =
∑
aix

i, g (x) =
∑
bix

i és fg (x) =
∑
cix

i. Tegyük fel indirekt módon, hogy

cont (fg) = d > 1, és p egy prímosztója d-nek. Ekkor fg minden együtthatója osztható p-vel,

de f -nek és g-nek van olyan együtthatója, ami nem osztható p-vel. Legyen ar az els® olyan

együtthatója f -nek, ami nem osztható p-vel, bs pedig az els® olyan együtthatója g-nek, ami nem

osztható p-vel. Ekkor

cr+s = arbs + ar+1bs−1 + ar+2bs−2 + . . .+ ar−1bs+1 + ar−2bs+2 . . . ≡ arbs 6≡ 0 (mod p) ,

ugyanis

bs−1 ≡ bs−2 ≡ . . . b0 ≡ 0 (mod p)

ar−1 ≡ ar−2 ≡ . . . a0 ≡ 0 (mod p)

Tehát ellentmondást kaptunk. �

Megjegyzés: cont(f) = cont(g) = 1 esetén az 1. Gauss-lemmát kapjuk.
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1. Gauss lemma: Ha f, g ∈ Z [x] és f , g primitív polinomok, akkor fg is primitív polinom.

2. Gauss-lemma: Legyen f ∈ Z [x] olyan, hogy felírható g és h racionális együtthatós polinomok

szorzataként, tehát f = gh, ahol g, h ∈ Q [x]. Ekkor f el®áll f = g0h0 alakban is, ahol g0, h0 ∈
Z [x] és g0 a g-nek konstansszorosa, h0 a h-nak konstansszorosa, vagyis deg g0 = deg g és deg h0 =

deg h.

Bizonyítás: Írjuk fel g-t rg1 alakban, ahol r ∈ Q, és g1 ∈ Z [x] primitív.

Írjuk fel h-t sh1 alakban, ahol s ∈ Q, és h1 ∈ Z [x] primitív.

Ekkor: f = gh = rg1sh1 = rsg1h1, ahol rs ∈ Q és g1h1 primitív (1. Gauss-lemma miatt)

Segédállítás: Ha f ∈ Z [x] olyan, hogy f = rf1, ahol r ∈ Q és f1 primitív, akkor r ∈ Z. (Nem

bizonyítom)

f = ((rs)g1)h1, mivel g1h1 primitív, rs ∈ Q és f ∈ Z [x], ezért rs ∈ Z.
Tehát a g0 = rsg1 és h0 = h1 jó lesz, f = g0h0. És teljesül deg g0 = deg g és deg h0 = deg h is. �

Következmény: Ha egy legalább els®fokú egész együtthatós primitív polinom reducibilis Q felett, akkor

reducibilis Z felett is.

Bizonyítás: Legyen f ∈ Z [x] és f = gh, ahol g, h ∈ Q [x]. Tegyük fel, hogy cont(f) = 1.

Válasszunk g-hez egy pozitív egész m-et úgy, hogy mg ∈ Z [x]. Legyen n = cont (mg). Ekkor a

racionális r = m
n is olyan, hogy rg ∈ Z [x] és cont (rg) = 1.

Hasonlóan válasszunk h-hoz egy s pozitív racionális számot úgy, hogy sh ∈ Z [x] és cont (sh) = 1.

Be kell látni még, hogy ekkor rs = 1, azaz a f = (rg)(sh) egy faktorizáció Z felett.

Az 1. Gauss-lemma miatt cont(rsgh) = cont(rg)cont(sh), azaz 1 = cont(rsgh) = cont(rsf).

Mivel cont(f) = 1, ezért rs = 1. �

Egy f ∈ Z [x] polinom irreducibilis Z felett, ha prímszám, vagy nem írható fel két alacsonyabb fokú,

egész együtthatós polinom szorzataként.

Egy g polinom primitív polinom, ha együtthatói relatív prímek, tehát legnagyobb közös osztójuk 1.

1.3. Egyszer¶bb faktorizációs algoritmus

Kronecker algoritmusa

Keressük f ∈ Z [x] reducibilis n-edfokú polinom felbontását.

Legyen r =
[
n
2

]
. Ha f reducibilis, akkor van g (x) osztója, aminek foka k, nem nagyobb, mint r.
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Tegyük fel, hogy f felbontható a g és h függvény szorzatára, ahol g, h ∈ Z [x]. Nézzük f értékeit a

j = 0, 1, . . . , k helyeken, ezeket a számokat jelölje a következ®: cj = f (j).

Ha valamely j-re: cj = 0, akkor x − j osztja f -et és így megtaláltuk f -nek az els®fokú faktorát. A

továbbiakban feltesszük, hogy cj 6= 0 (j = 0, . . . , r), ekkor g (j) osztja cj-t. Ugyanis cj = f (j) =

g (j)h (j), azaz f(j)
g(j) ∈ Z.

A c0, . . . , ck számok osztói közül vegyünk d0, d1, . . . , dk osztókat úgy, hogy d0 osztója c0-nak, d1 osztója

c1-nek, és így tovább. Ekkor az interpolációs tétel miatt pontosan egy olyan g (x) polinom létezik

(deg g ≤ k), amire g (j) = dj , ahol j = 0, 1, . . . , k.

Minden ilyen polinomra ellen®rizni kell, hogy az együtthatói egészek-e, és a polinom osztja-e f (x)-et.

Ha ez teljesül, akkor találtunk egy osztót.

Ha ez egyszer sem teljesül, akkor nem létezik ilyen felbontás.
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2. Néhány egyszer¶ irreducibilitási kritérium

2.1. Schönemann�Eisenstein-kritérium

Ez az irreducibilitási kritérium az egyik legismertebb kritérium, könnyen ellen®rizhet® elégséges feltételt

ad egész együtthatós polinom Q feletti irreducibilitására.

Tétel: Legyen f (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n egész együtthatós polinom. Ekkor f irreducibilis Q felett,

ha van olyan p prím, melyre egyszerre teljesülnek a következ®k:

a) an együttható nem osztható p prímmel,

b) a0, . . . , an−1 együtthatók oszthatók p-vel,

c) a0 nem osztható p2-tel.

Ha f primitív polinom, akkor Z fölött is irreducibilis.

Bizonyítás: Tegyük fel indirekt módon, hogy f felírható gh alakban Q [x]-ben, ahol deg g < deg f és

deg h < deg f . Feltehet®, hogy g, h ∈ Z [x] (a 2. Gauss-lemma miatt). Tekintsük moduló p a

felírást: f̄ = ḡh̄.

f̄ = ānx
n = ānx

kxn−k

A ḡ és h̄ polinomok x-hatványszor konstans alakban állnak el®, mert Zp [x]-ben igaz a Számel-

mélet Alaptétele.

⇒g és h konstans tagja osztható p-vel

⇒gh konstans tagja osztható p2-tel

Ez ellentmondás. �

Ha az f (x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n polinom helyett vesszük az f̂ (x) = xnf

(
1
x

)
polinomot, akkor az f

polinom reciprok polinomját kapjuk. A f̂ polinom gyökei pontosan az f polinom gyökeinek a reciprokai

lesznek. A fordított Schönemann�Eisenstein-kritérium hasonlóan igazolható, mint a Schönemann�

Eisenstein kritérium.

A fordított vagy reciprok Schönemann�Eisenstein-kritérium: Legyen f̂ (x) = a0 + a1x + . . . + anx
n

olyan egész együtthatós polinom, amire az a0 együttható nem osztható a p prímmel, az a1, . . . , an
együtthatók oszthatók p-vel de an nem osztható p2-tel. Ekkor f̂ irreducibilis Q felett. Ha f̂ primitív

polinom, akkor Z fölött is irreducibilis.
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2.2. Eltolt Eisenstein kritérium

Ha f (x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n egész együtthatós polinomra nincs olyan p prím, hogy a Schönemann�

Eisenstein-kritérium feltételei teljesülnek, akkor nézzük meg, hogy a-val eltolva a polinomot teljesül-e

valamely p prímre a kritérium. Tehát f (x+ a) = a′0 +a′1x+ . . .+a′nx
n, ahol p - a′n, p | a′0, . . . , p | a′n−1

és p2 - a′0. Ha van ilyen a és p, akkor azt mondjuk, hogy f (x)-re teljesül az Schönemann�Eisenstein-

kritérium kritérium p prímre.

Állítás: Egy f racionális polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha valamelyik eltoltja

irreducibilis Q felett, azaz létezik olyan a ∈ Q, hogy f (x+ a) irreducibilis Q felett.

Bizonyítás: Ha az f polinomot szorzattá lehet bontani, tehát f = gh, akkor az eltoltjai is szorzattá

bonthatók, ugyanis

f (x+ a) = g (x+ a)h (x+ a)

is teljesül.

Ha f (x+ a) szorzattá bontható, akkor az x = x−a helyettesítéssel az f polinom egy felbontását

kapjuk. �

Példa: f (x) = x2 + x+ 1 polinomra nem teljesül a Schönemann�Eisenstein-kritérium, de teljesül az

eltoltjára a Schönemann�Eisenstein-kritérium, mert a = 1 esetén a következ®t kapjuk:

f (x+ 1) = (x+ 1)
2

+ (x+ 1) + 1 = x2 + 3x+ 3

Az f (x+ 1) polinomra p = 3 esetén teljesülnek az Schönemann�Eisenstein-kritérium feltételei,

tehát irreducibilis a polinom, vagyis az eredeti f (x) is irreducibilis.

Adott egy f (x) polinom. Azt szeretnénk eldönteni, hogy létezik-e olyan a szám, amivel eltolva a

polinomot, létezik olyan p prím, hogy ezzel a prímmel az eltolt polinomra teljesül az Schönemann�

Eisenstein-kritérium. Tegyük fel, hogy f (x) fokszáma legalább 2.

Ahhoz, hogy egy f (x) polinomról eldönthessük, hogy valamelyik eltoltjára teljesül-e a Schönemann�

Eisenstein-kritérium feltétele, szükségünk van a rezultáns fogalmára.

Adott f (x) =
n∑
j=0

ajx
j és g (x) =

r∑
j=0

bjx
j polinomok mellett f és g rezultánsának nevezzük és R (f, g)-

vel jelöljük egy (n+ r)× (n+ r)-es mátrix determinánsát, ahol az els® r sorba f (x)együtthatóit írjuk

úgy, hogy minden sorba eggyel több 0-t írunk az együtthatók elé, mint a megel®z® sorban, és az utolsó

n sorba g (x) együtthatóit írjuk úgy, hogy minden sorba eggyel több 0-t írunk az együtthatók elé, mint
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az el®z® sorban. Tehát a következ®képpen fog kinézni:

R (f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 an−2 ... a0 0 0 ... 0

0 an an−1 ... a1 a0 0 ... 0

0 0 an ... a2 a1 a0 ... 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

br br−1 br−2 ... b0 0 0 ... 0

0 br br−1 ... b1 b0 0 ... 0

0 0 br ... b2 b1 b0 ... 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Például: f (x) = x3 + 2x2 + 3 és g (x) = 3x2 + 2x+ 4. Ekkor a rezultáns a következ®képpen néz ki:

R (f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 3 0

0 1 2 0 3

3 2 4 0 0

0 3 2 4 0

0 0 3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Lemma: Legyen f (x) és g (x) ∈ C [x]. Tegyük fel, hogy létezik olyan α, hogy f (α) = g (α) = 0. Ekkor

R (f, g) = 0.

Bizonyítás: Adjuk hozzá a determináns utolsó oszlopához az els® oszlopnak az αn+r−1-szeresét, a má-

sodik oszlopnak az αn+r−2-szeresét, a j-edik oszlopnak a αn+r−j-szeresét (j = 3, . . . , n+ r − 2),

és az (n + r − 1)-edik oszlopnak az αn+r−(n+r−1)-szeresét. Nézzük meg, hogy mik lesznek az

utolsó oszlop elemei:

1. eleme:

0 + αn+r−1an + αn+r−2an−1 + · · ·+ αn+r−jan−j+1 + . . .+ αn+r−n−1a0+

+αn+r−n−2 · 0 + . . .+ αn+r−(n+r−1) · 0 =

= αn+r−1an + αn+r−2an−1 + · · ·+ αn+r−jan−j+1 + . . .+ αr−1a0 =

= αr−1
(
αnan + αn−1an−1 + · · ·+ αn−j+1an−j+1 + . . .+ a0

)
= αr−1f (α)
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n. eleme:

a0 + 0 · αn+r−1 + . . .+ 0 · αn+r−(n+r−(n+1)) + αn+r−(n+r−n)an+

+αn+r−(n+r−(n−1))an−1 + · · ·+ αn+r−(n+r−(n−j+1))an−j+1 + . . .+ αn+r−(n+r−1)a1 =

= αnan + αn−1an−1 + · · ·+ αn−j+1an−j+1 + . . .+ α1a1 + a0 = f (α)

(n+ 1) . eleme:

0 + αn+r−1br + αn+r−2br−1 + · · ·+ αn+r−jbr−j+1 + . . .+

+αn+r−r−1b0 + αn+r−r−2 · 0 + . . . αn+r−(n+r−1) · 0 =

= αn+r−1br + αn+r−2br−1 + · · ·+ αn+r−jbr−j+1 + . . .+ αn−1b0 =

= αn−1
(
αrbr + αr−1br−1 + · · ·+ αn−j+1br−j+1 + . . .+ b0

)
= αn−1g (α)

(n+ r) . eleme:

b0 + αn+r−nbr + αn+r−(n+1)br−1 + · · ·+ αn+r−(n+j−1)br−j+1 + . . .+ αn+r−(n+r−1)b1 =

= αrbr + αr−1br−1 + · · ·+ +αr−j+1br−j+1 + . . .+ αn+r−(n+r−1)b1 + b0 = g (α)

Tehát az utolsó oszlop elemei sorra:

αr−1f (α) , αr−2f (α) , . . . , f (α) , αn−1g (α) , αn−2g (α) , . . . , g (α)

A lemma feltétele miatt csupa 0 az utolsó oszlop, ezért a determináns 0. �

Állítás: Ha α1, . . . , αn az f (x) polinom gyökei, akkor

R (f, g) = arng (α1) · · · g (αn) .

Bizonyítás: n szerinti indukcióval:
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Ha n = 0, akkor az f (x) polinom 0-adfokú, tehát f (x) = a0. Ekkor:

R (f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 0 0 ... 0 0 0 ... 0

0 a0 0 ... 0 0 0 ... 0

0 0 a0 ... 0 0 0 ... 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 ... a0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0 a0 0 ... 0

0 0 0 ... 0 0 a0 ... 0
...

...
... ...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 ... 0 0 0 ... a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a
r

0

Ha n = 1, akkor az f (x) polinom els®fokú, f (x) = a0 + a1x, az f (x) polinom gyöke: α1 = −a0a1
Ekkor:

R (f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 ... 0 0

0 a1 a0 ... 0 0

0 0 a1 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... a1 a0

br br−1 br−2 ... b1 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(r+1)×(r+1)

=

= b0a
r
1 − a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 ... 0 0

0 a1 a0 ... 0 0

0 0 a1 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... a1 a0

br br−1 br−2 ... b2 b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r×r

=

= b0a
r
1 − a0b1ar−11 + a20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 ... 0 0

0 a1 a0 ... 0 0

0 0 a1 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... a1 a0

br br−1 br−2 ... b3 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(r−1)×(r−1)

=

13



= b0a
r
1 − a0b1ar−11 + a20b2a

r−2
1 − a30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 ... 0 0

0 a1 a0 ... 0 0

0 0 a1 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... a1 a0

br br−1 br−2 ... b4 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(r−2)×(r−2)

= . . . =

= b0a
r
1 − a0b1ar−11 + a20b2a

r−2
1 + . . .+ (−1)

k
ak0bka

r−k
1 + + . . .+ (−1)

r−1
ar−10

∣∣∣∣∣a1 a0

br br−1

∣∣∣∣∣
2×2

=

= b0a
r
1−a0b1ar−11 +a20b2a

r−2
1 ++ . . .+(−1)

k
ak0bka

r−k
1 + . . .+(−1)

r−1
ar−10 a1br−1 +(−1)

r
ar0br =

= ar1

(
b0 −

a0
a1
b1 + . . .+ (−1)

k

(
a0
a1

)k
bk + . . .+ (−1)

r−1
(
a0
a1

)r−1
br−1 + (−1)

r

(
a0
a1

)r
br

)
=

= ar1
(
b0 + α1b1 + α2

1b2 + . . .+ αk1bk + . . .+ αr−11 br−1 + αr1br
)

= ar1g (α1)

Tegyük fel, hogy n = k − 1-re igaz az állítás, bizonyítsuk k-ra. Írjuk fel k − 1-re az állítást:

f̂ (x) = âk−1 (x− α1) . . . (x− αk−1) = âk−1x
k−1 + âk−2x

k−2 + âk−3x
k−3 + . . .+ â0

Az (m+ k − 1) soros determináns a következ®:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 . . . â0 0 0 . . . 0

0 âk−1 . . . â1 â0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

bm bm−1 . . . b1 b0 0 . . . 0

0 bm . . . b2 b1 b0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 0 . . . bm bm−1 bm−2 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= âmk−1g (α1) . . . g (αk−1)

Írjuk fel k-ra:

f (x) = f̂ (x) (x− αk) =
(
âk−1x

k−1 + âk−2x
k−2 + âk−3x

k−3 + . . .+ â0
)

(x− αk) =

= âk−1x
k + (âk−2 − ak−1αk)xk−1 + (âk−3 − âk−2αk)xk−2 + . . .+ (â0 − â1αk)x− â0αk
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Az együtthatókat beírva a determináns a következ®:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 − ak−1αk âk−3 − âk−2αk . . . −â0αk 0 . . . 0

0 âk−1 âk−2 − ak−1αk . . . â0 − â1αk −â0αk . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

bm bm−1 bm−2 . . . b0 0 . . . 0

0 bm bm−1 . . . b1 b0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . bm bm−1 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Adjuk hozzá a második oszlophoz az els® oszlop αk-szorosát:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 âk−3 − âk−2αk . . . −â0αk 0 . . . 0

0 âk−1 âk−2 − âk−1αk . . . â0 − â1αk −â0αk . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

bm bm−1 + bmαk bm−2 . . . b0 0 . . . 0

0 bm bm−1 . . . b1 b0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . bm bm−1 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Adjuk hozzá a harmadik oszlophoz a második oszlop αk-szorosát:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 âk−3 . . . −â0αk 0 . . . 0

0 âk−1 âk−2 . . . â0 − â1αk −â0αk . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

bm bm−1 + bmαk bm−2 + bm−1αk + bmα
2
k . . . b0 0 . . . 0

0 bm bm−1 + bmαk . . . b1 b0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . bm bm−1 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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És így tovább, ekkor a következ®t kapjuk:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 . . . â0 0 . . . 0

0 âk−1 . . . â1 â0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

bm bm−1 + bmαk . . . g (αk) αkg (αk) . . . αk−1k g (αk)

0 bm . . . b1 + b2αk + . . .+ bmα
k−1
k g (αk) . . . αk−2k g (αk)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 . . . bm bm−1 + bmαk . . . g (αk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Vonjuk le az m+ 1. sortól kezdve az alatta lév® sor αk-szorosát:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 âk−3 . . . â0 0 . . . 0

0 âk−1 âk−2 . . . â1 â0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

bm bm−1 bm−2 . . . b0 0 . . . 0

0 bm bm−1 . . . b1 b0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . bm bm−1 + bmαk . . . g (αk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Az utolsó oszlop mindegyik eleme 0, kivéve az utolsót. Az utolsó oszlop szerint kifejtve a követ-

kez®t kapjuk:

g (αk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

âk−1 âk−2 . . . â0 0 0 . . . 0

0 âk−1 . . . â1 â0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

bm bm−1 . . . b1 b0 0 . . . 0

0 bm . . . b2 b1 b0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 0 . . . bm bm−1 bm−2 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= g (αk) âmk−1g (α1) . . . g (αk−1) = âmk−1g (α1) . . . g (αk)

Az ak = âk−1 helyettesítéssel pont az állítást kapjuk.Az R (f, g) akkor és csak akkor 0, ha f (x)

és g (x) polinomoknak van közös gyöke. �
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Algoritmus:

Adott egy f (x) polinom. Azt szeretnénk eldönteni, hogy létezik-e p prím és a szám, hogy a-val eltolva

a polinomot teljesül rá a Schönemann�Eisenstein-kritérium. Tegyük fel, hogy 2 ≤ degf (x). Számoljuk

ki az R (f, f ′) determinánst.

Ha R (f, f ′) = 0, akkor f (x) eltoltjára nem teljesül a Schönemann�Eisenstein-kritérium semmilyen p

prímre, ugyanis ekkor van közös gyöke f -nek és f ′-nek.

Ha R (f, f ′) 6= 0, akkor bontsuk prímtényez®s szorzatra. Minden p prímre, ami osztja R (f, f ′)-t nézzük

meg, hogy a létezik-e olyan a ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, amivel eltolva f -et, p-vel teljesül-e Schönemann�

Eisenstein-kritérium az f (x+ a) polinomra. Ha nincs ilyen p és a, akkor f (x) polinom egyetlen

eltoltjára sem teljesül a Schönemann�Eisenstein-kritérium.

Az algoritmus m¶ködésének bizonyítása Michael Filaseta: Irreducible polynomials theory cím¶ köny-

vében található ([2]).

Példa: Legyen a polinom: f (x) = x4 + 4x+ 1, ekkor: f ′ (x) = 4x3 + 4. Írjuk fel R (f, f ′)-t:

R (f, f ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 4 1 0 0

0 1 0 0 4 1 0

0 0 1 0 0 4 1

4 0 0 4 0 0 0

0 4 0 0 4 0 0

0 0 4 0 0 4 0

0 0 0 4 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 4 1 0 0

0 1 0 0 4 1 0

0 0 1 0 0 4 1

0 0 0 −12 −4 0 0

0 0 0 0 −12 −4 0

0 0 0 0 0 −12 −4

0 0 0 4 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−12 −4 0 0

0 −12 −4 0

0 0 −12 −4

4 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4 · (−12)

3 − 4 · (−4)
3

= −29 · 13

Tehát p = 2 vagy p = 13 lehet.

Ha p = 2, akkor csak az a = 1 jöhet szóba, mivel az f (x) nem Schönemann�Eisenstein p = 2-re.

Ekkor f (x+ 1)-re a következ®t kapjuk:

f (x+ 1) = (x+ 1)
4

+ 4 (x+ 1) + 1 = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 1 + 4x+ 4 + 1 =

= x4 + 4x3 + 6x2 + 8x+ 6

Erre valóban teljesül a Schönemann�Eisenstein-kritérium 2-re. Tehát az f (x) = x4 + 4x + 1

Schönemann�Eisenstein p = 2-vel, így irreducibilis polinom.
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Ha p = 13, akkor az eltolt polinom a következ® lesz:

f (x+ a) = (x+ a)
4

+ 4 (x+ a) + 1 = x4 + 4ax3 + 6a2x2 + 4a3x+ a4 + 4x+ 4a+ 1 =

= x4 + 4ax3 + 6a2x2 + 4x
(
a3 + 1

)
+ a4 + 4a+ 1

Ahhoz, hogy erre a polinomra teljesüljön a Schönemann�Eisenstein-kritérium p = 13-ra, a 4a-nak

oszthatónak kell lennie 13-mal. Ez csak akkor lehet, ha a = 0. Ekkor az f (x)-et kapnánk vissza.

Tehát nincs ilyen a, azaz az f (x) polinomra nem teljesül a Schönemann�Eisenstein-kritérium

p = 13-mal.

2.3. Irreducibilitás mod p felett

Legyen Zp a modulo p maradékosztálytest. Minden egész együtthatós polinom tekinthet®, mint egy

polinom Zp-beli együtthatókkal. Ha egy polinom Zp felett irreducibilis, akkor az a polinom Z felett is

irreducibilis, ha a p nem osztója a f®együtthatónak. Viszont egy Z felett irreducibilis polinom lehet

Zp felett reducibilis minden p-re, ilyen polnomokra ad példát a következ® tétel.

Tétel: A P (x) = x4 + ax2 + b2, ahol a, b ∈ Z reducibilis Zp felett minden p prímre.

Bizonyítás: p = 2-re csak négy ilyen alakú polinom van. Ezek a következ®k:

x4, x4 + x2 = x2
(
x2 + 1

)
, x4 + 1 = (x+ 1)

4
, x4 + x2 + 1 =

(
x2 + x+ 1

)2
Mind a négy polinom reducibilis.

Legyen p páratlan prím. Ekkor válasszunk egy s egészet úgy, hogy a ≡ 2s (mod p). A P (x)

polinom a következ®:

P (x) = x4 + ax2 + b2 ≡
(
x2 + s

)2 − (s2 − b2) ≡ (x2 + b
)2 − (2b− 2s)x2 ≡

≡
(
x2 − b

)2 − (−2b− 2s)x2 (mod p)

Egy z számot akkor nevezünk kvadratikus maradéknak (mod p), ha az y2 ≡ z (mod p) kongru-

encia megoldható. Ha ez nem oldható meg, akkor kvadratikus nem maradéknak nevezzük z-t.

Elég bizonyítani, hogy a s2 − b2, 2b− 2s, −2b− 2s számok közül az egyik kvadratikus maradék

modulo p.

Modulo p a különböz® kvadratikus maradékok száma p−1
2 , és ugyanennyi kvadratikus nem ma-

radékok száma is.
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Ha z = y2, akkor z
p−1
2 = yp−1 ≡ 1 (mod p). Ha z 6= y2, akkor z

p−1
2 ≡ −1, ugyanis(

z
p−1
2

)2
≡ zp−1 ≡ 1, tehát két kvaratikus nem maradék modulo p szorzata kvadratikus ma-

radék modulo p.

Tegyük fel, hogy 2b− 2s és −2b− 2s egyike sem négyzetszám modulo p, tehát nem kvadratikus

maradékok. Ekkor a szorzatuk lesz négyzetszám mod p, és (2b − 2s)(−2b − 2s) = 4s2 − 4b2 =

4
(
s2 − b2

)
négyzetszám modulo p, és így s2 − b2 is az. �

Példa: Az x4 + 1 polinom irreducibilis Z felett, de minden p prímre reducibilis Zp felett.

Bizonyítás: Az el®z® tételb®l következik a = 0 és b = 1 mellett, hogy minden p-re reducibilis Zp
felett.

Az x4 + 1 polinom gyökei C felett ±1±i√
2
. Tehát a polinom a következ®képpen bomlik szorzatra

C felett:

x4 + 1 =

(
x− 1 + i√

2

)(
x− 1− i√

2

)(
x− −1 + i√

2

)(
x− −1− i√

2

)
=

=

(
x− 1√

2
− i√

2

)(
x− 1√

2
+

i√
2

)(
x+

1√
2
− i√

2

)(
x+

1√
2

+
i√
2

)
Csak úgy kaphatunk R felett felbontást, ha a konjugált párokat összeszorozzuk. Ekkor azt kapjuk,

hogy:

x4 + 1 =

((
x− 1√

2

)2

−
(

i√
2

)2
)((

x+
1√
2

)2

−
(

i√
2

)2
)

=

=

((
x− 1√

2

)2

+
1

2

)((
x+

1√
2

)2

+
1

2

)
=

(
x2 − 2x√

2
+

1

2
+

1

2

)(
x2 +

2x√
2

+
1

2
+

1

2

)
=

=

(
x2 − 2

√
2x

2
+ 1

)(
x2 +

2
√

2x

2
+ 1

)
=
(
x2 −

√
2x+ 1

)(
x2 +

√
2x+ 1

)
És ez a felbontás nem Z felett van, tehát a polinom irreducibilis Z felett. �
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2.4. Dumas kritérium

Newton poligon

Legyen p adott prím, és legyen f (x) =
n∑
i=0

Aix
i polinom egész együtthatókkal úgy, hogy A0 6= 0 és

An 6= 0. Az f nemnulla együtthatóit írjuk fel mint p hatványa szorozva egy p-vel nem osztható egész

számmal, tehát Ai = aip
αi , ahol ai egy p-vel nem osztható egész. Rendeljünk hozzá minden nemnulla

együtthatóhoz, aipαi -hez, egy pontot a síkban (i, αi) koordinátákkal. Amelyik együttható nulla, ahhoz

ne rendeljünk hozzá pontot a síkban.

A poligon konstukciója a következ®:

Vegyük az ábrázolt pontok konvex burkának az alsó részét, ezt a következ®képpen tesszük meg.

Legyen P0 = (0, α0). Válasszuk P1 = (i1, αi1) pontot úgy, hogy a P0P1 egyenes alatt ne legyen (i, αi)

pont, és i1 a legnagyobb ilyen egész szám. Továbbá legyen P2 = (i2, αi2) pont olyan, hogy a P1P2

egyenes alatt nincs (i, αi) pont, és i2 a legnagyobb ilyen egész szám, stb. Az utolsó része Pr−1Pr alak,

ahol Pr = (n, αn). Vegyük hozzá a töröttvonal csúcsaihoz azokat az egészkoordinátájú pontokat, amin

a P0 . . . Pr töröttvonalnak valamely része keresztülmegy. Így a P0, . . . , Pr csúcsokhoz hozzáadunk

s ≥ 0 további csúcsot. Kapunk egy Q0 . . . Qr+s töröttvonalat, ami a Newton poligon (Q0 = P0 és

Qr+s = Pr). A
−−−−−→
QiQi+1 vektorok a Newton poligon vektorrendszere lesz.

A Newton poligon vektorrendszerében minden vektort multiplicitással vesszük, tehát minden vektort

annyiszor rakunk bele, ahányszor a vektorhalmazban benne lesz.

Példa: Legyen f(x) = 2 + 3x + 16x2 + 12x4 + 24x5 és p legyen 2. Ekkor a0 = 1, α0 = 1, a1 = 3,

α1 = 0, a2 = 1, α2 = 4, a4 = 3, α4 = 2,a5 = 3,α5 = 3. Az ábrázolandó pontok a következ®k:

(0, 1) , (1, 0) , (2, 4) , (4, 2) és (5, 3) . Tehát P0 = (0, 1), P1 = (1, 0), P2 = (4, 2), P3 = (5, 3). Mivel

a P0 . . . P3 töröttvonal nem tartalmaz egész koordinátájú pontot, ezért ez lesz a Newton poligon.

Nézzük meg ugyanerre az f függvényre a Newton poligont, ha p = 3. Ekkor a0 = 2, α0 = 0,

a1 = 1, α1 = 1, a2 = 16, α2 = 0, a4 = 4, α4 = 1, a5 = 8, α5 = 1, az ábrázoldandó pontok:

(0, 0) , (1, 1) , (2, 0) , (4, 1) és (5, 1). Tehát P0 = (0, 0) , P1 = (2, 0) és P2 = (5, 1), mivel ez a

töröttvonal tartalmaz egész koordinátájú pontot, a (1, 0)-t ,ezért ezt hozzávesszük a töröttvonal

csúcsaihoz, azaz Q = (0, 0) , Q1 = (1, 0) , Q2 = (2, 0) ésQ3 = (5, 1) .
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Tétel (Dumas): Legyen f = gh, ahol f, g és h egész együtthatós polinomok. Ekkor f vektorhalmaz-

rendszere a g és h vektorhalmazrendszerének uniója (ugyanarra a p-re nézve).

Bizonyítás: Legyenek

f (x) =

n∑
i=0
ai 6=0

aip
αixi, g (x) =

m∑
j=0
bj 6=0

bjp
βjxj , h (x) =

n−m∑
k=0
ck 6=0

ckp
γkxk,

ahol ai, bj , ck számok nem oszthatók p-vel.

Vegyük f -nek a Newton poligonját. Nézzük a poligon egy PlPl+1 oldalának a meredekségét.

Legyenek a végpontok koordinátái a következ®k: Pl =
(
i−, αi−

)
és Pl+1 =

(
i+, αi+

)
. Ekkor az
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oldal meredeksége:

M =
αi+ − αi−
i+ − i−

.

Egyszer¶sítsük M -et. Legyen αi+ − αi− és i+ − i− legnagyobb közös osztója t > 0, vagyis

αi+ − αi− = At és i+ − i− = It. Ekkor M = A
I , ahol A és I relatív prímek. Írjuk fel a PlPl+1

oldalon átmen® egyenes egyenletét:

Iα−Ai = F, ahol F = Iαi+ −Ai+ = Iαi− −Ai−.

Tegyük fel, hogy minden (i, αi)pont (i = 0, 1, . . . , n) vagy az egyenesen vagy fölötte fekszik. Azaz

Iαi − Ai ≥ F , ahol egyenl®ség csak az i− ≤ i ≤ i+ pontokban van. Legyen az Iαi − Ai szám
a apαxi egytagú polinom súlya, ahol (a, p) = 1. Az i− egyértelm¶en meg van határozva, olyan

minimális szám, amihez az F súly tartozik. Az i+ egyértelm¶en meg van határozva, olyan

maximális szám, amihez az F súly tartozik.

Nézzük az g polinomhoz tartozó

G = min
j=0,...,m

{Iβj −Aj}

mennyiséget, és de�niáljuk j−-t ésés j+-t, mint legkisebb és legnagyobb indexet, amire teljesül,

hogy:

G = Iβj− −Aj− = Iβj+ −Aj+.

Hasonlóan nézzük a h polinomhoz tartozó

H = min
k=0,...,n−m

{Iγ −Ak}

mennyiséget, és de�niáljuk k−-t ésés k+-t, mint legkisebb és legnagyobb indexet, amire teljesül,

hogy:

H = Iγk− −Ak− = Iγk+ −Ak+.

Világos, hogy

aj−+k− · p
αj−+k− =

∑
j+k=j−+k−

(
bjp

βjxj
) (
ckp

γkxk
)
.

A két tag szorzatának súlya egyenl® a súlyaik összegével, ezért a súlyok szummája j = j−ésk = k−

esetén egyenl® G+H-val. Minden más esetben a súlyok összege nagyobb, mint G+H, ugyanis

ekkor vagy j < j− vagy k < k−.

Nézzük ugyanis pl. azt az esetet, amikor j < j−. Ekkor a bjpβjxj súlya szigorúan nagyobb, mint

G és ckpγkxk súlya nem kisebb, mint H.

A
(
bjp

βjxj
) (
ckp

γkxk
)
súlya j+k = konstans esetén monoton úgy n®, ahogy a βj +γk n®, mivel
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I > 0. Vegyük �gyelembe, hogy j + k = j− + k− és ezért j = j− ésk = k− esetén a βj +γk összeg

szigorúan minimális. Ezért a aj−+k− · p
αj−+k− súlya egyenl® G+H-val.

Ha i < j− + k−, akkor az aipαixi szigorúan nagyobb, mint G + H. Míg i ≥ j− + k− esetén az

aip
αixi súlya nem kisebb, mint G+H. Ezért G+H = F és j− + k− = i−.

Hasonlóképpen igazolható, hogy j+ + k+ = i+. Így

i+ − i− = (j+ − j−) + (k+ − k−) . (1)

A j+ − j− és a k+ − k− közül legalább az egyik nemnulla.

Ha j+ − j− és k+ − k− közül minkett® nemnulla, akkor
(
j−, βj−

)
és
(
j+, βj+

)
végpontú sza-

kasz a g Newton-poligonjának oldala, és a
(
k−, γk−

)
és
(
k+, γk+

)
végpontú szakasz a h Newton-

poligonjának oldala. Mindkét oldal meredeksége egyenl® M = A
I -vel, mivel

βj+ − βj−
j+ − j−

=
A

I
=
γk+ − γk−
k+ − k−

.

Az (1) egyenlet azt mutatja, hogy azM meredekség¶ oldalak hosszának összege az g és h Newton-

poligonjában egyenl® az M meredkség¶ oldal hosszával az f Newton-poligonjában.

Ha a j+− j− és k+−k− közül az egyik elt¶nik, akkor a g és h polinomok közül az egyik Newton-

poligonjának van M meredekség¶ oldala, aminek hossza megegyezik az f Newton-poligonjának

M meredekség¶ oldalának hosszával, míg a másik polinom Newton-poligonjának nincs M mere-

dekség¶ oldala.

Azt kapjuk, hogy az f polinom Newton-poligonjánakM meredekség¶ oldalának hossza megegye-

zik a g és h polinomok Newton-poligonjánakM meredekség¶ oldalai hosszának összegével. És az

(1) egyenlet azt mutatja, hogy ha g és h polinomok Newton-poligonjai közül csak az egyiknek van

M meredekség¶ oldala, akkor az f Newton-poligonjának is vanM meredekség¶ oldala, mégpedig

a kett® hossza megegyezik. �

Következmény: Ha p prímre az f polinom Newton-poligonja pontosan egy részb®l áll, azaz a rész

nem tartalmaz egész koordinátájú pontot, akkor az f polinom irreducibilis.

Példa: Legyen p prím, (c, p) = 1 és (m,n) = 1. Ekkor a xn + cpm polinom irreducibilis.

Bizonyítás: A polinom Newton-poligonja egy részb®l áll, aminek végpontjai (0,m) és (n, 0) . Mivel

(m,n) = 1, ezért nem tartalmaz egész koordinátájú pontot a rész. Tehát a polinom irreducibilis.

�

Példa: A Schönemann�Eisenstein-kritérium bebizonyítható a tétel segítségével is.

Bizonyítás: Az f polinom Newton-poligonja egy részb®l áll, aminek végpontjai (0, 1) és (n, 0) , és ez

a rész nem tartalmaz egész koordinátájú pontot. Tehát az f polinom irreducibilis. �
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2.5. Polinomok domináns együtthatókkal

Ha egy polinomnak van egy elég nagy együtthatója, akkor ez biztosíthatja irreducibilitását. A követ-

kez® tételek elégséges feltételeket adnak f polinom irreducibilitására.

A következ® tételre szükség lesz az irreducibilitási tételek bizonyításához.

Tétel (Rouché): Legyen f és g polinomok, és γ egy önmagát nem metsz® zárt görbe a komplex sík-

ban. Ha |f (z)− g (z)| < |f (z)| + |g (z)| teljesül minden z ∈ γ pontban, akkor f -nek és g-nek

ugyanannyi gyöke van a γ görbe belsejében (multiplicitással számolva).

A tétel bizonyítása megtalálható Prasolov könyvének els® fejezetében ([1]).

Tétel (Perron-kritérium): Legyen f (x) = xn + a1x
n−1 + . . . + an egész együtthatós polinom, ahol

an 6= 0.

a) Ha |a1| > 1 + |a2|+ . . .+ |an|, akkor f irreducibilis.

b) Ha |a1| ≥ 1 + |a2|+ . . .+ |an|, és f (±1) 6= 0, akkor f irreducibilis.

Bizonyítás: a) El®ször bizonyítsuk azt, hogy az f gyökei pontosan egy gyök kivételével az |z| < 1

egységkör belsejébe esnek. A g (x) = xn + a1x
n−1 = xn−1 (x+ a1) polinomra igaz, hogy egy

gyök kivételével a |z| < 1 egységkörbe esnek, mivel a polinom gyökei: 0, ami (n− 1)-szeres és

−a1 < −1, ami egyszeres gyök. A Rouché-tétel miatt elég igazolni, hogy |z| = 1-re:

|f (z)− g (z)| < |f (z)|+ |g (z)|

De |z| = 1-re egyrészt azt kapjuk, hogy:

|f (z)− g (z)| =
∣∣a2zn−2 + . . .+ an

∣∣ ≤ |a2|+ . . .+ |an| < |a1| − 1 (1)

Másrészt:

|f (z)|+ |g (z)| ≥ |g (z)| =
∣∣zn + a1z

n−1∣∣ = |z + a1| ≥ |a1| − 1 (2)

Tegyük most fel indirekt módon, hogy f felírható f1 és f2 polinomok szorzataként, amiknek

fokszáma pozitív. Az f1 és f2 polinomok gyökeinek szorzata nem nulla egész szám (azaz a

szorzat abszolút értéke határozottan pozitv egész), ezért mindkét polinomnak van egynél nem

kisebb abszolútérték¶ gyöke. De az f polinomnak csak egy egységkör belsején kívül elhelyezked®

gyöke van. Ez ellentmondás.
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b) Ha a |a1| = 1+|a2|+. . .+|an| , akkor az (1)-ben a határozott egyenl®tlenség helyett enyenl®ség

van. Ilyenkor viszon az f (±1) 6= 0 feltétel teljesülése esetén a (2)-ban szerepl® egyenl®tlenség lesz

szigorú egyenl®tlenség: |z| = 1 esetén ugyanis |f (z)|+ |g (z)| = |a1| − 1 csak akkor teljesülhetne,

ha mindkét egyenl®tlenségnél egyenl®ség áll, azaz |f (x)| = 0 és |z + a1| = |a1 − 1| egyszerre
teljesül. Az utóbbi egyenl®ség a1 ∈ R miatt csak z ∈ R esetén teljesülhetne, így z = ±1. A

feltevés miatt azonban f (±1) 6= 0. �

Tétel (Brauer): Legyenek a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an pozitív egyészek és n ≥ 2. Ekkor a p (x) = xn −
a1x

n−1 − an−22 − . . .− an polinom irreducibilis Z felett.

Bizonyítás: Vegyük az f (x) = (x− 1) p (x) polinomot.

f (x) = (x− 1) p (x) = (x− 1)
(
xn − a1xn−1 − an−22 − . . .− an

)
=

= xn+1 − xn (a1 + 1) + xn−1 (a1 − a2) + xn−2 (a2 − a3) + . . .+ x (an−1 − an) + an

Jelöljük az együtthatókat bi-vel (i = 1, . . . , n+ 1), tehát: b2 = a1−a2, . . . , bn = an−1−an, bn+1 =

an, és legyen b1 az xn együtthatójának ellentetje, azaz b1 = a1 + 1. A b2, . . . , bn számok nemne-

gatív egészek; b1, bn+1 pozitív egészek

b1 = 1 + b2 + . . .+ bn+1 (1)

a feltétel miatt. Az f (x) függvényre teljesül a Perron-kritérium b) részének els® feltétele, de a

második feltételt nem teljesíti, mert f (1) = 0.

Legyen:

h (z) = b1z
n − b2zn−1 − . . .− bn+1

Megmutatjuk, hogy minden elég kicsi ε > 0-ra teljesül a |z| = 1 + ε körön teljesül az alábbi:

|h (z)| >
∣∣zn+1

∣∣ = |f (z) + h (z)|

Ha |z| = 1 + ε, akkor

|h (z)| −
∣∣zn+1

∣∣ ≥ b1 (1 + ε)
n − b2 (1 + ε)

n−1 − . . .− bn+1 − (1 + ε)
n+1

A binomiális tétel szerint kifejtve a következ®t kapjuk (csak a konstans tagot és az ε együtthatóját

írjuk ki részletesen, a többi tag elhanyagolható ha ε elég kicsi):

|h (z)| −
∣∣zn+1

∣∣ ≥ b1 − b2 − . . .− bn+1 − 1+

+ε (nb1 − (n− 1) b2 − (n− 2) b3 . . .− 2bn−1 − bn − (n+ 1)) + . . . =
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Felhasználva az (1) egyenl®séget, a konstans tag 0.

ε (nb1 − nb2 + b2 − nb3 + 2b3 . . .− nbn−1 + (n− 2) bn−1 − nbn + (n− 1) bn − n− 1) + . . . =

Minden n-nel szorzott tagot hozzunk az elejére:

= ε (nb1 − nb2 − . . .− nbn − n+ b2 + 2b3 + . . .+ (n− 1) bn − 1) + . . . =

Használva az (1) egyenl®ség n-szeresét, kapjuk:

= ε (nbn+1 + b2 + 2b3 + . . .+ (n− 1) bn − 1) + . . .

Mivel bn+1 = an ≥ 1, ezért ε együtthatója alulról becsülhet® a következ® számmal

n+ b2 + 2b3 + . . .+ (n− 1) bn − 1 ≥ n− 1 ≥ 1

Az ε együtthatója pozitív, ezért elég kicsi ε > 0-ra kapjuk, hogy |h (z)| −
∣∣zn+1

∣∣ > 0. Teljesül a

következ®:

|f (z) + h (z)| =
∣∣zn+1

∣∣ < |h (z)| ≤ |f (z)|+ |h (z)|

A Rouché-tétel miatt az f (z) polinomnak annyi gyöke van a |z| < 1 + ε körben, mint a h (z)

polinomnak. De h (z)-nek minden gyöke az egységkör belsejében van. Ha ugyanis |z| ≥ 1, akkor:

|h (z)| ≥ b1 |z|n − b2 |z|n−1 − . . .− bn+1 = |z|n
(
b1 −

b2
|z|
− b3

|z|2
− . . .− bn+1

|z|n

)
≥

≥ |z|n (b1 − b2 − b3 − . . .− bn+1) = |z|n > 0

Ha ε→ 0, akkor az egységkör belsejében és határán az f (x) = (x− 1) p (x) polinomnak pontosan

n gyöke van. Így a p (x) polinomnak pontosan n−1 gyöke van az egységkör belsejében és legalább

egy gyöke fekszik az egységkörön kívül. Ezért p irreducibilis. �

Tétel (Osada): Legyen f (x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x± p egész együtthatós polinom, ahol p prím.

a) Ha p > 1 + |a1|+ . . .+ |an−1|, akkor f irreducibilis.

b) Ha p ≥ 1 + |a1|+ . . .+ |an−1| és f -nek nincs egy abszolútérték¶ gyöke, akkor f irreducibilis.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy f (x) = g (x)h (x), ahol g és h pozitív fokú egész együtthatós polinomok.

A g és h polinomok konstans tagjainak szorzata ±p. Mivel p prím, ezért vagy g vagy h konstans

tagja egyenl® ±1-gyel. Ezért g és h közül az egyik gyökei abszolútértékeinek szorzata 1-gyel

egyenl®. Ennek a polinomnak van egy α gyöke, melyre |α| ≤ 1. Mivel α gyöke f -nek is, ezért
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f (α) = 0-ból kapjuk, hogy:

p =
∣∣αn + a1α

n−1 + . . .+ an−1α
∣∣ ≤ 1 + |a1|+ . . .+ |an−1|

Az a) esetén ellentmondás.

A b) esetén α nem lehet az egységkörön, ezért |α| < 1. Tehát p < 1 + |a1| + . . . + |an−1|, ami

ellentmondás. �

Tétel (Pólya): Legyen f n-edfokú egész együtthatós polinom, és legyen m =
[
n+1
2

]
. Tegyük fel, hogy

az a1, . . . , an különböz® egészekre |f (ai)| < 2−mm! és az a1, . . . , an számok nem gyökei az f -nek.

Ekkor f irreducibilis.

Bizonyítás: A következ® segédállítás segítségével bizonyítjuk a tételt:

Lemma (Pólya): Legyen g k-adfokú egész együtthatós polinom és legyenek d0 < d1 < . . . < dk egész

számok. Ekkor létezik olyan i, hogy |g (di)| ≥ k!2−k teljesül.

Bizonyítás: Vegyük a következ® polinomot:

G (x) = (x− d0) · . . . · (x− dk)

k∑
i=0

g (di)

x− di

∏
j 6=i

1

di − dj

Látható, hogy deg G ≤ k és G (di) = g (di) minden i = 0, . . . , k-ra, ezért G (x) = g (x).

A G polinom legnagyobb fokú tagjának együtthatója:

k∑
i=0

g (di)
∏
j 6=i

1

di − dj

A feltevés szerint ez az együttható nemnulla egész, ezért az abszolútértéke legalább 1.

Legyen ` az az index, melyre |g(d`)| ≥ |g(dj)| minden j-re. Ekkor

1 ≤
k∑
i=0

g(di)
∏
j 6=i

1

di − dj
≤ |g(d`)| ·

∣∣∣∣∣∣
k∑
i=0

∏
j 6=i

1

di − dj

∣∣∣∣∣∣ ,
ezért

1 ≤ g(d`)∣∣∣∣∣ k∑i=0

∏
j 6=i

1
di−dj

∣∣∣∣∣
.
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Így a |g (di)| számok közül valamelyik nem kisebb, mint

1∣∣∣∣∣ ∑0≤i≤k

∏
j 6=i

1
|di−dj |

∣∣∣∣∣
≥ 1∣∣∣∣∣ ∑0≤i≤k

∏
j 6=i

1
|i−j|

∣∣∣∣∣
=

1∑
0≤i≤k

1
i!(k−i)!

=
k!∑

0≤i≤k

(
k
i

) =
k!

2k
�

A tétel bizonyításához visszatérve:

Tegyük fel indirekt módon, hogy f felírható g és h egész együtthatós polinomok szorzataként.

Feltehetjük, hogy deg h ≤ deg g = k. Ekkor m ≤ k < n. Világos, hogy g (ai) 6= 0, és g (ai) osztója

f (ai)-nek, ezért

|g (ai)| ≤ |f (ai)| <
m!

2m
.

Másrészt a Pólya lemmából tudjuk, hogy |g (ai)| ≥ k!2−k néhány ai-re (a Pólya lemmát alkalmazzuk

di = ai+1-re). Ha k ≥ m, akkor k!2−k ≥ m!2−m. Ugyanis, ha m = k + r, akkor

m!

k!
= (k + 1) (k + 2) . . . (k + r) ≤ 2r =

2m

2k
,

ami ellentmondás. �
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3. Háromtagú és négytagú polinomok irreducibilitása

3.1. Az xn ± xm ± xp ± 1 alakú polinomok irreducibilitása

Legyen f (x) = xn+ε1x
m+ε2x

p+ε3, ahol n > m > p ≥ 1, és εi = ±1. A kérdés, hogy mikor lesz az f

polinom irreducibilis. El®ször megmutatjuk, hogy elég meggondolni azt az esetet, amikor n ≥ m+ p.

Az f polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha az

f̂ (x) = xnf

(
1

x

)
= 1 + ε1x

n−m + ε2x
n−p + ε3x

n

polinom irreducibilis. Ha m+p > n, akkor (n−m)+(n−p) < n, így ilyenkor az f (x) polinom helyett

az f̂ (x) polinomot vizsgálhatjuk. Ha m+ p < n, akkor azt kapjuk, hogy (n−m) + (n− p) > n.

Kizárhatjuk a triviális esetet is, amikor f (x) = (xm + ε2) (xp + ε1), azaz amikor n = m+p és ε3 = ε1ε2.

Egy s-edfokú ϕ (x) polinomot rekurzívnak nevezünk, ha

ϕ (x) = ±xsϕ
(

1

x

)
.

Lemma (1): Legyenek λ és λ−1 gyökei az f (x) polinomnak. Ekkor a következ® három pár feltételb®l

az egyik teljesülni fog:

(i) λn = −ε3 és λm−p = −ε1ε2,

(ii) λm = −ε1ε3 és λn−p = −ε2,

(iii) λp = −ε2ε3 és λn−m = −ε1.

Bizonyítás: Az f(λ) = 0 és az f(λ−1) = 0 feltételek azt jelentik, hogy λn + ε1λ
m + ε2λ

p + ε3 = 0, és

λn + ε2ε3λ
n−p + ε1ε3λ

n−m + ε3 = 0.

A második egyenletb®l kivonva az els®t kapjuk, hogy

ε2ε3λ
n−p + ε1ε3λ

n−m − ε1λm − ε2λp = 0,

azaz, (
ε2λ

m−p + ε1
) (
ε3λ

n−m − ε1ε2λp
)

= 0.

Így λp = −ε1ε2λm vagy λp = ε1ε2ε3λ
n−m. Helyettesítsük λp értékeit az f(λ) = 0 egyenletbe,

eszerint fennáll, hogy vagy λn = −ε3 vagy (λm + ε1ε2) (λn−m − ε1) = 0. �

Prasolov könyvében (és Ljunggren cikkében) az alábbi - nem igaz - tétel szerepel:
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Tétel (Ljunggren): a) Ha az f (x) polinomnak nincs egységgyöke, akkor f (x) irreducibilis.

b) Ha az f (x) polinomnak pontosan q olyan gyöke van, amik egységgyökök, akkor az f (x) polinom

felírható két polinom szorzataként. Ahol az egyik fokszáma q és a gyökei az egységgyökök, míg a

másik polinom irreducibilis.

A tétel "bizonyítás�-a a következ® nem igaz lemmán alapul:

Lemma (2): Legyen f (x) = ϕ (x)ψ (x), ahol ϕ (x) és ψ (x) egy f®együtthatós pozitív fokszámú egész

együtthatós polinomok. Ekkor az ϕ (x) és ψ (x) polinomok közül legalább az egyik rekurzív polinom.

A könyvben szerepl® bizonyítás a lemmára a következ®:

�Bizonyítás�: Legyen r = deg ϕ és s = n− r = deg ψ. Tekintsük a következ® polinomokat:

f1 (x) = xrϕ

(
1

x

)
ψ (x) =

n∑
i=0

cix
n−i,

f2 (x) = xsψ

(
1

x

)
ϕ (x) = xnf1

(
1

x

)
=

n∑
i=0

cn−ix
n−i.

Világos, hogy

f1 (x) f2 (x) = xnf

(
1

x

)
f (x) =

(
n∑
i=0

cix
n−i

)(
n∑
i=0

cn−ix
n−i

)
=

=
(
ε3x

n + ε2x
n−p + ε1x

n−m + 1
)

(xn + ε1x
m + ε2x

p + ε3) .

Az x2n együtthatóját összevetve kapjuk, hogy c0cn = ε3, tehát c0 = ±1 és cn = ±1.

Az xn együtthatóját összevetve kapjuk, hogy

c20 + c21 + . . .+ c2n−1 + c2n = ε23 + ε22 + ε21 + 1 = 4.

Mivel c0 = ±1 és cn = ±1, vagyis c20 = c2n = 1, ezért c21 + . . .+ c2n−1 = 2. Azaz azt kapjuk, hogy

cα = ±1 és cβ = ±1 valamely 1 ≤ α < β ≤ n − 1-re, és minden más ci együttható nulla. Az

f1 (x) f2 (x) polinom a következ® két alakban írható (az xn együtthatóit összevonva):

(
c0x

n + cαx
n−α + cβx

n−β + cn
) (
cnx

n + cβx
β + cαx

α + c0
)

=

= c0cnx
2n + cαcnx

2n−α + cβcnx
2n−β + c0cβx

n+β+
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+c0cαx
n+α + cαcβx

n−α+β +
(
c2n + c2β + c2α + c20

)
xn + cncβx

β+

+cβcαx
n−β+α + cncαx

α + c0cαx
n−α + c0cβx

n−β + c0cn (1)

és (
ε3x

n + ε2x
n−p + ε1x

n−m + 1
)

(xn + ε1x
m + ε2x

p + ε3) =

= ε3x
2n + ε2x

2n−p + ε1x
2n−m + ε1ε3x

n+m + ε2ε3x
n+p+

+ε1ε2x
n−p+m +

(
1 + ε21 + ε22 + ε23

)
xn + ε1x

m+

+ε2ε1x
n−m+p + ε2x

p + ε3ε2x
n−p + ε3ε1x

n−m + ε3 (2)

Ezért, hogy összehasonlítsuk a két felírást, rendezzük az egy f®együtthatós polinomokat a fokszám

szerint, csak a három legmagasabb fokú tagot �gyelembe véve.

Az els® felírásból a következ® négy lehet®séget kapjuk:

β ≤ n

2
: 2n > 2n− α > 2n− β,

β >
n

2
, α ≤ n− β : 2n > 2n− α ≥ n+ β,

β >
n

2
,
n

2
≥ α > n− β : 2n > n+ β > 2n− α, (3)

β >
n

2
, α >

n

2
: 2n > n+ β > n+ α.

A második felírásból a következ® két lehet®séget kapjuk:

n ≥ 2m : 2n > 2n− p > 2n−m,

2m > n ≥ m+ p : 2n > 2n− p ≥ n+m. (4)

A két felírásban a legnagyobb tagokat összehasonlítva az (α, β) számpárnak négy lehetséges értéke

van:

(α, β) = (p,m) , (p, n−m) , (m,n− p) vagy (n−m,n− p) .

Vizsgáljuk meg a különböz® lehet®ségeket.

Ha (α, β) = (p,m), akkor összevetve a két egyenletet azt kapjuk, hogy c0cn = ε3, cpcn =

ε2, cmcn = ε1. Ezért f1 (x)-re a következ®t kapjuk (felhasználva, hogy cn = 1
cn
):

f1 (x) = c0x
n + cpx

n−p + cmx
n−m + cn =

ε3
cn
xn +

ε2
cn
xn−p+

+
ε1
cn
xn−m + cn =

1

cn

(
ε3x

n + ε2x
n−p + ε1x

n−m + c2n
)

=
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cn
(
ε3x

n + ε2x
n−p + ε1x

n−m + 1
)

= cnx
nf

(
1

x

)
Helyettesítsük be az f1 (x) de�níciójába a kapott értéket:

cnx
nf

(
1

x

)
= xrϕ

(
1

x

)
ψ (x)

cnx
sϕ

(
1

x

)
ψ

(
1

x

)
= ϕ

(
1

x

)
ψ (x)

cnx
sψ

(
1

x

)
= ψ (x) .

Tehát ekkor a ψ (x) polinom rekurzív polinom.

Ha (α, β) = (n−m,n− p), akkor azt kapjuk, hogy c0cn = ε3, c0cn−m = ε1, c0cn−p = ε2.

Ezért felhasználva, hogy c0 =
1

c0
, azt kapjuk, hogy:

f1 (x) = c0x
n + cn−mx

n−(n−m) + cn−px
n−(n−p) + cn =

= c0x
n +

ε1
c0
xm +

ε2
c0
xm +

ε3
c0

=

= c0 (xn + ε1x
m + ε2x

m + ε3) = c0f (x) .

Hasonlóan kapjuk, hogy

ϕ (x) = c0x
rϕ

(
1

x

)
.

Ekkor a ϕ (x) polinom rekurzív polinom.

Ha (α, β) = (p, n−m), akkor hasonlítsuk össze az (1) egyenlet egytagú polinomjainak kitev®it

2n-t®l n-ig

2n, 2n− p, n+m, 2n−m, n+ p, 2n−m− p, n,

és a (2) egyenlet egytagú polinomjainak kitev®it 2n-t®l n-ig

2n, 2n− p, 2n−m, n+m, n+ p, n+m− p, n.

Ezért a 2n − m − p szám egyenl® az n + m, n + p, n + m − p számok valamelyikével. A

2n − m − p = n + m és a 2n − m − p = n + p egyenl®ségek ellentmondanak az n ≤ m + p

feltevésnek. Ezért 2n − m − p = n + m − p, azaz n = 2m. Így (α, β) = (p,m) , azaz a ψ (x)

polinom rekurzív polinom.

Ha (α, β) = (m,n− p) , akkor szintén azt kapjuk, hogy n = 2m, azaz (α, β) = (n−m,n− p) ,
tehát a ϕ (x) polinom rekurzív polinom. ”�”
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A bizonyításban a (3)és (4) egyenleteknél van a hiba. Nem biztos, hogy a harmadiknak felírt kitev® a

harmadik legnagyobb fokszámú, ugyanis lehet vele egyenl® fokszámú tag is, például a β ≤ n
2 : 2n >

2n − α > 2n − β esetben 2n − β = n + β, ha β = n
2 . Ekkor kieshet a 2n − β = n + β kitev®j¶ tag.

Hasonlóan látható, hogy

n ≥ 2m : 2n > 2n− p > 2n−m ≥ n+m

Az egybees® kitev®knél a tagok kiejthették egymást, így az adott kitev® elt¶nt, és a kitev®k összeha-

sonlítása hamis alapföltevésb®l indult ki.

A lemmából az alábbi módon jönne ki a tétel (felhasználva az els® lemmát is):

�Bizonyítás�: Nyilván elegend® bizonyítanunk a b) részt, hiszen az a) rész ennek speciális esete.

Ha az f (x)-ek minden gyöke egységgyök, akkor készen vagyunk. Föltehet® tehát, hogy f (x)-

nek van olyan gyöke, ami nem egységgyök. Bontsuk f (x)-et irreducibilisek szorzatára Q [x]-ben.

(Nyilván föltehet®, hogy az irreducibilis faktorok egész együtthatósak.) Legyen ψ (x) ebben a

fölbontásban olyan irreducibilis tényez®, amelynek valamelyik gyöke nem egységgyök. Könnyen

látható, hogy ekkor ψ (x)-nek egyik gyöke sem egységgyök, ellenkez® esetben ψ (x)-nek valamelyik

xk − 1 polinommal vett legnagyobb közös osztója ψ (x)-nek egy 1-t®l különböz® valódi osztóját

adná, ami ψ (x) irreducibilitása miatt nem lehetséges. Így az alábbi fölbontást kapjuk: f (x) =

ϕ (x)ψ (x), és itt ψ (x) irreducibilis, és egyik gyöke sem egységgyök. A 2-es lemma miatt ϕ (x)

és ψ (x) közül az egyik polinom rekurzív, így minden gyökének a reciproka is gyök lesz. Az

(1)-es lemma miatt ezek a gyökök egységgyökök. Így egyrészt azt kapjuk, hogy csak ϕ (x) lehet

rekurzív, másrészt ϕ (x) minden gyöke egységgyök. Ezzel a b) rész bizonyítását befejeztük. ”�”

A tételre egy ellenpélda a következ® polinom:

x8 + x4 + x2 − 1 =
(
x2 + 1

) (
x3 + x2 − 1

) (
x3 − x2 + 1

)
.

Ez valóban ellenpélda a fönti tételre, hiszen a racionális gyökteszt alapján x3 + x2 − 1 és x3 − x2 + 1

közül egyiknek sincs racionális gyöke, így mindketten irreducibilisek Q [x]-ben. Másrészt egyikük sem

egyezik meg egyik körosztási polinommal sem (ezek két els®fokú eset kivételével páros fokúak), így a

gyökeik nem egységgyökök. Van tehát két irreducibilis faktorunk is, amelynek nem egységgyökök a

gyökei.

Mivel a Ljunggren tétel nem igaz, nézzük meg, hogy mi igaz helyette.

Az el®bbi bizonyításban is, a fordított Schönemann�Eisenstein-kritériumnál is használtuk már a po-

linom reciprok polinomjának fogalmát: ha h (x) = anx
n + · · · + a0, és a0 6= 0, akkor legyen ĥ (x) =
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a0x
n + · · ·+ an = xnh

(
x−1

)
.

Ha az f (x) polinom faktorizálható, legyen f (x) = c (x) d (x) , ekkor legyen g (x) = c (x) d̂ (x) .Azt

kapjuk, hogy g (x) ĝ (x) = f (x) f̂ (x) . (I)

Lemma (Ljunggren): Legyen f (x) = xn+ε1x
m+ε2x

p+ε3, és g (x) olyan egész együtthatós polinom,

hogy teljesül rá a (I) egyenl®ség. Ekkor g (x) polinomnak pontosan négy nemnulla együtthatója

van, és ezen együtthatók mindegyike ±1.

Bizonyítás: A g (x) polinom n-edfokú, ezért g (x) =
n∑
i=0

gix
i. A hibás lemma bizonyításában megkap-

tuk, hogy f (x) f̂ (x) polinomban az xn együtthatója 4, ezért g (x) ĝ (x) polinomban is 4-nek kell

lennie xn együtthatójának. Az xn együtthatója a g (x) ĝ (x) polinomban:
n∑
i=0

g2i . Mivel a g (x)

polinom nem állhat egyetlen tagból, ezért a polinomnak pontosan négy nemnulla együtthatója

van, és ezek mindegyike ±1.�

A g polinom f®együtthatójáról feltehetjük, hogy 1. Ugyanis −1-gyel megszorozva a g polinomot a

kapott polinom teljesítené a (I) egyenl®séget. Ekkor g (x) = xn + δ1x
s + δ2x

t + δ3, ahol n > s > t > 0,

és δ1, δ2, δ3 mindegyike ±1. Feltehet®, hogy n ≥ s + t, és ha n = s + t, akkor δ1 ≥ δ2δ3. Ha nem így

lenne, akkor kicserélhetnénk a g polinomot a δ3ĝ polinommal, és g (x) ĝ (x) változatlan lenne.

Tétel (Mills): Tegyük fel, hogy f (x) = xn + ε1x
m + ε2x

p + ε3 és g (x) = xn + δ1x
s + δ2x

t + δ3. Tegyük

fel, hogy n ≥ m+p, és ha n = m+p, akkor ε1 ≥ ε2ε3. Tegyük fel, hogy n ≥ s+ t, és ha n = s+ t,

akkor δ1 ≥ δ2δ3. Ha f (x) f̂ (x) = g (x) ĝ (x) , akkor vagy f (x) = g (x) vagy n osztható 8-cal és

valamelyik f (x) és g (x) polinok közül

x8r + x7r + xr − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r + x2r − 1

) (
x3r − xr + 1

)
,

és a másik

x8r + x4r + x2r − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r + x2r − 1

) (
x3r − x2r + 1

)
,

ahol n = 8r.

Bizonyítás: Kifejtve f (x) f̂ (x) , és g (x) ĝ (x) polinomokat:

f (x) f̂ (x) = ε3x
2n + ε2x

2n−p + ε1x
2n−m + ε1ε3x

n+m + ε2ε3x
n+p + ε1ε2x

n−p+m + h (x) ,

ahol h (x) = 4xn + ε1x
m + ε2ε1x

n−m+p + ε2x
p + ε3ε2x

n−p + ε3ε1x
n−m + ε3 és

g (x) ĝ (x) = δ3x
2n + δ2x

2n−t + δ1x
2n−s + δ1δ3x

n+s + δ2δ3x
n+t + δ1δ2x

n−t+s + j (x) ,
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ahol j (x) = 4xn + δ1x
s + δ2δ1x

n−s+t + δ2x
t + δ3δ2x

n−t + δ3δ1x
n−s + δ3.

A h (x) és j (x) polinomok n-edfokú polinomok.

Ha a két egyenletet egyenl®vé tesszük, akkor kapjuk, hogy ε3 = δ3 és (csak a legnagyobb tagokat

kiírva)

ε2x
2n−p + ε1x

2n−m + ε1ε3x
n+m + ε2ε3x

n+p + ε1ε2x
n−p+m + h (x) =

= δ2x
2n−t + δ1x

2n−s + δ1δ3x
n+s + δ2δ3x

n+t + δ1δ2x
n−t+s + j (x) (II)

Tudjuk, hogy 2n − p > 2n − m, 2n − p ≥ n + m, n + m > n + p, és n + m > n + m − p. A

bal oldal legnagyobb fokú tagjának együtthatójához meg kell vizsgálnunk ε2x2n−p és ε1ε3xn+m

tagokat. Ezek a tagok vagy kiejtik egymást, vagy a legmagasabb fokszám a bal oldalon 2n− p.
Hasonlóan kapjuk, hogy δ2x2n−t és δ1δ3xn+s tagok vagy kiejtik egymást, vagy a bal oldalon a

legmagasabb fokszám 2n− t.

1. eset: Ha ε2x
2n−p + ε1ε3x

n+m = 0 és δ2x2n−t + δ1δ3x
n+s = 0. Ekkor n = m + p =

s+ t, ε2 + ε1ε3 = 0, és δ2 + δ1δ3 = 0. Kapjuk, hogy ε1 = −ε2ε3 és δ1 = −δ2δ3. Tudjuk, hogy
ε1 ≥ ε2ε3 és δ1 ≥ δ2δ3. Ezért ε1 = δ1 = 1 és ε2ε3 = δ2δ3 = −1. Mivel ε3 = δ3, ezért azt is

kapjuk, hogy ε2 = δ2. Az egyenlet a következ® lesz:

ε2x
n−p+m + h (x) = δ2x

n−t+s + j (x)

Mivel m+ p = s+ t, ezért m = s és p = t, ekkor h (x) = j (x) , ezért f (x) = g (x) .

2. eset: Ha ε2x2n−p+ε1ε3x
n+m és δ2x2n−t+ δ1δ3x

n+s közül pontosan az egyik 0. Feltehetjük,

hogy Ha ε2x
2n−p + ε1ε3x

n+m = 0 és δ2x2n−t + δ1δ3x
n+s 6= 0. Ekkor n = m + p, és

ε2 + ε1ε3 = 0, azaz ε1 = 1 és ε2ε3 = −1. Az (II) egyenlet bal oldala ε2xn+m−p + h (x) , a

jobb oldal

δ2x
2n−t + δ1x

2n−s + δ1δ3x
n+s + δ2δ3x

n+t + δ1δ2x
n−t+s + j (x) .

A (II) egyenlet csak akkor teljesülhet, ha

ε2x
n+m−p = δ2x

2n−t, δ1x
2n−s + δ1δ3x

n+s = 0, δ2δ3x
n+t + δ1δ2x

n−t+s = 0, h (x) = j (x) ,

így n+m− p = 2n− t, 2n− s = n+ s, és n+ t = n− t+ s. Ezekb®l kapjuk, hogy

s =
n

2
, t =

s

2
=
n

4
, és m− p =

3n

4
.

Mivel n = m+ p, ezért m = 7n
8 , és p = n

8 . Tehát n osztható 8-cal.

Az együtthatókból kapjuk, hogy ε2 = δ2, δ3 = −1, és δ1 + δ3 = 0. Így δ1 = 1, ε3 = δ3 = −1,

és ε2 = δ2 = 1. Ekkor h (x) = j (x) is teljesül.
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Mivel n osztható 8-cal, ezért legyen n = 8r, ekkor

f (x) = x8r + x7r + xr − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r + x2r − 1

) (
x3r − xr + 1

)
,

és

g (x) = x8r + x4r + x2r − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r + x2r − 1

) (
x3r − x2r + 1

)
.

3. eset: ε2x2n−p+ε1ε3x
n+m 6= 0 és δ2x2n−t+δ1δ3xn+s 6= 0. A (II) egyenletben a legmagasabb

fokú tagnak meg kell egyeznie mindkét oldalon, azaz ε2x2n−p = δ2x
2n−t, ezért ε2 = δ2 és

p = t. Tudjuk még, hogy ε3 = δ3, ezért ε2ε3xn+p = δ2δ2x
n+t. A (II) egyenlet a következ®

lesz:

ε1x
2n−m + ε1ε3x

n+m + ε1ε2x
n−p+m + h (x) = δ1x

2n−s + δ1δ3x
n+s + δ1δ2x

n−t+s + j (x)

Tegyük fel, hogy h (x) = j (x) , a kapott értékekre ellen®rizzuk majd, hogy ez teljesül-e.

Ekkor

ε1x
2n−m + ε1ε3x

n+m + ε1ε2x
n−p+m = δ1x

2n−s + δ1δ3x
n+s + δ1δ2x

n−t+s. (III)

Ha valamelyik teljesül a

ε1x
2n−m = δ1x

2n−s, (IV )

vagy

ε1ε3x
n+m = δ1δ3x

n+s, (V )

vagy

ε1ε2x
n−p+m = δ1δ2x

n−t+s (V I)

közül, akkor azt kapjuk, hogy m = s és ε1 = δ1, így f (x) = g (x) . Ezért tegyük fel, hogy

semelyik sem teljesül (IV ), (V ) és (V I) közül.

Ha az (III) egyenlet bal oldalának semelyik 2 nem ejti ki egymást, akkor a bal oldal tagjai

valamilyen sorrendben megegyeznek a jobb oldal tagjaival, így

2n−m+ n+m+ n− p+m = 2n− s+ n+ s+ n− t+ s,

és

ε1ε1ε3ε1ε2 = δ1δ1δ3δ1δ2.

Az egyenletekb®l következik, hogy m − p = s − t és ε1ε2ε3 = δ1δ2δ3, megint azt kapjuk,

hogy m = s és ε1 = δ1, így f (x) = g (x) .
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Ezért tegyük fel, hogy a (III) egyenlet bal oldalának 2 tagja kiejti egymást, így a jobb

oldalon is kiejti egymást két tag. Az egyenlet egyik oldalán sem lehet az utolsó két tag

összege 0, mert a fokszámaik különböz®ek. Mivel a (IV ), (V ) és (V I) egyenletek közül

egyik sem teljesül, ezért feltehetjük, hogy a bal oldalon az els® és a harmadik tag összege,

a jobb oldalon pedig az els® és a második tag összege 0.

Azaz

ε1x
2n−m + ε1ε2x

n−p+m = 0 (V II)

és

δ1x
2n−s + δ1δ3x

n+s = 0. (V III)

A (III) egyenletb®l ε1ε3xn+m = δ1δ2x
n−t+s.

A (V II) és (V III) egyenletb®l kapjuk, hogy n = 2m − p és n = 2s, ezekb®l következik,

hogy s < m. Másrészt a (V III) egyenletb®l kapjuk, hogy m = s − t, amib®l következik,

hogy m < s. Ellentmondást kaptunk.

A 3. esetben azt kaptuk, hogy f (x) = g (x) .�

Szeretnénk egy Ljunggren tételhez hasonló tételt kapni.

Legyen az f (x) négytagú polinom, amit foktorizálni szeretnénk. Tegyük fel, hogy n ≥ m + p, és

ha n = m + p, akkor ε1 ≥ ε2ε3. Legyen f (x) = a (x) b (x) , ahol az a (x) polinom minden gyöke

egységgyök és a b (x) polinomnak nincs egységgyöke. (Lehet a (x) és b (x) polinomok közül az egyik

konstans.) Ekkor â (x) = ±a (x)és az els® lemma miatt b (x) polinomnak egyetlen gyöke sem gyöke a

b̂ (x) polinomnak. Ezért a (x) a legnagyobb közös osztója az f (x) és f̂ (x) polinomoknak.

Tegyük fel, hogy a b (x) polinom reducibilis, azaz b (x) = b1 (x) b2 (x) , ahol a b1 (x) és b2 (x) polinomok

fokszáma pozitív. Ekkor

f (x) = a (x) b1 (x) b2 (x) ,

és

g (x) = a (x) b1 (x) b̂2 (x) .

Tudjuk, hogy f (x) f̂ (x) = g (x) ĝ (x) .

Ha g (x) = ±f (x) , akkor b̂2 (x) = ±b2 (x) , ami nem lehetséges. Ezért g (x) 6= ±f (x) .

Ha g (x) = ±f̂ (x) , akkor

a (x) b1 (x) = ±â (x) b̂1 (x) és b̂1 (x) = ±b1 (x) ,

ami nem lehetséges. Ezért g (x) = ±f̂ (x) .

Ljunggren tétele helyett az alábbi igaz.
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Tétel (Mills): Tegyük fel, hogy f (x) = xn+ε1x
m+ε2x

p+ε3, ahol n > m > p ≥ 1, és εi = ±1. Legyen

f (x) = a (x) b (x) , ahol az a (x) polinomnak minden gyöke egységgyök és a b (x) polinomnak nincs

egységgyöke. Ekkor a (x) polinom a legnagyobb közös osztója az f (x) és f̂ (x) polinomnak. A

b (x) tényez® irreducibilis, kivéve, ha f (x) a felírható a következ® négy alak egyikeként:

x8r + x7r + xr − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r + x2r − 1

) (
x3r − xr + 1

)
,

x8r − x7r − xr − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r − x2r + 1

) (
x3r − xr − 1

)
,

x8r + x4r + x2r − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r + x2r − 1

) (
x3r − x2r + 1

)
,

x8r − x4r − x2r − 1 =
(
x2r + 1

) (
x3r − x2r + 1

) (
x3r − x2r + 1

)
.

Ezekben az esetekben a harmadfokú tényez®k irreducibilisek.

A lemma (2) helyett a következ® igaz:

Lemma: Ha f (x) = ϕ (x)ψ (x), ahol ϕ (x) és ψ (x) egy f®együtthatós pozitív fokszámú egész együtt-

hatós polinomok. Ekkor vagy a ϕ (x) és ψ (x) polinomok közül legalább az egyik rekurzív polinom,

vagy az f (x) polinom az el®z® tételbeli 4 speciális alak közül az egyik.

A következ® tételben feltesszük, hogy f (x) 6= (xm + ε2) (xp + ε1). A tételek az el®z® két lemma

segítségével bizonyíthatók.

A következ® tétel segítségével meghatározható, hogy az f polinomnak mikor van egységgyöke.

Tétel: Legyen d a legnagyobb közös osztója az n, m és p számoknak. Legyen

n1 =
n

d
, m1 =

m

d
, p1 =

p

d

d1 = (n1,m1 − p1) , d2 = (m1, n1 − p1) , d3 = (p1, n1 −m1) .

Ekkor ha van f -nek egységgyöke, akkor az kielégíti az egyik egyenl®séget a következ®k közül:

xdd1 = ±1, xdd2 = ±1, xdd3 = ±1,

és ez egyszeres gyöke az f -nek.

Bizonyítás: Legyen f -nek az egységgyöke λ. Ekkor λ−1 is gyöke az f polinomnak. A (1) lemma

szerint 3 feltétel lehetséges λ-ra.
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Tekintsük például az (i) esetet: λn = −ε3 és λm−p = −ε1ε2. Világos, hogy (n,m− p) = dd1 és

mivel léteznek olyan u és v egészek, hogy dd1 = nu+ (m− p) v. Mivel λn = −ε3 = ±1 ésλm−p =

−ε1ε2 = ±1, ezért

λdd1 = (λn)
u (
λm−p

)v
= ±1.

A (ii) és (iii) eset hasonlóan meggondolható.

Már csak azt kell bizonyítani, hogy λ egyszeres gyöke az f polinomnak, azaz

λf ′ (λ) = nλn + ε1mλ
m + ε2pλ

p 6= 0.

Helyettesítsük az (i) , (ii) és (iii) esteket egyenként a nλn + ε1mλ
m + ε2pλ

p = 0 egyenletbe. Az

(i)-b®l kapjuk:

n (−ε3) + λp
(
ε1mλ

m−p + ε2p
)

= 0

λp (−ε1ε1ε2m+ ε2p) = nε3

ε2λ
p (p−m) = nε3

Hasonlóan kapjuk a (ii)-ból: ε2λp (p− n) = mε3,

a (iii)-ból: ε1λm (m− n) = pε2ε3.

Azt szeretnénk tudni, hogy mely esetben lehetséges, hogy egy egységgyök gyöke a kapott egyen-

letnek.

A ε2λ
p (p−m) = nε3 esetben |λ| = 1 nem lehet, mert az egyenlet két oldalnak abszolútértéke

nem egyezhet meg, mert n > m > p ≥ 1.

A ε2λ
p (p− n) = mε3 és ε1λm (m− n) = pε2ε3 esetben |λ| = 1 esetén azt kapjuk, hogy n = m+p.

Ha n = m+p, akkor ezt visszahelyettesítve a lemma eseteibe, azt kapjuk, hogy a (ii) esetben a két

egyenlet: λm = −ε1ε3, ésλm = −ε2, míg a (iii) esetben a két egyenlet: λp = −ε2ε3, ésλp = −ε1.
Mindkét esetben azt kapjuk, hogy ε3 = ε1ε2, azaz az elején kizárt triviális esetet kapjuk, azaz

f (x) = (xm + ε2) (xp + ε1) . �

3.2. Rabinowitz tétele

Tétel (Rabinowitz): a) A x5 + x+n polinom akkor és csak akkor bontható irreducibilis másodfokú és

harmadfokú polinomok szorzatára, ha n = ±1 vagy n = ±6.

b) A x5 − x + n polinom akkor és csak akkor bontható irreducibilis másodfokú és harmadfokú

polinomok szorzatára, ha n = ±15, n = ±22440 vagy n = ±2759640.

Bizonyítás: Bizonyítsuk egyben a két esetet, legyen a polninom x5 +mx+ n, ahol m = ±1. Tegyük
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fel, hogy van faktorizációja a polinomnak:

x5 +mx+ n =
(
x2 + ax+ b

) (
x3 + cx2 + dx+ e

)
=

= x5 + x4 (c+ a) + x3 (d+ ac+ b) + x2 (e+ ad+ bc) + x (ae+ bd) + be,

x4 együtthatójából kapjuk: c = −a,
x3 együtthatójából kapjuk: d− a2 + b = 0⇒ d = a2 − b,
x2 együtthatójából kapjuk: e+ a

(
a2 − b

)
+ b (−a) = 0⇒ e = a

(
2b− a2

)
,

x együtthatójából kapjuk: aa
(
2b− a2

)
+ b

(
a2 − b

)
= m⇒ m = 3a2b− a4 − b2, (1)

a konstans tag pedig: n = ba
(
2b− a2

)
= 2ab2 − a3b. (2)

Fejezzük ki az (1) egyenl®ségb®l b2-et:

b2 = 3a2b− a4 −m,

és helyettesítsük be ezt a (2) egyenl®sségbe:

n=2a(3a2b−a4−m)−a3b
⇓

n = 5a3b− 2a5 − 2am.

Fejezzük ki b-t az egyenl®sségb®l

b =
n+ 2a5 + 2am

5a3
,

helyettesítsük vissza az (1) egyenl®sségbe, és alakítsuk át.

(
n+ 2a5 + 2am

5a3

)2

= 3a2
(
n+ 2a5 + 2am

5a3

)
− a4 −m

n2 + 4a10 + 4a2m2 + 4a5n+ 4amn+ 8a6m

25a6
=

3a2n+ 6a7 + 6a3m− 5a7 − 5a3m

5a3

n2 + 4a10 + 4a2m2 + 4a5n+ 4amn+ 8a6m = 5a3
(
3a2n+ a7 + a3m

)
n2 + 4a10 + 4a2m2 + 4a5n+ 4amn+ 8a6m = 15a5n+ 5a10 + 5a6m

n2 − a10 + 4a2m2 − 11a5n+ 4amn+ 3a6m = 0

Rendezzük n szerint az egyenletet, és elmeljünk ki a konstans tagból a2-et:

n2 + n
(
4am− 11a5

)
+ a2

(
4m2 + 3a4m− a8

)
= 0

n2 + n
(
4am− 11a5

)
+ a2

(
m+ a4

) (
4m− a4

)
= 0
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Használva a megoldóképletet n-re:

n1,2 =
11a5 − 4am±

√
(4am− 11a5)

2 − 4a2 (m+ a4) (4m− a4)

2
=

=
11a5 − 4am±

√
16a2m2 + 121a10 − 88a6m− 16a2m2 − 12a6m+ 4a10

2
=

=
11a5 − 4am±

√
125a10 − 100a6m

2
=

11a5 − 4am± 5a3
√

5a4 − 4m

2
(3)

Mivel az n szám egész, ezért 5a4−4m négyzetszám, azaz létezik olyan z egész, hogy 5a4−4m = z2.

Tudjuk, hogy m = ±1, ezért a z2 − 5a4 = ±4 diofantikus egyenletet kell megoldani. Legyen

x = a2, tudjuk z és x paritásának meg kell egyeznie.Legyen y = x+z
2 , ahol y is egész szám, z-t

kifejezve: z = 2y − x Ekkor a. diofantikus egyenlet a következ®képpen néz ki:

(2y − x)
2 − 5x2 = ±4,

4y2 − 4xy + x2 − 5x2 = ±4,

y2 − xy − x2 = ±1, (4)

ahol x négyzetszám.

A következ® állítás miatt x Fibonacci szám:

Állítás: Ha egy (x, y) pozitív egész számpár kielégíti a y2 − xy − x2 = ±1 egyenletet, akkor

(x, y) = (Fk, Fk+1) valamilyen k ≥ 0-ra.

Az állítás bizonyítása Phillip James-nek a When is a number Fibonacci? cím¶ cikkében megta-

lálható. ([8])

Ha x = 0 lenne, akkor a = 0, és akkor n = 0, ekkor triviális faktorizációk léteznek.

Ha y = 0, akkor x = a2 = 1, ekkor a = ±1. Mivel 0 és 1 Fibonacci számok, ezért ezt az esetet az

állítás is fedi.

Mivel csak a 0, 1 és 144 számok négyzetszámok a Fibonacci számok között, ezért x = 0 vagy

x = 1 vagy x = 144. Az x = 0 nem lehet.

Vizsgáljuk az eseteket a szerint, hogy az m = 1 vagy m = −1.

Amikor m = 1:

Ha a2 = 1, akkor a = ±1, és a (3) egyenletbe behelyettesítve a = 1-et

n1,2 =
11− 4± 5

√
5− 4

2
=

7± 5

2
⇒

n1 = 6

n2 = 1
,
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a = −1-et

n1,2 =
−11 + 4± 5

√
5− 4

2
=
−7± 5

2
⇒

n1 = −1

n2 = −6
.

Ha a2 = 144, akkor a = ±12, akkor 5 · 1442 − 4 = 103677 nem négyzetszám.

Amikor m = −1:

Ha a2 = 1, akkor a = ±1, és a (3) egyenletbe befelyettesítve a = 1-et

n1,2 =
11 + 4± 5

√
5 + 4

2
=

15± 15

2
⇒

n1 = 15

n2 = 0
,

a = −1-et

n1,2 =
−11− 4± 5

√
5 + 4

2
=
−15± 15

2
⇒

n1 = 0

n2 = −15
.

Ha a2 = 144, akkor a = ±12, akkor 5 ·1442 + 4 = 103684 = 3222, a (3) egyenletbe befelyettesítve

a = 12-t

n1,2 =
11 · 125 + 4 · 12± 5 · 123 · 322

2
=

2737200± 2782080

2
⇒

n1 = 2759640

n2 = −22440
,

a = −1-et

n1,2 =
−11 · 125 − 4 · 12± 5 · 123 · 322

2
=
−2737200± 2782080

2
⇒

n1 = 22440

n2 = −2759640
.�
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