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ElSszo6

A dolgozat Prasolov Polynomials cimii konyvének Irreducible Polynomials fejezetének egy része alapjan
késziilt, f6leg racionélis és egész szamok feletti irreducibilitasra épiil. Az elsé fejezetben az irreducibili-
tas definicioja, hozza tartozo alap allitasok illetve egyszertibb faktorizacios algorimusok talalhatok. A
masodik fejezet irreducibilitési kritériumokkal foglalkozik. A Schénemann—Eisenstein-kritérium mellett
kevésbé ismert kritériumok is szerepelnek. A harmadik fejezetben speciélis alaki polinomok irreduci-

bilitasa talalhato.



1. Irreducibilitas

1.1. Polinomok irreducibilitasa racionalis szamtest felett

A polinomok oszthatdsiga hasonld az egész szamok oszthatdsidgahoz, a legnagyobb kozos osztd defini-
cidja is megegyezik. Egy f polinom oszthaté a g polinommal, ha létezik egy h polinom, hogy f = gh.
Egy d polinom kozos osztoja f-nek és g-nek, ha f és g is oszthaté d-vel. A d polinom a legnagyobb

kozos osztdja f-nek és g-nek, ha f és g minden k6z0s osztdjaval oszthato.

Két racionalis egyiitthatés polinom legnagyobb kozds osztéjat Euklideszi algoritmus segitségével kap-

hatjuk meg. Az algoritmus a kiévetkezSképpen miikodik:

Keressiik az f és g valos egyiitthatds polinomok legnagyobb kozos osztojat. Tegyiik fel, hogy deg f >
degg, ez megtehetd, ugyanis ha degg lenne a nagyobb, akkor felcseréljiik a két polinomot. Elsé 1épésben
osszuk el f-et g-vel maradékosan, a kapott maradék legyen r;. Masodik lépésben osszuk el g-t r1-gyel
és a maradék legyen 75, majd osszuk el r1-et ro-vel, és a maradék legyen r3, a k-adik 1épésben osszuk el
re—o-t rp_1-gyel és a maradék legyen ri. Az ri polinomok foka szigoraan csokken, ezért létezik olyan
n szam, amire 7, = 0, azaz r,_o oszthatoé r,,_1-el. Az r, 1 oszt0ja az r,_o, rp_3, ..., r1 polinomoknak,
ezért r,_1 osztoja az f és g polinomoknak. Raadésul ha f és g oszthatd egy h polinommal, akkor 7,1

is oszthatd h-val.

Az euklideszi algoritmus egy fontos kévetkezménye a kovetkezd tétel:

Tétel: a) Ha az [ és g polinomok legnagyobb kizés osztéja d, akkor léteznek olyan a és b polinomok,
hogy d = af + bg.
b) Legyenek f és g polinomok t C T felett, aholt és T testek. Ha f-nek és g-nek van nemtrividlis

kézos osztoja T felett, akkor van nemtrividlis kozos osztojuk t felett is.

Egy nulltdl kiilonbozs f € T [x] polinom irreducibilis a T test f6lott, ha f nem egység és csak ugy

bonthaté szorzatta, hogy valamelyik tényez6 egység.

Allitas: Egy f € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis a T test folott, ha nem konstans, és

nem bonthatd fel két alacsonyabbfoku T-beli egyiitthatds polinom szorzatdra.



Tétel (Szamelmélet Alaptétele): Legyen T egy test, ekkor minden f € T [x] polinom felbonthato

irreducibilis tényezdk szorzatdra, és ez a felbontds egyértelmi.

Lemma: Ha a qr polinom oszthaté egy irreducibilis p polinommal, akkor vagy q vagy r oszthatd p-vel.

1.2. Polinomok irreducibilitisa az egész szamok felett

Egy nulltdl kiilonb6z6 f € Z [x] polinom irreducibilis Z f6l6tt, ha f nem egység és csak tgy bonthato
szorzattd, hogy valamelyik tényezd egység.

Egész szamok felett is igaz a Szamelmélet alaptétele.
Egy g polinom primitiv polinom, ha a polinom egyiitthatéinak legnagyobb kozos osztoja 1.

A polinomok egyiitthatéi az egyiitthatok legnagyobb kozos osztojaval oszthatok. Legyen f(x) =
Y a;xt, ahol a; € Z. Jeldljiik az f polinom ay, ..., a,, egyiitthatéinak legnagyobb kbzds osztojat cont (f)-
el. Ekkor f () = cont (f) g (), ahol g primitiv polinom.

Lemma: cont (fg) = cont (f) cont (g)

Bizonyitas: Elég azt az esetet nézni, amikor cont (f) = cont(g) = 1. Ugyanis, ha ez nem lenne
igy, akkor f és g polinomok egyiitthatoi oszthatok cont (f)-fel és cont (g)-vel egyenként. Ezért
kénnyen belathato, hogy cont (fg) oszthato cont (f) - cont (g)-vel.

Legyen f(z) = Y. a;x%, g(x) = Y. bia’ és fg(x) = > c;zt. Tegyiik fel indirekt médon, hogy
cont (fg) = d > 1, és p egy primosztoja d-nek. Ekkor fg minden egyiitthatéja oszthaté p-vel,
de f-nek és g-nek van olyan egyiitthatdja, ami nem oszthatoé p-vel. Legyen a, az els§ olyan
egylitthatoja f-nek, ami nem oszthatd p-vel, by pedig az elsé olyan egyiitthatoja g-nek, ami nem

oszthat6 p-vel. Ekkor
Cris = Apbs + arg1bs 1 + ary2bs 2+ ...+ ar_1bsp1 +ar_2bsya... = a.bs Z0 (mOdp) >

ugyanis
bs—1 =bs_a=...bg =0 (mod p)

p—1 = Ar—2 = ...a9 = 0 (mod p)

Tehat ellentmondéast kaptunk. [

Megjegyzés: cont(f) = cont(g) = 1 esetén az 1. Gauss-lemmét kapjuk.



1. Gauss lemma: Ha f,g € Z[z] és f, g primitiv polinomok, akkor fg is primitiv polinom.

2. Gauss-lemma: Legyen f € Z[x] olyan, hogy felirhaté g és h raciondlis egyiitthatés polinomok
szorzataként, tehdt f = gh, ahol g,h € Q[x]. Ekkor f elédll f = goho alakban is, ahol gy, hoy €
7 |x] és go a g-nek konstansszorosa, hy a h-nak konstansszorosa, vagyis deg go = deg g és deg hg =
deg h.

Bizonyitas: Irjuk fel g-t rg; alakban, ahol r € Q, és g; € Z [z] primitiv.
Irjuk fel h-t shy alakban, ahol s € Q, és hy € Z [z] primitiv.
Ekkor: f = gh =rg1shy = rsgi1h1, ahol rs € Q és g1hy primitiv (1. Gauss-lemma miatt)

Segédallitas: Ha f € Z|[z] olyan, hogy f = rfi1, ahol r € Q és f; primitiv, akkor r € Z. (Nem
bizonyitom)
f=1((rs)g1)h1, mivel g1hy primitiv, rs € Q és f € Z[z], ezért rs € 7Z.
Tehét a g = rsg1 és hg = hy jO lesz, f = goho. Es teljesiil deg go = deg g és deg hg = deg h is. [

Kovetkezmény: Ha egy legaldbb elsdfoki egész egyiitthatds primitiv polinom reducibilis Q felett, akkor
reducibilis 7 felett is.

Bizonyitas: Legyen f € Z[z] és f = gh, ahol g,h € Q[z]. Tegyiik fel, hogy cont(f) = 1.
Valasszunk g-hez egy pozitiv egész m-et ugy, hogy mg € Z [x]. Legyen n = cont (mg). Ekkor a

racionélis r = =

is olyan, hogy rg € Z[z] és cont (rg) = 1.

Hasonl6an valasszunk h-hoz egy s pozitiv racionélis szamot ugy, hogy sh € Z [z] és cont (sh) = 1.
Be kell latni még, hogy ekkor rs = 1, azaz a f = (rg)(sh) egy faktorizacio Z felett.

Az 1. Gauss-lemma miatt cont(rsgh) = cont(rg)cont(sh), azaz 1 = cont(rsgh) = cont(rsf).

Mivel cont(f) =1, ezért rs =1. O

Egy f € Z [x] polinom irreducibilis Z felett, ha primszam, vagy nem irhato fel két alacsonyabb foku,
egész egylitthatos polinom szorzataként.

Egy g polinom primitiv polinom, ha egyiitthatéi relativ primek, tehat legnagyobb k6z6s osztéjuk 1.

1.3. Egyszertibb faktorizaciés algoritmus

Kronecker algoritmusa

Keressiik f € Z [z] reducibilis n-edfokd polinom felbontésat.

Legyen r = [%] Ha f reducibilis, akkor van g (z) oszt6ja, aminek foka k, nem nagyobb, mint r.



Tegytik fel, hogy f felbonthato a g és h fliggvény szorzatara, ahol g, h € Z [x]. Nézziik f értékeit a
j=0,1,...,k helyeken, ezeket a szamokat jelclje a kovetkezs: ¢; = f (4).

Ha valamely j-re: ¢; = 0, akkor & — j osztja f-et és igy megtaldltuk f-nek az elséfoku faktorat. A
tovabbiakban feltessziik, hogy ¢; # 0 (j =0,...,7), ekkor g (j) osztja c;-t. Ugyanis ¢; = f(j) =
9 () h(j), azaz % €Z.

A cg, ..., ¢ szamok osztoi koziil vegyiink dg, dy, . . ., di osztokat ugy, hogy dg osztdja co-nak, di osztdja
c1-nek, és igy tovabb. Ekkor az interpolacios tétel miatt pontosan egy olyan ¢ (x) polinom létezik
(deg g < k), amire g (j) = d;, ahol j =0,1,...,k.

Minden ilyen polinomra ellendrizni kell, hogy az egyiitthatoi egészek-e, és a polinom osztja-e f (z)-et.
Ha ez teljesiil, akkor talaltunk egy osztot.

Ha ez egyszer sem teljesiil, akkor nem létezik ilyen felbontas.



2. Néhany egyszeri irreducibilitasi kritérium

2.1. Schonemann—Eisenstein-kritérium

Ez az irreducibilitési kritérium az egyik legismertebb kritérium, kénnyen ellendérizhetd elégséges feltételt

ad egész egyiitthatés polinom Q feletti irreducibilitésara.

Tétel: Legyen f (z) = ap+a1x+ ...+ a,z™ egész egyiitthatds polinom. Ekkor f irreducibilis Q felett,
ha van olyan p prim, melyre egyszerre teljesiilnek a kovetkezdk:
a) a, egyitthaté nem oszthaté p primmel,
b) ag, ..., an_1 egyiitthatok oszthatok p-vel,
¢) ag mem oszthato p?-tel.

Ha f primitiv polinom, akkor Z folott is irreducibilis.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt modon, hogy f felirhaté gh alakban Q [z]-ben, ahol deg g < deg f és
degh < deg f . Feltehets, hogy g,h € Z[z] (a 2. Gauss-lemma miatt). Tekintsiik modul6 p a
felirast: f = gh.

f=apa" = apata™ "

A g és h polinomok z-hatvanyszor konstans alakban allnak el, mert Z,, [z]-ben igaz a Szamel-

mélet Alaptétele.

=g és h konstans tagja oszthat6 p-vel

=gh konstans tagja oszthatd p>-tel

Ez ellentmondés. O

Ha az f (x) = ag+ a1z +...+ apz™ polinom helyett vessziik az f(x) =z"f (%) polinomot, akkor az f
polinom reciprok polinomjat kapjuk. A f polinom gyokei pontosan az f polinom gyodkeinek a reciprokai
lesznek. A forditott Schonemann—Eisenstein-kritérium hasonl6an igazolhat6, mint a Schénemann—

Eisenstein kritérium.

A forditott vagy reciprok Schénemann—FEisenstein-kritérium: Legyen f () = ao+ a1z + ... + az™
olyan egész egyiitthatos polinom, amire az ag egyiitthaté nem oszthaté a p primmel, az aq,...,a,
egyiitthatok oszthatok p-vel de a, nem oszthaté p’-tel. Ekkor f irreducibilis Q felett. Ha f primitiv

polinom, akkor Z f6l6tt is irreducibilis.



2.2. Eltolt Eisenstein kritérium

Ha f (z) = ag+ a1z +. ..+ anz™ egész egyiitthatds polinomra nincs olyan p prim, hogy a Schénemann—
Eisenstein-kritérium feltételei teljesiilnek, akkor nézziik meg, hogy a-val eltolva a polinomot teljesiil-e
valamely p primre a kritérium. Tehat f (x +a) = aj+alx+...+al 2™, aholptal,p|ay,...,p|al,_4
és p? t afy. Ha van ilyen a és p, akkor azt mondjuk, hogy f (z)-re teljesiil az Schénemann—Eisenstein-

kritérium kritérium p primre.

Allitas: Egy f raciondlis polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha valamelyik eltoltja
irreducibilis Q felett, azaz létezik olyan a € Q, hogy f (z + a) irreducibilis Q felett.

Bizonyitas: Ha az f polinomot szorzatta lehet bontani, tehat f = gh, akkor az eltoltjai is szorzatta
bonthatok, ugyanis
f@+a)=g(@x+a)h(z+a)

is teljestil.
Ha f (z + a) szorzatta bonthato, akkor az & = x — a helyettesitéssel az f polinom egy felbontéasat
kapjuk. [

Példa: f(z) = 22 + x + 1 polinomra nem teljesiil a Schénemann-Eisenstein-kritérium, de teljesiil az

eltoltjara a Schonemann—Eisenstein-kritérium, mert a = 1 esetén a kovetkezét kapjuk:
fr+)=(@+1)+@+1)+1=2>+32+3

Az f(z+ 1) polinomra p = 3 esetén teljesiilnek az Schonemann—Eisenstein-kritérium feltételei,

tehat irreducibilis a polinom, vagyis az eredeti f (x) is irreducibilis.

Adott egy f(z) polinom. Azt szeretnénk eldonteni, hogy létezik-e olyan a szam, amivel eltolva a
polinomot, létezik olyan p prim, hogy ezzel a primmel az eltolt polinomra teljesiil az Schénemann—

Eisenstein-kritérium. Tegyiik fel, hogy f (x) fokszama legalabb 2.

Ahhoz, hogy egy f (z) polinomroél eldonthessiik, hogy valamelyik eltoltjara teljesiil-e a Schénemann—

Eisenstein-kritérium feltétele, sziikségiink van a rezultans fogalmara.

Adott f (z) = Y a;a? és g(x) = > bz’ polinomok mellett f és g rezultansanak nevezziik és R (f, g)-
§=0 §=0
vel jeloljiik egy (n + r) x (n + r)-es matrix determinansat, ahol az els6 r sorba f (z)egyiitthatoit irjuk

gy, hogy minden sorba eggyel tobb 0-t irunk az egyiitthatok elé, mint a megel6z6 sorban, és az utolsé

n sorba g (z) egylitthatoit irjuk gy, hogy minden sorba eggyel tobb 0-t frunk az egyiitthatok elé, mint
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az el6z6 sorban. Tehat a kovetkezSképpen fog kinézni:

an Qp—1 Qp—2 ... a O 0 ... O
a, QAp-1 ... a1 ag O
0 an .. az ai ag
= by o b 0 0 . 0
b, br_1 ... by by 0 .. 0
0 0 by e by by by ... O

Példaul: f(z) = 23 + 222 + 3 és g (x) = 322 + 22 + 4. Ekkor a rezultans a kovetkezéképpen néz ki:

R(f,9) =

S O w O =
O W NN =N
W N = NN O
N = O O W
= O O Ww O

Lemma: Legyen f (z) és g (x) € Clz]. Tegyiik fel, hogy létezik olyan o, hogy f (o) = g (o) = 0. Ekkor
R(f,9)=0.

Bizonyitas: Adjuk hozza a determinans utolsé oszlopidhoz az elsé oszlopnak az a7 1

n+r—2

-szeresét, a ma-

sodik oszlopnak az « -szeresét, a j-edik oszlopnak a a"T"J-szeresét (j =3,...,n+r —2),

és az (n + r — 1)-edik oszlopnak az antr=(tr=1)_gzeresét. Neézziik meg, hogy mik lesznek az
utolsé oszlop elemei:
1. eleme:

0+ a, +a™ " 2a, 1+ + Q" g, i+ amtrTr g+

+an+r—n—2 0+, + an-l—r—(n-‘rr—l) .0 =

— anJrrflan + an+rf2an_1 N Oén+r7jan_j+1 N a“lao _

=a ! (a"an +a" tap 1+ + a"7j+1a7l_j+1 + ...+ ao) =a" ()

11



n. eleme:
ap+0- Oén+r71 +...40- Oén«H“f(nJrrf(nJrl)) + an+r7(n+r7n)an+

+an+r7(n+r7(n71))an_1 NI an+r7(n+r7(n7j+1))an_j+1 o+ anJr’f‘*(nJrT*l)al _

1 —J+1 1
=a"an+a" a1+ +a" T a4+ atar + a0 = f (@)

(n+1). eleme:

0+ ™ b+ ™ b+ a4

+an+r77’71b0 + an+r77’72 0+... anJrrf(nJrrfl) 0=

_ an—‘rr—lbr + Oén+r—2br_1 I an+r—jb7._j+1 N a’n—lbo _

— an—l (arbr + Ozr_le,1 4ot an_j+1br7j+1 4.+ bO) _ an—lg (a)

(n+7). eleme:

bo + anJrrfnbr + an+r7(n+1)br_1 N an+r7(n+j71)br_j+1 4.+ anJr’f‘*(nJrT*l)bl —

=a'b+a" b+ T Y+t artr=tr=Np 4 py =g ()

Tehat az utolsé oszlop elemei sorra:

a" " f(a), @2 f (@), f(@),a" g (a),a" 2g(a),...,g ()
A lemma feltétele miatt csupa 0 az utolsé oszlop, ezért a determinéns 0. O

Allitas: Ha o, ..., a, az f(x) polinom gyokei, akkor
R(f.9) = apg(ar)--g(om).

Bizonyitas: n szerinti indukcidval:

12



Ha n = 0, akkor az f (z) polinom 0-adfoku, tehat f () = ag. Ekkor:

ao 0 0

0 ag 0

0 0 ap
R(f,g)=|0 0 0
0 0 O

0 0 0

0 0 0

Ha n =1, akkor az f () polinom elséfoku, f (x) = ap + a1z, az f (z) polinom gydke: a; =

Ekkor:
a
0
0
R(f9)=1].
0
b,
= boa{ — Qg

T r—1 2
= bpa] — apbia;” " + ag

ap 0
aq ag

0 ay

brfl br72

ay ao

br brfl
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0

0 0

ap 0
0 ao
0 0
0 O

ao

ai

br72

ao

ao
b

(=}

ai

:ao

ag

(r+1)x(r+1)
ag
bl rXT

0 0

0 O

0 0

ay Qg

bs by

(r—=1)x(r—1)

__ Qo
ay



= boa} — aphya} "t 4 albyai 2 4. 4 (=) F abbralF 4.+ (=1) " al !

T r—1 2 r—2 3
= boa] — apbra;” " + agbaa; © — ay

ai ag
0 a1
0 0
0 0
br br—l

br—2

0 0
0 0
ai ap
by bs (r—2)x(r—2)
al ag
0 bT br—l 2%2

= boa} —agbra]  +adboal 4.+ (—1)’c agbral 4.+ (-1)" ! abrarby_1 +(—

k r—1
—a] (bo - Z—ibl Fo(-1)F (Z‘i) b+ ...+ (1) (Cm) br—1 +(=1)" (ao

ai ai

=af (b +a1by +afby + ...+ afby + ...+ b1 +afb,) = alg (o)

1)" agb,

o

Tegyiik fel, hogy n = k — 1-re igaz az allitas, bizonyitsuk k-ra. Irjuk fel k — 1-re az allitast:

f (.’E) = Qp_1 ((E — al) e ({L‘ — ak‘,l) = dkfll'k_l + &k,gxk_2 + &k,gxk_?’ +.

Az (m+ k — 1) soros determinéans a kdvetkezs:

Irjuk fel k-ra:

Gr1 Gr_z ... G 0
0 Gr_1 ... a1 ao
b bm-i ... b1 b
0 by ... by b
0 0 ... by b

1 bm—Q

=ap_q19(a1)...g(ak-1)

..+ ag

f(z)= f(x) (r—ag) = (dk,lxk_l +ap_ox® P ap_s2"F 3+ 4+ do) (z—ap) =

= &k,lxk + ((Alk,Q - ak,lak) 2kt + (&k73 - dk,QOzk) k2 +...4+ (&0 - &1ak) T — Qoo

14



Az egyilitthatokat beirva a determinéns a kovetkezs:

Ggp—1 Qg—2 — Qp—10p Ap_3 — Ag_20) ...  —QgQ 0
0 dk,1 &k,Q — -1 ... d() — &10% —&oak
b bm—1 Do . bo 0
0 bm, brm—1 s by bo
0 0 0 - b bm_1
Adjuk hozza a masodik oszlophoz az els6 oszlop ay-szorosét:
g1 Q-2 Gg—3 —ag_20) ...  —agag 0
0 dk—l dk_Q - &k_lozk e flo — dlozk 7&00[]@
b, b—1 + by bim—2 S bo 0
0 b bm—1 . by bo
0 0 0 - bm b1
Adjuk hozza a harmadik oszlophoz a masodik oszlop ay-szoroséat:
Gk—1 Qg2 a—3 —agQg, 0
0 dk—l &k_g N do — &1Oék —doak
bm bm,1 + bmak bm,Q + bm,lak + bmai e bo 0
0 b bm—1 + by e by bo
0 0 0 . bim bm—1
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Es igy tovabb, ekkor a kovetkez6t kapjuk:

Gk—1 Qk—2 e Go 0 0
0 Qk—1 e a1 ao e 0
by bm—1 +bpoy ... g (o) arg (o) e Oéﬁ_lg (o)
0 b, oo by —|—b2ak—|—...—|—bmo/,§_1 g (ag) aﬁ_Qg(ak)
0 0 bim b—1 +bmar ... g ()
Vonjuk le az m + 1. sortél kezdve az alatta 1év6 sor ay-szorosat:
&k,1 dk,Q CAlk,3 . d() 0 e 0
0 Gg—1 Gg—2 ... a1 ao e 0
bm bm,1 bm,Q - bo 0 - 0
0 by bm-1 ... b1 bo e 0
0 0 0 cer by b1 Fbnar ... g(()lk)

Az utolsé oszlop mindegyik eleme 0, kivéve az utolsét. Az utolso oszlop szerint kifejtve a kovet-

kez6t kapjuk:

arp—1 Qk—o ... Qg 0 0 ... 0
0 aw1 ... & ao 0 ... 0
g (Oék) bm bm—l “ee b1 bo 0 PN 0=
0 bm ... b2 b1 bo ... 0
0 0 oo by buoi bmes ... b

=g (ar) g (). .. g(an-1) = a9 (ar)... g (ax)

Az aj, = ar—1 helyettesitéssel pont az allitast kapjuk.Az R (f,g) akkor és csak akkor 0, ha f (z)

és g (x) polinomoknak van kozos gyoke. O
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Algoritmus:

Adott egy f (z) polinom. Azt szeretnénk eldonteni, hogy létezik-e p prim és a szam, hogy a-val eltolva
a polinomot teljesiil rd a Schonemann—Eisenstein-kritérium. Tegyiik fel, hogy 2 < degf (). Szamoljuk
ki az R(f, f') determinanst.

Ha R(f, f') = 0, akkor f (z) eltoltjara nem teljesiil a Schonemann-Eisenstein-kritérium semmilyen p
primre, ugyanis ekkor van kozos gyoke f-nek és f’'-nek.

Ha R (f, f') # 0, akkor bontsuk primtényezds szorzatra. Minden p primre, ami osztja R (f, f')-t nézziik
meg, hogy a létezik-e olyan a € {0,1,...,p— 1}, amivel eltolva f-et, p-vel teljesiil-e Schonemann—
Eisenstein-kritérium az f (x4 a) polinomra. Ha nincs ilyen p és a, akkor f (z) polinom egyetlen

eltoltjara sem teljesiil a Schonemann—Eisenstein-kritérium.

Az algoritmus miik6désének bizonyitasa Michael Filaseta: Irreducible polynomials theory cimii kony-
vében talalhato ([2]).

Példa: Legyen a polinom: f(x) = 2* + 4z + 1, ekkor: f’ (x) = 423 + 4. Irjuk fel R (f, f')-t:

100 4100 1 00 1 0 0
0100410 01 0 4 1 0
0 01 00 41 0 0 1 0 4 1
R(f,f)=4 0 0 4 0 0 0[=]0 0 0 —12 —4 0 0]=
0400400 0 0 0 -12 -4 0
0 040040 00 0 O 0 -12 —4
0 00 400 4 00 0 4 0 0 4
-12 -4 0 0
0o -12 -4 0

- —4-(—12)% —4-(—4)>=—-29.13
0 0 -12 -4 (-12) (=4)
4 0 0 4

Tehat p = 2 vagy p = 13 lehet.
Ha p = 2, akkor csak az a = 1 johet szoba, mivel az f (x) nem Schénemann—Eisenstein p = 2-re.
Ekkor f (z + 1)-re a kovetkez6t kapjuk:

f+D=@E@+D)'+4@+)+1=a'+4° + 62’ + 4z + 1 +4x4+4+1=

=a*4+42° + 62>+ 82+ 6

Erre valéban teljesiil a Schénemann-Eisenstein-kritérium 2-re. Tehat az f (z) = 2* + 4z + 1

Schénemann—Eisenstein p = 2-vel, igy irreducibilis polinom.
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Ha p = 13, akkor az eltolt polinom a kovetkezs lesz:
fr4a)=(@+a) +4(@+a)+1=2a"+4a2® +6a°2> + 4’z + a* + 4z + da+ 1 =

:x4+4ax3+6a2m2+4x(a3+1)+a4+4a+1

Ahhoz, hogy erre a polinomra teljesiiljon a Schénemann—Eisenstein-kritérium p = 13-ra, a 4a-nak
oszthatonak kell lennie 13-mal. Ez csak akkor lehet, ha a = 0. Ekkor az f (x)-et kapnank vissza.
Tehat nincs ilyen a, azaz az f (x) polinomra nem teljesiil a Schénemann—FEisenstein-kritérium

p = 13-mal.

2.3. Irreducibilitas mod p felett

Legyen Z, a modulo p maradékosztalytest. Minden egész egyiitthatdés polinom tekinthets, mint egy
polinom Z,-beli egyiitthatokkal. Ha egy polinom Z, felett irreducibilis, akkor az a polinom Z felett is
irreducibilis, ha a p nem osztéja a fGegyiitthatonak. Viszont egy 7Z felett irreducibilis polinom lehet

Z,, felett reducibilis minden p-re, ilyen polnomokra ad példat a kovetkezd tétel.

Tétel: A P(x) =a* + ax? + b2, ahol a, b € Z reducibilis 7, felett minden p primre.

Bizonyitas: p = 2-re csak négy ilyen alakd polinom van. Ezek a kovetkezgk:
zt, 2t + 2% =22 (x2—|—1), x4+1:(m+1)4, 2?4+ 1= (m2—|—x+1)2

Mind a négy polinom reducibilis.
Legyen p paratlan prim. Ekkor valasszunk egy s egészet gy, hogy a = 2s (modp). A P (z)

polinom a kdvetkezs:
P(z) =z +az? +b° = (3:2—|—8)2— (s> —b%) = (x2+b)2—(2b—28)x2 =

= (2 — b)2 — (—=2b — 2s) 2% (mod p)

Egy z szémot akkor neveziink kvadratikus maradéknak (mod p), ha az y? = z (mod p) kongru-
encia megoldhat6. Ha ez nem oldhaté meg, akkor kvadratikus nem maradéknak nevezziik z-t.
Elég bizonyitani, hogy a s — b?, 2b — 2s, —2b — 2s szamok koziil az egyik kvadratikus maradék
modulo p.

P

Modulo p a kiilonb6z6 kvadratikus maradékok szama %1, és ugyanennyi kvadratikus nem ma-

radékok szama is.
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Ha z = 2, akkor 2”2 = y?~! = 1 (mod p). Ha z # 12, akkor z"=° = —I, ugyanis

N2
zp21> = P71 = 1, tehat két kvaratikus nem maradék modulo p szorzata kvadratikus ma-

radék modulo p.

Tegyiik fel, hogy 2b — 2s és —2b — 25 egyike sem négyzetszam modulo p, tehat nem kvadratikus
maradékok. Ekkor a szorzatuk lesz négyzetszdm mod p, és (2b — 25)(—2b — 2s) = 452 — 4b* =
4 (s* — b?) négyzetszam modulo p, és igy s* — b? is az. [J

Példa: Az z* + 1 polinom irreducibilis Z felett, de minden p primre reducibilis Z, felett.

Bizonyitas: Az el6z6 tételbdl kovetkezik a = 0 és b = 1 mellett, hogy minden p-re reducibilis Z,
felett.
Az z* + 1 polinom gydkei C felett i\%i. Tehéat a polinom a kdvetkez6képpen bomlik szorzatra

 felet: s 1+ 1—i —1+i —1—i
T (””‘ﬁ) (“@) (“@) (“@) -

() ) ) )

Csak ugy kaphatunk R felett felbontast, ha a konjugélt parokat 6sszeszorozzuk. Ekkor azt kapjuk,
hogy:
1\2 i \2 1\2 i \2
4
r4+1l=|le——) — | —= r+—] — | — =
(&) - () () - ()

_ (x_1>2+1 (x+1>2+1 _(w2_2w+1+1)(x2+%+1+1>_

V2 2 V2 2 /2 272 V2 272

= <x2—2\é§x+l> (m2+2 22x+1> = (xQ—\/ﬁx—i—l) (m2+\/§x—|—1)

Es ez a felbontés nem Z felett van, tehat a polinom irreducibilis Z felett. O
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2.4. Dumas kritérium

Newton poligon

Legyen p adott prim, és legyen f(z) = ZA x' polinom egész egyiitthatokkal gy, hogy Ag # 0 és

A, #0. Az f nemnulla egyiitthatoit 1rJuk fel mint p hatvanya szorozva egy p-vel nem oszthat6 egész
szammal, tehat A; = a;p¢, ahol a; egy p-vel nem oszthat6 egész. Rendeljiink hozza minden nemnulla
egyiitthatohoz, a;p®i-hez, egy pontot a sikban (i, o;) koordinatakkal. Amelyik egyiitthato nulla, ahhoz

ne rendeljiink hozza pontot a sikban.
A poligon konstukcidja a kovetkezs:

Vegyiik az abrazolt pontok konvex burkanak az alsé részét, ezt a kdvetkezSképpen tessziik meg.
Legyen Py = (0, ). Valasszuk P; = (i1, ay, ) pontot tgy, hogy a PyP; egyenes alatt ne legyen (4, ;)
pont, és i; a legnagyobb ilyen egész szam. Tovabba legyen P = (iz,v,) pont olyan, hogy a PP
egyenes alatt nincs (i, «;) pont, és i a legnagyobb ilyen egész szam, sth. Az utolso része P,._; P, alak,
ahol P. = (n, a,,). Vegyiik hozza a torottvonal csicsaihoz azokat az egészkoordinataju pontokat, amin
a P,...P,. torottvonalnak valamely része keresztiilmegy. Igy a Py,..., P, csicsokhoz hozzaadunk
s > 0 tovabbi cstcsot. Kapunk egy Qq...Q,1s toréttvonalat, ami a Newton poligon (Qo = Py és
Qr+s = P.). A Q;Q;+1 vektorok a Newton poligon vektorrendszere lesz.

A Newton poligon vektorrendszerében minden vektort multiplicitassal vessziik, tehat minden vektort

annyiszor rakunk bele, ahdnyszor a vektorhalmazban benne lesz.

Példa: Legyen f(z) = 2 + 3z + 162 + 122* + 2425 és p legyen 2. Ekkor ag = 1, ag = 1, a3 = 3,
a1 =0,a2 =1, as =4, ay = 3, ag = 2,a5 = 3,a5 = 3. Az abrazoland6 pontok a kovetkezsk:
(0,1), (1,0), (2,4), (4,2) és (5,3). Tehat Py = (0,1), P, = (1,0), P, = (4,2), P; = (5,3). Mivel
a Py ... Ps torottvonal nem tartalmaz egész koordinataju pontot, ezért ez lesz a Newton poligon.

Nézziik meg ugyanerre az f fliggvényre a Newton poligont, ha p = 3. Ekkor ay = 2, ag = 0,
ar =1, a1 =1,a0 =16, ap =0, ag = 4, oy = 1, a5 = 8, a5 = 1, az dbrazoldandé pontok:
(0,0), (1,1), (2,0), (4,1) és (5,1). Tehat Py = (0,0), P, = (2,0) és P, = (5,1), mivel ez a
torottvonal tartalmaz egész koordinataju pontot, a (1,0)-t ,ezért ezt hozzavessziik a toréttvonal
csucsaihoz, azaz Q = (0,0), Q1 = (1,0), Q2 = (2,0) és Q3 = (5,1).
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Mewton polygon p=2-re

T T

alfa i

Mewton palygon p=3-ra

i
<

&

0.5

alfa i

0.4

Tétel (Dumas): Legyen f = gh, ahol f, g és h egész egyitthatds polinomok. Ekkor f vektorhalmaz-

rendszere a g €s h vektorhalmazrendszerének unidja (ugyanarra a p-re nézve).

Bizonyitas: Legyenek

n—m

n m

f@) =Y aip®a’, g(x)=Y bip¥a?, h(z)=> cp’at,
= =0 k=0
Ck;éo

1=0
a; #0 bj 750

ahol a;, b;, ¢, szdmok nem oszthatok p-vel.

Vegyiik f-nek a Newton poligonjat. Nézzilik a poligon egy P, P41 oldalanak a meredekségét.
Legyenek a végpontok koordinatai a kdvetkez6k: P, = (i_,ai_) és P = (i+, ai+) . Ekkor az
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oldal meredeksége:
M= QG — Qi
Ty —i
Egyszertsitsiik M-et. Legyen o;, — o;_ és iy — i_ legnagyobb kozos osztdja t > 0, vagyis
a, —o;_ = At ésip —i_ = It. Ekkor M = ?, ahol A és I relativ primek. Irjuk fel a PP,

oldalon 4tmend egyenes egyenletét:
Ioo— Ai=F, ahol F' = Io;, — Aiy = Toy_ — Ai_.

Tegyiik fel, hogy minden (i, a;)pont (i = 0,1,...,n) vagy az egyenesen vagy folotte fekszik. Azaz
Ia; — Ai > F, ahol egyenl6ség csak az i— < i < iy pontokban van. Legyen az Ia; — Ai szam
a ap®x’ egytagt polinom stlya, ahol (a,p) = 1. Az i_ egyértelmtien meg van hatérozva, olyan
minimalis szdm, amihez az F suly tartozik. Az i, egyértelmien meg van hatarozva, olyan
maximaélis szam, amihez az F sily tartozik.

Nézziik az g polinomhoz tartozo
G= min {Ip;— Aj}
7=0,....m

mennyiséget, és definidljuk j_-t ésés j,-t, mint legkisebb és legnagyobb indexet, amire teljesiil,
hogy:
G=13;_ —Aj_=183;, —Ajy.

Hasonléan nézziik a h polinomhoz tartozo

H= kiomin {Iv — Ak}
mennyiséget, és definidljuk k_-t ésés ky-t, mint legkisebb és legnagyobb indexet, amire teljesiil,

hogy:
H = I’yk7 —Ak_ = I’yk+ - AI€+

Vilagos, hogy

aj i pMte = 30 (bpPal) ().

Gk=j_+k_

A két tag szorzatanak silya egyenld a stulyaik Gsszegével, ezért a silyok szumméja j = j_ésk = k_
esetén egyenlé G + H-val. Minden maéas esetben a silyok Gsszege nagyobb, mint G + H, ugyanis
ekkor vagy j < j_ vagy k < k_.
Nézziik ugyanis pl. azt az esetet, amikor j < j_. Ekkor a bjp*Bf 27 silya szigortian nagyobb, mint
G és cppF 2 silya nem kisebb, mint H.

A (bjpPiad) (cxp™ a*) stlya j+ k = konstans esetén monoton gy nd, ahogy a 3; + v, n6, mivel
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I > 0. Vegyiik figyelembe, hogy j + k = j_ + k_ és ezért j = j_ésk = k_ esetén a 3; 4y, Osszeg
szigortian minimalis. Ezért a a; 45 - p®/-*"- silya egyenlé G + H-val.

Ha i < j_ + k_, akkor az a;p*ix’ szigoran nagyobb, mint G + H. Mig i > j_ + k_ esetén az
a;p*ix! stlya nem kisebb, mint G + H. Ezért G+ H=F és j_ +k_ =i_.

Hasonloképpen igazolhato, hogy 74 + ki = iy Igy

iy =i = (Jr —J-) + (by — k). (1)

A ji —j_ ésaky — k_ kozil legalabb az egyik nemnulla.

Ha j, — j_ és ki — k_ kozill minkett nemnulla, akkor (j_,8;_) és (j4,0B;,) végpontu sza-
kasz a g Newton-poligonjanak oldala, és a (k_,7vx_) és (ki,vk, )végponti szakasz a h Newton-
poligonjanak oldala. Mindkét oldal meredeksége egyenlé M = ?—vel, mivel

Biy =Bi- A e — Wk

TR Sy S A

Az (1) egyenlet azt mutatja, hogy az M meredekségi oldalak hosszanak 6sszege az g és h Newton-
poligonjaban egyenl6 az M meredkségi oldal hosszaval az f Newton-poligonjaban.

Haa j, —j_ és ky —k_ koziil az egyik elttinik, akkor a g és h polinomok koziil az egyik Newton-
poligonjanak van M meredekségi oldala, aminek hossza megegyezik az f Newton-poligonjanak
M meredekségii oldalanak hosszaval, mig a masik polinom Newton-poligonjanak nincs M mere-
dekségi oldala.

Azt kapjuk, hogy az f polinom Newton-poligonjanak M meredekségi oldalanak hossza megegye-
zik a g és h polinomok Newton-poligonjanak M meredekségi oldalai hosszanak Gsszegével. Es az
(1) egyenlet azt mutatja, hogy ha g és h polinomok Newton-poligonjai koziil csak az egyiknek van
M meredekségi oldala, akkor az f Newton-poligonjanak is van M meredekségii oldala, mégpedig

a kettd hossza megegyezik. [J

Kovetkezmény: Ha p primre az f polinom Newton-poligonja pontosan egy részbdl all, azaz a rész

nem tartalmaz egész koordinatdju pontot, akkor az f polinom irreducibilis.

Példa: Legyen p prim, (¢,p) =1 és (m,n) = 1. Ekkor a ™ + ¢p™ polinom irreducibilis.

Bizonyitas: A polinom Newton-poligonja egy részbdl all, aminek végpontjai (0,m) és (n,0). Mivel

(m,n) = 1, ezért nem tartalmaz egész koordinatajia pontot a rész. Tehat a polinom irreducibilis.
O

Példa: A Schinemann—FEisenstein-kritérium bebizonyithatd a tétel segitségével is.

Bizonyitas: Az f polinom Newton-poligonja egy részbdl 4ll, aminek végpontjai (0,1) és (n,0), és ez

a rész nem tartalmaz egész koordinataju pontot. Tehat az f polinom irreducibilis. O
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2.5. Polinomok dominans egyiitthatékkal

Ha egy polinomnak van egy elég nagy egyiitthatéja, akkor ez biztosithatja irreducibilitasat. A kovet-

kezd tételek elégséges feltételeket adnak f polinom irreducibilitaséra.
A kovetkezd tételre sziikség lesz az irreducibilitési tételek bizonyitasédhoz.

Tétel (Rouché): Legyen f és g polinomok, és v egy dnmagdt nem metszd zdrt gorbe a komplex sik-
ban. Ha |f (z) —g(2)] < |f(2)| + |g (2)| teljesil minden z € ~ pontban, akkor f-nek és g-nek

ugyanannyi gyoke van a v gorbe belsejében (multiplicitdssal szamolva,).

A tétel bizonyitasa megtalalhatd Prasolov kdnyvének elss fejezetében ([1]).

1

Tétel (Perron-kritérium): Legyen f (x) = x™ + a12™ * + ... + a,, egész egyiitthatds polinom, ahol

an # 0.
a) Ha |a1]| > 1+ |az| + ... + |an]|, akkor f irreducibilis.
b) Ha |a1| > 14 |az| + ...+ |an|, és f(£1) # 0, akkor f irreducibilis.

Bizonyitas: a) Elgszor bizonyitsuk azt, hogy az f gyokei pontosan egy gyock kivételével az |z| < 1
egységkor belsejébe esnek. A g (z) = 2™ + a12""! = 2"~ ! (2 + a;) polinomra igaz, hogy egy
gyok kivételével a |z| < 1 egységkorbe esnek, mivel a polinom gyokei: 0, ami (n — 1)-szeres és

—a; < —1, ami egyszeres gyok. A Rouché-tétel miatt elég igazolni, hogy |z| = 1-re:
|f(z) =g ()] <|f (2)] + g (2)]
De |z| = 1-re egyrészt azt kapjuk, hogy:
If (2) = g(2)] = |a2z" " + ...+ an| < laz] + ...+ |an| <|a1| — 1 (1)
Maésrészt:
f DI +1g ) 219 () =" +arz" " =z +a| > ]| =1 (2)

Tegyiik most fel indirekt modon, hogy f felithato f; és fo polinomok szorzataként, amiknek
fokszama pozitiv. Az f; és fo polinomok gyokeinek szorzata nem nulla egész szam (azaz a
szorzat abszolut értéke hatérozottan pozitv egész), ezért mindkét polinomnak van egynél nem
kisebb abszolutértékii gycke. De az f polinomnak csak egy egységkdr belsején kiviil elhelyezkedd

gyoke van. Ez ellentmondas.
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b) Ha a |ai| = 14|az|+...+|an| , akkor az (1)-ben a hatarozott egyenl6tlenség helyett enyenlSség
van. Ilyenkor viszon az f (1) # 0 feltétel teljesiilése esetén a (2)-ban szerepls egyenl6tlenség lesz
szigoru egyenldtlenség: |z| = 1 esetén ugyanis |f (2)|+ |g ()| = |a1| — 1 csak akkor teljesiilhetne,
ha mindkét egyenlStlenségneél egyenlGség all, azaz |f (z)| = 0 és |z + a1| = |a; — 1| egyszerre
teljesiil. Az utobbi egyenléség a; € R miatt csak z € R esetén teljesiilhetne, igy z = +£1. A
feltevés miatt azonban f(£1) # 0. O

n

Tétel (Brauer): Legyenek ay > as > ... > a, pozitiv eqyészek és n > 2. Ekkor a p(z) = 2™ —

—1 n—2
a1z —ay T —

... — ap polinom irreducibilis Z felett.
Bizonyitas: Vegyiik az f () = (r — 1) p (z) polinomot.
f@=@-Dpa)=@-1) (" —az""'—a>—...—a,) =
=2" — " (g + 1) 2" (e —ag) 2" 2 (ag —az) + ...+ 2 (An_1 — an) +ap

Jeloljiik az egytitthatokat b;-vel (i = 1,...,n + 1), tehéat: bs = a1—az,..., by = ap—1—apn, bpt1 =
an, €s legyen by az z" egyiitthatdjanak ellentetje, azaz by = a1 + 1. A bo, ..., b, szdmok nemne-

gativ egészek; by, b,q1 pozitiv egészek
by=1+4+by+...+bpy1 (1)

a feltétel miatt. Az f(x) fuggvényre teljesiil a Perron-kritérium b) részének elss feltétele, de a
masodik feltételt nem teljesiti, mert f (1) = 0.

Legyen:
h(z) =b12" —boz™ ' — .. = by

Megmutatjuk, hogy minden elég kicsi € > 0-ra teljesiil a |z| = 1 4 € koron teljesiil az alabbi:
h ()| > [ = £ () + b (2)]
Ha |z| =1+ ¢, akkor
|h(2)] = |2 201 (L+€)" —ba(L+6)" " — .. = byyy — (L+2)"H

A binomiélis tétel szerint kifejtve a kovetkezst kapjuk (csak a konstans tagot és az € egyiitthatojat

irjuk ki részletesen, a tobbi tag elhanyagolhaté ha e elég kicsi):
|h(2)| = [2"T = by —bo — ... —bpy1 — 14
+6(nb1—(n—1)b2—(ﬂ—2)b3...—2bn_1—bn—(n—|—1))—|—... =
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Felhasznalva az (1) egyenlGséget, a konstans tag 0.
e (nby —nbg + by —mbs +2b3... —nby_1 + (N —=2)bp1 —nb, + (n—1)b, —n—1)+ ... =
Minden n-nel szorzott tagot hozzunk az elejére:
=ec(nby—nbeg—...—nby, —m+by+2bs+...+(n—1)b,—1)+...=
Hasznalva az (1) egyenlGség n-szeresét, kapjuk:
=e(nbpy1 +ba+2bs5+...+(n—-1)b, —1)+...
Mivel b,41 = an, > 1, ezért € egylitthatoja alulrdl becsiilhets a kovetkezs szammal
n+by+2bs+...+(n—1)b,—1>n-1>1

Az e egylitthatoja pozitiv, ezért elég kicsi € > O-ra kapjuk, hogy |h (2)| — |z"+1| > 0. Teljesiil a
kovetkezo:
f (2) + h(2)| = [z" T < |h(2)] < |f (2)] + | (2))]

A Rouché-tétel miatt az f (z) polinomnak annyi gyoke van a |z| < 1+ ¢ korben, mint a h(z)

polinomnak. De h (z)-nek minden gySke az egységkor belsejében van. Ha ugyanis |z| > 1, akkor:

n n— n b b bn
\h(2)] = by 2" = ba|2|" = = bpyr = |7 <b1—2—|:|)’2—...— t})z
z

Z|Z|n(bl—b2—b3—...—bn+1):‘Z|n>0

Ha e — 0, akkor az egységkor belsejében és hataran az f (z) = (z — 1) p (z) polinomnak pontosan
n gyoke van. Igy a p () polinomnak pontosan n— 1 gydke van az egységkor belsejében és legalabb

egy gyoke fekszik az egységkoron kiviil. Ezért p irreducibilis. [J

Tétel (Osada): Legyen f (z) = 2™ +a12" ' +... +a,_12 % p egész egyiitthatds polinom, ahol p prim.

a) Hop > 1+ |ar| + ...+ |an—1], akkor f irreducibilis.
b) Haop> 1+ a1+ ...+ |an—1| és f-nek nincs egy abszolitértéki gyike, akkor f irreducibilis.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy f (z) = g (z) h (z), ahol g és h pozitiv foku egész egyiitthatos polinomok.

A g és h polinomok konstans tagjainak szorzata +p. Mivel p prim, ezért vagy g vagy h konstans
tagja egyenld +1-gyel. Ezért g és h kozil az egyik gyokei abszolutértékeinek szorzata 1-gyel

egyenls. Ennek a polinomnak van egy a gyoke, melyre || < 1. Mivel « gydke f-nek is, ezért
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f () = 0-bol kapjuk, hogy:
p= a”+a1an_1+...+an,1a| S 1—|—|a1|+...+|an,1|

Az a) esetén ellentmondés.
A b) esetén o nem lehet az egységkoron, ezért |a| < 1. Tehat p < 1+ |ay| + ... + |an—1], ami
ellentmondas. OJ

Tétel (Polya): Legyen [ n-edfoki egész egyiitthatds polinom, és legyen m = [”T'H] Teqyiik fel, hogy
az ay,...,a, kilonbozd egészekre |f (a;)] < 27™m! és az a1, ..., a, szamok nem gydkei az f-nek.
Ekkor f irreducibilis.

Bizonyitas: A kovetkezd segédillitas segitségével bizonyitjuk a tételt:

Lemma (Polya): Legyen g k-adfoki egész egyiitthatds polinom és legyenek do < di < ... < dji egész
szdmok. Ekkor létezik olyan i, hogy |g (d;)| > k'27F teljesiil.

Bizonyitas: Vegyiik a kovetkezd polinomot:

k
NN ST, S

Lathato, hogy deg G < k és G (d;) = g (d;) minden i = 0,..., k-ra, ezért G (z) = g ().
A G polinom legnagyobb foku tagjanak egyiitthatoja:

k

> g (di) Hdi i 7

=0 JFi

A feltevés szerint ez az egyiitthaté nemnulla egész, ezért az abszolutértéke legalabb 1.

Legyen / az az index, melyre |g(dy)| > |g(d;)| minden j-re. Ekkor

k k
1 1
1< o) [o—5 <l D Tl7—|
=0 g#i Y i=0j£i ¢ T
ezért
j < 9d)
~ |k
Y 1 azs
i=0j i
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Igy a |g (d;)| szadmok koziil valamelyik nem kisebb, mint

1 - 1 B 1 B k! k! O
B = Z(’?)iy€
s Ot | 2 k| osm™ o
0<i<kj#t <i<kj#i

A tétel bizonyitasahoz visszatérve:

Tegyiik fel indirekt modon, hogy f felirhat6 g és h egész egyiitthatos polinomok szorzataként.
Feltehetjiik, hogy deg h < deg g = k. Ekkor m < k < n. Vilagos, hogy ¢ (a;) # 0, és g (a;) osztoja
f (a;)-nek, ezért

g ()] < I (a;)] < Qﬁm'

Maésrészt a Polya lemmabol tudjuk, hogy |g (a;)| > k!27% néhéany a;-re (a Polya lemmat alkalmazzuk
d; = a;;1-re). Ha k > m, akkor k!27% > m!2=™. Ugyanis, ha m = k + r, akkor

m! 2m
H:(I<:+1)(l~c+2)...(k+r)§27":Q—k,

ami ellentmondas. [J
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3. Haromtagu és négytagn polinomok irreducibilitasa

3.1. Az x™ £x™ 4+ xP £ 1 alakti polinomok irreducibilitasa

Legyen f (z) = 2™ 4+e12™ +e22P +e3, ahol n > m > p > 1, és ¢; = £1. A kérdés, hogy mikor lesz az f
polinom irreducibilis. El6szér megmutatjuk, hogy elég meggondolni azt az esetet, amikor n > m + p.

Az f polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha az
A 1 _ _
f(.’L‘) = q;"f () =1 +El$n m +€21‘" P +€3$n
x

polinom irreducibilis. Ha m+ p > n, akkor (n —m)+ (n—p) < n, igy ilyenkor az f (x) polinom helyett

az f (z) polinomot vizsgalhatjuk. Ha m + p < n, akkor azt kapjuk, hogy (n — m) + (n — p) > n.
Kizarhatjuk a trivialis esetet is, amikor f (z) = (2™ + e2) (2P + £1), azaz amikor n = m+p és e3 = 1.

Egy s-edfokt ¢ () polinomot rekurzivnak neveziink, ha

o) = 220 (1),

Lemma (1): Legyenck \ és A= gydkei az f (z) polinomnak. Ekkor a kévetkezd hdarom pdr feltételbsl
az eqyik teljestilni fog:

(Z) A" = —E&3 Es NP = —&1€&2,
(ZZ) AT = —€1€3 és AP = —E&9,
(791) AP = —eqe3 és A" = —¢y.

Bizonyitas: Az f(\) =0 és az f(A\71) = 0 feltételek azt jelentik, hogy A" + 1 A™ + g2 \P + 3 = 0, és
A" 4 E0e3 A" TP 4 £183\" T 43 = 0.
A miésodik egyenletbdl kivonva az elsét kapjuk, hogy

€283 A TP 4 123 AT — g A — g9 AP =0,

azaz,
(EQ)\mip + 61) (53/\nim — 6162)\p) =0.

Igy AP = —c160 A\ vagy AP = 12063\ ™. Helyettesitsiik \P értékeit az f(A\) = 0 egyenletbe,
eszerint fennall, hogy vagy A" = —e3 vagy (A" +¢e162) (A" —¢1) =0. O

Prasolov konyvében (és Ljunggren cikkében) az alabbi - nem igaz - tétel szerepel:
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Tétel (Ljunggren): a) Ha az f (x) polinomnak nincs egyséqgyike, akkor f (x) irreducibilis.
b) Ha az f (x) polinomnak pontosan q olyan gyoke van, amik eqységgyokok, akkor az f (x) polinom
felirhato két polinom szorzataként. Ahol az eqyik fokszdma q és a gydkei az eqységqyokdk, mig a

mdasik polinom irreducibilis.
A tétel "bizonyitas™-a a kovetkezs nem igaz lemméan alapul:

Lemma (2): Legyen f (x) = ¢ (z) ¢ (), ahol ¢ (z) és i (x) egy fdegyiitthatds pozitiv fokszdmi egész

egytitthatds polinomok. Ekkor az ¢ (x) és v (x) polinomok kozil legaldbb az egyik rekurziv polinom.
A konyvben szerepl$ bizonyitas a lemmara a kovetkezd:

»Bizonyitas”: Legyen r = deg ¢ és s = n —r = deg 1. Tekintsiik a kovetkezs polinomokat:

1

R = (3 ) v = Yo

Vilagos, hogy

f1(@) f2(x) =a™f <313> f (@)= (iqm”i) (iz:cnix”i) =

=0
= (63%‘” +eox" P L™ 4 1) (x” +e1x™ + 9P + 63) .

Az 2?7 egyiitthatojat Osszevetve kapjuk, hogy coc, = €3, tehat ¢y = +1 és ¢, = *1.
Az x™ egyiitthatojat Osszevetve kapjuk, hogy

atci+...+E +E =it tel+1=4.
Mivel ¢y = 41 és ¢, = +1, vagyis ¢ = c2 = 1, ezért ¢ + ...+ c2_, = 2. Azaz azt kapjuk, hogy
o = £1 és cg = £1 valamely 1 < a < § < n — 1-re, és minden mas ¢; egyiitthaté nulla. Az
f1(2) f2 (z) polinom a kovetkezs két alakban irhato (az z™ egyiitthatoit Gsszevonva):
(coz” + oz + c,g:c”**B + cn) (cn:r” + c/ga:ﬁ + cqx® + co) =

= cpenx®™ 4 coenr® T + cfgcnx%fﬁ + cocﬁx"+ﬁ—|—
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+epca T + ca05x”_a+ﬂ + (ci + c% + ci + 0(2)) " + chgxﬂ—i—

n—pB+a

+cpeqn + cncar® + cocar™ " + 0005:17"76 + cocp (1)

és
(e32™ +e2a™ P + 12" ™ + 1) (2" + E12™ + egaP +£3) =

= 631‘2n + 52x2n7p + €1I2n7m + €1€3$n+m + €2€3In+p+
- 2, 2, 2
e8P 4 (1+ el + 65 +e3) 2" + 1™+
Feae1 VTP o eoxP 4 e3898™ P 4 £3e12™ ™ + €4 (2)

Ezért, hogy 6sszehasonlitsuk a két felirast, rendezziik az egy f6egyiitthatds polinomokat a fokszam
szerint, csak a harom legmagasabb foku tagot figyelembe véve.

Az els6 felirasbol a kovetkezs négy lehetséget kapjuk:

B —:2n>2n—a>2n— 4,

|3

ﬁ>gya§n—,8:2n>2n—a2n+ﬁ7

8> >a>n—0:2n>n+p>2n—q, (3)

n n
272
n n
ﬂ>5,a>§:2n>n+6>n+a.

A masodik felirasbol a kovetkezd két lehetGséget kapjuk:
n>2m: 2n>2n—p>2n—m,

2m>n>m+p : 2n>2n—p>n—+m. (4)

A két felirasban a legnagyobb tagokat Osszehasonlitva az («, ) szamparnak négy lehetséges értéke
van:
(a’ﬁ) = (p7m>7 (pan_m)a (m,n—p) vagy (n_man_p)-

Vizsgaljuk meg a kiilonb6z6 lehet&ségeket.
Ha (o,8) = (p,m), akkor sszevetve a két egyenletet azt kapjuk, hogy coc, = €3, cpen, =
€2, CmCn = €1. Ezért f1 (x)-re a kivetkezt kapjuk (felhasznélva, hogy ¢, = ci)

_ _ €3 €2 n—
fi(x) =cox™ +cpx P+ ez e = —a" + —a" P+
n CTL
El _ 1 _ —
—l—c—a:" m e, = - (5356" +e0x" P 2" + ci) =
n n

31



1
Cn (5333" +e0x" P g2 + 1) =cpz"f ()
T

it (1) =a"e (1) v o)
2o () )oo

" (i) — ().

Tehat ekkor a ¢ (z) polinom rekurziv polinom.
Ha (o, 8) = (n — m,n — p), akkor azt kapjuk, hogy coc, = €3, coCpem =€1, CoCn_p = €.

Ezért felhasznalva, hogy ¢y = —, azt kapjuk, hogy:
Co

f1(x) =cox™ + Cpm” (T 4 cn_pxnf("fp) +cp, =

€1 €2 €3
=coz" + —a" + =2 + = =
Co Co Co

=co (" +e1a™ + 2™ +e3) =cof ().

o= eors (1)

Ekkor a ¢ (x) polinom rekurziv polinom.

Hasonléan kapjuk, hogy

Ha («, 8) = (p,n — m), akkor hasonlitsuk 6ssze az (1) egyenlet egytagi polinomjainak kitevéit
2n-t6l n-ig

2n, 2n—p, n+m, 2n —m, n+p, 2n —m —p, n,

és a (2) egyenlet egytagi polinomjainak kitevéit 2n-t6l n-ig
n,2n—p,2n—m, n+m, n+p, n+m—p, n.

Ezért a 2n — m — p szam egyenl6 az n + m, n + p, n + m — p szamok valamelyikével. A
2n—m—p =n+més a2n—m—p = n+ p egyenlGségek ellentmondanak azn < m+p
feltevésnek. Ezért 2n —m —p = n +m — p, azaz n = 2m. Igy (a, B) = (p,m), azaz a v (x)
polinom rekurziv polinom.

Ha (o, 8) = (m,n —p), akkor szintén azt kapjuk, hogy n = 2m, azaz (a,8) = (n — m,n —p),

tehat a ¢ (z) polinom rekurziv polinom. ”[1”
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A bizonyitasban a (3)és (4) egyenleteknél van a hiba. Nem biztos, hogy a harmadiknak felirt kitevé a
harmadik legnagyobb fokszam, ugyanis lehet vele egyenld fokszému tag is, példaul a 8 < 3 : 2n >
2n —a > 2n — 3 esetben 2n — B = n + 3, ha B = 4. Ekkor kieshet a 2n — 3 = n + (3 kitevGjd tag.
Hasonl6an lathato, hogy

n>2m :2n>2n—p>2n—m>n+m

Az egybeest kiteviknél a tagok kiejthették egymast, igy az adott kitevs eltiint, és a kitevSk Osszeha-
sonlitasa hamis alapfoltevésbdl indult ki.

A lemmabol az alabbi modon jonne ki a tétel (felhasznélva az els6 lemmat is):

»Bizonyitas™: Nyilvan elegendd bizonyitanunk a b) részt, hiszen az a) rész ennek specialis esete.
Ha az f (x)-ek minden gyoke egységgydk, akkor készen vagyunk. Foltehetd tehat, hogy f (x)-
nek van olyan gyoke, ami nem egységgyok. Bontsuk f (x)-et irreducibilisek szorzatara Q [x]-ben.
(Nyilvan foltehets, hogy az irreducibilis faktorok egész egyiitthatosak.) Legyen v (x) ebben a
félbontasban olyan irreducibilis tényezd, amelynek valamelyik gyoke nem egységgyok. Konnyen
lathato, hogy ekkor ¢ (z)-nek egyik gyoke sem egységgyok, ellenkezs esetben v (z)-nek valamelyik
2% — 1 polinommal vett legnagyobb kozos osztoja 1 (x)-nek egy 1-t6l kiilonbozd valodi osztojat
adna, ami 1 () irreducibilitidsa miatt nem lehetséges. Igy az alabbi folbontast kapjuk: f (z) =
p(x) Y (x), ésitt 1 (x) irreducibilis, és egyik gyoke sem egységgyok. A 2-es lemma miatt ¢ ()
és 1 (x) kozil az egyik polinom rekurziv, igy minden gyokének a reciproka is gyok lesz. Az
(1)-es lemma miatt ezek a gyokok egységgyoksk. Igy egyrészt azt kapjuk, hogy csak ¢ (z) lehet

rekurziv, masrészt ¢ () minden gyoke egységgyok. Ezzel a b) rész bizonyitasat befejeztiik. 7"

A tételre egy ellenpélda a kovetkezs polinom:
Bt 1= (x2+1) (173—1-:172—1) (1:3—172—1-1).

Ez valéban ellenpélda a fonti tételre, hiszen a racionalis gyckteszt alapjan 23 + 22 — 1 és 2% — 22 + 1
koziil egyiknek sincs racionalis gyoke, igy mindketten irreducibilisek Q [z]-ben. Masrészt egyikiik sem
egyezik meg egyik korosztasi polinommal sem (ezek két els6foku eset kivételével paros fokuak), igy a
gyokeik nem egységgyokok. Van tehat két irreducibilis faktorunk is, amelynek nem egységgyokok a
gyokei.

Mivel a Ljunggren tétel nem igaz, nézziik meg, hogy mi igaz helyette.

Az el6bbi bizonyitasban is, a forditott Schonemann—Eisenstein-kritériumnal is hasznéltuk mér a po-

linom reciprok polinomjanak fogalmat: ha h(z) = a,a™ + -+ + ag, és ag # 0, akkor legyen h (z) =
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apx™ +---+a, =z"h (x_l).
Ha az f (z) polinom faktorizalhato, legyen f (z) = c(z)d (z), ekkor legyen g (z) = ¢ (x)d (x).Azt
kapjuk, hogy g () § (z) = f (z) f ().~ (I)

Lemma (Ljunggren): Legyen f (x) = 2™ +e12™ +e0aP + €3, és g (x) olyan egész egyiitthatds polinom,
hogy teljesiil r@ a (I) egyenldség. Ekkor g (x) polinomnak pontosan négy nemnulla egyiitthatdja

van, és ezen egyitthatok mindegyike +1.

Bizonyitas: A g (z) polinom n-edfoki, ezért g (x) = > g;x%. A hibas lemma bizonyitésadban megkap-
i=0
tuk, hogy f (z) f (z) polinomban az 2™ egyiitthatdja 4, ezért g (x) § (x) polinomban is 4-nek kell

lennie 2" egyiitthatojanak. Az z" egyiitthat6ja a g (z) g (x) polinomban: > g2. Mivel a g (z)
i=0
polinom nem &allhat egyetlen tagbol, ezért a polinomnak pontosan négy nemnulla egyiitthatdja

van, és ezek mindegyike +1.

A g polinom féegyiitthatojarol feltehetjiik, hogy 1. Ugyanis —1-gyel megszorozva a g polinomot a
kapott polinom teljesitené a (I) egyenléséget. Ekkor g (z) = 2™ + §12° + Joxt + 63, ahol n > s >t > 0,
és 01, 02, 63 mindegyike +1. Feltehets, hogy n > s + ¢, és ha n = s 4+ ¢, akkor §; > J203. Ha nem igy

lenne, akkor kicserélhetnénk a g polinomot a d3¢ polinommal, és g (z) g () valtozatlan lenne.

Tétel (Mills): Tegyiik fel, hogy f (z) = 2™ +e12™ +e22P + &3 €s g (x) = 2™ + 612° + Joxt + 3. Tegyiik
fel, hogy n > m+p, és han = m+p, akkor e1 > eqe3. Tegqyiik fel, hogyn > s+t, és han = s+t,

akkor 61 > 0203. Ha f (x) f (x) = g (x) g (x), akkor vagy f (x) = g (x) vagy n oszthatd 8-cal és
valamelyik f (x) és g (x) polinok kozil

42" 42" — 1= (2 +1) (¥ + 2> - 1) (2 — 2" +1),

és a mdsik
:CS’I‘ + .Z‘4T + 1,27” —1= (I2T + 1) (.T3T + 1,27” o 1) (xST o I2T + 1) ,

ahol n = 8r.

Bizonyitas: Kifejtve f () f (), és g () § () polinomokat:
f () f () = e322™ 4 202 7P 412%™ + g1e38™ T + £0e32™ TP + g1802 TP £ B (2),
ahol h (z) = 42™ + e12™ + €2612™ P 4 g9aP + €362 P + £3612™ ™ + £3 65
g () §(x) = 032°" + 692"~ + 51277 % + 610325 + 52632 + 61602 4 5 (2)
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ahol j (z) = 42™ + §12° + 2012 5T + Gowt + 03002 + §3012™ % + I3.

A h(z) és j (x) polinomok n-edfoku polinomok.

Ha a két egyenletet egyenléve tessziik, akkor kapjuk, hogy €3 = 03 és (csak a legnagyobb tagokat
kiirva)

£2x?" TP £ 12T 4 e1e3x™ ™ f goesa™ P e1epx™ PT™ £ h(z) =
= 52582”715 + 51.1’2”78 + 51531‘n+8 + 5253$n+t + 6152In7t+s +j (II?) (II)

Tudjuk, hogy 2n —p >2n—m,2n—p>n+m,n+m>n-+p, ésn+m >n+m—p. A
bal oldal legnagyobb foki tagjanak egyiitthatojahoz meg kell vizsgdlnunk eoa?" P és e1e32™+t™
tagokat. Ezek a tagok vagy kiejtik egymast, vagy a legmagasabb fokszam a bal oldalon 2n — p.

2n—t

Hasonléan kapjuk, hogy dox és 01032 tagok vagy kiejtik egymast, vagy a bal oldalon a

legmagasabb fokszam 2n — ¢.

1. eset: Ha €922 P 4 g1e32™t™ = 0 &3 822"t + 61032 = 0. Ekkor n = m +p =

s+t,eo+e163 =0, ésdo + 6103 = 0. Kapjuk, hogy €1 = —eqe3 és 61 = —d203. Tudjuk, hogy

€1 > E9€3 és 51 > (5263. Ezért €1 = (51 =1 és E9€3 = 5253 = —1. Mivel €3 = 53, ezért azt is

kapjuk, hogy €5 = d2. Az egyenlet a kovetkezs lesz:
€2xn7p+m —+ h (:L’) = 52xn7t+s +j (fE)

Mivel m+p =s+t, ezért m = s és p =t, ekkor h (z) = j (z), ezért f(z) =g ().

2. eset: Ha g0 P 4+ £1232" ™ s Gow®" ¢ 4 6,032 F* koziil pontosan az egyik 0. Feltehetjiik,
hogy Ha 322" P + g1e32"T™ = 0 és 622"t + 0,632"° # 0. Ekkor n = m + p, és
go +e163 = 0, azaz €1 = 1 és eqe3 = —1. Az (II) egyenlet bal oldala eox™ ™™ P + h(x), a
jobb oldal

(523?2n_t + 61$2n—s + (5153.%‘n+s + 52(53$n+t =+ 6152$n_t+s +3 ({)3) .
A (II) egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha

€2xn+mfp = 52$2n7t, (511’27175 —+ (51532’,'n+5 = 0, 5253CEn+t —+ 51(521’”7t+s = 0, h (IE) = ] (iC) 5

igyn+m—p=2n—t,2n—s=n-+s,ésn+t=n—1t+s. Ezekbdl kapjuk, hogy

n ’ s n o, 3n
S=—,t=-=—,ésm—p=—.
2 T2 W L
Mivel n = m + p, ezért m = I ¢és p = 2. Tehat n oszthato 8-cal.

Az egyiitthatokbol kapjuk, hogy €3 = 3, 63 = —1, 65 61 +3 = 0. Igy 6, =1, €3 = 05 = —1,
és g9 = 02 = 1. Ekkor h (x) = j () is teljesiil.
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Mivel n oszthat6 8-cal, ezért legyen n = 8r, ekkor
f(x) :$8T+.’E7T+{ET—1: ((E2T+1) ($3T+£E2T—1) (.’ﬂgT—(ET-l-].),
és

g(r) = a2 1= (@ 1) (@ 42 1) (6 -0 1)

. eset: e9x? TP 4 e1e3x™ ™ £ () és Gpx?" Tt 4010325 # 0. A (I1) egyenletben a legmagasabb
fokt tagnak meg kell egyeznie mindkét oldalon, azaz eox?" P = 52?7t ezért e = Jy és
p = t. Tudjuk még, hogy €3 = 3, ezért e2e32" P = §r002" . A (IT) egyenlet a kovetkezs

lesz:
€1$2n—m + 81631‘n+m + €1€2$n_p+m +h (Z‘) = 61x2n—s + 5163$n+s + (51(52]}n_t+s +3 (l‘)

Tegyiik fel, hogy h(x) = j(x), a kapott értékekre ellendrizzuk majd, hogy ez teljesiil-e.
Ekkor

51x2”*m + 5153$n+m + €1€2xnfp+m = 511'2”75 + 5153x"+5 —+ 51521’n7t+8. (III)

Ha valamelyik teljesiil a

61$2n—m _ (513}2”_8, (IV)
vagy
er1egz™ ™ = 61032, (V)
vagy
e1802™ T = 618,27 (V)

koziil, akkor azt kapjuk, hogy m = s és 1 = 01, igy f (z) = g (x). Ezért tegyiik fel, hogy
semelyik sem teljesiil (IV'), (V) és (V1) kozil.
Ha az (I11) egyenlet bal oldalanak semelyik 2 nem ejti ki egymast, akkor a bal oldal tagjai

valamilyen sorrendben megegyeznek a jobb oldal tagjaival, igy
n—m+n+m+n—p+m=2n—s+n+s+n—=t+s,

és

E1€1€E3€1E2 = (51(51(5351(52.
Az egyenletekbdl kovetkezik, hogy m — p = s — t és 16263 = 610203, megint azt kapjuk,
hogy m = s és &1 =61, igy f(z) =g (x).
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Ezért tegyiik fel, hogy a (II1I) egyenlet bal oldalanak 2 tagja kiejti egymaést, igy a jobb
oldalon is kiejti egymast két tag. Az egyenlet egyik oldalan sem lehet az utolso két tag
Osszege 0, mert a fokszamaik kiilonbozéek. Mivel a (IV), (V) és (VI) egyenletek koziil
egyik sem teljesiil, ezért feltehetjiik, hogy a bal oldalon az els§ és a harmadik tag Osszege,
a jobb oldalon pedig az els6 és a masodik tag Osszege 0.

Azaz

E1£C2n7m + 5182$n7‘n+m =0 (VII)

és
S12%" 75 £ 516327 = 0. (VIII)

A (II) egyenletbdl e1e3x™ ™ = §; 2™ tFS,

A (VII) és (VIII) egyenletbdl kapjuk, hogy n = 2m — p és n = 2s, ezekbdl kovetkezik,
hogy s < m. Masrészt a (VIII) egyenletbdl kapjuk, hogy m = s — t, amibd6l kovetkezik,
hogy m < s. Ellentmondast kaptunk.

A 3. esetben azt kaptuk, hogy f (z) =g (z).O

Szeretnénk egy Ljunggren tételhez hasonlo tételt kapni.

Legyen az f (x) négytag polinom, amit foktorizalni szeretnénk. Tegyiik fel, hogy n > m + p, és
ha n = m + p, akkor e; > eqe3. Legyen f(x) = a(x)b(x), ahol az a(x) polinom minden gydke
egységgyok és a b(x) polinomnak nincs egységgyoke. (Lehet a (z) és b(x) polinomok kozill az egyik
konstans.) Ekkor a (z) = +a (z)és az els6 lemma miatt b (x) polinomnak egyetlen gytke sem gydke a
b(z) polinomnak. Ezért a (z) a legnagyobb kozds osztoja az f (x) és f () polinomoknak.

Tegyiik fel, hogy a b (z) polinom reducibilis, azaz b (z) = by (z) by (x) , ahol a by (x) és by (x) polinomok
fokszama pozitiv. Ekkor

f(x) = a(x)by () by (x),

és

g(x) = a(z)by (z)b2 (z).

Tudjuk, hogy f (z) f (z) = g (2) g (z).
Ha g (z) = £f (), akkor by (z) = £by (2) , ami nem lehetséges. Ezért g (z) # +f ().

+f ()
Ha g (z) = +f (), akkor

a(x) by () = a (z) by (z) ésby (z) = £by (2),
ami nem lehetséges. Ezért g (z) = +f ().

Ljunggren tétele helyett az alabbi igaz.
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Tétel (Mills): Tegyik fel, hogy f (x) = a™+e12™ +eqaP +e3, aholn >m >p > 1, ése; = £1. Legyen
f(x)=a(x)b(z), ahol az a (x) polinomnak minden gydke egységgyok és a b(x) polinomnak nincs
egységgyike. Ekkor a(z) polinom a legnagyobb kizés osztdja az f (x) és f (x) polinomnak. A

b(x) tényezd irreducibilis, kivéve, ha f (x) a felirhaté a kivetkezd négy alak egyikeként:
42" 42" — 1= (2 +1) (¥ +2* - 1) (2 — 2" +1),
¥ — 2™ — 2" 1= (27 +1) (2% —2¥ +1) (¥ 2" - 1),
2t 42— 1= (27 +1) (2% + 27 - 1) (2% -2 + 1),
¥ — ' —2? — 1= (2% +1) (2" -2 +1) (2® -2 +1).

Ezekben az esetekben a harmadfoki tényezdk irreducibilisek.
A lemma (2) helyett a kovetkezd igaz:

Lemma: Ha f(z) = ¢ (x) ¢ (z), ahol ¢ (x) és ¢ (x) egy fbegyiitthatds pozitiv fokszdmi egész egyiitt-
hatds polinomok. Ekkor vagy a ¢ (x) és v (x) polinomok kéziil legaldbb az egyik rekurziv polinom,

vagy az [ (x) polinom az el6zd tételbeli 4 specidlis alak kozil az egyik.

A kévetkezs tételben feltessziik, hogy f(z) # (2™ +e2) (2P +e1). A tételek az el6z6 két lemma

segitségével bizonyithatok.

A kovetkezd tétel segitségével meghatarozhato, hogy az f polinomnak mikor van egységgyoke.

Tétel: Legyen d a legnagyobb kdzds osztdja az n, m ésp szdmoknak. Legyen

n
n = -, m = -, =
1=73 1 d p1

p
d
dy = (n1,m1 —p1), d2 = (my,n1 —p1), dz = (p1,n1 —m1).
Ekkor ha van f-nek egységqyoke, akkor az kielégiti az egyik egyenldséget a kovetkezdk kozil:

0 = 41, gl = 41 g% = 41,

€s ez egyszeres gydke az f-nek.

Bizonyitas: Legyen f-nek az egységgyoke . Ekkor A~! is gyoke az f polinomnak. A (1) lemma

szerint 3 feltétel lehetséges A-ra.

38



Tekintsiik példaul az (i) esetet: A" = —e3 és NP = —g1eq. Vilagos, hogy (n,m —p) = dd; és
mivel léteznek olyan u és v egészek, hogy dd; = nu+ (m — p) v. Mivel A\ = —e3 = £1és A" P =
—e169 = *1, ezért

At = (A" (AmP)" = 1.

A (1) és (vit) eset hasonléan meggondolhato.

Mar csak azt kell bizonyitani, hogy \ egyszeres gytke az f polinomnak, azaz
AT (A) = nA" + e1mA™ + e9pAP # 0.

Helyettesitsiik az (i), (i7) és (iii) esteket egyenként a nA™ + eymA™ + eopP = 0 egyenletbe. Az
(1)-bél kapjuk:

n(—e3) + AP (61m/\m7p + 52p) =0
AP (—g1e169m + €9p) = neg
ea NP (p — m) = nes

Hasonloan kapjuk a (ii)-bol: ea\? (p — n) = mes,

a (141)-bol: ey A™ (m — n) = peges.

Azt szeretnénk tudni, hogy mely esetben lehetséges, hogy egy egységgytk gyoke a kapott egyen-
letnek.

A £3)0P (p — m) = nes esetben |A| = 1 nem lehet, mert az egyenlet két oldalnak abszolutértéke
nem egyezhet meg, mert n > m > p > 1.

A e \P (p—n) = mes ése1A™ (m — n) = peges esetben |A| = 1 esetén azt kapjuk, hogy n = m+p.
Ha n = m+p, akkor ezt visszahelyettesitve a lemma eseteibe, azt kapjuk, hogy a (ii) esetben a két
egyenlet: \™ = —g1e3, ésA\™ = —eq, mig a (ii¢) esetben a két egyenlet: \P = —eqes3, és AP = —e;.
Mindkeét esetben azt kapjuk, hogy €3 = €169, azaz az elején kizart trividlis esetet kapjuk, azaz
fx)=(am+e3)(aP +e1). O

3.2. Rabinowitz tétele

Tétel (Rabinowitz): a) A 2° 4+ x +n polinom akkor és csak akkor bonthatd irreducibilis masodfokii és
harmadfoki polinomok szorzatdra, ha n = £1 vagy n = +6.
b) A x° — x + n polinom akkor és csak akkor bonthatd irreducibilis mdsodfoki és harmadfoki
polinomok szorzatdra, ha n = £15, n = £22440 vagy n = £2759640.

Bizonyitas: Bizonyitsuk egyben a két esetet, legyen a polninom z° 4+ max + n, ahol m = £1. Tegyiik
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fel, hogy van faktorizacioja a polinomnak:
P +mar+n= (x2+a3:+b) (x3+c:c2+dx+e) =

=25+ 2t (c+a) + 23 (d + ac + b) + 2% (e + ad + be) + = (ae + bd) + be,
x4 egyiitthatojabol kapjuk: ¢ = —a,
x3 egyiitthat6jabol kapjuk: d —a? +b=0=d=a® — b,
22 egyiitthat6jabol kapjuk: e + a (a2 — b) +b(—a)=0=e=a (2b — a2) ,
z egyiitthatojabol kapjuk: aa (2b — a?) + b (a® — b) = m = m = 3a®b — a* — V?, (1)
a konstans tag pedig: n = ba (2b — a?) = 2ab® — a®b. (2)
Fejezziik ki az (1) egyenlGséghdl b2-et:

b = 3a%b — a* —m,
és helyettesitsiik be ezt a (2) egyenlGsségbe:
n=2a(3a’b—a*-m)—a®b
n = 5a®b — 2a° — 2am.
Fejezziik ki b-t az egyenlGsséghol

n + 2a® + 2am
5a3 ’

helyettesitsiik vissza az (1) egyenlGsségbe, és alakitsuk at.

b:

n+ 2a® + 2am 2_ 5 (M +2a° + 2am 4
e ) " T )T

n2 + 4a'% + 4a2m? + 4an + 4damn + 8a®m _ 3a?n + 6a” + 6a*m — 5a” — 5a*m

25a6 5a3

n? + 4a'® + 4a®m? + 4a°n + damn + 8a®m = 54° (3a2n +ad" + agm)

n? 4+ 4a'® + 4a*m? + 4a°n + damn + 8am = 15a°n + 5a*° + 5a®m
n? —a'® + 4a®>m? — 11a°n + 4amn + 3a°m =0
Rendezziik n szerint az egyenletet, és elmeljiink ki a konstans tagbol a?-et:

n?+n (4am — 11a5) + a2 (4m2 + 3a*m — a8) =0

n’+n (4am — 11a5) + a2 (m + a4) (4m — a4) =0
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Hasznalva a megoldoképletet n-re:

11a® — dam + \/(4am —11a°)* — 4a2 (m + a%) (4m — a*)
’[1172 = =

2

B 11a® — 4am £ V16a2m?2 + 121a10 — 88aSm — 16a2m?2 — 12a%m + 4410
N 2

B 11a® — 4dam + /125410 — 100aSm B 11a® — 4am + 5a3v/5at — dm 3)
N 2 N 2
2

Mivel az n szam egész, ezért 5a* —4m négyzetszam, azaz létezik olyan z egész, hogy 5a*—4m = 22.

Tudjuk, hogy m = =£1, ezért a 2> — 5a* = +4 diofantikus egyenletet kell megoldani. Legyen

x = a?, tudjuk z és z paritasinak meg kell egyeznie.Legyen y = 212, ahol y is egész szém, z-t

kifejezve: z = 2y — x Ekkor a. diofantikus egyenlet a kiovetkezSképpen néz ki:
(2y — 2)° — 5a® = +4,

492 — dxy + 2 — ba? = +4,
y? — a2y — 2 = +1, (4)

ahol = négyzetszam.

A kovetkezo allitds miatt x Fibonacci szam:

Allitas: Ha egy (r,y) pozitiv egész szampdr kielégiti a y?> — xy — 2* = £1 egyenletet, akkor
(z,y) = (Fk, Fi+1) valamilyen k > 0-ra.

Az &llitas bizonyitasa Phillip James-nek a When is a number Fibonacci? cimi cikkében megta-
lalhato. ([8])

Ha x = 0 lenne, akkor a = 0, és akkor n = 0, ekkor trividlis faktorizacidk léteznek.

Ha y = 0, akkor x = a? = 1, ekkor a = £1. Mivel 0 és 1 Fibonacci szdmok, ezért ezt az esetet az
allitas is fedi.

Mivel csak a 0, 1 és 144 szamok négyzetszamok a Fibonacci szdmok kozott, ezért x = 0 vagy
x =1 vagy x = 144. Az z = 0 nem lehet.

Vizsgéljuk az eseteket a szerint, hogy az m = 1 vagy m = —1.

Amikor m = 1:

Ha a? = 1, akkor a = £1, és a (3) egyenletbe behelyettesitve a = 1-et

1 -4£5/5-1 745  m=6

.2 = 2 2 Ny = 1

)
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a=—1l-et
—11+4j:5\/5—4_—7ﬁ:5:> ny =—1
2 2 Ny = —6

niz =

Ha a? = 144, akkor a = +12, akkor 5 - 144 — 4 = 103677 nem négyzetszam.
Amikor m = —1:

Ha a? = 1, akkor a = +1, és a (3) egyenletbe befelyettesitve a = 1-et

11+4i5\/5+4_15i15:> ny =15
2 2 ng=0"

ny2 =

a=—1-et
_ M -4E5/54d -15215  m =0
B 2 2 ng=—15 "

ni2

Ha a? = 144, akkor a = +12, akkor 5- 1442 +4 = 103684 = 3222, a (3) egyenletbe befelyettesitve
a=12-t

11-12° +4-1245-12° 322 _ 2737200+ 2782080 _ ny = 2750640
n = =
2 2 2 Ny = —22440

)

11125 41245129322 —2737200£ 2782080 my = 22440
n = .
2 2 2 ny = —2759640
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