EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Toth Lilla

UTVONAL OPTIMALIZALAS A GYAKORLATBAN
LOKALIS KERESESSEL

BSc Szakdolgozat

Témavezets:

Szab6 Csaba

Algebra és Szamelmélet Tanszék

Budapest, 2013



Tartalomjegyzék

1. Egy siitSipari cég szallitasi problémaija

2. Lokalis keresés az utvonaltervezésben és az ilitemezési problémakban

2.1. Bevezetés, célmeghatarozds . . . . . . . . . . ..o
2.2. Lokalis keresés . . . . . . ..

2.2.1.
2.2.2.
2.2.3.

2.2.4.
2.2.5.

A lokélis keresés algoritmusa . . . . . . .. ... ... ...
Lépések és felbontasaik . . . . .. . ... ... ... L.
Az dtvonaltervezés és iitemezési probléma megoldasénak reprezen-

taldsa . .. Lo
Korlatok és megoldhatosag . . . . . . .. .. .. ... ... ..
Egy (rész)lépés koltsége és haszna . . . . . . ... ..o L

2.3. Szomszédsigi tipusok . . . . ...

2.3.1.
2.3.2.

Cstics-cseréls szomszédsagok . . . . . .. oo oo

El-cserél¢ szomszédsagok . . . . . . ... ..o L

2.4. Keresési technikdk . . . . . . . ..

2.4.1.
2.4.2.

Kozvetlen keresés . . . . . . . .

Optimalizalas alapi, indirekt keresési technikdk . . . . . . ... ..

3. A probléma megoldasa a TransIT nevi szoftverrel



1. fejezet
Egy sutdipari cég szallitasi problémaja

Utvonal optimalizalast a gyakorlatban sok helyen alkalmaznak. Ebben a fejezetben egy
konkrét problémat mutatunk be, amely egy siitGipari termékeket szallito cég életében me-
riilt fel.

A mai labilis gazdasagi kornyezetben, a dragulé iizemanyagarak mellett egyre nagyobb
fontossaggal bir, hogy egy cég az er6forrasait a lehetd legoptimalisabban hasznélja ki an-
nak érdekében, hogy felvehesse a versenyt a piacon a konkurenciaval.

Ebben a példaban az a cél, hogy egy adott napra leadott 0sszes rendelést teljesitsiik,
azaz elszallitsuk oda a megrendelt arut. Mindezt agy tegyiik meg, hogy az dsszes teherauto
altal megtett Gsszes kilométer minimalis legyen. Emellett fontos szempont az is, hogy a
személyi munkaerGt is optimalisan hasznaljuk, azaz lehet6leg ne lépjiik tal a 8 érds mun-
kaidét.

A feladat megoldasidt egy munkanap utvonaltervének megadéasaval szimulaltuk. Adva
volt 127 megrendelés/bolt, ahol a kovetkez§ korlatoknak /paramétereknek kellett megfe-

lelni:

Meg volt adva minden megrendelés pontos cime: iranyitdszam, varos, utca, hazszam.

Minden boltnal meg volt adva, hogy milyen idésavban van az arudtvétel, amikor ki

lehet szallitani az arut.

Meg volt adva a megrendelt &ru mennyisége kilogrammban.

Tudtuk, hogy egy boltban mennyi id6 sziikséges a kipakolashoz, azaz mennyi idGt

sziikséges az adott boltban télteni.



A cég egy depoval rendelkezik, igy minden teheraut6 onnan indul és oda is kell vissza-
térnie. A deponak ismert a pontos cime.
A széllitas elvégzéséhez 21 db teherauto allt rendelkezésiinkre, melyekrél az aldbbi

korlatokat /paramétereket tudtuk:
e Minden teherautéonak adott a silya.
e Tudjuk a maximaélis terhelhet&ségiiket kilogrammban.

e Meg van adva, hogy melyik autéonak milyen teriiletekre van behajtasi engedélye.
PL.: melyik teherautonak van autopalya matricdja, vagy melyik hajthat be a Budai
Varba.

A gyakorlatban, optimalizalasi eszkoz hasznalata nélkiil, ezt a feladatot 19 teherauto-
val oldottdk meg, amelyek 6sszesen 3000 kilométert tettek meg. Ezt az eredményt kellett
javitanunk a TransIT szoftver hasznalatéval.

A dolgozatban betekintést adunk a szoftver miikodéséhez sziikséges matematikai hat-
térbe és a felhasznaloi feliiletbe. Azonban nem toreksziink a tejleskord leirasra, mivel az
esetenként tiulmutatna a BSc-s szakdolgozat keretén, maskor pedig tulzottan technikai
jellegti lenne. Igy csak nagy vonalak mentén tekintjiik at a lokélis keresés mifkodését, és
az ehhez sziikséges fogalmakat. Definidljuk a 1épés és a szomszédsag fogalméat, majd be-
mutatunk néhany szomszédsagot, és par alapvets keresési technikéat.

Majd a harmadik fejezetben részletesen bemutatjuk, hogy a TransIT szoftverben hogyan
oldottuk meg az el6bbiekben leirt feladatot.



2. fejezet

Lokalis keresés az titvonaltervezésben és

az utemezési problémakban

2.1. Bevezetés, célmeghatarozas

Az utvonal keresési probléma egy optimalizalasi feladat, ahol adott egy jarmi &lloméany,
amelynek el6re megadott megrendeléseket kell teljesitenie gy, hogy az Osszesen megtett
kilométer minimalis legyen. A feladatot ki lehet egésziteni ilitemezési feladatta, ha meg-
adunk egy idésavot minden megrendeléshez, és kikotjiik, hogy csak ebben az idGsavban
lehet a megrendelést teljesiteni. Az ttvonal keresési probléma megoldasaként meg kell
adnunk egy tdtvonaltervet, aminek tartalmaznia kell, hogy melyik jarmtvel, mely meg-
rendeléseket, milyen sorrendben teljesitjiik. Az litemezési feladat megoldésanal pedig meg
kell mondani, hogy mikor érkeziink egy adott megrendeléshez és mikor tdvozunk onnan.

Jelenleg nem ismeriink gyors algoritmust nagyméret itvonal tervezési és iitemezési
problémak megoldasara, mert a feladat N'P-teljes. Ezért az eddig legjobbnak bizonyuld
lokalis keresést fogjuk bemutatni. A koévetkezd fejezetekben a klasszikus és a modern lo-
kalis keresési technikikrol lesz sz6.

Az tatvonal keresési és litemezési feladatok megoldasét az tgynevezett oriasttira modellel
fogjuk elemezni, és osztélyozzuk a megoldasok szomszédsagi struktirajat. A szomszédsa-
gokat ugy adjuk meg, hogy megmondjuk a lépések halmazat, amik az egyik megoldast
a masikba transzformaljak. Majd megmutatjuk, hogyan lehet a lépéseket részlépésekre
bontani, és ezek utan a keresési technika hogyan illeszti ezeket Ossze egy lépéssé hatékony

modon.



A cél, hogy talaljunk egy lokalisan optimélis szomszédot olyan gyorsan, amilyen gyorsan
csak lehetséges. Ezt egy olyan keresési technikival érjiik el, amely nem nézi végig explicit
modon az Osszes szomszédot. Az elemzés soran latni fogjuk, hogy a részlépések tulajdon-
sadgai és az tvonal tervezési illetve iitemezési problémak megkdtései hogyan befolyasoljak
a megfelel6 keresési technika megvalasztésat.

Az utvonal tervezési és litemezési problémakat két f6 szempontbdél fogjuk megvizsgalni:
1. A szomszédsag valasztéasa.
2. A szomszédsag felderitése megfelel§ algoritmussal.

A keresési modszerek és a szomszédsagi struktirak kozott szoros kapcsolat van, me-
lyet sok algoritmus haszndal (példaul a Lin-Kernighan algoritmus, ami megoldja az utazé
tigynok problémat). Azonban, az egyik legnagyobb kihivas, kiiléndsen az dsszetett és nagy-
méretd problémaknal, hogy tgy tervezziik meg a metaheurisztikat, hogy gyorsan lefusson.
Ezt elGsegiti a szomszédséig és a keresési technika megfelel§ megtervezése.

Kiemelked6 példak titvonal keresési problémaéra:
e Utazo ligynok probléma (Travel Salesman Problem) [Lawler 1985., Gutin és Punnen2002.]
e Jarmi utvonal tervezési probléma (Vehicle Routing Problem) [Toth és Vigo 2002.]

e Felvételi és kiszallitasi probléma (Pickup- and Delivery Problem) [Salvelsbergh és
Sol 1985., Desaulniers 2002.]

2.2. Lokalis keresés

Ebben a fejezetben ismertetjiik a lokalis keresés alapjait. ElGszor bevezetiink par jelo-
lést.

Adott egy G = (V, A) graf, aminek pontjai az el6z6 problémaban a megrendelések és a
depo foldrajzi helyét jelolik. Eleket pedig oda htuzunk be, amely két foldrajzi hely kozott
lehet kéziton vagy komppal kézlekedni. Az éleken adott egy ¢ : A — R koltségfiiggvény,
ez az utszakaszon vald haladas koltsége. Ide tartozik példaul az iizemanyagkdltség vagy
az utdij.

Emellett egyéb korlatokat is figyelembe kell venniink, példaul a jarmiivek kapacitasat,

behajtasi engedélyét, a nyitvatartasi idGket.



Az x megoldasa az utvonal keresési probléméanak, ha G-beli Hamilton-kér, vagy Hamilton-
korok unioja. Az x megoldas megengedett, ha megoldas és nem sért meg egy korlatot sem.
Legyen X a megengedett megoldasok halmaza. Fz a halmaz nagymérett, de véges. A to-
véabbiakban a koltségfiiggvényt nem az éleken értelmezziik, hanem egy megoldasnak fogjuk
tekinteni az Osszkoltségeét, igy a koltségfiiggvény a megoldasokhoz rendel valés szamokat
(¢ : X — R). Optimalis megoldasnak nevezziik az x € X megoldést, ha teljesiil, hogy
{Vaz' € X : ¢(x) < ¢(2)}. Az optimalis megoldas megtalalasa egy kombinatorikus opti-
malizélasi feladat.

A lokalis keresés alapmiivelete a lépés, ami egy = (nem feltétleniil) megengedett meg-
oldast egy masik (nem feltétleniil) megengedett megoldasba transzformal élek és/vagy
csucsok cseréjével. Az x megoldas szomszédjanak vagy szomszédos megoldasanak nevez-
ziik az 2’ megoldast, ha 2’-t meg lehet kapni z-b6l egy 1épés alkalmazésaval. Az x megoldas
szomszédos megoldasainak halmazat az x megoldas szomszédsaganak nevezziik,és N(z)-
szel jeloljiik.

Egy 2’ megoldast javit6 megoldasnak hivunk, ha ' € N(z) és ¢(2') < c¢(x). Ha z
megengedett megoldasnak nincs szomszédos javitdé megoldasa, akkor lokédlis optimumnak
nevezziik. Ekkor Vo' € N(z) : ¢(z') > c(x).

2.2.1. A lokalis keresés algoritmusa

A lokalis keresés algoritmusanak 1épései a kovetkezdk:
1. Az algoritmus inputként kap egy 2° € X kezdeti megoldast, tovabba az iteraci6
szamlalojat beallitjuk nullara, azaz ¢t := 0
2. Ismételjiik az alabbi ciklust:
3. Keressiink egy javito szomszédot N (x!)-ben az aktualis megoldashoz!
4. Ha létezik ilyen 2/, akkor /™! :=a/ ést =t + 1
5. Leallunk, ha nincs javité szomszéd, mert ez azt jelenti, hogy lokalis optimumot
kaptunk.
A szomszédsdgban vald keresés gyorsasiaga nagymértékben fiigg attol, hogy milyen
gyorsan tudjuk ellenérizni az ' szomszédos megoldas koltségét és megengedettségét.
Mivel a 3. lépésben nem kell az Osszes javitd szomszédot megkeresni, hanem elég egy
javitd megoldast megtalalni, az algoritmus futési ideje ezzel nagy meértékben csdkken
ahhoz képest, ha az Osszes szomszédos megoldéast végig kéne nézni. Ha a szomszédos

megoldasok halmaza felsorolhato, akkor az alabbi stratégiak koziil valaszthatunk:



1. First search: Megkeresi az els¢ javité megoldéast.
2. The best search: Megtalalja a legjobb javito megoldast.

3. d-best search: Megvérja, amig d db javité megoldast megtaldl, és abbdl valasztja ki

a legjobbat.

Azonban az utolsé (5.) lépésben mindenképpen végig kell nézni a lokalisan legjobb
megoldés Gsszes szomszédos megoldésat ahhoz, hogy igazoljuk az optimalitast. Mert az
algoritmus csak ebben az esetben allhat le.

Ha egy adott szomszédsagban meg szeretnénk taldlni a legjobb javité szomszédot,
akkor ahhoz szintén egy optimalizalasi problémat kell megoldanunk. Erre tobbféle meg-
oldasi modszer is van, pl.: explicit leszamlalasi technika vagy egy alkalmas optimalizilasi
algoritmus (dinamikus programozas, héalozati optimalizalas, legrovidebb utat megtalald
algoritmus).

A szomszédsag dinamikus is lehet, azaz N(2') fiigghet az iterdcio szamatol és az el6z6

keresésektdl.

2.2.2. Lépések és felbontasaik

Ahogy a lokélis keresés bevezetésében emlitettiik, a 1épés egy miivelet, ami megoldést
megoldasba transzformal élek és/vagy csucsok cseréjével. Jeloljiik M-mel a 1épések hal-
mazat, amelynek elemeit, azaz a lépéseket, pedig jelolje m. Azért, hogy egyiitt tudjuk
kezelni a megengedett és nem megengedett megoldasokat, vezessiik be Z O X halmazt,
amire y € Z, ha I3m € M lépés, ami egy megengedett megoldast egy y = m(z) nem
feltétleniil megengedett megoldasba visz.

Mivel a lépés eredménye nem mindig megengedett megoldés, ezért m : Z7 — Z nem
mindig jol definialt, mivel nem feltétlen alkalmazhat6é minden y € Z-re. Azonban, ha
m € M : m(z) C X, akkor m-et megengedett 1épésnek hivjuk. Azért, hogy kezelni tudjuk
a nem megengedett szomszéd megoldasokat is, vezessiik be a kiterjesztett szomszédsag
fogalmét: N(z) := {m(z) : m € M}. Ez a halmaz mér tartalmazza a megengedett és nem
megengedett szomszédokat is. A kiterjesztett szomszédsag és a megengedett megoldasokat
tartalmazo szomszédsag kozott a kovetkezé kapesolat all fenn: N(z) = N(z) N X.

A szomszéd megoldasok szamat a szomszédsag méretének nevezziik. Mivel |N(z)| alta-
laban fiigg z-t6l, tobbnyire N méretét fogjuk vizsgalni.

Ahhoz, hogy a kiilonb6z6 1épéseket elemezni tudjuk, a lépést részlépésekre bontjuk. A



részlépés fogalmat nem definidljuk pontosan, mivel az tilsagosan technikai jellegt lenne.
Részlépés alatt altalaban él(ek) és/vagy cstics(ok) eltavolitasat vagy beillesztését értjiik
az aktudlis megoldasbol /megoldasba. Formailag ez igy irhaté: m(z) :=pjo---opgop; =
pe(...pa(p1(z))). A részlépésekre bontas nem nyilvanvalé és nem egyértelmd. Igy termé-
szetesen adodik a kérdés, hogy mit lehet mondani a részlépések altal generélt koztes struk-
tarakrol: m: Z =Y, 2 v & . By, = 7, ahol az Y;-ket hivjuk koztes struktiraknak.
Az Y-k lehetnek Z-t6l kiilonb6z6ek, példaul ahogy a Lin-Kernighan szomszédsagnél latjuk
majd, de akar végig megegyezhetnek Z-vel.

2.2.3. Az utvonaltervezés és iitemezési probléma megoldasanak

reprezentilasa

Ahogy a bevezetésben emlitettiik, a megoldast egy iranyitott graffal fogjuk reprezentélni,

melynek csticshalmazan beliil a kdvetkez6 tipusi csicsokat kiilonboztetjiik meg:
o Kovetelményt tdmaszto csucsok: R C V
e Lehetséges kezd6pontok: O C V
e Lehetséges végpontok: D C V

Azt, hogy a kovetelményt tdmaszto csics alatt mit értiink, mindig az aktudlis probléma
hatarozza meg. Példaul Gtvonal tervezési probléménal ezek azok a csticsok, amelyeknek
megfelel6 megrendeléseket mindenképpen szeretnénk teljesiteni. Ha nem csak kiszallitunk,
hanem ott fel is kell venniink csomagot, amit tovabb kell szallitani, akkor a kévetelmény
az, hogy vigyiik el a boltba a megrendelt arut, és szallitsuk tovabb az altaluk kiildott cso-
magot. Ha iitemezési problémérol van sz6, akkor az a kévetelmény, hogy az adott boltot
a megadott id6sdvban latogassuk meg.

Ahogy az elején is emlitettiik, a megoldas vagy egy Hamilton kor, vagy Hamilton-
kérok unioja. Ezt utakbol allo, H-hossza listaként kezeljiik, és utvonaltervnek hivjuk:
X = (r',r? ..., rf). Mivel az utak Hamilton-kért alkotnak, ebbél adodoan diszjunktak,
azaz Vv € V pontosan egyszer szerepel valamely r* —ben. A tovabbiakban feltessziik, hogy
|V| =n és az r* altal lefedett csiacsok halmaza: V(r?).

A megoldasban olyan utak vannak, melyek o € O-bol indulnak és d € D-be érkeznek,
kézben pedig r € R kovetelményt tamaszté pontokat latogatnak meg, ahol minden kor-

latnak megfelelnek. Az, hogy egy (o, d) par megengedett-e, szintén a probléméatol fiigg.



Még egy fontos definiciot kell bevezetniink: éridstaranak fogjuk hivni az utvonaltervet,

ha Vi-re r® végpontja egyenls ! kezdSpontjaval.

2.2.4. Korlatok és megoldhatosag

Az ttvonal tervezési és litemezési feladat megoldhatosagara vonatkozo korlatokat tgy-
nevezett eréforras valtozokkal lehet modellezni. Ezen beliil megkiilonboztetiink egy ttra
vonatkozo és utak kozotti korlatokat. Utra vonatkozo korlat lehet példaul a jarmiivek
kapacitasa, a megrendelések kozotti prioritas vagy a rendeléseknél megadott idssav. Ut-
vonalak kozotti korlat példaul, ha megszabjuk, hogy csak n db k cstiicsnal hosszabb utat
tartalmazhat az oriastira, vagy ha a depoban egyszerre csak korlatozott szdmu jarmi
tartozkodhat. Jelenleg nem tudunk olyan szisztematikus megkdzelitésrsl, ami megfelelGen
kezelné az ttvonalak kozotti korldtokat, habar néhiny alkalmazésban jelentGs szerepet
jatszanak. Ebbdl adédoan a kovetkezSkben az ttra vonatkozo korlatokat fogjuk vizsgalni.

A korlatozott eréforrdsokat formalisan bemutatni az idésav példajan lehet a legegysze-
riibben. Legyen T;,7 € V a szolgélati id§ kezdete, amikortdl a jarmtivek elindulhatnak.
Ekkor ha o' az i. kezdSpont, akkor T, az indulasi id6. A legtobb iitemezési probléméaban
meg van adva minden csicsra egy vagy tobb idésav: [af, bf], ¢ = 1,2,..., L(i) Vi € V,
ahol L(7) az i. csicson megadott utolso idésav sorszama. Ezek az intervallumok adnak
feltételeket a megoldhatosagra, mivel az adott megrendelést csak ezekben az idGsdvokban
lehet teljesiteni. Ha egy jarmid ¢-b6l j-be megy, az id6 legalabb t;; + s;-vel né, ami az
utazasi id6 i-bdl j-be, plusz a kiszolgalasi id6 i-ben. Ha kivalasztottuk az (i, j) élt, az azt
jelenti, hogy T; —T; > t;; + s;, tehat gyorsabban értiink j-be, mintha mésik tton mentiink
volna.

Az utvonalterv megengedettségét lehet ellendrizni egy o ordkulummal, ami egy 0: Z —
{igen,nem} logikai fiiggvény. Ekkor N(x) = {m(z) : m € M,0 = igen}. Azonban az

orakulum meghivasa nagyban csokkenti a hatékonysagot, ezért 6vatosan kell vele banni.

2.2.5. Egy (rész)lépés koltsége és haszna

Egy x € Z oriastira koltsége az oriastirdban 1éve élek dsszkoltsége (c(z) := D7 i) caianttour(x) Cid)-
Egy részlépés haszna az a szam, amennyivel a részlépés csokkentette az Osszkoltséget

(g(m, ) := c(x) = c(m(x))).

Az alabbi harom esetet hasznalja majdnem az Gsszes relevans alkalmazas:
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1. Elfiiggs koltség: c;j(x) = ¢, V(i,j) € A. Ez a legegyszertibb, mivel a kéltség csak
az éltol fiigg, igy mind a haszon, mind a koltség egyszertien és gyorsan sziamolhato.

Ezt hasznalja példaul az utazé ligynok probléma is.

2. Jarmiifiiggs koltség: c;j(z) = ¢, minden (i,j) élre, amit az o kezdSponti és d
végpontu ut tartalmaz. Ez a koltség fiigg a kiindulési és az érkezési ponttol. Igy a
viszonylagos haszon csak akkor meghatarozhato, ha az utakban elére kijel6ljiik a ko-
vetelményt tamaszto pontokat. Ezt példaul a multi-dep6 problémanal alkalmazzuk,

ahol tobb depobol szallitjuk ki az arut.

3. Erdforrasfiiggs koltseg: cij(x) = ciy (T}, ..., T, T}, ..., T]), ahol (T},... . T}, T},...,T})
erGforras valtozok, ¢, j € V. Ezzel lehet jol modellezni az id6- és rakomanyfiiggs kolt-

ségeket.

Ahhoz, hogy a lokélis keresés hatékony legyen sziikséges, hogy minden 1épés részlépésre
bontasakor, annak g(p;, x) hasznat meghatarozzuk, ami csak az aktuélis megoldastol fiigg
(m € M :m = pgo---0pgop). Fontos, hogy a részlépésekre bontassal ne valtozzon
az Osszhaszon, ha ez teljesil: g(m,x) = Zle g(ps, z), akkor a részlépésre bontast kolt-
ségfiiggetlennek nevezziik. Ha viszont nem minden esetben teljesiil, akkor megadhatunk
ugynevezett "jogosultsigi feltételeket", amik sziikséges feltételt adnak a fiiggetlenségre.
Példaul rogzithetjiik a részlépések sorrendjét.

Abban az esetben, ha Y = Z, az m = pyo---opyop; lépést sorrendfiiggetlennek hivjuk,
ha m(z) = pry o+ 0 Pr2) ©P=(1), V& € Z megoldasra és Vr € {1,2,..., ¢} permutéciora.
Tovabba ciklikusan fliggetlennek hivjuk, ha az elébbi feltétel csak a ciklikus permutéaci-
okra teljesiil.

Ha a pontos kiszamitas tal sokdig tartana, akkor kozelitéssel és alsd becsléssel is lehet

gyorsitani a keresési folyamatot.

2.3. Szomszédsagi tipusok

Ebben a fejezetben bemutatunk par lehetséges szomszédsagi tipust. A valogatasi szem-
pont az volt, hogy a kés6bb targyalt keresési technikak altal hasznalt szomszédsagi tipu-
sokat bemutassuk.

A tovabbiakban feltessziik, hogy adott egy x megoldasa az utvonal tervezési feladatnak.

Tovabba feltessziik, hogy barmely két megoldas egymésba vihetd élek hozzéadasaval és
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elvételével.
Kétféle szomszédsagrol lesz szo, a cstics-cseréls és az él-cseréls szomszédsagrol, amelyek

mindegyikére mutatunk két-két példat.

2.3.1. Cstics-cseréldé szomszédsagok

A cstics-cseréls szomszédsag arrol kapta a nevét, hogy a szomszédsagot generald lépést
egyszertibb leirni a résztvevd csicsokkal.

Tegyiik fel, hogy adott ¢ diszjunkt szegmens az ttvonaltervbél si, sq, ..., sy, legyen
|si| a cstcsok szdma s; szegmensben. Ekkor a cstics cserélés leirhato egy ¢ dimenzios
a = (aq,...,qp) vektorral, ahol «; (a; < |s;]) csticsot helyeziink &t az s; szegmensbdl s;
szegmensbe (ha i = ¢, akkor s, szegmensbdl s; szegmensbe).

Ha feltessziik, hogy a beillesztendd csicsokat mar térolt cstcsok helyére tesziink be, akkor
a; helyett a;-t irunk. Ha pedig ;-nél kevesebb csticsot is elég kivalasztani, akkor a; helyett

af-t fogjuk hasznélni.

Kicserélés

A kicseréléskor két 1t egy-egy csucsat cseréljiik ki. Ennek leirdsahoz a két atnak Ossze-
sen 10 cstucsara van sziikség, legyenek ezek a kovetkezok {iy — 1,41,41 + 1, j1, 1 + 1, 42, 92 +
1,jo—1, j2, jo+1}, ahol az iy, és j, csticsok vannak egy-egy ttban. A 1épést négy részlépésre
bontjuk. Az elss részlépésben eltavolitjuk az (iy — 1,41), (41,71 + 1) és (j1,71 + 1) éleket,
majd a masodik részlépésben beillesztjiik az (iy — 1,41 + 1), (j1,41) és (41,71 + 1) éleket.
A harmadik részlépés eltavolitja a (jo — 1, 52), (J2, jo + 1) és (ig, i3 + 1) éleket, a negyedik
pedig beilleszti a (jo — 1,72 + 1), (i2, j2) és (j2,i2 + 1) éleket. Az o* jeloléssel ezt a lépést
igy irhatjuk: (1,1).

A kicseréléshez sziikséges, hogy {i; — 1,41,91 + 1, j1,j1 + 1,409,400 + 1,52 — 1, j2, jo + 1}
csicsok legyenek paronként diszjunktak, és az iq, j; és is, jo csticsokat kicseréls lépések
legyenek koltség- és sorrendfiiggetlenek.

Szamos alkalmazasban a kicserélést tgy alkalmazzuk, hogy a 10 cstics helyett két
3-3 pontbol allo tutrészlet két kozépss cstucsat cseréljiik ki. Azaz ha a csticsokat {i —
Lyi,i+ 1,7 —1,4,7 + 1}-gyel jeloljiik ahol az ix-k és j,-ek alkotnak egy-egy utat. A lé-
pés soran eltavolitjuk (i — 1,4),(i,i+1),(j — 1,74), (4,7 + 1) éleket, majd beillesztjiik az
(i—1,7),(j,i+1), (j—1,4), (i, j+1) éleket. Ezt a specialis kicserélést felcserélésnek hivjuk.

Az (1,1)-kicseréléssel kapott szomszédsag mérete O(n?), amit le lehet csdkkenteni
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O(n?)-re, ha kicserélés helyett felcserélést hasznalunk.

M-felcserélés

Ez a szomszédsag az el6z8 altalanositasa, mivel 1 helyett A csticsot helyeziink at egyik
szegmensbdl a masikba. FEmellett elvarjuk, hogy a tor6lt csiicsok helyére illessziik be az
athelyezendé csucsokat.

A Mfeleserélés szomszédsagnal, a torlends 2k cstucsot (B < \), (;{)—féleképpen valasz-
tunk ki. Ezutan O(n?*), (k < n) lehetdség van visszailleszteni a csticsokat. Igy a szom-
szédsag mérete O(Xp_, (51)n?F) = O((1)n?) = O(n™).

Azonban nem minden \-felcserélést lehet visszavezetni kicserélésre, mivel ahhoz a kicse-
rélésben résztveve csucsoknak fiiggetleneknek kell lenniiik. Egy ilyen ellenpéldét lathatunk

a kovetkez6képen.

2.1. abra. a) A lépés elstt (a pontozott vonalak az eltavolitando éleket jelolik), b) A lépés

utani allapot

2.3.2. El-cserélé szomszédsagok

Ezt a szomszédsagot akkor hasznaljuk, ha a kézvetleniil érintett élek szama nagyobb,
mint a csucsoké. Az atvonaltervezs és iitemezd feladat heurisztikajaban a legtobbszor ezt

hasznéaljak.

Altalanos leiras

Ha kivessziik a dq,ds, ..., d, € A kiillonbozG6 éleket az oridstarabol, akkor az k db rész
utra esik szét(sq, So, ..., sk ). Ezeket a kovetkezSkben szegmenseknek fogjuk hivni. Ahhoz,
hogy megint oéridstirat kapjuk, hozza kell venni k db élt a szegmensekhez. A hozzaadott
éleket jelolje ay,aq, ..., ar € A. Va;-re annak kell teljesiilnie, hogy az él legalabb egyik csi-
csa kapcsolodik valamely szegmens kezd6 vagy végpontjahoz. Azaz minden csiicsra azonos

szamu torolt és hozzaadott él illeszkedik. Ezért a G = (dy, ..., dy, ay, ..., ai) feszitGgrafot
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fel lehet bontani a torolt és beillesztett élekbdl allo alternalod korokre.

Attol fiiggden, hogy milyen aq, as, ..., a éleket illesztiink be, a szegmensek permutalod-
hatnak, invertdlodhatnak. Ez utobbi azt jelenti, hogy a szegmens iranyitasa megvaltozik,
azaz forditott sorrendben megyiink végig a pontokon.

Igy minden élcseréls m lépést az alabbi négy miveletre bonthatunk szét:

1. k-szegmentalas. Ez eltavolit k£ db élt az oriastirabol, igy megkapjuk az sq, so, ..., Sk
szegmenseket.

2. k-inverzi6. Ez invertalja a k db szegmens egy részhalmazat, azaz Vi : sfl—t képezziik.

3. k-permutéaci6. Ez megvaltoztatja a szegmensek sorrendjét, igy kapva sf(ll), sffé), e sff(lk)—
ket.

4. k-6sszefiizés. Ez az eljaras Osszefiizi a szegmenseket, ami egy 0j, 2’ oridstirat ered-
ményez.

Ha minden beillesztett él kiilénbozik a torolt élektsl, akkor a lépést valodi lépésnek
hivjuk.

Minden permutécio felbonthato diszjunkt ciklusok szorzatara. (Ez a felbontés a ciklu-
sok sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.)

7 alkalmazasa utan sff(ll), sfé), e sff(lk)—et akkor és csak akkor lehet 6sszefiizni, ha 7 cikli-
kus permutéci6 . A nem ciklikus permutaciok tobbszoros koroket eredményeznek, amelyek
nem feltétleniil vannak 6sszhangban egy megengedett ttvonaltervvel.

A 2. és 3. miivelet meghatarozza a lépés tipusat. Ahhoz, hogy le tudjuk irni a kiilonb6z8
tipusokat, bevezetjiik az abc-jeldlést.

a szegmensek jelolésére az ABC elsé k db kisbettijét hasznaljuk. Nagy bettivel jeloljiik,
ha egy szegmens invertalva keriilt bele az oriastaraba. A "|" jel a korok elvalasztasara
szolgdl. Példaul: aBDc - a 1épés utan a 2. és 4. szegmens invertalt, a 3. és 4. pedig helyet
cserélt. Masik példa: aC|bd - az 1. és az invertalt 3. szegmens alkot egy kort, illetve a
2. és a 4. alkot egy masikat. Igy azonban a jelolés fiigg az oriasturan beliill a szegmensek
betiizésétsl, ezért a kdvetkezGképpen egyértelmisitjiik: tegyiik fel, hogy az a szegmens
rogzitve van egy megfelel§ definicioval, pl.: a tartalmazza az 1-es indext cstcsot. fgy min-
den ciklikus permutacio egyedien irhato le ugy, hogy az elsG betije a. Tehat (a,c, b, d)-t
nem lehet tgy irni példaul, hogy (d, b, a, ¢). Ebbdl adododan (k—1)! permutaciot kiilénboz-
tetiink meg. A tobb korbdl allo esetben az els6 kor a-val kezdddik, a masodik kér pedig a
maradékbol szegmens koziil a legelss bettivel, stb. PL: aD f|c|eB helyett aD f|Be|c-t kell
irni.

Szimmetrikus esetben z’ és 2/~! (inverz megoldas) orias tirdk azonos megoldést adnak.
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PlL.: Ab ugyanazt az oériasturat adja, mint aB. Ezzel ellentétben az aszimmetrikus esetben

szamitasba kell venni az els§ szegmens iranyitasat is.

A kezdd és végpontok és az inverz szegmensek hozzdrendelése.  Minden ttnak van egy
kezd6 és egy végpontja. Barmely 1épés hatassal lehet legalabb 2 ttra tgy, hogy elrontja a
kezd6 és végpontok sorrendjét. Példaul a lépés hatasara az egyik it kezd6pontbol kezds-

pontba, a masik pedig végpontbol végpontba megy, ahogy a kovetkezd képen lathatjuk:

2.2. abra. a) A csere el6tt, b) A csere utan

Ha a kezd6 és végpontokat a lépés utéan helyre szeretnénk allitani, akkor egy optimali-
zélasi feladatot kell megoldanunk. Ahol még 2 1t esetén is 4 lehetGség van (ha a kezdd és
végpontok kompatibilisek).

Azért, hogy ne kelljen kbzben megoldanunk tovabbi optimalizalasi problémékat, a szeg-

mensek invertalasat egy egyszerti moédon implementéljuk:

1. Ha s kizarolag kovetelményt tamaszto csticsokbol all, akkor kozvetleniil invertalhato.

2. Ha s tartalmaz egy (o,d) part: s = (vi,va, ..., Vp, t, S, Wiwy, ...,w,), akkor s~! =

= (wy, ..., wa, w1, d, 0,Vp, ..., V2,01 ). Az inverzzel megengedett megoldast kapunk, mi-
vel a 2. és 3. miivelet utdn az oridstira még mindig o és d kezdé és végpontbdl és
néhany kovetelményt tdmaszto ponthol all, és a kezd§ és végpont megfelel§ sorrend-

ben koveti egymast.

3. Ha s t6bb kiilonb6z6 utat tartalmaz: r@ ph@+1  ph() azaz

s = (V1, Vg, .., Uy, d, 7D pPOFL k@) o vy, ..., w,). Ekkor az
s7Th = (W oy Woy wy, dy MO phOFLE k) o v vg,v1). Ami azt jelenti, hogy a
kézbe es6 utakat nem kell invertalni. Ekkor az el6z6 esethez hasonléan megenge-
dett megoldast kapunk, mivel a megengedettséghez elég, ha a kozbe es6 kezdd és

végpontok megfelel§ sorrendben vannak, ez pedig teljesiil.
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k-Opt

Ez a legrégebbi és a legszélesebb korben haszndlt élcseréld szomszédsagi tipus. Ennek
soran k > 2 élt eltavolitunk az oridstirabol, majd ugyanannyi élt beillesztiink, tgy hogy
a 7 permutacio ciklikus legyen. Habér a legtobbszor egy ut megtaldlasara alkalmazzéak,
altalanosithato tobbszords it megtalalaséara is.

Ha a beillesztett és eltavolitott élek paronként nem kiilonbo6z6k, akkor nem valodi 1épést
kapunk, ezért ezt k’-Opt lépésként is tekinthetjiik (&' < k).

Vk > 2-re a k-Opt szomszédsag méretét kiszamolhatjuk az el6zé definicio alapjan.
e (}) lehetdség van kivélasztani k db élt
o 281 Jehetdség van végrehajtani inverziot
e (k—1)! lehetdség van elvégezni ciklikus permutaciot

Igy a szomszédsag mérete: (’;) 2F=1(k—1)!. Ez fels6 becslés, mivel a szegmensekre bontas
nem invertalhato szegmenseket is eredményezhet.

Adott k-ra k-inverzi6 és k-permutécio végrehajtasa utan 2871(k — 1)!-féle lehetséges
szegmenset kaphatunk. Ezt a szamot jeloljiik MT-vel. Példaul £ = 2-re és k = 3-ra
MT(2) = 2, MT(3) = 8. Azonban a szegmensekre bontas soran kaphattunk azonos
felbontast is, kiilonb6z6 k-inverzio és k-permutécié végrehajtasaval. Példaul a két darab
2-opt lépés azonos, mivel mindketts az (i,i+ 1) és (4,7 + 1) éleket (4,5 ) és (i + 1,5+ 1)
élekkel helyettesiti, és az i 4+ 1. és j. csticsok kozotti szegmenst invertalja. A nyolc darab

3-opt lépés a kovetkezo:

a a a a
Q @ @ @
abe aBc obC a8C
a a ) a
@ @ @ @
aco aCb acg ack

2.3. abra. A 8 darab 3-opt lépés

Jeloljiik PMT(k)-val a k-opt lépések koziil a valodi lépések szamat. Ekkor PMT(2) = 1
és PMT(3) = 4. Altalanosan a PMT (k) értékét a kovetkezs képpen szamolhatjuk. Miutan
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kivalasztottuk, melyik k élt szeretnénk tordlni az oriastirabol, az M T (k)-bol ki kell vonni
azon lépések szamat, melyek kevesebb, mint k éllel generalhatoak. Az utobbiak pontosan
a PTM (i) lépések, ahol ¢ < k. Nem valodi 1épés tovabba az identités, amely pontosan
a torolt éleket illeszti vissza. Ebb6l adodik a rekurziv formula: PMT(k) = MT (k) —
S PMT(i) — 1, ha k >3 és PMT(2) = 1.

A valodi 1épések szamanak és az Gsszes 1épés szamanak aranya a kis esetekben (k = 100-
ig) 0,5 és 0,6 kozott van, azonban meg kell jegyezni, hogy ez az arany monoton ng, ha

k — oo.

Lin-Kernighan

Ahogy az altalanos leirdsban bevezettiik, a torolt éleket dy, ..., dg-val, a hozzaadott
éleket aq, ..., ai-val jeloljik. Ezek az élek alterndld koroket alkotnak. Azokat a k-opt lé-
péseket, ahol dy, ..., dg,aq,...,a; élek egy alternald kort alkotnak, SAC-k-opt lépésnek
nevezziik. A 2-opt és 3-opt 1épések azonosak SAC-2-opt és SAC-3-opttal, de ha k > 4,
akkor a SAC-k-opt valodi részhalmaza k-optnak. Példaul acbd 4-opt, de nem SAC-4-opt.

Cimkézziik meg az alternalo koér 2k csdcsat: iq,...,0,J1,---,Jk- Ezek a csicsok de-
terminaljak a lépést, mivel a torélt és beillesztett éleknek igy kell egymést kovetniiik:
dy = (ip, Jp)s ap = (Jpsipt1), p = 1,..., k (feltettiik, hogy ir1 = 71). Ahhoz, hogy a lépés
a Lin-Kernighan csaladba tartozzon, az a;, d; csicsok mindegyikének paronként diszjunkt-
nak kell lennie.

A Lin-Kernighan 1épés mindig egy él torlésével kezdddik, amelyet ha torliink, akkor
egy Hamilton-utat kell kapjunk. Ez sziikséges feltétel arra, hogy Lin-Kernighan lépést
kapjunk.

Mivel a torolt és beillesztett élek paronként diszjunktak, a Lin-Kernighan 1épés pon-
tosan k élt cserél fel masik pontosan k db éllel. Tehat a Lin-Kernighan lépések a valodi

SAC-k-opt 1épések valodi részhalmaza.

2.4. Keresési technikak

Ebben a fejezetben a keresési technikakrol, és azok megfelel§ megvalasztasarol lesz szo.
Tovabbra is feltessziik, hogy = egy adott megoldasa az Gtvonal tervezési problémanak, és
szeretnénk megtaldlni a megoldasok kozott a lokalis optimumot. A keresési technikékat

két £6 csoportra oszthatjuk: kozvetlen és indirekt keresési technikara. A kozvetlen keresési
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technika felsorolason alapszik, és igy direkt médon taldlja meg a javité megoldast. Az
indirekt keresési technika atalakitja a javito szomszéd keresését optimalizalasi feladatté,
példaul a legrévidebb 1t keresésére.

A megfelel§ keresési technika megvalasztasahoz ismerniink kell a szomszédsag tipusét,
a koltségfiiggvényt, és a korlatokat, mivel ezek dontik el, hogy létezik-e koltségfiiggetlen
dekompozicioja a lépéseknek. Ha a koltség nem fiigg az élektsl és a jarmiivektsl, akkor
csak a szomszédsag hatarozza meg, hogy a lépést koltségfiiggetleniil lehet-e részlépésekre
bontani. Ha viszont a kdltség fiigg az eréforras valtozoktol, akkor nem létezik koltségfiig-
getlen felbontas.

Figyelembe véve a korlatokat, kétféle technikaval garantalhatjuk a szomszéd megoldas
megengedettségét. Vagy a keresés alatt végig ellendrizziik a korlatokat, vagy részlépések

“, e,

gedettséget.

2.4.1. Kozvetlen keresés

Kozvetlen keresésrdl azokban az esetekben beszéliink, ahol a szomszédségot csiicsok
vagy élek cseréjével kapjuk. Tegyiik fel, hogy a szomszédsag mérete O(nk), azaz a csi-
csok szamaban polinomidlis. Azért, hogy a keresés hatékonysagat noveljiik, a keresés korai
szakaszaban kizarjuk a lehet6 legtobb nem javito, vagy nem megengedett szomszédos meg-
oldést.

A probléma a kovetkezd: k db élt (cstcsot) kell kicserélniink mésik k& db élre (csticsra)
ugy, hogy javité szomszédos megoldast kapjunk. Minden kozvetlen keresés egyesével va-
lasztja ki a k darab élt (cstcsot). Ezért az a cél, hogy ezt a lehets legkevesebb élkombinéacio
(cstcskombinacio) megvizsgalasaval tegylik meg Vi : 1 < i < k. Némely esetben be lehet
bizonyitani, hogy nem, vagy csak kevés lehetséges él (cstics) marad az i. él (cstcs) kivé-
lasztasa utan. A két f6 szempont, ami alapjan ki lehet zarni éleket (csticsokat), a koltség
és a megengedettség. A koltség alapjan kizarhatunk éleket (csicsokat), ha be tudjuk latni,
hogy nincsen olyan javité szomszéd, amely tartalmazna az eddig kivalasztott ¢ db élt (cst-
csot). A megengedettség alapjan is hasonloképpen zarhatjuk ki az éleket (cstcsokat), csak
ebben az esetben azt kell bizonyitani, hogy nincsen olyan megengedett csere, amely tar-
talmazna a kivalasztott éleket (cstucsokat). Sajnos azoknak az eseteknek a szama, amikor
mindkét kizarasi modszert egyszerre hasznéilhatjuk nagyon kevés, ezért altalaban még a

keresés elején donteniink kell az egyik kizarasi stratégia mellett.
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A kovetkezében két kozvetlen keresési technikat fogunk bemutatni. A lexikografikus
keresést, ami a megengedettség alapjan zarja ki a tovabbi bevalaszthato éleket (csicso-
kat). Illetve a szekvencialis keresést, amely a koltség alapjan csokkenti a vizsgélando élek

(csticsok) szamat.

Lexikografikus keresés

A lexikografikus keresésnél kihasznaljuk, hogy az élek (cstcsok) az ttvonaltervben el-
foglalt helyiik alapjan sorszamozhatok. Az algoritmus alapjaként természetesen adodik,
hogy a k élt (cstucsot) k db indexszel keressiik meg, amelyek a kiovetkez6képpen futjak be
az n db élt (cstcsot): iy :=1,...,nyiy:=d01+1,...,n;...; 0 :=ix_1, ..., n. Az algoritmus

pontos lépései azonban a szomszédsag tipusatol fiiggnek.

k-Opt.  Tegyiik fel, hogy adva van, hogy melyik £ él lett torolve, ezaltal a szegmensek
rogzitettek. Tovabba tegyiik fel, hogy az algoritmus az . ¢él kivalasztasanal tart. Ekkor
az algoritmus tovabb léphet vagy ledllhat anélkiil, hogy mind a k& db beillesztendd élt
kivalasztand, ha bizonyitani tudjuk, hogy az els6 i szegmens Osszelancolésa az eddig ki-
valasztott ¢lekkel nem megengedett szomszédot eredményez. Példaul ahogy az él-cseréld
szomszédsagok altaldnos lefrasanal lathattuk, el6fordulhat, hogy két szegmens Gsszefiizé-
sekor nem megengedett szomszédot kaptunk, mivel a két Gt kezdGpontbol kezdGpontba,

illetve végponthol végpontba ment.

Tehat a lexikografikus keresés legfébb elénye abban rejlik, hogy a szegmensek sziszte-
matikusan épiilnek fel. Minden lépésben csak 1 élt (csicsot) torliink, vagy illesztiink be,

ezért a korlatokat tudjuk konstans id6ben ellendrizni.

Szekvenciilis keresés

A szekvencialis keresést azokra a problémékra alkalmazzak, ahol k db élt (csucsot) kell
helyettesiteni masik & db éllel (csucesal). Az alapotlete a keresésnek az, hogy a szom-
szédségot a részlépések alapjan rekurzivan nézziik végig. Igy a lexikografikus kereséssel
ellentétben nem sorszam alapjan haladunk, hanem a jelolteket koltség szerint novekvs
sorrendben listazzuk. Ez a keresés nagyon gyors, ha a lista méretét O(n)-r6l egy kis kons-

tansra tudjuk csokkenteni. A hatranya viszont, hogy a megengedettséget csak a k. él
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(cstcs) kivalasztasa utan tudjuk ellendrizni legjobb esetben is linearis id6ben. Az elkép-
zelhetS legrosszabb forgatokdnyv az, ha sok javito, de nem megengedett megoldast kell
ellendrizniink.

Ahhoz, hogy ezt a keresési modszert hasznalhassuk, két feltételnek kell teljesiilnie: a
szomszédsagnak ciklusfiiggetlennek és koltségfiiggetlennek kell lennie. Mig az elébbi fel-
tétel elmaradasa esetén még lehet az algoritmust modositani (Lin-Kernighan heurisztika,
amit ebben a fejezetben fogunk targyalni), a masodik feltétel sziikséges és elégséges. Ezért
a tovabbiakban feltessziik, hogy a szomszédsagot generald lépés koltségfiiggetleniil bont-
hato részlépésekre.

A keresés elényét a kovetkezd tétel mondja ki, melyet Lin és Kernighan igazolt 1973-ban.

1. Tétel: Ha szdmok egy sorozatdnak (g;)%_, az dsszege pozitiv 3¢ g; > 0, akkor létezik
olyan ciklikus permutdcidja ™ ezen szdmoknak, hogy minden részletdsszeq is pozitiv Vp :
1<p <k gni >0

2-Opt. A 2-opt lépések egyben SAC-2-opt lépések is, ebbdl adodoan ciklikusak. A 2-

opt szomszédsagot general6d lépéseket két részlépésre bontjuk. Az elsé részlépés legyen

p1 = p?ﬂ(g? op?ﬁljl, ami torli a dy = (i1, 71) €lt és beilleszti az a; = (j1,142) €lt. A masodik
részlépés: py := pidd opl | ami hasonléan az el6z6hoz torli a dy = (i, j2) élt, és beilleszti

az ag = (Jo,11) €lt. Az élek koltségét jeldlje |dy|, |as|, ¢ = 1,2. Ekkor a részlépések haszna
a kovetkez6képpen szamolhato: g1 = |dq| — |a1], g2 = |da| — |az|. Ahhoz, hogy javito szom-
szédot kapjunk, teljesiilnie kell a hasznossagi kritériumnak: mindkét haszonnak g;-nek és
go-nek is nagyobbnak kell lennie 0-nal.

Javito 2-opt lépést a kovetkezGképpen keresiink szekvencidlis kereséssel. Fusson 4, =
1...n (n = |V]), ehhez keresiink j; cstcsot i; szomszédai kozott. Ezzel megkaptuk dy
élet. Most olyan a; élt kell keresni, amire |a;| < |d;|. llyen élt altalaban gyorsan taladlunk,
ha listazzuk a j1-hez kapcsolodo éleket koltségiik szerint névekvd sorrendben. Ha talal-
tunk egy ilyen élet, akkor méar csak egyféleképpen fejezhetjiik be a 1épést, ha megengedett
szomszédos megoldast szeretnénk kapni. Miutan elvégeztiik ezt a javitd 1épést, innentol

ezt tekintjiik megoldésnak és ezt javitjuk egy masik d; él torlésével kezd6dé cserével.

Lin-Kernighan. A Lin-Kernighan 1épés annyiban kiilonbozik a 2-opt 1épéstsl, hogy
pontosan k db él torol és illeszt be az éppen javitandd x megoldésba, ahol a torolt és
hozzaadott élek egy alternélo kort alkotnak. Tegyiik fel, hogy az els6 ¢ db élt toroltiik,
és helyettiik mar beillesztettiink ¢ db élt, azaz dy,...,d; és aq,...,a; adott. Minden d;-t
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torl6 és a;-t hozzdado részlépés haszna g; = |d;| — |a;|. Ez utéan a d; 4. torlends élt ugy kell
kivalasztani, hogy illeszkedjen a; végpontjahoz, és a torlésével Hamilton-utat kapjunk. Az
a; 11 élnek a kovetkezd kritériumot kell teljesitenie: |a; 41| < G; — |d;+1|. Ha ilyen él nin-
csen, akkor az algoritmus ennél a pontnéal ledllhat. Ebbdl a feltételbdl kovetkezik, hogy a
keresés mélységét dinamikusan kell tarolni. Ezért a Lin-Kernighan algoritmus a mélységi
bejaras elvén miikodik azzal a kiegészitéssel, hogy minden iterdcioban a hozziadott élt a

hasznosséagi kritérium szerint valasztjuk ki.

Felcserélés.  Ahogy az el6z6 fejezetben leirtuk, a felcserélés az i és j csiicsot cseréli fel az
(i—1,i),(1,1+1),(j—1,7),(j,7+1) élek torlésével és (i—1,7), (7,i+1),(j —1,7), (4,7 +1)
élek beillesztésével. Ezt a 1épést bontsuk fel két részlépésre a kovetkezéképpen. Legyen p;;
az a részlépés, amelyik torli a (1 — 1,4), (i,7 + 1) éleket, és beilleszti a (j — 1,4), (4,7 + 1)
éleket. Ekkor m3; ™ = pijopji = pjiopij. A részlépés haszna: g(pij, x) = c(i—1,4) +c(i, i+
1) —c(j —1,1) — c(i,j + 1). Ahhoz, hogy javité szomszédot talaljunk, ennek a haszonnak
pozitivnak kell lennie.

A keresés menete a kovetkezd. ElGszor kivalasztjuk i-t, és keressiik hozza j-t, amire

teljesiil a hasznosséagi kritérium. Ezt egyszertien megtehetjiik, ha ¢ szomszédait koltségiik

c(i—1,8)—c(i,i+1)

5 , ami fix, ha ¢ rogzitett.

szerint noévekveo sorrendben listazzuk. Legyen a =
Ezutan a hasznossagi kritériumot at lehet értelmezni: g(p;j,z) > 0 < (c¢(j — 1,i) — a) +
(c(i,j+i)—a) <0< c(j—1,i) <aVe(i,j+ 1) < a. Tehat elég a torolt és beillesztett

élek koltségét 6sszehasonlitani a-val, ami konstans idében ellenérizhetd.

Osszegzés. A szekvencialis keresés nagyon hatékony, ha kéltség alapon szeretnénk ke-
resni, azonban a jeloltlista Osszeallitasanal fel kell tenni, hogy a részlépések koltségfiig-
getlenek. Ezért ezt a keresést akkor lehet alkalmazni, ha példaul kilométert szeretnénk
minimalizalni. Ha az tutvonalak id6tartaméat, vagy a visszaérkezés idGpontjat szeretnénk

minimalizalni, arra ez a keresési technika nem alkalmas.

2.4.2. Optimalizalas alapt, indirekt keresési technikak

Az optimalizalas alapi keresési technika Gtlete az, hogy a problémat atirjuk a legjobb
lépés megtalalasara az adott szomszédsagban. Ennek tobb megkdozelitése is lehetséges, de
mi csak a lépés-kompozicion alapuld valtozatot targyaljuk. Ez a megkozelités explicit tér-

képezi fel az aktudlis megoldasra alkalmazhato részlépéseket, és alakitja at a dontést egy

21



segédproblémava.
A megkozelités az igynevezett nagyméretii szomszédsagi keresést hasznélja. Ennek az
algoritmusa altaldnossagban igy irhato le:
1. Az algoritmus inputként kap egy 2° € X kezdeti megoldast, tovabba az iteracio
szamlalojat bedllitjuk nullara, azaz t := 0
2. Ismételjiik az alabbi ciklust:
3. Generaljuk le az aktualis megoldas szomszédsagéhoz tartozé optimalizélasi problé-
mat, P(z')-t.
4. Keressiik az optimalis-, de legalabbis javito megoldast P(x")-ben.
5. Ha létezik ilyen 2/, akkor 't =2/ ést .=t +1
6. Leallunk, ha nincs javité szomszéd, mert ez azt jelenti, hogy lokalis optimumot
kaptunk.
Az algoritmus idigényes része az optimalizalasi feladat generaldsa, és megoldasa. Mivel
az optimalizalasi feladat AP-nehéz is lehet, fontos a 4. 1épésben a megfelels heurisztika

alkalmazasa.

Lépés-kompozicié alapt megkozelités

A megkozelités alapotlete, hogy a nagyméretii szomszédsagot, bontsuk fel a részlépé-
sek halmazéra. Ezen részlépések altal meghatérozott optimalizalasi probléma eredménye
a lépések egy részhalmaza, amelyek kompozicioja megengedett és maximéalis hasznd a
szomszédsagbhan. Az optimalizalasi segédprobléma alapja egy graf, amelyet javito grafnak

hivunk.

Korkorés javité graf. A korkoros javito graf azt modellezi, ahogyan egy megoldésbol
csticsokat dobunk ki és helyettesitiink més csticsokkal. A javito graf cstcsai legyenek azok
a csucsok az eredeti grafbol, amelyek benne lehetnek egy tgynevezett cstics-kidob6 lanc-
ban. A csics-kidob6 lanc hasonlo a felcseréléshez, a kiilonbség abban rejlik, hogy j-t nem
¢ helyére teszi be, hanem egy harmadik csiics helyére, amelyet egy negyedik helyére illeszt
be, és igy tovabb. Végiik a k. 1épésben a k. csticsot beilleszti az elsd, azaz ¢ helyére.

A javito graf valamely két cstcsat jelolje S; és S;. Ekkor az (S;,S;) iranyitott él annak
a részlépésnek felel meg, amelyik eltavolitja S;-t az aktudlis poziciojabol, és S;-t illeszti be
a megiiresedett helyre. Az (5;,S;) él kiltsége legyen a haszon ellentettje. Ekkor egy javito

korkoros cseréhez elég talalni egy negativ kort a javito grafban. Azonban ez a feladat NP-
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nehéz, mivel megfeleltethets a legrovidebb it keresési problémanak. Mivel a csiics-kidobo
lancok szomszédsaga ciklikus, alkalmazhatjuk a hasznossagi kritériumot (1. Tétel), ami
ebben az esetben azt jelenti, hogy barmely negativ 6sszkoltségi korben minden részosszeg

negativ kell legyen.

Teljes lépések kompozicioja.  Ezt a modszert a nagyméreti szomszédsagokban vald ke-

resésre hasznaljuk. Miikodésének lényegét a 2-opt szomszédsagon mutatjuk be. Legyen

2—opt 2—opt

m megengedett, koltségfiiggetlen kombinécidja 2-opt lépéseknek: m = m; ™ om;, - o

.o m?—opt

i - Ekkor m-et Osszetett lépésnek hivjuk. Némely esetben ennek az Osszetett

2—opt

< P2 ). Azonban a
bestsJbest

lépésnek a haszna nagyobb, mint a legjobb javitd 2-opt lépés (m
megengedettség vagy a jogosultsagi kritériumok megakadalyozhatjik, hogy tovabbi 2-opt
lépést hajtsunk végre, miutan a legjobb 2-opt lépést végrehajtottuk.

A 2-opt szomszédsaghoz a kivetkezd javito grafot rendeljiik. Szamozzuk tjra a cstcso-
kat az aktudlis megoldésban 1,...,n-ig. Egy 2-opt lépés leirhato a javito graf 1 élével:
(1,7) € {1,...,n},i +2 < j. Ez felel meg a d; = (i,i + 1),dy = (j — 1,7) élek torlé-
sének, a1 = (i,7 — 1),as = (i + 1,7) élek beillesztésének és az (i + 1,5 — 1) szegmens
megforditasanak. Jelolje Ga(i,j) az el6bbi 2-opt lépés hasznat. Ekkor a javito graf cst-
csai legyenek V' := {1,...,n + 1}, ahol 1 és n + 1 ugyanannak a cstcsnak felel meg.
Az irdnyitott élet két cstics kozé akkor hizunk, ha az megengedett 2-opt 1épés, azaz
A = {(i,7) : ahol 2—opt megengedett}, tovabba (7,7 + 1) élt is behtzzuk, ha az élt az
Osszetett lépés valtozatlanul hagyta. Az (i,7) él koltsége —G(7,j), ha j # i+ 1, és 0,
ha 57 = i + 1. Ekkor a legrévidebb it megtalaldsa 1-b6l n + 1-be, megfelel a maximalis
koltségesokkents Gsszetett 2-opt lépésnek. Ha a legrévidebb ut értéke negativ, akkor javito

Osszetett megoldast talaltunk, ha nem, akkor az aktualis 2-opt 1épés optimalis.
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3. fejezet

A probléma megoldasa a TransIT nevi

szoftverrel

A TransIT egy dtvonal optimalizalési szoftver, amelyet a GTS Systems and Consulting
GmbH mitkoédtet. Bedgyazott keres§ algoritmusaval, mely az el6z6 fejezetekben leirtak
alapjan miikodik, talalja meg a kezelési feliiletén beéllitott feltételeknek megfelels tira-

utvonalakat. A szoftver mogott van egy adatbézis, ami tarolja a kezeldfeliileten megadott

adatokat. Természetesen kozvetleniil az adatbazisba is irhatjuk az adatokat, a kezel&felii-

let a felhasznal6i élmény fokozésara szolgal.

A szoftver megnyitasakor a kdvetkezs kép fogad:
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A problémaban az alabbi paramétereket kellett megadni ahhoz, hogy elérjiik a kivant

eredményt.

1. Megrendelések
A boltok adatait (foldrajzi hely, aruatvétel ideje, boltban toltends id6, megren-
delés mennyisége) egy Excel tablaban kaptuk meg a siitGipari termékeket szallito

cégtdl. Ebbdl importaltuk be az adatokat a TransIT adatbézisaba.

g

A bal oldali képen lathaté az Import Vehicle meniire kattintas hatasara meg-
jelené felugroablak, ahol ki lehet valasztani az Excel tablat, amelyikbdl adatokat
szeretnénk beolvasni. Ha ezt kivalasztottuk, utana be kell jel6lni, hogy a tablazat
melyik munkalapjarol szeretnénk beolvasni az adatokat. A jobb oldali 4bra mutatja
a kovetkezd lépést, ahol azt kell megadni, hogy a tablazat melyik oszlopa melyik
adatnak felel meg a TransIT-ban.

Fontos 1épés, hogy miutan beolvastuk a megrendeléseket, geokddolni kell Gket. Ezt
a TransIT 90%-ban automatikusan végzi el, csak ott kell az altala felkinalt listabol
valasztani, ha tobb hasonlé cimet is taladl. Ha egyaltalan nem talalja meg a cimet,
kézzel arrébb lehet hizni a boltot a pontos helyére. A geokddolas pontossaga nagy
mértékben fligg az altalunk be vitt adatok milyenségétsl. Ez azt jelenti, hogy ha
példaul nem adunk meg hézszamot, vagy rosszul adjuk meg, akkor kisebb valodszi-
niiséggel fogja kitalalni magatol a szoftver, hogy mi pontosan melyik féldrajzi helyre
gondoltunk.

A bal oldali abran lathato, ahogy éppen fut a geokddolads. A jobb oldali dbran
lathato a lista,ahol ki kell valasztani, hogy az 6 altala felkinalt lehetGségek koziil

melyiket valasztjuk.
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A megrendeléseknél be kell allitani azt is, hogy milyen jellegi teriileten fekszik,

azaz, hogy milyen behajtasi engedéllyel rendelkez6 auté szallithat oda arut.

2. Auté tipusok

A TransIT feliiletén létrehoztunk auté tipusokat, hogy a teherauték bizonyos para-
métereit a csoportositasuk alapjan adhassuk meg. Itt allitottuk be, hogy melyik au-
tonak milyen a teherbirasa, és hova van behajtéasi engedélye. Be kellett még allitani,
hogy mennyi a fogyasztasa kilométerenként, illetve hogy milyen egyéb koltségekkel
kell szamolni, ha ezzel a jarmiivel fuvarozunk. Példaul az autépalya matricaval ren-
delkez6 teherautoknal itt lehet megadni, hogy mennyibe keriil az éves matrica.

Fontos, hogy a szallitas soran a torvényi eléirasokat is betartsuk. Ilyen torvényi
el6iras példaul, hogy mennyi ideig lehet vezetni egy huzamban egy teherautot, és
egy ilyen periodus utan mennyi pihengidét kell tartani. Ennek a beallitasara is az

auto tipusok megadasénal van lehetdség.

3. Teherautok

A cég 21 teherautoval rendelkezik, ezeket Excel tablabol olvastuk be, hasonlokép-
pen, mint a rendeléseket.

A kovetkezdket kellett minden autonal megadni: a jarmi nevét és azonositdjat, az
alapértelmezett tartézkodasi helyének cimét, az idépontot, amikorra mindenképp a
depoban kell lennie, illetve az intervallumot, amikor koézlekedhet. Az utobbi kettd
elvalhat egyméstol, mert lehet hogy azt kérjiik, hogy minden nap délben legyen
a depoban egy ellenérzésre vagy ebédre, de utana még mehetiink még egy kort.
Megadtuk tovabba, hogy milyen tipusi az auto, ezzel megadtuk az el6z6 pontban
felsorolt beallitasait. Illetve, hogy milyen fajtaji megrendeléseket teljesithet, amit a

boltoknal gy adtunk meg, hogy megmondtuk milyen behajtasi engedéllyel rendel-
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kez6 aut6 latogathatja meg.

Dep6

A feladatban egy dep6 szerepelt, igy azt kézzel vittiik fel a kezeld feliileten ke-
resztiil. Itt meg kellett adni a dep6 pontos helyét, nyitvatartasi idejét. Ebben a
feladatban nem hasznaltuk ki, de itt még be lehet allitani azt is, hogy mekkora at-
mendforgalmat tud bonyolitani, illetve, hogy milyen autétipusokat tud befogadni.
Ez utobbi akkor lehet fontos, ha példaul valamiféle magassagkorlatozas van a dep6

teriiletén, és az ennél magasabb tipusi autok nem széllhatnak meg ott éjszakéra.

Miutan megadtuk az 0sszes megrendelést, teherautot és feltételt, kivalaszthatjuk, hogy
melyeket szeretnénk turattvonalba betenni. Ehhez meg kell nyitnunk a tervezé ablakot
(Planning Window). Majd oda be kell hiznunk azokat a megrendeléseket, és azokat a
jarmiiveket, amelyeket be szeretnénk tervezni az ttvonalba. A mi esetiinkben ez most az

Osszes megrendelés és az 0sszes jarmi volt.
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5008, £ open 5008 SZOLNOK Eper utc 36 18.06,12 06:00 18,06,
[@ 3384, open 3384 KISKORE  Kossuth 24 18.06.12 06:00 18.06. ~
< . = » « 1, r
—_ |Arbeits-Mandant: Standard  [Standard Original Set1lof 21

A kép also felében lathato a tervezs ablak, amely 3 részbdl all: Jarmtvek (f6ls6), Meg-
rendelések (bal als¢), Utvonalak jarmiire lebontva(jobb alsé). Ez utobbi az optimalizdlds
el6tt még iires.

A tervezd ablak meniisoraban még tovabbi feltételeket adhatunk meg, illetve modositha-

tunk a kapott eredményen. Tovabbi feltételek: behtizhatunk egy plusz hazaladtogatést a
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depoba. Megadhatjuk a tervezési idGszakot is, amire nagyon kell figyelni, hogy az az id6-

szak legyen beéllitva, amikorra tervezni szeretnénk, kiilonben a tervezés hibara fog futni.

Itt adhatjuk meg tovabba a maximalis utak szdmat is.

Ha a tervezés lefutott, a kapott eredményen tovabbi moédositdsokat hajthatunk végre,

példaul hozzaadhatunk tovabbi megrendeléseket a mar elkésziilt itvonaltervhez. Erre van

egy kiilon optimalizal6 gomb, hogy ne kelljen megint az egész tervet lefuttatni, csak azt

kiszamolni, hogy mely utakba tudjuk ezeket optimalisan betenni. Ez akkor hasznos, ha

napkdzben jon egy S.0.S. megrendelés, és mar mindenki Gton van, igy nem kell feliilirni

az egész aznapi tervet.

Most, hogy bevittiik az 0sszes korlatot, jarmtiveket és megrendeléseket, elindithatjuk a

beépitett optimalizalot. Ez az optimalizalé az el6z6

e

fejezetben leirtak alapjan miikddik,

és keresi meg a lehets legjobb megoldast. Ha ez lefutott, a kovetkezd képen jelenik meg

szamunkra a képernyén:

ot - -
File Edt Datasct Data Exras Reports Map View ?
O x B d 4> O & 22 2 8 2 (8% F| remngreiosrom [0s2 o [moen 5 &
o " R 3 e Object Tree x

Optimierung ist

- 5121, F5 .t 92 »
5130, Velemi £

- 5136, Rakécz
5200, Kossuth

- 5340, Béke Ut

Recuring Orders

i Nyiregyhaza
N
Hajourianas
—
Ufiangrio

Haidihadhiaz
Bamazijvaros Hbjdutamean

)

Debrecen

Hajd(szoboszid

Cptimierung abgeschlos.
Es konnten 15 Touren m.
optimierungsergebnis W

1 [

Bersttyijfalu

<[ f " Saokesfehérvar

ﬂ Cancel Help

A2, .\ Veszprém

@ 201 infoware & Tele Atlas il

-] Traffc Bans

B Vehicle Types

S Vehicke Groups
L1

#5 Vehicles

& Drvers

--> Routes
Jamii02 - 18

2|2 %[%B¥W|B2|  ®f[000 Ao [Th ] Macodsy [0 Min overadng [0 % Max. Route Planning| 18.06.1200:00 [ 19.06.1200:00 ¢ [ 235171
[Mon 15.06. -
00 [o1 0z 03 [0a o5 [0s [0z 08 09 [10 [ [12 [ [1a [is [18 [7 [ [ [0 [21 [2 [22
JAmit3
Jarmi11
JAmios
Jarmi07?
hzd B

Jérmii T 6.12 01 18.06.12 06:00 18.06._
Jrmii 6,120 18.06.12 06:00 18.06

96,8%
a13 [ 24,2%

Jarmii1t
Jarmii13

18.06.12 00:00 3.06.12 14:0157,47 0,00
18.06.12 00:00 3.06.12 14:C 96,38 0,00

1016, planned 1016 BUDAPEST Belvede
RS anan o A B AREET | e 21 i€ 170 18 nE A7 nEann 18 nE

n 3

Ep— ie nc 1nanan s Az 17 1A nn

Identifier | Matchcode [ Status [ Consignee | ziP | city
1015, ¢ plamed 1015 BUDAPEST Krisztne 6557
,

‘Arbeits-Mandant: Standard Standard Original

Az eddig barna, azaz még be nem tervezett megrendelések zoldre valtoztak, és nyilakkal
vannak 6sszekotve annak megfelelGen, hogy milyen sorrendben latogatjuk meg 6ket. Min-

den jarmiihéz mas szinid nyil tartozik. Természetesen a pontos ttvonalat is meg tudjuk

nézni, ahogy az a kovetkezd abrakon latszik kiilonbozd felbontasban:
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Nyomon kovethetjiik tovabbé a jarmd pontos ttvonala mellett a leterheltségét, és

hogy egy adott megrendeléshez mely id6pontban érkezik. Ezt szemlélteti a kdvetkezo dbra.

(gt sattoris

Bl o i
File Edt Dataset Data Edras Reports Map View ?
] x B d 4o & 222 2 2 (8 % I remingreiodron [15.06.12 6l [18.08.12 J ﬂ
Tolrapuscia =
D hae o= = e ) s :
a i Budakalas? Gk
Identiier [Jama06 - 18.06.12 00:00 [Jmats 4 o Emsm‘
Route Status [gepiant Colour | ] No. of Stops - - / 3
Mislomdiis
Earlest Start 18.06.1200:00 Route Start 18.06.12 0608 No. of Orders e b
Latest End 1806121400 End Of Roue  [18.06.121428 Route Dustion | 0820 | -RahmentourKennung Lt <1
Cost 7541 € Distance 7547 km Gesamtdauer e JH o
Maxmal Utiisation 3 'i s
Lademeter 00l Volumen 00 imi] Gewicht [ 1466.6 kal o i‘
Stations | Actuzl Data | Remarks | 3
No.| Station | Amvat ocal 1. | Departure doc...| Distan | Total Utiisation ,L b Ppcepest I kentlet &
1 J&mia0s 1806120608 1806.120608 0 R
21092, Kztelek utca 6 1806120629 1806120646 9747 -
3 1073, Corinthia Grand Hotel 1806120649 1806.1207.13 Ry v i 2
4 1066, Teréz kot 20, 1806120716 1806.1207.56 [ 3 b b e
5 1051, Széchenyi lstvén tér 56. 1806120757 1806120804 312 Budapast 1 reriicts ]
6 1052, Bark utca 3 1806120805 1806120821 = 223 = - i =R
7 1058, Vigyaz Ferenc uitca 4. 1806120822 1806120853 [ _19.3" Janoshagy) i n
2 1083, Vaci it 13 1806120900 1806120915 __60% % 4 o fed B kerviet
5 18061209:32 1806121003 — ff 1
10 1051, Govinda Vega Sarck Etterem .~ 1806.1210:22  18.06.1210:43 o 1 ;
11 1051, Szende Pél tca 1 18061210:44 1806121055 e 1 PR ot v oriiot
12 1064, Véci utea 1-3. 1806121056 1806121116 [ Ny bt I
13 1053, Ferenciek ter 10. 180612 11:18 1806121134 &% Budapest I kerdlet £
14 1052. Kiays utca &5. 1806121134 1806121337 . |
15 depd 1806121358 1806121428 [— i
R ™ §
r.
P ? & ;
o 5 Budapest X. kerdlet
4 Budapest X, keriiat
<[ n LN Budapast XI. karllet
@ 2041 intouare & Tee Atlas

Disgance: 75,4 km, Duration: 01:37

Most a kapott eredményeket fogjuk elemezni egy par mondatban. Ahogy mar korab-
ban emlitettiik, a cégnek 21 aut6 allt a rendelkezésére a feladat teljesitéséhez. Ebbdl a

probléma megoldasakor 19-et hasznaltak fel, melyekkel nagysagrendileg 3000 kilométert

‘Arbeits-Mandant: Standard  Standard

Original

tettek meg. Az optimalizalassal ezt az eredményt akartuk javitani.

Az optimalizalast két kiilonbozs beéllitassal végeztem el. Az egyik esetben maximaélisan
betartottam a napi 8 6ras munkarendet, a masik esetben az autopalya matricaval ren-
delkez6 autok munkaidejét egy oraval meghosszabbitottam, mivel vidéki megrendeléshol

relativan sok volt az autopalya matricas autokhoz képest. Igy a kovetkezs eredményeket

kaptuk:

Az els6 esetben 15 autoval sikeriilt teljesiteni az 6sszes megrendelést. A jarmtivek Sssze-
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sen 2352 kilométert tettek meg, 47 ora alatt. Ezzel 21%-kal csokkentettiik a teherautok
szamat, és 22%-kal az Osszesen megtett kilométerek szamat.

A masodik beallitassal, ahol a megnovelt munkaidé miatt a tulérdkkal is szamolnunk
kell a kovetkezs eredményeket kaptuk. Az 0sszes megrendelést 14 autoval sikeriilt teljesi-
teni, az autok osszesen 2040 kilométert tettek meg, 43 o6ra alatt. Tehat ebben az esetben
26%-kal csokkentettiik az autok szamat, és 32%-kal az Gsszesen megtett kilométerek sza-
méat. A 14 auto koziil 3 volt autépélya matricas, igy 3 talorat kell fizetni ebben az esetben.
Ennek ellenére az iizemanyag koltség és az 6sszes munkadra szdma miatt megéri ezt a be-
allitast valasztani.

Mindebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy nagy piaci elényre tehet szert az a cég, amelyik

optimalizalési eszkozzel tervezi meg eréforrasainak kihasznalasat.
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