EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

Gere Nikoletta

OPTIMALIS PORTFOLIO VALASZTAS
BIZONYTALAN PARAMETEREK MELLETT

Szakdolgozat
Matematika BSc
Alkalmazott matematikus szakirany

Témavezets:

Préhle Tamés
tanarsegéd

Valoszintiségelméleti és Statisztika Tanszék

Budapest, 2014



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Pr6hle Tamaéasnak, a té-
méhoz tartozo szakirodalom kereséséért, tanacsaiért, magyarazataiért vagyis
azért a rengeteg segitségért, melyet a konzulticiok soran kaptam téle.

Kiilon koszonet illeti 6t azért, mert a valasztott témam nem tartozik szo-
rosan a szakteriiletéhez, ennek ellenére vallalta, hogy a témavezetém lesz.
Ezzel egyiitt vallalta azt a nem kevés raszant id6t és utdnajarast, melyet a
téma megismerése igényelt.

Emellett halaval tartozom valamennyi volt oktatomnak és gyakorlatveze-
tGmnek.

Neélkiiliik ez a szakdolgozat nem johetett volna létre.
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Bevezetés

A valdszintiségszamitas egyik alkalmazasi teriilete a kozgazdasagtan, azon
beliil is a kiilénb6z6 pénziigyi folyamatok.

A pénziigyek iranti érdekl6désem mar a szakkdzépiskolaban kialakult,
ezért is esett a valsztasom erre a témara, azaz az optimalis portfolio kialaki-
tasara. Gyakran lehet taldkozni olyan hirdetésekkel és reklamokkal, melyek
kiilonbo6z6 befektetési lehet&ségeket kindlnak. Szerettem volna kicsit jobban
megérteni, hogy mitdl fiigg a kiilonb6z6 befektetések hozama és kockazata.

Szamos cikk és tanulmény foglalkozik ezzel a téméval a matematika kii-
16nb6z6 agait felhasznalva. Ilyenek példaul a linearis programozasi eljarasok,
a magasabb momentumokkal val6 jellemzés és a bizonytalan paramétereken
alapul6 becslések. Az én valasztasom ez utdbbira esett.

A most kiovetkezé fejezetekben be fogom mutatni az optimélis portfélio
meghatarozasanak alapgondolatait, valamint néhany olyan eljarast, melyek-
nek segitségével megbecsiilhet6k a hozamok és a kockazatok. Ezek a kiilonbo-
76 becslési eljarasok kiilonboz6 szabalyokhoz vezetnek majd, melyeket 6ssze
is hasonlitok.

Az optimalis portfolio kialakitas a dolgozatomban a kiilénb6z6 becslé-
si eljarasokra épiil és ezeken keresztiil mutatja be, hogy hogyan viltozik a
varhato hozam és a hozza tartozd kockézat.



1. fejezet

A portfolidkialakitas alapfogalmai

1.1. Kozgazdasagi alapfogalmak

A kozgazdasagtanban a kiilonb6z6 fogalmaknak tobbféle definicioja 1é-
tezik és hasznalatos a gyakorlatban. Ebben a fejezetben azok a definiciok
keriilnek majd bemutatasra, melyek nélkiilézhetetlenek az optimalis port-
folio kialakitasanak megértéséhez. Ugyanakkor mivel a definicicknak tobb
valtozata is hasznélatos, itt csak néhanyat fogok ismertetni koziiliik. [1] [2]

3]

Portfélio
A portfolié sziikebb értelemben értékpapir-, mig tagabb értelemben pénzbe-
fektetési kombinaicot jelent.
Tobbféle befektetési eszkozbdl Gsszeéllitott "csomag".
A piacon elérhetd értékpapirokbol valasztunk néhanyat és megadjuk, hogy
a rendelkezésre all6 vagyonunk mekkora részét szeretnénk az adott érték-
papirba fektetni. Azt hogy milyen médon osztjuk fel a pénziinket az adott
értékpapirok multbéli viselkedése alapjan hatarozzuk meg. Minnél tobb adat
all rendelkezésiinkre annal eredményesebben lehet meghatarozni az aranyo-
kat.
A késébbiekben ezt a felosztast nevezziik majd salyfiiggvénynek és ezt sze-
retnénk a lehets legjobban megvélasztani. Ezt a legjobb valasztast nevezziik
optimalis portfolionak.

Hatékony portf6lié (efficient portfolio)
A portfolioknak olyan csoportja, mely adott szérds mellett az elérhets leg-
nagyobb hozamot eredményezi.
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Optimals portf6lié (optimal portfolio)
Meghatéarozzuk a hatékony portféliok halmazat és ezek koziil minden befek-
tetd a sajat preferencidinak megfelelGen dont.
Példaul lehet a minimélis kockazatra torekedni, ugyanakkor vannak olyan
befektetdk, akik a magasabb varhaté hozam reményében hajlandbéak a mi-
nimalisnal nagyobb kockazatvallalasra is. Igy az optimalis portfolio minden
befektetének mést és mést jelent.

Kockazatos befektetés
A befektetések varhatd hozamanak pontos értéke nem ismert. Amikor befek-
tetiink egy értékpapirba csak elképzelésiink van roéla, hogy mekkora lesz a
hozama. Emiatt eltérés mutatkozhat a varhato hozam és a tényleges hozam
kozott. Minél nagyobb ez az eltérés (vagy az eltérés valoszintisége), annal
kockazatosabb az adott értékpapir.

Hatarportf6lié (frontier portfolio)
A varhat6é hozam kiilénb6z6 szintjeihez tartoz6 miniméalis kockazata portfo-
liok.

Minimalis szérast portfélié (minimal variance portfolio)
Adott varhato érték mellett a lehetd legkisebb szérassal rendelkezd portfolio.

Kockazat menetes értékpapir
A kozgazdasagtanban az allampapirokat kockazat menetes (o = 0) értékpa-
pirnak tekintjiik. Persze a val6sagban ezeknek is van egy minimélis kockézata,
de ennek a mértéke elhanyagolhato.

Hatékony-hatar vagy Markowitz-féle hatar (efficient frontier)
A kizarélag kockazatos értékpapirokat tartalmazo optimalis portféliok var-
hat6 hozama minden kockézati szintre. A hatar alatt talalhato pontok nem
hatékonyak, mivel kisebb varhato érték tartozik ugyanahhoz a szoras érték-
hez.

T6kepiaci egyenes - CML (Capital Market Line)
A kockadzatmentes befektetésekbdl a hatékony portfoliok gérbéjéhez huzott
értintd. Fzen az egyenesen elhelyezked6 pontoknak a hozama maximéalis min-
den kockézati szinten.
Vagyis a hatékony portféliok halmaza, ha van kockidzatmentes értékpapir is.
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A tokepiaci egyenes meredekségét Sharpe-mutatonak! [4] nevezziik. Ez
az egységnyi kockazatra juto tobblethozam értéke.

Erintési portfélié (tangency portfolio)
A kockézatos értékpapirok olyan kombinacioja, ahol a CML érinti a hatékony-
hatart. Azaz a CML gorbét az érintési portfélio és a kockazatmentes érték-
papir alkotja.

Ahhoz, hogy az imént bemutatott fogalmak szemléletesebbek legyenek
bemutatom Gket egy példan|5] keresztiil.?
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A lila négyszogek a példahoz tartozéd értékpapirokat abrazoljak.
A képen lathato sziirke pontok a hatarportfoliokat abrazoljak, melyek koziil
vilagos sziirkével jeloltem a hatékony portfoliokat. A CML gorbénk az ori-
gbobdl indul, ami azt jelenti, hogy a példa csak kockdzatos értékpapirokkal
dolgozik. A kék pont az érintési portfolio.
A piros pont a minimélis szorasa portf6lio. A kék haromszog a portfolionk
abban az esetben, ha egyenls sulyokat valasztunk.
A sziirke vonalak pedig két értékpapir linearis kombinéciéit mutatjak.

'William F. Sharpe (1934 - napjainkig) - a Stanford Egyetem professzora, aki munkés-
sagéért 1990-ben Nobel emlékdijat kapott.
2A példahoz az R program egyik alap adathalmazat a SMALLCAP.RET -t hasznaltam.
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1.2. Matematikail ismeretek

Most, hogy méar ismerjiik a téméhoz kapcsolodo kozgazdasagi alapfogal-
makat ismerkedjiink meg azokkal az eloszlasokkal, melyekre sziikségiink lesz
az optimalis portfolio kialakitasa soran.

Wishart eloszlas [6]
A Wishart eloszlas egy mar ismert eloszlasnak a x? eloszlasnak az &ltala-
nositasa vagy maés szoéval tobbdimenzios kiterjesztése. Megjegyzem, hogy a
Wishart eloszlast lehetne tgy is definidlni, mint a Gamma eloszlas &ltalano-
sitasat.

Definicio:
Legyen X egy (n X p)-es matrix, melynek minden sora fliggetlen, p-valtozos,
0 varhato értékd normalis eloszlasokbol all. Azaz: X; ~ N,(0,V) (j =
1,2,...,n) . Ekkor Wishart eloszlasnak nevezziik a p X p-es véletlen méatrix:
S = XTX eloszlasat. Azaz

S~ Wy(n,V)

ahol n szabadsagfok, V' egy (p x p)-es pozitiv definit matrix. Megjegyzem,
hogy ha n > p, akkor az S matrix 1-valoszintiséggel invertalhato, ha V in-
vertalhato.

A Wishart eloszlas varhato értéke: nV és szorasa: (n—p—1)V (han > p—1).
A Wishart eloszlas stirtiségfiiggvénye:

£(S) = W|S’n§1(%)emp {—ltr(V_lS)}

~2F|VIET, 2

ahol |S| az S matrix determinansa és tr(S) az S matrix nyoma.

Inverz-Wishart eloszlas / Invertalt-Wishart eloszlas [6]
A Wishart eloszlashoz hasonloan, az inverz-Wishart eloszlas is tekinthetd,
mint 4ltalanositéasa az inverz-y? eloszlasnak (vagy inverz-Gamma eloszlés-
nak).
Legyen T' inverz-Wishart eloszlasu matrix, azaz T ~ IW, (¥, m). Ekkor T
stirtiségfiiggvénye:
|2

fT = mp m+4p
(D) = S

Ly (%)

ahol |V| az U matrix determinansa és tr(¥) az U matrix nyoma.
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Kapcsolata a Wishart eloszlassal:
Legyen S Wishart eloszlast azaz S ~ W,(n, V), ekkor S~ ~ IW,(n, V1)
vagyis S™! inverz-Wishart eloszlas.

Elliptikus eloszlas [7|
Legyen 1, a ¥(t) : [0,00) — (R) fiiggvényeknek az osztalya. Tekintsiink
egy n-dimenzios véletlen vektort X = (X1, X, ..., X,,)T. Ekkor X tobbvalto-
z0s elliptikus eloszlasa, azaz X ~ FE,(u, X, 1), ha karakterisztikus fiiggvénye
felirhato az alabbi alakban:

: 1
px(t) = ey (#T”)



2. fejezet

A portfoli6 kivalasztas alaptételei

2.1. A modern portf6lié6 klasszikus elméletének
feltevései

A modell elméleti megalkotasdhoz meg kell adnunk a piacra és a befekte-
t6re vonatkozo alaptulajdonsagokat, melyek az egész modell sordn érvényben
vannak. Ezek a valosdgnak nem mindig felelnek meg, de sziikségesek ahhoz,
hogy a modell mtikodjon. 8]

1. Nincsenek adok és tranzakcios koltségek: vagyis egyetlen értékpapir el-
adésat és vételét sem terheli semmiféle koltség. Ha lennének tranzakcios
koltségek, akkor a hozamokat ennek fliggvényében kellene megadni és
a portfoliok Osszeallitasakor figyelembe kellene venni, hogy a befekte-
t6 milyen értékpapirokkal rendelkezik jelenleg. Ezzel egyiitt egy olyan
komplex rendszert kapnank, amelynél mésodlagos szempont lenne a
tranzakcios koltségek alacsonyan tartdsa. Ez pedig nagyon Osszetetté
és nehezen atlathatova tenné a modelliinket.

2. Az értékpapirok korlatlanul oszthatéak: ami azt jelenti, hogy a be-
fektetd a sulyfiiggvénynek megfelelGen tetszGleges Osszeget fektethet az
egyes értékpapirokba. Azaz nem feltétleniil fog egész szamu értékpapirt
birtokolni.

3. A személyi jovedelemadd hidnya: itt nem is igazan az SZJA hiadnyat
feltételezziik, hanem azt, hogy az adoérendszer egykulcsos, linearis és
senkit sem illetnek meg adokedvezmények, igy az SZJA mértéke ugyan-
akkora fiiggetleniil a befektetd személyt6l. Emiatt a modellnek nem kell
figyelembe vennie ennek értékét, mert ez azonos minden befektetd ese-
tén.

10
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10.

11.

12.

Egyetlen személy nem tudja befolyasolni az értékpapirok piaci &rat:
ez a tulajdonsag hasonlit a tokéletes versenyhez, vagyis az értékpapir
ara fiiggetlen egyetlen személy dontésétsl. Az ar csak az egész piacon
jelenlevs befektetGk egyiittes dontésének fiiggvényében valtozik.

. A befektets sajat maga hozza meg a dontéseket a portf6lié hozamanak

varhato értékét és szorasat figyelembe véve.

. A befektets szamara nem megengedettek a rovid eladasok. !

. A befektets korlatlan mértékben fektetheti pénzét kockédzatmentes ér-

tékpapirokba.

Minden befekteté ugyanazokkal az informéciokkal rendelkezik ugyan-
abban az idGpillanatban.

Minden értékpapir forgalmazhat6 a piacon: azaz barmely értékpapir tu-
lajdonosa lehet magénember és ezek az értékpapirok a piacon szabadon
eladhatok és megvehetdk.

Minden befektetd racionélis és kockazatkeriils. Vagyis a befekteték cél-
ja, hogy maximalizaljak a varhaté hozamot és minimalizaljdk a kocka-
zatot.

A korrelacio a kiilonbo6z6 értékpapirok kozott konstans és az idé mula-
saval sem valtozik.

Az értékpapirok hozama normalis eloszlés, véletlen valoszintségi val-
toz6. A modellek egy része ehelyett altalanosabb eloszlasokkal dolgozik,
ezek az elliptikus eloszlasok. Az elliptikus eloszlédsok szimmetrikusak,
ugyanakkor a val6sdgban a hozamok eloszldsa nem az.

2.2. Markowitz-modell

A modern portfolié klasszikus elméletének elsé modelljét Harry Marko-
witz? [9] dolgozta ki. Az 6 modellje az el6z6 részben felsorolt feltételeken
alapszik. A modell két tulajdonsag alapjan rangsorolja a portfoliokat, ezek a

'short sales vagy shortolas: az eladdé véleménye szerint az adott értékpapirt a piac
talértekeli, a jovében arfolyamcsokkenésre lehet szamitani. Igéretet tesz, hogy a mostani
aron, egy késébbi idépontban eladja az értékpapirt. Kezdetben az eladé még nem birtokolja
azt, csak akkor fogja megvenni, mikor majd teljesitenie kell.

2Harry Markowitz (1927 - napjainkig) - A modern portf6li6 klasszikus elméletének
kidolgozdja (1952). Munkassagaért Nobel emlékdijat kapott 1990-ben.
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varhaté hozam és a variancia.
A Markowitz-féle portfolio elemzés két szakaszbol all:

o Megfigyeljiik a piacon jelenlevd értékpapirokat és adatokat gytjtiink
roluk. Ezek segitségével megjosoljuk az értékpapirok jovébeni teljesit-
ményét. Minnél tobb adatunk van, a becslésiink annal pontosabb lesz.

e A becslések alapjan meghatarozzuk a szamunkra optimélis portfolio
Osszetételét.

Jel6lések:
e N: a piacon elérhets kockazatos értékpapirok szama
e 1, az i. értékpapir varhaté hozama a t. idépontban
o d;;: a jelentértékszamitas diszkontrataja az i. értékpapir t. pillanataban
e a;: az az Osszeg, melyet az i. értékpapirba fektettiink

A folyamat soran nem engedjiik meg a rovid eladasokat, igy

N

i=1

A portfolié egységnyi befektetésre jutd diszkontalt elére lathaté hozamét az
alabbi modon definialjuk:

oo N N 0o N
R= Z Z dyriea = Z a; <Z dz’trit) = Z a; IR
i=1 t=1 i=1

t=1 =1

2.3. Az E-V szabAly

[9] Az ebben a részben bemutatott portfolidalkotasi szabaly a varha-
t6 hozam-hozamok varianciaja vagyis az E-V szabAaly. Els6 lépéshen a
befektetdnek el kell dontenie, hogy mekkora haszonért mekkora kockizatot
hajlando vallalni. Ha gy dont, hogy csokkenti a kockazatat (vagyis a sz0-
rast), akkor ennek kovetkeztében csokkeni fog a varhaté hozam is.
Tegyiik fel, hogy Ry, Rs, ..., Ry véletlen valoszintiségi valtozok. Ekkor ha

N
R = Z (ZiRi
=1
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az R;-k linearis kombinacidja, akkor R véletlen valészintiségi valtozo. A lényeg
szamunkra, hogy R varhato értéke és szordsa hogyan fiigg R; eloszlasatol,
melyet az elsé két momentum segitségével jellemezhetiink. Ezek a kivetkezGk:

p=~E(R)= ZaiE(Ri)

N N N

V =Var(R) = Z azVar(R;) + 2 Z Z a;a;Cov(R;, Rj) =
i=1 i=1 j>1
N N

— Z Z a;a;Cov(R;, R;)

i=1 j=1

A modern portfolié elmélet alapelvei szerint a racionalis befektetd minima-
lizalni szeretné a kockazatat (szorast) és maximalizalni a varhaté hozamot.
Ezt a két elvarast egyszerre nem tudjuk megvaldsitani, igy arra toreksziink,
hogy minél nagyobb legyen a varhato hozam lehetSleg minél kisebb szoras
mellett. Ezért van az, hogy a befektetd diverzifikil, vagyis egyszerre tobb
kiilonb6z6 értékpapir kozott osztja meg a vagyonat. Ez az el6bb definialt
értékek segitségével az alabbi médon adhatd meg:

N N N
maXZ a; E(R;) — VZ Z a;a;Cov(R;, R;))
i—1

i=1 j=1

N

Y Xi=1  X;>0 Vi

i=1
ahol v > 0 a kockazatkeriilési egyiitthato.
Ha ~ értéke nagy, akkor csokkentjiik a kockazatot és ezaltal csokken az el-
érheté varhat6o hozam nagységa is. Ha pedig v értéke kicsi, akkor nagyobb
kockézatot vallalunk a nagyobb varhaté hozam elérése érdekében.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az optimalis portfoli6 minden befekte-
tének mast és mast jelent. Az egyéni preferenciajuk alapjan valasztanak a
hatékony portfoliok koziil. Ugyanakkor kézos benniik, hogy a tSkepiaci egye-
nesrdl valasztanak portfoliot maguknak, mivel adott kockazati szinten ezek
a kombinéciok rendelkeznek maximalis varhat6 hozammal.
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Tétel (Szepariacios tulajdonsag)® [10]
Az optimalis portfoli6 minden esetben az érintési portfoliok és a kockazat-
mentes értékpapir valamilyen kombinaciojaként all eld.

2.4. A kiilonbo6z6 szabalyok osszehasonlitasa

[11] Az optimalis silyra kapott becslés felirhaté a minta valamilyen fiigg-
vényeként: wy, = f(Ry, Ra, ..., Rr), ahol Ry, R, ..., Ry a kockdzatmentes ér-
tékpapirhoz viszonyitott hozamtbbletet jeloli. Tgy a portfolié varhato hoza-
manak értéke: iy = wl u, mig a varianciaja: Vi = wi V.

Ezekkel a minta alapjan késziilt becslésekkel mar megadhaté a hasznossag-
fiiggvény:

7
2

ami véletlen valtozo, mivel wy, is véletlen valtozo.

Yo

Uwy) = pr — =V = wigp — §WMV7~UM

Az optimaélis suly, amelyre ez a hasznossagfiiggvény minimalis, az alabbi

modon adhatod meg:
1
Wy = —V_lu
Y

A veszteségfiiggvényt definialhatjuk az alabbi modon:
L(wy, wy) = U(w,) — Ul(wyy)

Mivel wy; csak becslése az optimalis silynak és altalaban nem egyenl vele,
ezért a veszteségfiiggvényiink szigorian pozitiv. Emellett a becslés értéke fiigg
az el6zetesen megfigyelt minta értékeitsl (R, Ro, ..., Rr), vagyis a portfolio
hozama fiigg az el6z6 idészakokban megfigyelt hozamok nagysagatol.

Igy mar definialhato az a fiiggvény, mely lehetévé teszi a kiilonbozé porfolio
készitési szabalyok Osszehasonlitasat. Ez a fiiggvény a varhatoveszteség-
vagy masnéven rizikofliggvény:

plwe wy) = E[L(w., wy)] = Ulw,) = EU(wy)]

Egy szabaly annal jobb, minél kozelebb van a becsiilt értéke az igazi érté-
kekhez. Vagyis a befektetd szamara ez azt jelenti, hogy azt a szabélyt fogja
hasznalni, amelyiknek a rizikofiiggvénye a legkisebb.

3James Tobin (1918 - 2002) - Nobel dijas kézgazdasz (1981). Az & nevéhez fiiz6dik a
Szeparacios tulajdonsag tétele (1958).
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2.5. Becslési kockazatok

[11] A modern portfolié klasszikus elméletének megfelelGen azzal a felté-
telezéssel éliink, hogy Ry ~ N(u,Y) iid. (t=1,2,...,7T).
A minta alapjan a varhato hozam és a varinancia maximum-likelihood becs-
lései az alabbi modon frhatok fel:

1 T
S
t=1

~|

T
. 1 . T
Y= ftzl(Rt —M)(Rt — fi)

Ezek elégséges statisztikii a mintanak. Ez pedig azt jelenti, hogy a portfoli-
oalkotasi szabalyokat elegendé i és S a fliggvényében megadni.

A tovabbiakban feltessziik, hogy N > T, ekkor ugyanis Y invertalhat6 1-
valosziniiséggel! Igy ha ji-t és St behelyettesitjiik az U-t optimalizalo w,
képletbe kapjuk, hogy: )
v

Mivel [ és 3. maximum-likelihood becslései az eredeti paramétereknek, igy w
is maximume-likelihood becslése az eredeti w, sulynak.

Ahhoz, hogy megértsiik a becslésben rejlé kockazatokat hasonlitsuk Ossze
a most kapott w silyt a valésdgban nem ismert, ténylegesen optimaélis w,
sillyal. Mivel a feladatunkat a modern portfolio klasszikus elméletének ke-
retei kozott vizsgaljuk, ezért azzal a feltétellel éliink, hogy az értékpapirok
hozama normalis eloszlasu. Igy tudjuk, hogy [ és )y fiiggetlenek egymastol

és az eloszlasuk: .
Lo N )
p (M, T)

- WN(T_LE)

W= -%"7

M~
T
Tudhatjuk, hogy E[ﬁfl} = TT_Z—Njf, igy azt kapjuk, hogy ha T" > N + 2,
akkor: -
Bl = ————uw,
Sy e £

Ebbdl a varhato értékbdl latszik, hogy |w;| > |w. |, vagyis ha a befektetd
nem ismeri az optimalis stulyokat és a most bemutatott maximum-likelihood

YEnnek bizonyitasa megtalalhaté Robb J.Muirhead (1946 - napjainkig) ausztral mate-
matikus cikkében (1982)
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becslést hasznalja, akkor nagyobb részt fog fektetni az egyes kockazatos ér-
tékpapirokba, mint ha azt az eredeti optimaélis sily ismeretében tenné.

A becslési kockazat bemutatasat harom részre osztom. ElGszér megvizs-
galjuk azt az esetet, amikor a X kovariancia métrixot ismertnek tekintjiik és
a w értéke csak p becsiilt értékétdl fiigg. Ezutan tekintjiik a forditott esetet,
amikor p az ismert és X a becsiilt paraméter. Végiil pedig azt, a valosdgban
tipikusan fennallo esetet vizsgaljuk, amikor p és 3 egyarant becsiilt paramé-
terek.

Kezdjiik az elsG esettel: X ismert és p becsiilt paraméter. Ekkor a w =
%E_lﬂ becslési hibaja kizarolag p becslésébdsl adodik. Ekkor

2 T Tz—l
AT L~ X ( uT 14)
igy a kovetkez6 igaz:
1 1
E[U@)S] = E[d]" p— 2E [0"S0)] = 'S — —E [(7s 4] =
2 gl 2y
1 1 (N+Tuts ! 62 N
:_MTzflu__ + % H _ 7 v
v 2y T 2y 27T
Tgy feltéve, hogy ismerjiik ¥ pontos értékét az atlagos veszteség, azaz a rizi-
kofiiggvény értéke a kdvetkezo:

N
T

Ebbdl latszik, hogyha né a minta nagysaga (1') akkor p értéke pontosabban
megbcsiilhets. Ez nyilvanvalo, hiszen minél tobb adat all a rendelkezésiinkre
a becslésiink annal pontosabb lesz. Elméletben, ha T" — oo akkor ¥ mar
"nem lesz paraméter", mert értéke "pontosan" ismert.

Masrészrél, ha né a piacon elérhets értékpapirok szama (N), akkor né a
i vektor dimenzidszdma, vagyis egyre tobb értéket kell megbecsiilniink, igy
nyilvdn a becslési hiba is egyre nagyobb lesz az érintési portfolio megéllapi-
tasa soran.

Valamint a befektetének minél inkdbb kockazatkeriil6 a magatartasa, annal
kisebb részt fog a kockézatos értékpapirba fektetni.

plw., w|X) = Uw,) — EU (w) [¥]

A masodik eset: p1 értéke ismert és X a becsiilt paraméter. Ekkor a w =
Y711 becslési hibaja kizarolag 3 becslésébsl adodik. Legyen
Wn(T —1,1y)

T

1
5

W =3"355"5 ~
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Kihasznalva a Wishart eloszlas inverz tulajdonsagat, kapjuk hogy 7' > N +4
esetén:

) 1 .- 1 o
EU@)|y] = -E [uTE lu} - -F [MTE Py 1#} =
g 2y
1 1 1 1
- - [NTE‘%W*Z‘%M} ) [MTz—aw-Zz—W] -
gl 2y
92
= /{1%
ahol

o= (7))

Ebben az esetben 1 — k; a varhaté mintabol vett hatékonysig veszteségének
szazalékos aradnya, melynek értéke S becslési hibajabol adodik és xy < 1.
Ekkor igazak az el6z6 esetben megéallapitottak, vagyis S beeslési hibaja csok-
ken, ha n6 a megfigyelt periodusok szama (7') és a becsléis hiba ng, ha né a
piacon elérhetd értékpapirok szama (N).

Ha N értéke relative nagy T értékéhez képest, akkor a befektetd nem fog
akkora részt fektetni kockazatos értékpapirokba, mert x, értéke negativ lesz.

A harmadik eset: p és ¥ egyardnt becsiilt paraméterek. Ekkor a 0 =
%E_l fi becslési hib4dja mindkét paraméter becslésébdl adodik. Itt is felhasz-

nalva a Wishart eloszlas inverz tulajdonsagat és azt a tényt, hogy ji és )y
fiiggetlenek:

1 . 1 .
ElU@) = -E [ﬂTz—lu] — o E [ﬂTz—lzz—lﬂ] —
vy >
1 AT —2 1, —15—2 1 AT —2 2y—1
- —E[Mz Sy w}——E TSIy w}—
gl 2y
6 NT(T - 2)

Moy T (T N _1)(T—N—2)(T —N —4)
Ezek alapjan a rizikofiiggvény T° > N + 4 esetén:

A 0 NT(T - 2)
plwy, w) = (1 - “1)5 T NI -N-2(T-N—4

Ebbdl a formulabol leolvashato, hogy az el§zGekhez hasonléan, ha né N vagy
6? értéke akkor a veszteség né, ha pedig né T vagy v értéke, akkor a veszteség
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csokken. Megfigyelhetjiik, hogy p(w., w) méasodik tagja mindig nagyobb, mint
p(w,, w|X), igy a becslési hiba nem additiv, vagyis

p(1,,10) # pliwe, BI3) + pluws, ]p2)

Szamos korabbi tanulmany és cikk forditott nagy hangsilyt arra, hogy meg-
becsiilje p értékét, mert agy vélték, hogy a ¥ becslésében rejlé hiba ehhez
képest elhanyagolhato mértekd. Igy ¥ értékét ismertnek tekintették. Mara
persze mar tudjuk, hogy ez a feltevés nem igaz, igy a tovabbiakban X érté-
kére probalunk minél jobb becslést adni.



3. fejezet

Becslés:1 modszerek

3.1. Plug-in mé6dszerek

Az el6z6 fejezetben ismertetett Markowitz-modell az alapja a tovabbiak-
ban targyalt portfoliokészitési szabélyoknak. Mivel a modell olyan értékeket
hasznal, melyek nem ismertek (varhato hozam és variancia) ezért a legfonto-
sabb dolgunk a kiilonb6z6 szabalyok megalkotasa soran, hogy ezeket a para-
métereket a lehets legpontosabban megbecsiiljiik. Igy a kiilonb6z6 becslések
alapjan kiilonboz6 szabalyok fognak kialakulni. Most ebbdél mutatok be né-
hanyat. [11]

3.1.1. A klasszikus beillesztési szabaly

A befektets ebben az esetben a piacon elérhetd 6sszesen N darab kockaza-
tos és egy kockdzatmentes értékpapir koziil vdlogathat a portfolidja kialakita-
sa soran. Fzek kozott a lehetséges portfoliok kozott keressiik az optimalisat.
Az alabbi jeloléseket hasznalom majd a tovabbiakban, melyek mind a t-edik
id6pontra vonatkoznak:

e 74 a kockdzatmenetes értékpapir hozama
e 1;: a kockézatos értékpapirok hozam (egy N dimenzids vektor)

e R;: tobblethozam, melyrél tudjuk, hogy i.i.d. és a modern portfolio
klasszikus elméletének megfeleléen Ry ~ N(u, )

Rt =7y — Tfth
e w: egy a kockazatos értékpapirokon értelemzett N x 1-es sulyvektor

19
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e 7: kockdzatkeriilési egyiitthato

Ekkor az egész portfoliora vonatkozoan a tobblethozam: R = w! R;, a var-
hat6 hozam: p = w’ p, és a variancia: V = w? Sw.

A befektetd szeretné maximalizalni a hozamat mégpedig gy, hogy a varian-
cia se legyen tul magas, vagyis az el6z6 fejezet végén megadott maximalizalasi
feladat megfelelGje erre az esetre:

"
U(w):,u—EV

Ez a hasznossagfiiggvény. Ennek az értékét szeretnénk optimalizalni w fiigg-
vényében.

Amennyiben a varhaté hozam és a szoras ismertek, gy megadhato az opti-
maélis portfolio silyas:

1
w, = -1 [
Y
és az ezzel a sillyal elért haszon maximalis lesz:
1 62
Uw,) = —p'S iy = —
(ws) = o

ahol a 02 = "X~ a négyzetes Sharpe-mutato értéke a kockazatos értékpa-
Elméletben mar meg is hataroztuk az optimélis portfélionkban a silyat a
kockézatos értékapiroknak, de a gyakorlatban ez nem megval6sithatd mivel
sem i sem pedig ¥ értéke nem ismert. Ahogy a Markowitz-modell esetén 1at-
hattuk a gyakorlatban az optimélis portf6li6 meghatarozasa egy kétlépcsés
dontési folyamat végeredménye. ElGszér megfigyeléseket végziink a piacon
T peridoduson kereszetiil. Jelolje ezeket a megfigyeléseket: Ry, Ro, ..., Ry. Ez
alapjan a T elemi minta alapjan szeretnénk meghatarozni a portfolionkat a
T+ 1-edik periddusra, azaz meg kell becsiilniink valamilyen médon a varhato
hozam és a variancia értékét a mar ismert értékek alapjan. Masodik lépésként
pedig a minta alapjan megbecsiilt értékeket behelyettesitjiik a paraméterek
helyére. Ezért nevezik az igy kapott eljarasokat plug-in vagy beillesztési
szabalyoknak.

3.1.2. A két klasszikus plug-in szabaly

Az el6z6 részben a paraméterek becslésére a maximum-likelihood mod-
szert alkalmaztuk és ezeket az értékeket helyettesitettiik be a silyfiiggvény-
be. Persze a paramétereink nem pusztan ezzel az egy statisztikai modszerrel
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becsiilhet6k meg. Ebben a részben ismertetek kett6t ezek koziil. A most ko-
vetkezG szabalyok azért is lényegesek, mert nagyobb hasznot fognak eredmé-
nyezni, mint a w-pal meghatérozott optimalis portfolio.

El6szor is tekintsiik azt a becslést, mely csak kicsit tér el az el6z6 maximum-
likelihood becsléstsl. Ez a becslés torzitatlan becslést ad X értékére.

T

Y=_——3
T—-1
Valéban ez Csak egy konstans szorzéban tér el a maximum-likelihood becs-
lestdl. Mivel =— > 1 ezért S > 3. Ebben az esetben az optimalis portfolio

kisebb részt fog a kockazatos értékpapirokba fektetni, mint ahogyan azt a w
stilynal lattuk. Ez a sily pontosan:

Ekkor
T—-1

—w*
T—N-2
egy olyan portfolié szabalyt eredményez, mely relative nagyobb tékerészt fog

a kockazatos értékpapirokba fektetni, mint a valés optimalis portf6lio.
Feltéve, hogy T' > N + 4

Ew] =

62 N (T -1)*(T -2)
2y 29T (T—=N-1)(T—=N—=2)(T — N —4)

EU (w)] = k2
ahol
T-1 (T —1)(T -2)
T-N-2|" (I'=N-1)(T'—N —4)

Ebbdl a kifejezésbdl adodik, hogy E[U (w)] > E[U (w)] vagyis a w-nél jobb
valasztast eredményez a w sily.

Ko =

Masodszor Y-t a kovetkez6 moédon becsiiljiik:

. T .
Y=
T—-—N-2
Ezesetben az optimaélis sily:
. T —-N-=-2_
W= ——""W
T

Habar ez a 3 nem torzitatlan becslése Y-nak, ugyanakkor ez a moédszer mégis
eredményes lesz, mivel X! torzitatlan becslése X~ '-nek. Tehat W torzitatlan
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becslése w,-nak (E[w] = w,). Vagyis ha a befektets ezen szabaly segitségével
hatarozza meg az optimalis portfoliojat, akkor abban a kockazatos értékpa-

pirok ardnya pont akkora lesz, mint amekkorat az eredeti optimalis silyozas
ad.
HaT > N +4

0? N(T —2)(T — N —2)
"y T T (T —N—1)(T —N —4)

EU (w)] =

ahol
(T'—2)(T— N —2)

(T—-N—-1)(T—N—4)

Es mivel E[U ()] > E[U (w)], igy @ jobb vélasztés lesz mint w és nyilvan-
val6an jobb lesz mint w.

I{3:2—

3.1.3. A Bayes-i médszer

A Bayes-féle megkozelités a preditiv eloszlason! alapszik, melyet Zellner?
és Chetty® hasznalt el6szor arra, hogy felépitsenek beléle egy altalanos rend-
szert, mely figyelembe veszi a becslési kockazatot. Ebben a rendszerben a
hasznossagfiiggvény nem csupan kozelité konstans értékként kezeli p-t és -
t, hanem paraméteresen fiigg téliik. Vagyis a Bayes-i kozelités bizonytalan
paraméterekkel dolgozik és azzal a feltételezéssel él, hogy a befektets figye-
lembe veszi a varhaté hasznossagot, mely a prediktiv valoszintiséggel van
meghatarozva P (Rpy1| Ry, Ra, ..., Rr) és fiigg a mintatol valamint az a priori
eloszlastol. Ha jol valasztunk a priori eloszlast, akkor a Bayes-féle portfo-
lialkotasi szabaly hatékonyabb lesz, mint a klasszikus beillesztési szabaly.
Ugyanakkor az a priori eloszlas meghatarozasa nagyon nehéz, mivel nincs ra
altalanos modszer.

A Bayes-féle optimalis portfolio silya:

1 /T—-N-=-2\ -
DBaves = — | —————— | 271
Bl 7( T+1 ) :

ahol p és X a prediktiv momentumaikkal van helyettesitve. Ez a Wpayes stly
csak konstansban tér el az elGbbiekben latott w sulytol. Valamint ugyanazt
javasolja, hogy legyen a portfolionk két t6kéji, azaz a rendelkezésre allo va-
gyonunk egyik részét a kockazatmentes értékpapirba, mig a masik részét a

la mar megfigyelt minta alapjan meghatarozott eloszlas
2Arnold Zellner (1927-2010) - amerikai kdzgazdész, statisztikus (1965)
3V.K. Chetty - kozgazdasz, statisztikus, a Bostoni Egyetem professzora (1965)
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megvalosithato hatarportfoliokba kell fektetni, csak mas lesz a két rész aré-
nya.

A Bayes-féle megkozelités fontosnak tartja a becslési kockazatok figyelem-
be vételét, emiatt a kockazatos értékpapirokat még kockazatosabbnak, mig
a kockazatmentes értékpapirt biztosan ismertnek tekinti. Ez a valosagosnal
konzervativabb optimélis portfolié 6sszetételt eredményez, azaz kisebb arény-
ban fektet a befekteté kockazatos értékpapirokba, mint ahogyan azt a pontos
adatok ismeretében tenné.

Vagyis lathattuk, hogy a Bayes-féle portfolivalkotasi szabaly optimaélis és a
prediktiv eloszlas hozamain alapszik. A kérdés méar csak az, hogy a minta-
bol vett hatékonysaga is jobb-e, mint a klasszikus beillesztési szabalyoknak.
Brown® és Stambaught® szimulaciokra alapozva tigy vélték, hogy jobb, mara
pedig mar analitikus bizonyitas is létezik ré.

T
E @ = ——w,
[wBayes] T‘l‘ 1U}
Tegyiik fel, hogy T' > N + 4, ekkor:
62 NT(T-2)(T— N —2)

E [U (wBayes)] -

K—_
2 (T +1)2(T -

=
|
~
|
=
|
Nio?

ahol B T ) T(T—Q)(T—N—Q)
M_(T:ﬁ[_XT+D@—N—U@—N_®
Vagyis
E[U (0payes)] — E[U(@)] = (54 — ks) % L

N(T —2)(T =N —2)(2T +1)
T (T +1)*(T — N —1)(T — N —4)

Ko6nnyen lathato, hogy ha T' > N + 4, akkor (k4 — k3) > 0. A Bayes-szabély
mindig feliilmilja a korabbi klasszikus beillesztési szabalyokat azéltal, hogy
megenged magasabb varhaté mintabeli hatékonysagot és nem veszi figyelem-
be a paraméterek igazi értékét. Ennek az az oka, hogy van egy "beépitett"
optimalizalas a varhato érték és a variancia kozott. Tehét a Bayes-féle port-
folivalkotasi szabaly jobb, mint az el6zGekben bemutatott beillesztési szabaly.

4Stephen J. Brown - a New York-i Egyetem professzora (1976)
SRobert F. Stambaught - a Pennsylvania-i Egyetem professzora (1997)
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3.2. Tovabbi modszerek

3.2.1. Optimalitasi kritérium

Legyenek X, Xs, ..., X, véletlen N,(0,X) eloszlast valoszintiségi valtozok
(n > p) , ekkor az S mennyiség Wishart eloszlast:

S=> XX ~W,(S,n)
=1

A becsléseket Lin® és Perlman” nyomén két veszteségfiiggvény szerint vizs-
galjuk. [12]
o Az egyik veszteségfiiggvény:
Ly <f], Z) =tr (XA]EA) —log|E2 7t —p
és a hozza tartozoé rizikofiiggvény:

R (2 2) — By <L1 (2 2))

Ekkor a mintabol szémitott kovariancia matrix (ami torzitatlan becslés)
optimélis lesz az L veszteségfiiggvény mellett:

28 = 8
n
e A masik alternativ veszteségfiiggvény:
L (2 2) — tr (22*1 . 1)2
és az ehhez tartozo rizikofiiggvény:

Ry (z 2) — By (L2 (2 2))

Mivel L, egyes értékeket talbecsiil, mas értékeket pedig alulbecsiil, ezért
ebben az esetben nem lesz optimdlis a Zq(}b) becslés. Ugyanakkor ezt
felhasznalva kapjuk, hogy az optimalis becslés:

6Shang P. Lin - A Chicago-i Egyetem professzora, (1977 és 1982)
"Michael D. Perlman - a Washingtoni Egyetem professzora (1982)
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(Ezek a veszteség- és rizikofiiggvények tetszsleges S becslésekre értenddek.)

Fontos megjegyezni, hogy a fent definialt f]ffg és L; (i = 1,2) fiiggvények

invariansak, azaz: o o
50 (A547) = A (54"
és » o
L, (AZS,}AT, AzAT> ~ I (zgg, z)
minden p X p-es nem szingularis A matrix esetén. Igy minden ilyan A-ra

R (zgg, AZAT) -y (23‘;, 2)

A tovabbiakban minden becslés két modon lesz megadva, nagyobb mé-
retben mely az L, és kisebb méretben mely az Ly veszteségfiiggvény esetén
lesz optimaélis.

3.2.2. Harom alternativ becslési modszer

1. Empirikus Bayes eljaras

Ezt az eljarast Haff® dolgozta ki és a Bayes-i analizisen alapszik, a kovet-
kez6 konjugalt a priori eloszlast feltételezve:

S~ W, (n_lC_l,m)

ahol 7 > 0 konstans, C specidlis pozitiv definit matrix és m pozitiv egész.
Ekkor az a posterriori eloszlas:

S7HS ~ W, ((S+0C) " n+m)

Ezek mellett a feltevések mellett a két empirikus Bayes-féle becslés a kovet-
kez6:

sm_ 1 (S It (trs~'C) ™ C)

n n
és

. —1 —1
s (g4 PT° (i) o
Be n+p+1( +n—p+3(r )

Ezek mellett a becslések mellett minden -ra fennall (i = 1,2), hogy

R (30.3) < R (30,3)

e’

8Leonard Haff - a California-i Egyetem professzora (San Diego) (1980)
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Ez a modszer akkor eredményezi a legjobb kozelitést, amikor ¥ ~ kC ( C
egy konstans t6bbszorose). Ennek oka az, hogy az a priori eloszlas Wishart
eloszlas.

A Lin és Perlman féle cikkben aerlgaréms soran a C' = [ métrixot hasznél-
jak. Ez azt eredményezi, hogy a Ege ortogonalisan invariansak (minden A
ortogonalis p x p-es métrixra) és skala invariansak (minden A = kI, k # 0O-ra).

2. Stein-féle karakterisztikus gyokok eljaras

Stein® tanulmanyozta az ortogonélisan invarians becslések osztalyat, mely
felirhato az alabbi dltalanos alakban:

A

> = Bo(1)BT

ahol | = (l1,1y,...,1,) és [y > Iy > ... > [, > 0 a rendezett karakterisztikus
gyokei S-nek és a B matrix j. oszlopa az [; karakterisztikus gyokhoz tarto-
z0 karakterisztikus vektor, ®(I) pedig egy olyan diagonélis matrix, melynek
atlojaban ¢;(1) X j-edik legnagyobb karakterisztikus gyokének becsiilt értéke
all.

Ekkor a rizikofiiggvény az ortogondlisan ekvivalens becslés S esetén:

p
R, (22) — By <Z [<n—p+1+2zj2ﬁ> b,
j i

=1 i#]
o,
— logwj -+ 2l] a—ljl — Cp,n)
ahol 0
¢ .
Y = jl
J
& 2 (3(n—i+1))
cpn=FE logx>_. +p= 2 : + plog2 + p
o= (S0 +o= S
A rizikofiiggvény a varhato érték nélkiil akkor lesz minimalis, ha
- 1
v = o
ahol ,
a; = a;(l) :n—p+1+2ljzlj_li

i#]

9Charles M. Stein (1920 - napjainkig) - a Stanford Egyetem professzora (1975 és 1977)
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Ez pedig a karakterisztikus értékek alabbi becsléséhez vezet:

Ezek a gyokok mar nem elégitik ki a sorrendiséget, s6t lehetnek kozte negativ
értékek is. Erre a problémara dolgozott ki Stein egy tigynevezett izotonizdlo
eljardst (isotonizing procedure).

Stein-féle izotonizalé algoritmus
Rendezziik parokba az értékeket (I, a1), (l2, a2), ..., (lp—1, ap—1), (I, o).

e 1. lépés: Pozitivva tessziik az o; értékeket az alabbi modon:

1. Induljunk a legnagyobb (p) indextdl és keressiik meg az els§ olyan
(l;, ;) part, ahol a; negativ.

2. Adjuk hozza a parhoz a kisebb indext szomszédjat: (I; +1,_1, oj +
a;_1). Tordljiik az (15, o) és a (I;—1, aj—1) part. Igy a listank eggyel
rovidebb lesz.

3. Ezt addig ismételjiik, amig minden «; pozitiv nem lesz.

e 2. 1épés: Rendezziik Gjra a listat az alabbi médon, hogy az i—] csOkkend
J

legyen.

1. Kezdjiik a legnagyobb indext6l és addig haladunk, amig meg nem
talaljuk az els6 olyan part, melyre igaz, hogy ;—7] < %

2. Helyettesitsiik ezt a két part (I;+1;11, a;+a;41) parral. gy eggyel
lecsokken a listank mérete.

3. Folytassuk az 0j par alatti partol (vagy az j partol, ha ez a lis-
ta utolsé eleme). Lépjiink elére addig, amig meg nem talaljuk az
elsé olyan part, melyre (ii < (l;—“l teljesiil. Hajtsuk végre a (2)-es
pontot. ! ”

4. Addig ismételjiik a (3)-as pontot, amig a listank csékkend sorba
rendezett nem lesz.
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e 3. 1épés: Az igy kapott listank egyes elemei egy vagy tobb par Gsszege
lesz az eredeti listabol. Azok a listaban szerepld (15, o;) parok melyeket
osszevontunk az els6 és/vagy a masodik 1épés soran annyiszor fognak
szerepelni a végleges listaban, ahany tagbol 6sszevontuk Gket.

Az eljaras végén kapott értékekere mar teljesiilni fog, hogy: ¢ > ¢35 >
o 2y > 0. Jeldlje ®*(1) = diag(¢7, @5, ..., o5)-
Ezek alapjan a két kapott becslés:

%) = Bo*(1)B”

Ekkor a mésik becsléshez hasznalt ; értékek meghatarozasa nagyon bonyo-
lult lenne és az értékek nem feltétlen lennének pozitivak. Ezért ahelyett egy
egyszeribb becslést tekintiink. Mivel az L, a kisebb becslések esetén lesz
optimélis ezért, legyen a mésodik veszteségfiiggvényhez tartozo becslés:

N (2) n (1)

Habar ez egy durva becslés, mégis jelentGsen leredukalja a kockézatot az Lo
veszteségfiiggvény esetén. _

Mint a Bayes-eljaras esetén itt is igaz, hogy igi ortogondlisan invarians és
skalainvarians.

A Stein becslés ¢} csokkenti a torzitasat az % karakterisztikus gyokeinek az-
altal, hogy zsugorito (shrinking) becslést végez valamilyen kozépponti érték
koriil.

3. Korrelaciés matrix eljaras

Legyen p = (pa1; P31, P325 -y Pp(p—1)) €8Y ’# dimenziés vektor a Y-hoz
tartozo korrelacios egyiitthatok és legyen o = (o4, ...,0,) a standard szoras
vektor. Mivel ¥ = (0,0,p;5), ezért

S = D(0)R(p)D(0)

ahol D(o) = diag(oy,...,0,) és R(p) = (pi;) ezért a becslésiinket is ilyen
alakban szeretnénk meghatarozni, vagyis:

~

Y= D(0(s)) R (p(r)) D (5(s))

ahol 7 = (121,731, 7325 ..., Tp(p—1)) @ Mintabol szarmazo6 korrelacios egyiitthatok
és s a minthol szarmaz6 standard szoras (ns? ~ o?x2). A torzitatlan becslé-
sek: p(r) =r és 6(s) = s.



3. FEJEZET. BECSLESI MODSZEREK 29

Lin és Perlman megalkottak egy alternativ becslést psg.'?, mely a kovetkezd.
Legyen z = (221; 231, 232; "‘7Zp(p—1)> és ¢ = (Cor; Gs1, (a2 ~-7Cp(p—1))7 ahol

1 147 1 1+ s
zi; = =log ] ’ (; = =log 4P
2 1-— rij 2 1-— pij
A fent bemutatott eljarast szokds az r;j-re és p;;-re vonatkoz6 Fisher-féle

z-transzformacidénak.
Ekkor asszimptotikusan igazak a kovetkezdk:

\/ﬁ@n - p) ~ N@ (07 \Ij(p)) ) \/ﬁ(z - C) ~ Np-1 (0,A(p))

2
ahol ¥ = (U;; 1) az alabbi médon van megadva'':

Wik = %pz’jpkl (Pfk + P?k + oy + P?z)
—  (pPikpjePr + pPapjipr + PijPiPik + PijPikPjL)
+  (papjk + pirpit)
és ahol A = (Ayj 1) a U-vel kapcsolatos korrelacios matrix. Ekkor z értéke az
alabbi modon kozelithet'?:

=2 (20-3)" ~ Ny (G A%(p)
ahol A* = (n — %)71 A . Ebbdl a képlethdl adodik, hogy éjse értéke megkap-

hato z* értékébsl James-Stein kozelitéssel. Most az Efron'® és Morris™ altal
javasolt kozelitést alkalmazzuk:

A o) 66 L
Cise=9q1— - — 0 (-2 +z
(Z*—Z* * Z*)

) (A*(r) ™ (=% =

ami dsszehtizza 2*-ot a z* = (2%, ..., z*) vektor koriil, ahol z* = zﬁ >z
a z* komponenseinek atlaga. A pjs. becslés értéke gy kaphatd meg, hogy
a fenti kifejezésre alkalmazzuk az inverz z-transzforméciot é 75 minden kom-
ponensére.

Az eljaras végére a kovetkezd két becslést kapjuk:

254 = D(s)R (psse) D(s)

10JSe: James - Stein becslés
Ungram Olkin (1924 - napjainkig) - a Stanford Egyetem professzora;
Minoru Siotani - a Meise-i Egyetem professzora (Tokyo) (1976)
12Harold Hotelling (1895 - 1973) amerikai matematikus
13Bradley Efron (1938 - napjainkig) - a Stanford Egyetem professzora (1973 és 1975)
4 Carl N. Morris - a Harvard Egyetem professzora (1973 és 1975)



3. FEJEZET. BECSLESI MODSZEREK 30

s 2) n Y]
£, Sl
JSe n +p+ 1 JSe
Az el6z6ho6z hasnolo eljarassal kaphato becslés o értékére is.

Asszimptotikusan igaz a kovetkezd:

V(s — o) ~ N, (0,0, p))

ahol Q = (w;;) és wij = swiw;p; . Jobb kozelités érhetd el a Fisher-korrelacio

2
segitségével:

s = (271—1) s~ N, (0, (0,p))

ahol Q* = (n — %)71 Q . Ezaltal kapjuk a kovetkezs becslést w-ra:

N p—1.66 HP
Jse_{l (s*—s*)(Q*(s,r))1(5*—8*)T} ( )+

Az ezekbdl addd becslések pedig:

530 = D (6750) R (psse) D (65)
(2) n (1)
ISd T 1 Usd
Legyen p s, particionalis becslés p -ra. Ekkor:

2 (1 ~ (2 n (1
Esgpe = D(s)R (pssp) D(s), ijs);p = nggpe

(1) A - A (2) n (1)
ZJSpd =D (UJSe) R (pJSpe) D (OJSe) R EJSpd = mEJSpd

Az igy kapott 29)56 és 2%106 becslések diagonalisan invaridnsak tetszéleges

A =diag(ay, ..., a,) (a; # 0) matrixra, mig f]%d és fl%pd csak invariansak.



4. fejezet

Kan és Zhou Allitasai

4.1. Az optimalis kéttSkéji portfolio

[11] ! 2 Az optimélis stly becslése felirhato mint az elégséges statisztikak

fiiggvénye: w = f <ﬂ, f]) A befeketets szaméra ekkor az a lényeges, hogy
meghatarozza ezt az f fliggvényt méghozza oly moédon, hogy maximalis le-
gyen a mintabol vett hatékonysag. Mivel ez igy ebben a formaba egy nagyon
Osszetett, nemlinearis fliggvénye a két valtozonak, igy meghatarozzuk, hogy
milyen tulajdonsagokat varunk ettdl a fliggvénytsl potosan. Kezdetben azt
az esetet vizsgaljuk, amikor csak a kockdzatmentes értékpapir és a megvalo-
sithato érintéportfoliok allnak a rendelkezésiinkre.
Az el6z6 fejezetben ismertetett plug-in modszerek mind azt javasoljak, hogy
fektessiik a rendelkezésre 4ll6 vagyonunkat a kockdzatmentes és a megvalo-
hogy ez a sily maximalizalja a mintabol vett hatékonysagot. Tekintsiik az
optimélis silyt, mint egy ¢ konstans fliggvényét:

w=-S""0

2|0

A korabbiakban bemutatott optimalis silyok ennek a formulanak specialis

esetei, példaul cpayes = (T(;JII_)Q) -re a Bayes-szabaly. Az el6z6ekhez hasonldéan

feltéve, hogy T' > N + 4 tekintsiik az alabbi fliggvényt:

'Raymond Kan - a Joseph L. Rotman School of Management professzora (Torontéi
Egyetem)
2Guofo Zhou - az Olin School of Business professzora (Washington Egyetem - Toronto)

31
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T(T — 2)
{(T—N—l)(T—N—Q)(T—N—éL)}

Egyszeri derivilalssal adodik, hogy az aldbbi esetben lesz maximéalis a hasz-

nossagunk:
[T -=N-1)(T—-N —4) 62
C*_[ (T —2) } 02+ X

Vizsgaljuk meg kicsit jobban a kapott konstanst. Ekkor ha 3 ismert, akkor
a ¢, értékét a mésodik tag tudja befolyasolni, ez a i -b6l ad6do becslési hiba
és ez igaz forditva is, ha u ismert, akkor a masodik tag konstans vagyis az
els6 tag adja a S becslési hib4jat. Emellett mindkét tagra egyarant igaz az,
hogy az értéke kisebb mint egy és a mésodik tagnak az értéke fiigg T' -t6l, N
-t6l és 07 -t6l mig az elsG tag érteke fiiggetlen 7 -tGl.

Ekkor az optimalis w, = 0*2_1% sily mellett a mintabol vett hatékonysag:

oy P [(T—N-1)(T—N-4) 62
E[U(w*)]—g (T —2)(T— N —2) }(92_‘_%)

Vagyis az optimélis sily hatékonysaga nagyobb mint az el6z6ekben bemu-

tatott klasszikus beillesztési szabalyé és a Bayes-szabalyé. Habér ez a stly

lenne az optimalis ezt a gyakorlatban mégsem lehet meghatarozni mert 62

értéke a valosdgban nem ismert. Mégha a pontos értéke nem is ismert c, -nak

ez alapjan meghatérozhato egy egyszert portfolio alkotasi szabaly, melyben

a Bayes-szabaly dominal és optimalis, ha 6% — oo :
(I'-N-1)(T—-N-4)

A* _ 2_1 ~
v T(T —2)y a

Ez a szabaly a Bayes-szabalyhoz hasonléan szintén paraméter fiiggetlen. Er-
téke csak N -t6l és T -t6l fiigg. w, tekinthets egyfajta specidlis beillesztési
> o T

szabalynak, ahol X értékét a X, = E(T—N—S(;“QEN—4) értékkel becsiiljiik.

Mivel w, értéke fiigg a §% paramétertsl, ezért fontos jo becsléssel kozeliteni
ezt a paramétert. A legkézenfekvébb dolog a mintabol megbecsiilni 0 értékét:

Ekkor 62 eloszlasa:
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ahol Fy7_y(T6?) F-eloszlas N és T — N szabadsagfokkal és T6? nem-
centralitasi paraméterrel. Ezek alapjan megadhato 62 torzitatlan becslése,
mely a kovetkezd:

é2b: (T—N-2)0>—-N

“ T
Ez a kozelités felvehet negativ értékeket is, amit nem szeretnénk megenged-
ni, ezért modositani kell az el6z6 becslésen. Ahhoz, hogy ezen a probléman
segithessiink vegyiik figyelembe, hogy 0? az F-eloszlas nem-centralitasi pa-
ramétere és mi ezt szeretnénk megbecsiilni. Szdmos cikk foglalkozik ezzel a
becsléssel. Itt most azt a becslést hasznaljuk, melyet Kubokawa®, Robert? és
Saleh® adtak meg cikkiikben. Ez egy torzitatlan becslése §%-nek és a négyzetes
veszteségfiiggvényen alapszik:

N T-—2
R 2 o\ 2
R (T—N—2)02—N 2(92> (1+92
02 = + T
T TBlfﬂ (?7 2 )

ahol N
B, (a,b) =/ y (1 —y) dy
0

A kozelités els6 tagja a torzitatlan becslés a masodik tag pedig a korrekcios
tag, mely megndoveli az értéket annyira, hogy a becslésiink pozitiv legyen. Ez
alapjan a becslés alapjan valasztott konstans és silyfiiggvény a kovetekez6:

. (T-N-1)(T-N-4)( ¢
" T(T —2) G2y N
és
N 1AA,1A
w[[:—C*Z %
8

Egy masik megkozelités szerint Garlappi®, Uppal” és Wang®, olyan szabalyt
javasoltak, mely egyesitette a paraméteres bizonytalansagot és a hasznossag-
fiiggvény hozamat. Ezt olyan befektetGk szamara javasoljak, akik a bizony-
talansagot kisebb szinten szeretnék tartani. Ez a szabaly a kovetkezo:

Wya = _—271,&

3Tatsuya Kubokawa - a Tokyo-i Egyetem professzora (1993)

4Christian P. Robert - a Périzsi Egyetem professzora (1993)

5A.K.Md. Ehsanes Saleh - a Carleton-i Egyetem professzora (1993)

6Lorenzo Garlappi - a British Columbia Egyetem professzora (Vancouver) (2007)
“Raman Uppal - az EDHEC Business School professzora (London) (2007)

8Tan Wang - a British Columbia Egyetem professzora (Vancouver) (2007)
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ahol 1
e \? N2
= 1—<é—2> ha9A>e
0 ha 62 <e
NFJQI:uN(p) p -1 . 1z ETI .
Ekkor € = —355— & Fiyp_ y(p) a halmozodo, centralis, inverz F-eloszlas

N és T'— N szabadsagfokkal és p valoszintisségel. A nullhipotézis mellett, mi-
szerint 6 = 0, 62 is ilyen eloszlast. Vagyis ez azt jelenti, hogy egy befektets p
valoszintiséggel fog nem befektetni a kockdzatos értékpapirba, amennyiben a
Sharpe-arany 0. Tehat egy befektetd minél inkdbb keriili a bizonytalan para-
métereket, annal nagyobb p értékkel fog szamolni. Ezekbdl kévetkezik, hogy a
befektetének bizonytalan paraméterek esetén meg kell gy6z&dnie arrél, hogy
6 # 0 miel6tt befektetne az érintési portfoliokba (azaz amig nem biztos ben-
ne, addig kizarolag a kockazatmentes értékpapirba fog fektetni).

4.2. Harom részre osztas: a hatarportfoliok

Az el6z6 részben mutattunk néhany lehetGséget az optimalis portfolio ki-
alakitasara. Ezekben kozos, hogy a t6kénket kétfajta értékpapir kézott oszt-
juk meg, ezek: a kockdzatmentes és az értintési portfoliok. Ezek veszteséges
mintabol vett hatékonysidgot generdlnak, melyet szeretnénk lecsdkkenteni.
Ennek egyik modja lehet, hogy nem csak ebbe a kétfajta értékpapirba fekte-
tiink be.

A t&kénket osszuk harom részre: kockdzatmentes értékpapir, érintésiportfolio
és hatarportfolio. Ez utobbiba azért fektetiink be, hogy az értintésiportfolio
esetén fellépd becslési kockdzatunkat csokkentsiik. Ez azért jo szdmunkra,
mert ugyan mindkét portfélionak van becslési kockézata, ezek mégsem tel-
jesen korrelaltak. Igy a mintabol vett hatékonysig nagyobb lesz ebben az
esetben. Persze csak akkor, ha megfelelGen osztjuk fel a tékénket a két rész
kozott.

Es hogy melyik kockazatos értékpapirokbol allo portfoliot hasznaljuk?

A mintabol szarmazé globélis minimum-varianciaja portfoliot, mégpedig két
okbol: ennek értéke csak -t fiigg 1 értékétsl nem, igy a silyfiiggvény be-
csiilt értéke sokkal pontosabb lehet, és nyilvan minimalis szorasa portfolidt
szeretnénk kapni. Emellett minden mintaboél szirmazo6 hatarportfolio elGall
mint két hatarportfolio lineéris kombinacioja.

Tekintsiik a kdvetkezd portfolio alkotasi szabalyt:

1 A ~
W (e d) = - (czflg + d2*11N)
8
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ahol a ¢, d konstansok értékét kell optimalisan megvalasztani. Ebben az eset-
ben a mintaboél vett hatékonysag 7' > N + 4 esetén:

EU@W(e,d)] = BEli(e,d)] pu— %E [w (e, d)” S (e, d)] -
= (ﬁ) % 2 (c,uTE_lu + d,uTE_llN) —

T(T - 2)
T T-N-DT-N—4)"

X ((NTz—lu + %) A +2 (WS y) ed+ (1ZE"1y) dz) ]

A két konstans ¢ és d értékét ugy szeretnénk meghatarozni, hogy maxi-
malizaljak a mintabdl vett hatékonysigot:

(T—N-1)(T—-N—4) [ y?
T(T —2) 2y X

Cyx =

(T-N-1)(T-N-4) X
Aus = T(T —2) (wQ_i_%Ng)

ahol

(175 1)

T
1T2_11N = (M_NglN) by 1(N_ﬂglN)
N

= pt S -
ahol 1 a minimalis-varianci4dji hatarhoz htuzott értinté meredeksége, 1, pe-
dig a globalis minimalis-varianciaju portfolio varhaté tobblethozama, ami az
aladbbi modon irhato fel: P
_ IvX"
1]7:72711]\[

Ezekbol kovetkezik, hogy az optimélis portfoli silya:

¢2 1 —1 % N —1
T T

Mivel d, csak abban az esetben lehet 0 ha p, = 0, igy ez a szabdly min-
dig az javasolja, hogy fektessiink a globalis minimalis-varianciaja portfolioba
fiiggetleniil attol, hogy mik a paraméterek p és ¥ pontos értékei. Es % érté-
ke minél nagyobb, annél nagyobb t6két fogunk az ilyen tipusi portfélickba

Hg

(T—N—1)(T =N —4)
(T(T = 2))v

A~

Wyx =
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fektetni. Vagyis ez azt jelenti, hogy minél nagyobb az elérhets kockazatos ér-
tékpapirok szama, annal nagyobb a becslési hibank, igy sokkal jobban bizunk
a globalis minimaAlis-varianci4ji portfolioban. Erre az dsszefiiggésre Jobson®,
Korkie!'® és Rattil! vilagitottak ra el6szor, akik azt javasolték, hogy a tékén-
ket két részre osztva fektessiik be és ez a két rész a kockazat mentes és a
globalis minimélis-varianciaju portfolié volt.

Az optimalis érték ekkor amit az érintési portfolioba fektetiink v? és % ér-
tekétsl fiigg. Minél nagyobb az érinté meredeksége, annal nagyobb Gsszeget
fogunk a mintaboél szidrmazé értintési portfolioba fektetni.

A fent megadott sily mellett a mintabol vett hatékonysag értéke a kovetkezs
T > N + 4 esetén:

) 62 (T — N —1)(T — N — 4) T
POy TNy | e () ()

Ebben az esetben is felmeriil a probléma, hogy vannak paramétereink, me-
lyeknek az értéke nem ismert: ¥? és u, igy ezeknek az értékét meg kell be-
csiilniink a minta alapjan:

TSy

Ho = 17511y
0 = (i = figln)" 571 (= fgl)
Ekkor 92 elsozlasa:

T—N+1.-
— 1V~ Fvarva (TY)

U2 esetén felemriil ugyanaz a probléma, mint 62 esetében: a becslés stilyosan
torzitott, ha T értéke kicsi. Ezért a kovetkez6 korrekciot alkalmazzuk, hogy
jobb kozelités kapjuk 1)?-re:

—1 T-2
. o\ 2 A
g TNy 2(F) T (14
¢ T TB ;o (22,0
iw( 2 0 2 )

9Dave Jobson - az Alberta-i Egyetem professzora (Kanada) (1979)

10Bob Korkie - az Alberta-i Egyetem professzora (1979)

Y. Ratti (1979) - Jobson, J. D.; Korkie, B. and Ratti, V.: "Improved Estimation for
Markowtiz Portfolios Using James-Stein Type Estimators"
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Mindezek apaljan végiil megadhaté a harom részre osztott optimélis portfolié

silya a kovetkez6 alakban:
U &1 % &1
—= ST+ | = [, X 1y
g2+ % i)

Az igy kapott sily wyy; feliilmilja a wy;-ot, de ezt analitikusan bebizonyfitani
nem konny(, mivel az értékeik fiiggnek ¢2-t61 és fi,-t0l, ezek pedig véletlen
adati mintabol lettek megbecsiilve.

(T—N—1)(T =N —4)
T(T = 2)y

A~

wrrr =




5. fejezet
Néhany példa

Ebben a fejezetben néhany eljarast bemutatok a gyakorlatban is az R*
program segitségével. Az adott példdk nemcsak a kapott értékeket, hanem
az eljarasok kodjait is tartalmazzak.

5.1. A becslesi kockazat vizsgalata

Példa

Tekintsiink 6t kotvényt (N = 5). Legyen a megfigyeléseink szama szaz
(vagyis a korabbi jelolést hasznéalva: 7' = 100 ). Jelolje a hozamukat m és
a kovariancidjukat S, melyeknek az értékét véletlenszertien valasztjuk. Elké-
szitjiik a maximum-likelihood becsléseket és ezek alapjan hasonlitjuk Gssze
a négy esetet: m és S ismert, m becsiilt paraméter és S ismert, S ismert és
m a becsiilt paraméter valamint m és S egyarant becsiilt paraméterek (ez a
valosagban tipikusan fennallo eset).

' The R-Project for Statistical Computing: www.r-poject.org
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Az R-ben hasznélt kod[13] a kivetkezs?:

haszon <- function(m,s,g=3)

# Legyen az X minta adott paraméterid normdlis eloszlasu.

X <- rnorm(50,mu,Sigma)

m.e <- colMeans(X)

s.e <- cov(X)

# Stulyok megadésa:

w <- solve(s) %*), / gamma # m &s s értéke ismert

w.e.m <- solve(S) %*) m.e / gamma # s ismert, m értéke becsiilt
w.e.s <- solve(S.e) ¥*) m / gamma # m ismert, s értéke becsiilt
w.e.ms <- solve(S.e) %), m.e / gamma # m és s értéke becsiilt

# Az eldz8 siulyokhoz tartozd hasznossagfiiggvények:

U<-t(w) %% m- gamma * t(w) % * % S %h *x%hw/ 2

U.e.m <-t(w.e.m) %*/% m - gamma * t(w.e.m ) %*) S %*% w.e.m / 2
U.e.s <-t(w.e.s) %*/%h m - gamma * t(w.e.s) %*%h S U*/ w.e.s / 2
U.e.ms<-t(w.e.ms) %*% m - gamma * t(w.e.ms) %*% S %*% w.e.ms / 2
return(c(U=U,U.e.m=U.e.m,U.e.s=U.e.s,U.e.ms=U.e.ms))

}

ertekel <- function(mu, Sigma, N=10)
{

sim <- haszon(mu, Sigma)

for(k in 2:N)

sim <- rbind(sim, haszon(mu, Sigma))
return(sim)

}

set.seed(1) # Egyetlen mu-Sigma paraméterpar hasznidlata.
mu <- runif(b, -1, 1)

Sigma <- cov(matrix(runif (5100, -1, 1), ncol=5))

gamma <- 3 # kockazatkeriilési egyiitthatd

res <- ertekel(mu, Sigma, 10)
colMeans (res)

2A kod futtatasahoz sziikséges az mnormt package telepitése.
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Hasznosséagfiiggvény értéke az egyes becsiilt értékek esetén

Sorszam | U (11,%) | U (4,%) U(u,i> U(ﬂ,f])
1. | 0.6155353 | 0.6057264 | 0.4495518 | 0.4021209
2. | 0.6155353 | 0.5979633 | 0.5308857 | 0.4908539
3. | 0.6155353 | 0.5971151 | 0.4101207 | 0.4174122
4. | 0.6155353 | 0.5984072 | 0.4871195 | 0.4772139
5. | 0.6155353 | 0.5969258 | 0.5226572 | 0.5105391
6. | 0.6155353 | 0.6007598 | 0.5096163 | 0.5003359
7. | 0.6155353 | 0.5988741 | 0.5172159 | 0.5124807
8. | 0.6155353 | 0.6026181 | 0.5240612 | 0.5047240
9. | 0.6155353 | 0.5979213 | 0.4709947 | 0.4457492
10. | 0.6155353 | 0.6012736 | 0.4133026 | 0.3694628
11. | 0.6155353 | 0.6057264 | 0.4495518 | 0.4021209
12. | 0.6155353 | 0.5979663 | 0.5308857 | 0.4908339
13. | 0.6155353 | 0.5971151 | 0.4101207 | 0.4174122
14. | 0.6155353 | 0.5984072 | 0.4871195 | 0.4772139
15. | 0.6155353 | 0.5969258 | 0.5226572 | 0.5105391

40

A tablazat adatai alapjan, a gyakorlat aldtamasztja az elméleti allita-
sokat. Vagyis a becsiilt adatokbol osszeéllitott portf6lio hasznossaga min-
den esetben kisebb lesz, mint az ismert adatokbél meghatarozott portfolio-
jé. Vagyis a maximum-likelihood becsléssel meghatarozott portfélivalkotasi
szabaly minden esetben alulmiilja az eredeti optimalis portf6liot hasznossag
szempontjabol.

5.2. Stein-féle becslés

A kodban hasznalt jelolések:

Y = B®(I)B” -nak megfelele: S = B diag(L) t(B)

A =Lj

aj = a.j

fi.j = lambda.j / alfa.j kordbban ¢ =

L
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Az R-ben hasznalt kod? [13]:

> # egy véletlen Sigma megadasa

>p<-5

> set.seed(1)

> S <-cov(matrix(runif (p*100, -1, 1), ncol=5))

# felbontds a kordbban meghatarozott alakra
M <- eigen(S)

B <- M$vec

L <- M$val

round(S - B Y% diag(L) %*% t(B),4)
round(diag(rep(1l,p))-t(B) %*% B,4)
all(diff(L)<0)

vV V V V V V V

N <- 20 # a minta elemszamdnak meghatrarozéasa

a minta eloszlasa adott paraméteri normdlis eloszlas

X <- matrix(rnorm(N*p,0,s),ncol=p)

S.m <- cov(x) # a kovariancia matrix maximum-likelihood becslése

vV V # VvV

St.mod <- function(S.ml,mfi.n)
{

p <- nrow(S.ml)

M <- eigen(S.ml)

B <- M$vec

L <- M$val

+ + 4+ + VvV V

# az alfa sulyok meghatarozésa

a <- rep(NA,p)

for(j in 1:p)

aljl <- mfi.n - p + 1 + 2 % L[] * sum(1/(L[j1-LL-31))

+ + 4+ +

# a fi értékek monoton csdkkend sorrendbe rendezése
n <- rep(1,p)

j<-p

for(j in p:2)

if (a[j1<0)

{

+ + + + + +

3A kod futtatasahoz sziikséges az mnormt pakage telepitése.
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alj-11<-aljl+alj-11; a<-al-j]
L[j-1] <- L[j] + L[j-11; L <- L[-j]
n[j-1] <- n[j] + n[j-1]; n <- n[-j]
}

fi <- L/ a

j <- length(n)-1

while(j>1)

if (filj1<£i[j+11)

{

aljl <- aljl + alj+1]; a <- al-(j+1)]
L[j] <- L[j] + L[j+1]1; L <- LL[-(+D)]
filjl <- L[] / aljl; fi <- fi[-(j+1)]
nljl <- n[j] + n[j+1]; n <- n[-(j+D)]
j <- length(n)-1

}

else j<-j-1

a <- rep(a,n)

L <- rep(L,n)

fi <- rep(fi,n)

S.st <- B %x% diag(fi) %*% t(B)

+ return(S.st = S.st)

+

vV V V V

}

# a tovdbbiakban az eljards az aldbbi mdédon hivhatd meg:
X <- matrix(rnorm(N*p, O, S), ncol=p)

S.m <- cov(X)

St.mod(S.m, N)

save(St.mod, file = ’StMod.rda’)

Példa a futtatas soran kapott matrixra

A kezdetben megadott véletlen S matrix:

0.286406425 0.0049552605 0.043113594 —0.529716815  —0.0004910509
0.0049552605 0.2955367266 0.002932472  —0.0008100949  0.0042799913
S = 0.0431135936 0.0029324723 0.310793544 0.0335964434  —0.0217541948

—0.0529716415 —0.0008100949  0.033596443 0.3360363299 0.0071821395
—0.0004910509  0.0042799913  —0.021754195  0.0071821395 0.3702783003
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Az S matrix maximum-likelihood becslése:

0.27233499  0.010643301 —0.015135434 —0.063137796 —0.025859838
0.01064330  0.325385691  0.019690486 0.031573102 0.002944032
Sm = —0.01513543 0.019690486  0.353856511 0.004161657  —0.054171541
—0.0631378  0.031573102  0.004161657 0.35682759 0.097174237
—0.02585984  0.003244032 —0.054171541 0.09717423 0.475607649

A Stein-féle becslés S-re:

0.0189766394 3.208240e — 05  —1.230143e — 04  2.934158e — 04 0.0005097139
0.0000320824 1.907313e — 02 3.716819e¢ — 05  —8.865422e¢ — 05 —0.0001540077
S.st = —0.001230143  3.716819¢ — 05 1.894031e — 02 3.399289¢ — 04 0.0005905152
0.0002934158 —8.865422e — 05  3.399289%e — 04 1.827202e — 02 —0.001408507
0.0005097139  —1.540077¢ — 04  5.905152e — 04  —1.408507e — 03 0.016636002

5.3. Az el6z6 két modszer osszehasonlitasa

load(’StMod.rda’) # az St.mod() fiiggvény meghivéasa

p <5

set.seed (1)

m <- runif(p,-1,1) # véletlen varhatd érték

S <- cov(matrix(runif(px100,-1,1),ncol=5)) # véletlen kov. matrix

# maximum-likelihood becslés S-re egy N elemi minta alapjan
N <- 20

X <- matrix(rmnorm(N*p,0,S),ncol=p)

S.m <- cov(X)

St.mod(S.m,N) # a Stein becslés kiszamitésa

# A kiilonboz6 becslési kockazatok

haszon.plus <- function(mu,Sigma,gamma=3,N=50)
{

X <- rmnorm(N,mu,Sigma)

m.e <- colMeans(X)

S.e <- cov(X)

S.st <- St.mod(S.e,N)

w <- solve(Sigma) %*) mu / gamma
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w.e.m <- solve(Sigma) %+, m.e / gamma

w.e.s <- solve(S.e) %*) mu / gamma

w.e.ms <- solve(S.e) %*) m.e / gamma

w.st <- solve(S.st) %*% m.e / gamma

U <- t(w) %*) mu - gamma * t(w) %*% Sigma %*% w / 2

U.e.m <- t(w.e.m) %*% mu - gamma * t(w.e.m) %*}% Sigma %*}% w.e.m / 2
U.e.s <- t(w.e.s) %*)h mu - gamma * t(w.e.s ) %*) Sigma %*) w.e.s / 2
U.e.ms <- t(w.e.ms) %*/mu - gamma * t(w.e.ms) %% Sigma %x*) w.e.ms / 2
U.st <- t(w.st) %*) mu - gamma * t(w.st) %xJ Sigma %% w.st / 2

return(c(U=U,U.e.m=U.e.m,U.e.s=U.e.s,U.e.ms=U.e.ms,U.st=U.st))
}
haszon.plus(m,S,g=3,N=50)

ertekel <- function(mu,Sigma,N=10)

{

sim <- haszon.plus(mu,Sigma)

for(k in 2:N)

sim <- rbind(sim,haszon.plus(mu,Sigma))
return(sim)

}

# Véletlen mu-Sigma paraméterpdr megadésa
set.seed(1)

mu <- runif(5,-1,1)

Sigma <- cov(matrix(runif(5%100,-1,1),ncol=5))
gamma <- 3

res <- ertekel(mu,Sigma,10)
colMeans (res)

5.4. El6 adatsorok

Az eljarasokat kiprobaltam é16 adatsorokon is. Ezeknek a jellemz6i, hogy

nem stacionér adatok és a trend-adatoktol megtisztitva vizsgaltam. Ezek is
bizonyitottak, hogy a gyakorlati szamitasok egybevagnak az el6z6 fejezetek-
ben bemutatott elméletekkel.
A vizsgalt két élGadatsor: az idGatlagolt fogyasztas és vagyon értékének loga-
ritmusa [14] és a cukor ardnak logaritmusa [15]: havi adatok harom varaosra
vonatkozolag (Buffalo, Minneapolis és KansasCity) 1972 augustustol 1980
novemberéig.
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