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1. fejezet

Bevezetd

Ebben a dolgozatban disztributiv, grafokkal kapcsolatos algoritmusokkal fogunk foglalkozni. Egy
— grafon értelmezett — algoritmust akkor neveziink disztributivnak, ha az altala végzett szamita-
sok valamilyen értelemben lokalisak, vagyis a csticsoknél helyileg torténnek. Elsfordulhat olyan
informécié, ami minden csiicsnél elérheté — példaul az algoritmus egy vagy tobb bemenete — , de
a csticsoknak a szamitasok elvégzése kézben tipikusan kevés informéciéjuk van a tébbi cstcsrol.

Az algoritmusok szamitasainak elosztasa, vagyis disztribicidja tobb szemponthol is fontos.
Egyrészt rengeteg alkalmazés 1étezik, ahol hasznos, ha egy nagy rendszer a hilézat egészére vo-
natkozoé feladatokat fels6bb iranyitas nélkiil tud véghezvinni. Ilyen lehet példdul egy irodaépiilet
belss, vezeték nélkiili kommunikicidés hélézata, de akar az internetes peer-to-peer adatcsere is.
Masrészrsl a szamitogépek fejlgdésével — kiilonosképp a tobbmagos processzorok megjelenésé-
vel — egy algoritmus részekre osztasa, és a részek parhuzamos végrehajtisa nagyban javithat a
teljesitményen, akkor is, ha azt egyetlen szamitégép végzi, és fizikailag nincsenek szétszorva a
részfeladatokat végzd egységek. Mi ez utdbbi kérdésksrrel nem foglalkozunk.

Szeretnénk eldrevetiteni, hogy két nagy részre bonthatoak a disztributiv algoritmusok, az
alapjan, hogy milyen halozaton futtatjuk 6ket. A halozat lehet statikus, vagyis belathato idén
beliil nem valtozé (példaul egy tuthalézat); vagy dinamikus, azaz id6ben valtozoé — ennek szamos
tipusa van, ezek koziil néhanyat késébb precizen definidlunk. Természetesen dinamikus halézaton

sem csak disztributiv algoritmust lehet értelmezni, de mi ezekkel fogunk érintélegesen foglalkozni.

1.1. Alapprobléma

Az alapvets feladat a legtdbb esetben az, hogy a bemenetbdl a csacsok szomszédaikkal valé kom-
munikaci6 segitségével kiszamoljanak maguk szamara egy bizonyos informaciohalmazt. Ebben
a dolgozatban leginkdbb — de nem kizarélag — az tutkeresés témakorével szeretnénk foglalkozni.

Ekkor célunk egy routing table konstruélasa.



1.1.1. Definicié. Egy v csicsndl taldlhato, dltaldban (d,s,next,(s)) alakid informdcichdrmast
cimkének nevezink, ahol s a célillomdst, d az oda vezetd it tdvolsdgdt jelenti, next,(s) pedig
megadja a kovetkezd lépést a cél felé vezetd tton. Egy adott csicsndl taldlhato cimkék 0sszessé-
gét cimkelistdnak nevezziik. A grdf dsszes csicsandl taldlhatd cimkelistak 0sszességét irdnyito

tabldzatnak vagy routing table-nek nevezzik.

Megjegyezziik, hogy egy cimkének nem feltétleniil kell ilyen alaktinak lennie, még akkor sem,
ha iranyit6 tablazatot konstrudlunk: a 4. fejezetben informéciénégyesek, illetve 6tdsok is el

fognak fordulni, ez dltaldban fiigg az adott algoritmustdl, illetve akar annak implementéciojatol.

1.1.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy vy csics el tud irdnyitani eqy v, csicsba, ha a cim-
kelistdjaban van olyan (d, s, next,,(s)) cimke, ahol s = vy, valamint minden i € {1,...,k—1}-re

v; = nexty, ,(vk), €s v; cimkelistdjiban is megtaldlhato vy,.

Megjegyezziik, hogy az "el tud iranyitani" kifejezés a gyakorlati alkalmazasokbo6l ered, hiszen
ezeknél tipikusan egy lizenetet — masnéven: csomagot — kell eljuttatni egy célallomésra. Az lizenet
rendelkezik a céldllomésra vonatkozo sziikséges informaciokkal, és ez alapjan az irdnyit6tablank
irdnyitja.

Most pedig lassuk az egyik legalapvet&bb disztributiv cimkéz§ eljarast, a Bellman-Ford algo-

ritmust.



2. fejezet

Disztributiv Bellman-Ford algoritmus

Adott egy G(V, E) irdnyitatlan graf W : E — R* sulyfiiggvénnyel, valamint egy kitiintetett
s € V, a forrdspont. Célunk megkonstruélni egy iranyit6 tablazatot, ami alapjan a graf barmely

cstcsabol el tudunk iranyitani a forraspontba legrévidebb Gton.

2.0.3. Jelblés. Legyen source : V — V U{L} egy fuggvény. Egy v € V cstcsra source(v) := v,

ha v a forraspont, source(v) := L egyébként.
2.0.4. Jelolés. Jeloljiik d,-vel a v cstucs cimkéjében talalhato d tavolsagot.

2.0.5. Megjegyzés. Magat a grafot nem soroljuk az inputok kizé, mert a grdfon futtatjuk az

algoritmust.

2.0.6. Megjegyzés. Ugyan az algoritmust egyetlen forrdsponttal adjuk meg, vagyis mindenki
egy kitilintetett csticsba szeretne elirdnyitani legréovidebb dton, ugyanakkor az eljards konnyen
kiterjeszthetd 1 < k < n forraspontra. Ekkor egy csics nem egyetlen cimkét tarol a cimkelis-
tdjaban, hanem annyit, ahdny forraspont van. Ilyenkor az algoritmus minden beérkezs cimkére

megkeresi a cimkében szerepld forraspontrél 1évs aktudlis adatat, és azt frissiti.



Algorithm 1: Disztributiv Bellman-Ford algoritmus egy forrasponttal

input : Minden v € V ismeri |V| = n-t, source(v)-t és a ra illeszkedd éleket, illetve a
szomszédait.

output: Minden v csicsnél egy (d,, s, next,(s)) alaka cimke, ahol s a forraspont, d, a
forrasponttol vald tavolsag, next,(s) pedig megadja az s-be vezets legrovidebb 1t
kévetkezs alloméasat.

1 foreach v € V do

2 nexty,(s) == v ;

3 if source(v) = v then
4 ‘ dy, =0

5 else

6 ‘ dy i= 0
7fori=1,....n—1do

8 foreach v € V do

9 if d, < oo then

10 ‘ Elkiildi az éppen aktualis (d,, s, next,(s)) cimkéjét a szomszédainak
11 foreach Minden w € V csiicstdl kapott (dy, s, next,(s)) cimkére do

12 if dy, + W({v,w}) < d, then

13 ‘ (dy, s,nexty(s)) == (dw + W({v,w}), s, w)

14 foreach v € V do

15 ‘ return (d,, s, next,(s))

2.0.7. Megjegyzés. Az algoritmus néhany egyszerti modositassal iranyitott grafon is miiks-
dik, ekkor a nemnegativ élfiiggvény helyett a graf negativ koroktsl vald mentességét kell fel-
tenni. Ugyanakkor ez a feltétel elhagyhat6, abban az értelemben, hogy az algoritmus outputjabol
konnyedén ellendrizhetd, hogy taldlhato-e a grafban negativ kor. Minden {u, v} élre ellendrizniink
kell, hogy d,, + W ({u,v}) < d, teljesiil-e. A graf akkor és csak akkor tartalmaz negativ kort, ha
ez a feltétel valamelyik élre teljesiil. Ekkor természetesen az output irdnyité tablai nem lesznek

alkalmasak a legrovidebb tton vald irdnyitasra.

2.1. Bellman-Ford valtoz6 halézatban

Ebben a részben azt fogjuk réviden megvizsgalni két példan keresztiil, hogy hogyan reagal a
Bellman-Ford algoritmus a graf megvéltozasara. Ez a kérdés alapvets fontossagu, hiszen ezen

miulik, hogy az algoritmusunk — jelenlegi dllapotdban — alkalmas-e példaul egy szamitogéphalozat



kommunikaciéjat iranyitani. Az ebben a részben szerepls példakat |1] motivalta.

Elgszor is tekintsiik az algoritmus azon modositott verzidjit, ahol minden csucs egy kiilonallo
forraspont, vagyis minden csiics n darab cimkét tarol a cimkelistdjidban — ekkor az algoritmus
lefuttatdsa utan barhonnan barhova el tudunk iranyitani legrévidebb uton. Tovabbra is tegyiik
fel, hogy az élfiiggvény pozitiv.

Tegyiik fel tovabba, hogy nem vetiink véget az algoritmusnak, vagyis a ciklusunk a végtelen-
ségig fut és a csicsok egymassal el6re megadott id6kézonként cimkelistat cserélnek. Ekkor, ha
a graf nem valtozik, akkor egy id6 utdn mar nem fog valtozni a cimkelista egyik csticsnal sem,
ilyenkor azt mondjuk, hogy az algoritmus stabilizalédott.

Mbodositsuk tovabba az algoritmust annyiban, hogy egy csics ne csak akkor véltoztasson
a mar meglévé cimkéjén, ha anndl jobbat kap, hanem mindig vesse Ossze az egy adott forréds-
pontra vonatkozé beérkezd adatokat, és azok koziil valassza ki a legjobbat. Ez ugyan tébb lokalis

eréforrast igényel, de sziikséges, amennyiben a graf megvaltozik.

2.1.1. Egy cstiics hozzaadasa

Miutan beallt a fent leirt allapot, adjunk hozza a haldézathoz egy Uj w csticsot, mely néhany éllel
csatlakozik a mar meglévs csicsokhoz. Minden cstcs, ami w-vel szomszédos, a kévetkezs korben
felveszi w-t a cimkelistajaba a becsiilt tavolsagokkal. A w csatlakozaséat kivetd masodik kérben
w szomszédainak szomszédai is mind tudomaést szereznek w-rél, és igy tovabb. A graf minden
csiicsa legrévidebb niton fog tudni irdnyitani w-be, és az Gsszes tobbi csicsba legfeljebb n kor
milva (ahol n az eredeti graf csucsainak szama). Ez biztosan igaz, hiszen az eredeti algoritmus
kezdeti bemenetébdl indulva (amikor minden csticsnal minden tavolsag oo) véget érne n kor alatt.

Nézziink egy példat arra, amikor valéban n korig tart a stabilizaci6.

O————e——®——m——®

A fenti példan jol lathato, hogy vs valéban az 5. kérben szerez tudomast w-rél, és az 5. kor
utdn tud minden cstcsba legrovidebb tton irdnyitani. Tetsz6legesen nagy n-re adhaté hasonlo
példa, ahol a graf egyetlen tut.

Egy él hozzavétele rendkiviil hasonld, ezért arra nem térnénk ki. Ebben az esetben szintén
legfeljebb n kor alatt stabilizalédik az algoritmus.

Levonhatjuk tehat a kovetkeztetést, hogy a Bellman-Ford algoritmus jol reagal egy csics
vagy egy él megjelenésére, amennyiben az 1j élek koltségei pozitivak. Ez irdnyitott esetben is
hasonléképpen miikodik, akkor azt kell feltenniink, hogy nem keletkezik negativ kér a grafban.

Az algoritmus stabilizdlédésa viszonylag révid id6 alatt megtorténik, és a stabilizacid el6tt

sem torténhet félreiranyitas, legfeljebb nem a legrévidebb tton halad majd a csomagunk.



2.1.2. Egy csftics eltavolitasa

Egy cstcs (vagy egy él) eltavolitasa a grafbol sokkal sulyosabb kovetkezményekkel jar. Egy példan
keresztiil mutatjuk be, hogy mennyire elromolhat az algoritmus egy csiics elvétele esetén. A
kezdeti allapotban a még valtozatlan grafot mutatjuk az algoritmus stabil allapotaban. A csacsok

folé feljegyeztiik, hogy a cimkéjiik szerint w-be vezets legrovidebb ut milyen hosszi.

0 1 2 3 4 Y
OH————E——®——m—®

A kovetkez§ pillanatban vegyiik el w-t és a hozza tartozo élet. Megjegyezziik, hogy ez ugyan-
olyan eredményt sziil, mintha csak az élet vennénk el, igy a két esetet egy példan keresztiil
mutatjuk be.

Megjegyezziik tovabbé, hogy feltételezziik, hogy ilyen helyzetben az él megsziinését vy oly
moédon érzékeli, mintha abba az irdnyba oo hosszu Ut vezetne w-be, és a cimkéjét is ennek
megfelel§en modositja. A megsziinés utani pillanat, ahol a cstcsok még nem kommunikaltak

egymassal, tehat igy irhatoé le:

0 00 2 3 4 5}
O———E——®——m—®

A kovetkez6 kommunikacié soran vy kétféle informaciot tud w-rél: egyrészrél érzékeli, hogy
egy oo hosszu Gtja van oda (mésszoval nem tud oda irdnyitani), masrészrél ve-t6l olyan informé-
ciot kap, hogy arra tud 2 hosszi titon menni w-be. Igy tehat vy frissiti a w-re vonatkozo cimkéjét

(w, 3, vg)-Te.

0 3 2 3 4 5
O ————m——m——®

Ezutan ve mindkét szomszédjatél azt az informécidt kapja, hogy belsliik 3 hosszi Gt vezet
w-be. Mivel vy ezeknél révidebb tutrél nem kap informéciot, ezért frissiti a cimkéjében a w-be
vezet§ Gt hosszat 4-re.

Az ez utani kérben hasonlé meggondolasbol vy és vs frissitik a w-be vezet§ ut hosszat 5-re.

Az ezt kovetd korben vy 6-ra modosit, ekkor mér vy is kénytelen 6-ra modositani.

0 ) 6 5] 6 5
O ————m——o—®
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Innen mar bizonyara latszik, hogy mi fog térténni: a csicsok szép lassan egyesével novelik a
w-ra vonatkozo tavolsdgukat, ez a névelés pedig sosem all meg (amennyiben a graf nem valtozik).
Ezért is hivjak ezt a végtelenig szamolas problémajanak.

A végtelenig szamolas rengeteg gondot vet fel. A legszembe6tlébb, hogy 1tjara tudunk boceséaj-
tani egy w-be cimzett csomagot, és az algoritmus ezt a csomagot a végtelenségig fogja iranyitani
anélkiil, hogy az valaha is célbaérhetne. Es ez nem feltétleniil csak a w-be cimzett csomagokkal
lehet igy: tegyiik fel, hogy nem a fenti példagrafon vagyunk, és egy csiics eltavolitasaval t6bb
komponensre szakad a grafunk. Ekkor semelyik komponens nem fogja megtudni egyik masikrél
sem, hogy oda mar nem tud iranyitani.

Gyakorlati probléma tovabbé a folyamatos szamolas. A disztributiv halézatoknal altalaban
valamilyen korldtot szoktunk szabni a cimke illetve az idGegység alatt elcserélhetd informéacio
méretének, de a lokilis szamitas erdforrdsigényeit sem érdemes figyelmen kiviil hagyni, hiszen
a csucsaink lehetnek olyan fiiggetlen eszkdzdk, amik csak korlatozott, belsé aramforrassal ren-
delkeznek — példaul mobiltelefonok vagy radidkésziilékek. Az ilyen eszkézok szaméara rendkiviil
megterheld is lehet a folyamatos, véget nem érd szamolds. Gondoljunk csak arra az imént em-
litett példara, ahol w elvételével a graf komponensekre szakad: ekkor egy csiics az elérhetetlen
komponens méretével megegyezd szami cimkét fog minden kdrben feleslegesen frissiteni.

A végtelenig szamolas problémaja abbdl adddik, hogy egy adott csics nem tudja megmon-
dani, hogy & rajta van-e azon az uton, amit egy masik csics javasol neki. A fenti példagrafban
javithattunk volna a helyzeten, ha a szomszédoktél kapott next pointereket is figyelembe vessziik,

de ez komplikaltabb grafokban nem feltétleniil jelent megoldast.

2.1.3. A végtelenig szamolas kezelése a gyakorlatban

Szamtalan olyan apré modositasa létezik a Bellman-Ford algoritmusnak, amik igy vagy udgy
valamennyire kezelik ezt a problémat, de a megoldasok hatékonysiga &dltalaban nagyban fiigg
a konkrét gyakorlati alkalmazastol. Mi most a részletekben vald elmélyedés nélkiil ismertetiink

néhany lehetséges megoldast, részletes leiras [2|-ben talalhato.

A végtelen megvalasztasa. A legalapvet6bb megoldas a végtelen gyakorlati megvalasztasa-
ban rejlik: a valésidgban mindig létezik egy maximalis tavolsag, ami nem létezhet a grafunkban.
Elstlyozatlan esetben |E| + 1 példaul ilyen. Kiegészithetjiik az algoritmusunkat tigy, hogy ezt a
szamot vilasztjuk "végtelennek", és amennyiben egy v cstics ezt a szadmot {rnd valamelyik cimké-
jébe, igy az abban a cimkében szerepld csiicsot tekintsiik elérhetetlennek. Kénnyen lathaté, hogy
ezen modszer alkalmazasaval nem fogunk ténylegesen végtelenig szamolni, és az algoritmusunk

idével stabilizalédni fog, azonban nagyon hosszi szamolasok még igy is el6fordulhatnak.
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Split horizon with poisoned reverse. A fent emlitett megoldas felgyorsitasara alkalmaz-
hato eljaras lenyege a kovetkezs: amikor egy v cstucstunk egy (d, s, next,(s)) cimkéjével kapesolatos
informéciot tovabbit a szomszédainak, akkor next,(s) felé azt kozvetiti, hogy s szaméra elérhe-
tetlen. Ezzel a gyakorlatban szamos végtelenig szamolas megel6zhets, példaul a fent bemutatott

példan nem kovetkezne be, ugyanakkor nem szolgal altalanos megoldasul.

Kivaltott frissitések. Ez a modszer a fent ismertetett két eljaras kiegészitéseként célrave-
zetd. A gyakorlati alkalmazasokban a csicsok kozti kommunikéicio torténhet viszonylag ritkan
(példaul harminc mésodpercenként), ezt most szokésos frissitésnek fogjuk nevezni. Ezen modszer
lényege, hogy barmikor, amikor egy cstics valtoztatast hajt végre a cimkelistajaban, errél azonnal
egy kiilonleges iizenetet (egy kivaltott frissitést) kiild a szomszédainak, nem megvarva a kovet-
kez6 szokasos frissitést. Amennyiben ez a szomszédok cimkelistdjaban frissitést eredményez, a
szomszédok is kivaltott frissitést kiilldenek a szomszédaiknak, és igy tovabb. Ez a mddszer ritkan
frissiilé hal6zatokban alkalmazhaté, ugyan a problémét nem sziinteti meg teljesen, a stabilizaciot

felgyorsitja.
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3. fejezet

Konnyd problémak dinamikus

hal6zatokban

Ahogy azt az el6z6 fejezetben lathattuk, az atkeresés egy elsére nehéz probléma egy valtozé ha-
lozatban, ezért vizsgaljunk meg néhany egyszertibb kérdést. Miel6tt azonban ezt megtehetnénk,
be kell vezetniink néhany alapfogalmat.

Elég csak arra gondolnunk, hogy méar a dinamikus hdldzat sem egy egyértelmiien definialt dolog.
Valamiféle valtozo grafrol beszéliink, de rengeteg kérdés nyitva all el6ttiink: csak az élek valtoz-
nak, vagy a cstcsok is? Véletlenszertien valtoznak, vagy valamilyen rendszert kovetnek? Milyen

gyakran valtoznak?

3.1. Alapfogalmak

Az egyszertiség kedvéeért egyeldre tegyiik fel, hogy a csticshalmazunk rogzitett, és az élhalmazunk

a valtoz6. Egy ilyen dinamikus grafot a kévetkez6képpen lehet leirni.

3.1.1. Definicio. Legyen G(V, E) egy dinamikus grdf, ahol V a rigzitett csicshalmaz, E : NT —
2VXV pedig a dinamikus élfiigguény, mely minden r € NT kérben megadja a pillanatnyi élhalmazt,
E(r)-t.

Az r. kér alatt azt az iddintervallumot értjik, ami a kitintetett iddpillanatok — vagyis a grdf
megvdltozdsdnak iddpontjar — kézil az r — 1.-t61 az r.-ig tart.

Jeloljiik G(r)-rel G(V, E(r))-t. Az ilyen dinamikus grifokat szokds fejlédé grdfoknak is nevezni
(evolving graph).
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3.1.1. Ellenfél modellek

Ellenfél (adversary) modellnek nevezziik a modszert, ami alapjan meghatarozzuk a dinamikus
élfiiggvenyt. Adaptiv legrosszabb-eset ellenfélnek (adaptive worst-case adversary), roviden
adaptiv ellenfélnek nevezziik azt a modellt, ami "menet kézben" generalja a grafot. FE(r) ki-
valasztasa fiigghet a cstcsok r — 1. pillanatbeli dllapotatol, vagy akar barmelyik azt megel6z6
allapotatol is. Feledékeny legrosszabb-eset ellenfélnek (oblivious worst-case adversary), ro-
viden feledékeny ellenfélnek nevezziik azt a modszert, ami elgre meghatarozza az élfiiggvényt, igy
a dinamikus halézat alakulasa nem fiigg az algoritmus végrehajtasatol vagy a cstucsok pillanatnyi
allapotaitol.

Végiil pedig véletlengraf ellenfélnek (random-graph adversary) neveziink egy olyan mo-
dellt, ami valamilyen valoszintiségi eloszlas alapjan valasztja ki E(r)-eket. Ez valojaban nem egy
ellenfél. Specialis esete, amikor minden r + 1. kérben (r > 1) minden e ¢ E(r) p valoszintiség-
gel bekeriil E(r 4+ 1)-be, minden e € E(r) pedig ¢ valoszintséggel nem keriil bele E(r 4 1)-be.
Amennyiben ¢ = 1 — p, ugy egy Erd&s-Rényi véletlengrafot kapunk.

3.1.2. Dinamikus atmérd

Egy dinamikus grafon futtatott algoritmus szamitésainak hatékonysigit befolyasolo tényezsk
koziil alapvetd fontossdgi a dinamikus 4tmérs. Ennek definidlasa el6tt lassunk elGszor egy masik
fogalmat.

Tegyiik fel, hogy egy adott grafban minden cstcs rendelkezik egy egyedi informécival. Sze-
retnénk minden csiicstél minden cstcshoz eljuttatni ezeket az informécidkat. Ehhez a kovetkezé
egyszeri eljarast hajtjuk végre: minden cstics minden élén elkiildi az egyedi informaciot. Minden
csucs feljegyez és a kés6bbi kérokben az Osszes élén tovabbkiild minden informéaciot, amit kap.

Az informéciok kiildését addig folytatjuk, amig minden csiics meg nem kap minden informéciot.

3.1.2. Elnevezés. A fent leirt eljarast elarasztasnak (flooding) nevezziik.

3.1.3. Definicid. Egy dinamikus grifban eqy tetszdleges t € N kdrben inditsunk el eqy eldrasztdst.
Legyen D € N q legkisebb olyan, hogy a t + D. kirben az eldrasztds mdr befejezddditt. Ekkor D a

grdf t-hez tartozd dinamikus dtmérdje.

A dinamikus atmérs egy természetes als6 hatara annak, hogy mennyi idére van sziikségiink
ahhoz, hogy egy informaciét eljuttassunk a hal6zat minden cstucsahoz. A kovetkez6 példan ke-
resztiill megmutatjuk, hogy a pillanatnyi atmérs — vagyis a pillanatnyi G(r) grafok atmérGje —
miért nem szerencsés mérdszama az informacié terjedésének dinamikus haldzatban.

Vegyiink egy csillag grafot, ahol egy csiics a graf kézéppontja, aki minden més csiccsal 6ssze

van kotve, az Osszes tObbi cstcs pedig csak a kozépponttal van Osszekdtve, a koltségfiiggvény
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legyen azonosan 1. A cstcsokat jeloljitk v;-vel, i € {1,...,n}. Kezdetben vy legyen kozépen, az
éleket pedig ugy valtoztassuk, hogy minden 1 < ¢t < n — 1 idében v; keriiljon kézépre. Ha vy

ismét kdzépre keriil, akkor a folyamatot tjrakezdjiik.

3.1.4. Példa. A fent leirt példa n = 4 esetében az alabbi pillanatnyi grafok ismétlédnek egymas

utan.

Akar a v,-t6l, akar a v,_1-t6l inditott informaciot tekintjiik, n — 1 korre sziikséglink lesz, mire
az minden cstcsot elér, igy a graf dinamikus atméréje n — 1, pedig a pillanatnyi grafok atmérgje

mindig 2.

3.1.3. T-intervallum OGsszefiiggbség

A statikus grafokhoz hasonléan a dinamikus esetben is fontos feltétel az dsszefiigedség. A kérdést
sok szempontbol meg lehet kozeliteni, mi ezek koziil a |4]-ben definialt T-intervallum Gsszefiig-

gbséget valasztottuk. A dinamikus grafot a fentebb ismertetett moédon értelmezziik.

3.1.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy eqy G(V, E) dinamikus grif T-intervallum &sszefiiggé
egy T > 1-re, ha minden r € N-re a statikus Gy 1 := (V, ﬂ:;T_l E(r)) dsszefiiggd.

A grifot oo-intervallum oOsszefiiggének nevezziik, ha létezik eqy statikus, odsszefiiggd G' =

(V, E') grdf, melyre igaz, hogy minden r € N-re E' C E(r).

A oo-intervallum Gsszefiigg@ség tehét azt jelenti, hogy létezik egy statikus, Osszefiiggd rész-
grafja a dinamikus grafnak, amely végig valtozatlan marad. Ilyen lehet példaul egy feszitdfa.

A masik specidlis eset az l-intervallum osszefliggdség, ami egybevag a pillanatnyi Gsszefiig-
gbség fogalmaval. A fejezet tovabbi részében legfként ezzel fogunk foglalkozni, de megemlitiink

majd T > 1 eseteket is.

3.2. Problémak és feladatok dinamikus halézatokban

Ebben a részben dinamikus halézatokban felmeriil6 alapproblémékkal és azok lehetséges meg-
oldésaival foglalkozunk. A dinamikus halézatot az el6z8 részben definialt modon értjiik (vagyis
statikus ponthalmazzal), egy adaptiv ellenféllel. Feltessziik tovabbé az 1-intervallum osszefiiggs-
séget. FEzen kivill mas feltételt nem szabunk. Tokennek valamilyen egyedi informéciécsomagot

neveziink. Ebben a részben féleg a kdvetkezs probléméakkal foglalkozunk:
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Szamlalas. Azt mondjuk, hogy egy disztributiv algoritmus megoldja a szamlalas (counting)
problémajat, ha egy n csticstt dinamikus grafon futtatva minden cstcsnal véges idén beliil megall

a szamitas, és minden cslcs outputja n.

k-igazolas. Kozeli kapcsolatban all a szamlélassal. A k-igazolasnal (k-verification) minden
csiics megkapja k-t, mint inputot, célunk pedig, hogy minden csics eldontse k > n igazsig-

tartalmat, természetesen itt is véges idén beliil lealld szamitéssal.

k-token terjesztés. KEbben a probléméaban van k darab kiillonb6z8 tokeniink, és a kezdeti
allapotban minden token pontosan egy cstcsnal taldlhatéo meg. Egy csticsnal lehet t6bb token,
és nem minden csicsnél kell tokennek lennie. Azt mondjuk, hogy egy disztributiv algoritmus
megoldja ezt a problémat, ha minden csticsnal megall, az output pedig mindenhol a k token lesz
(vagyis a tokenek &ltal tartalmazott informéciok osszessége). Az, hogy a cstucsok ismerik-e k-t, a

feladattol fligg.

Mindenhonnan-mindenhova token terjesztés. A k-token terjesztés egy specialis esete, itt
minden cstics pontosan egy tokennel indul. A csticsok nem ismerik k = n-t, de azt tudjak, hogy

minden csticsnak van egy egyedi tokenje.

k-bizottsag valasztas. Ebben a feladatban a csicsok csoportokba, tn. bizottsdgokba osztjak
magukat. Minden bizottsdgnak van egy bizottsdgazonositdja, és a célunk az, hogy egy k inputbol
kiindulva minden cstics visszaadja a sajat bizottsdgazonosit6éjat oly médon, hogy a kovetkezd két
feltétel teljesiiljon: 1) minden bizottsag mérete legfeljebb k és 2) amennyiben k > n, akkor csak

egy bizottsag van, amely tartalmaz minden csticsot.

Token tovabbitas. A tovabbitas (forwarding) a feladat nevében arra utal, hogy a tokent
nem lehet lemasolni. Az egész grafban egyetlen token van, és minden csucs tudja magarol, hogy
nala van-e a token. Ha nala van, akkor eldéntheti, hogy maganal tartja még egy korig, vagy
tovabbitja valamelyik szomszédjanak. A célunk lehet az, hogy a token bejarja az Gsszes csucsot,
de akar az is, hogy egy kivalasztott csicstél eljusson egy kivéalasztott cstcsig.

Az ellenfeliink erejét demonstralandé belatjuk a kévetkezd allitést.

3.2.1. Allitas. Adaptiv ellenféllel szemben a fent definidlt dinamikus grdfban az emlitett feltéte-
lekkel a token tovdbbitds feladata nem megoldhats, ha n > 3.

Bizonyitas. Jeldljiik vp-lal azt a cstcsot, ahonnan a token indul, vi-gyel pedig egy tetszdleges
olyan csicsot, ami nem a célallomés (n = 3 esetén ilyen mindig van). Az adaptiv ellenfeliink vo-t

osszekoti vi-gyel, vi-et pedig a graf dsszes cstcsaval. Igy az 1-intervallum Ssszefiiggéseg teljesiil,
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vo-nak pedig két lehet&sége van: vagy megtartja a tokent, vagy tovabbitja vi-nek. Ha megtartja,
akkor az ellenfeliink nem valtoztat a grafon, ha tovabbittja, akkor az ellenfeliink felcseréli vg-t és
v1-et.

Koénnyen lathato, hogy a fenti példaban a token csak vg-t és vi-et jarja be, a graf tovabbi
részeibe sohasem jut el. [J

Egy adaptiv ellenféllel szemben tehét a csomagtovabbito algoritmusok esélytelenek, legalabbis
ha nem tesziink fel erGsebb 0sszefliggdségi feltételeket. Viszont az Gsszes tobbi emlitett probléma,
ahol a tokenek mésolhatok, megoldhat6. Amennyiben megengediink "nagy" {izenetméreteket, tgy

némelyik feladat egészen révid id6 alatt megoldhato.

3.2.2. Allitas. ([4]) A szimldlds és a mindenhonnan-mindenhova token terjesztés feladatok
megoldhatdak O(n) korben, ha a grif 1-intervallum Osszefiiggd és a csiucsok kozti tizenetek O(n -

logn) méretiek.

Bizonyitas. O

A bizonyitas lényege, hogy minden cstics minden kérben minden &ltala ismert informaciot
tovabbit minden szomszédjanak.

A dolgozat kévetkezd részében olyan megoldasokat szeretnénk taldlni, melyek O(log n) méreti

iizeneteket hasznalnak.

3.2.1. A k-bizottsag eljaras

Ahhoz, hogy l-intervallum 6sszefiigg$ dinamikus grafokon végrehajtsuk a k-bizottsag eljarast,
feltessziik, hogy van egy kitiintetett vezércsucs, aki a tébbi csticsok koziil néhanyat meghiv a sajat
bizottsdgaba. Természetesen valjaban nem valasztunk ki elére vezércsiicsot, erre visszatériink
késtbb.

Az eljaras k ciklusbél all, mindegyik ciklus két fazisbol:

Felmérd fazis. Ez a fazis k — 1 korig tart. Minden kérben minden csiics tovabbitja minden
szomszédjanak az altala méar ismert csiucsok koziil annak az azonositdjat, ami a legkisebb azok
koziil, akik még nem tagjai egyik bizottsagnak sem. Kezdetben minden cstics a sajat azonositéjat
kiildi tovabb, ha nem tagja bizottsagnak, illetve a specidlis L jelet, ha igen. Megjegyzik a legkisebb

értéket, amit kapnak a fazis soran, és onnantol azt kiildik tovabb.

Meghivo fazis. A vezetd kivalasztja a legkisebb azonositot, amit eddig megkapott, és elkiild
egy lizenetet, amiben az adott azonositoju cstcsot meghivja a bizottsagaba. Az iizenet tartal-
mazza a meghivo és a meghivott azonositéit, és minden cstcs ezt az iizenetet tovabbitja k — 1

koron at. A fazis végén a meghivott csics csatlakozik a vezets bizottsagihoz.
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A k. ciklus végén minden csucs, aki csatlakozott bizottsaghoz, a vezet§jének az azonositdjat
adja vissza bizottsagazonositoként. Aki nem csatlakozott egyetlen bizottsighoz sem, az a sajat
azonositdjat adja vissza bizottsdgazonositoként.

Mivel valojaban nem valasztunk ki elére egy vezetdt, kezdetben minden csics vezetének
gondolja magat, egészen addig, amig nem kapnak egy néaluk kisebb azonositét. Ekkor atvaltanak
a nem-vezet§ szerepre, és ezutédn csatlakozhatnak mas vezet6k bizottsdgaihoz. Ha egy cstics

egyszer csatlakozott egy bizottsaghoz, akkor ezen mér nem fog valtoztatni.

3.2.3. Tétel. ([4]) A fent leirt eljards megoldja a k-bizottsdg vdlasztdsdnak problémdjdt O(k?)
kér alalt.

Bizonyitas. [

Megjegyezziik, hogy a szamléalas probléma késébbi megoldasdhoz annyiban kell mdédositani az
eljarast, hogy minden csics jegyezzen fel minden azonositét, amirél tudomast szerez. Ez az eljaras
futasidejét nem valtoztatja nagyban, viszont k > n esetben a k-bizottsag feladat megoldasa utan
minden cstcs ismerni fogja az Gsszes cstcs azonositojat, igy a kdvetkezs részben leirt mdédon

megoldhatd a szamlilas problémaja.

3.2.2. Szamlalas a k-bizottsag alapjan

Ebben a részben feltessziik, hogy meg tudjuk oldani a k-bizottsag problémat, és megmutatjuk,
hogy ebbdl hogyan hajthatjuk végre a szamlalast és a token terjesztést.

Tegyiik fel tehat, hogy a kezdeti allapotunk a k-bizottsag feladat egy megoldasa: minden
csiicsnak van bizottsdgazonositdja, legfeljebb k csticsnak ugyanaz a bizottsigazonositéja, és ha
k > n, akkor minden csticsnak ugyanaz a bizottsdgazonositéja.

Ekkor k > n igazsagtartalmanak eldontése ekvivalens annak az eldontésével, hogy egynél tobb
bizottsidg van-e. Hiszen ha k > n, akkor biztosan egyetlen bizottsig van, ha pedig k < n, akkor
egynél tobbnek kell lennie. Ezaltal a cstcsok el tudjak donteni k& > n-et gy, hogy végrehajtanak

egy eljarast, ami ellenérzi a bizottsagok szamét.

A k-igazolo eljaras. Minden v € V cstcshoz tartozik egy x, valtozd, aminek a kezdeti értéke
1. Amig x, = 1, v minden kérben elkiildi a bizottsadgazonositéjat minden szomszédjénak. Ha
v egy, a sajatjatol kiilonbozd bizottsdgazonositét kap, vagy a specidlis L jelet, akkor x, := 0,
és innentdl v minden korben a L jelet kiildi el a szomszédainak. Az eljaras k kor utan leall, és

minden v csdcs visszaadja az x, valtozéjanak az értékeét.

3.2.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy a csicsok eredeti dllapotai a k-bizottsdg vdlasztds eqy kimene-
tének feleltek meg. Ekkor a k-igazold eljdards végén akkor és csak akkor ad vissza minden csics

1-et, ha k > n.
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Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy & > n. Ekkor minden cstcs ugyanahhoz a bizottsaghoz
tartozik, igy soha senki nem kap a sajat bizottsdgazonositojatol kiillénb6z8 bejovs adatot, igy a
kezdeti x, = 1 végig valtozatlan marad minden v € V-re.

A masik irany bizonyitasdhoz a lemma allitdsanal kicsit tébbet latunk be. Megmutatjuk,
hogy ha k < n, akkor minden cstics 0-t ad vissza az eljaras végén.

Tegyiik fel tehat, hogy k < n. Megmutatjuk, hogy az ¢. kérben legaldbb i darab olyan v
csiics van, melyre z, = 0. Vegyiink egy vagast a grafban, az egyik oldalon legyen egy kitiintetett
bizottsdg minden olyan v csucsa, akire x, = 1, a masik oldalon pedig minden masik cstcs. Az
l-intervallum &sszefliggséghdl kovetkezben a vigas tartalmaz legalabb egy élt, aminek az egyik
végén egy u csucs van a kitiintetett bizottsaghol, amire xz, = 1. Ez az u csics azonban olyan
informéciot is fog kapni, ami nem egyezik meg a sajat bizottsagazonositéjaval, igy x,-t 0-ra
allitja, és a igy az olyan csucsok szama, melyekre x, = 0, eggyel nétt.

Fz minden bizottsigal eljatszhat6, mint kitiintetett bizottsdg. Mivel eredetileg minden bi-
zottsagban legfeljebb k cstcs van, ezért k kor utdn minden bizottsdg minden tagja 0-t fog adni
visszatérési értéknek. [

A szamlalast a kivetkezd modon oldjuk meg. ElGszor végrehajtjuk a k-bizottsag eljarast
k = 1-re, utana az igy kapott kimenettel a k-igazol6 eljarast. Ha k < n, akkor k-t megduplazzuk
és elorsl kezdjiik. Ha k& > n, akkor visszaadjuk n-et. Ezt meg tudjuk tenni, hiszen ebben az
esetben minden csics ismeri minden csiics azonositéjat, igy csak meg kell szdmolniuk, hogy hany
egyedi azonositot jegyeztek fel a cimkelistajukba.

Megjegyezziik, hogy ugyanezzel az eljarassal megoldhaté a mindenhonnan-mindenhova token
terjesztés: ehhez egyszertien csak csatolnunk kell a tokeneket minden egyedi azonosit6hoz. Mivel
minden cstics megkap minden egyedi azonositét, igy minden cstics megkap minden tokent is.

Az eddig leirtakat a kévetkezd tételben foglaljuk 6ssze.

pPowa

3.2.5. Tétel. (Kuhn, Lynch, Oshman, [4]) Az el626 részben ismertetetl k-bizoltsdg eljdrds
az ebben a részben leirt k-igazold eljdrdssal egyiitt O(n?) kérben megoldja a szimldlds és a

mindenhonnan-mindenhova token terjesztés feladatdt.

Tovabbi eredmények. A [4]-es forrasban a szerzék kiterjesztik a fent ismertetett eljarast 7' >
1 esetre. Belatjak, hogy a szamlalas és a mindenhonnan-mindenhova token terjesztés megoldhaté
O(n + %2) korben. Foglalkoznak tovabba azzal is, hogy milyen eredmény érheté el, ha T nem

ismert a csticsok szamara. Ekkor mindkét probléma megoldhaté O(min{n?, n+n?- 10%}) kérben.
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4. fejezet

Lenzen és Patt-Shamir cimkézd

algoritmusa

A dinamikus halézatokra tett kitekintés utan térjiink vissza a hagyoméanyos, statikus grafokon
értelmezett disztirbutiv algoritmusokhoz. Ebben a fejezetben bemutatom Christoph Lenzen és

Boaz Patt-Shamir randomizélt cimkéz§ algoritmusét.

Alapdétlet. Az algoritmus intuiciéja azon a megfigyelésen alapul, hogy a disztributiv algorit-
musok futasideje tipikusan a graf atmérgjétdl flige, hiszen az eljarasok szekvencidlisan fedezik fel
az utakat, lépésenként egyetlen 0j pontot megismerve. Problémék tipikusan a stlyozottan révid,
de silyozas nélkiili értelemben (vagyis lépésszamban) hosszi utakkal vannak. Az alapotlet az,
hogy a lépésszamban hosszii utakat véletlenszert mintavétellel torjlik meg. Véletlenszerten ki fo-
gunk valasztani ©(y/n-logn) pontot, amik a graf gerincét vagy vdzdt(skeleton) adjak majd. Egy
adott csics a kovetkezsképpen iranyit: ha a célallomas O(y/n) lépésre van t8le, akkor kozvetleniil,
ha a célalloméas ennél messzebb, akkor pedig kozvetetten, el§szor ugyanis egy kozeli vazponthoz
irdnyfit, ahonnan a csomag megtalalja az utjat egy, a célallomashoz kozeli vazponthoz, ahonnan
pedig kénnyen tud navigalni magéhoz a célhoz.

AlapvetSen a kovetkez§ dolgokra van sziikségiink: a révid tavon navigdld short-range scheme-re,
a vazpontok kivalasztasara, a hosszi tavon navigilé long-distance routing moédszerre, illetve a
rovid- és hosszutavi irdnyitas osszekapcsolasara. Mindezek el6tt azonban vezessink be néhany

alapvetd definiciot.

4.1. Definiciok

A kévetkezé definiciok soran G(V, E) egy iranyitatlan graf, csicshalmaza V', élhalmaza E. Ertel-
mezlink tovabba a grafon egy W : B — N koltségfiiggvényt. Legyenek v, u € V csiicsok, n pedig
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a graf csicsainak szama.

4.1.1. Definicié. Definidljuk o kdvetkezd élstlyozatlan fogalmakat:

e Nevezziik egy p it 1épéshosszanak az altala tartalmazott élek szamat. Jelolés: [(p).

e Nevezziik u és v cstcsok lépéstavolsaganak a kovetkez6t: hd(u,v) = min{l(p) | p 4t u és

v kOzott }.

o A graf lépésatmeérdje HD := max, ,cv{hd(v,u)}.
4.1.2. Definicié. Definidljuk a kévetkezd, silyozdssal kapcsolatos fogalmakat:

e Egy p at silya (vagy koltsége) az ut altal tartalmazott élek sulyanak Osszege. Jeldlés:
W(p).

e Az u és v pontok W-stlyozott tavolsaga, vagy wd-siilyozott tavolsaga wd(u,v) :=

min{W(p) | p at u és v kozott}.
e A G graf W-silyozott atmérsje WD := max{wd(u,v) | u,v € V}.

4.1.3. Definicio. Definidljuk a kévetkezd fogalmakat, melyek vegyitik az élsilyozatlan és az él-

stlyozott fogalmainkat:

e Adott h € N és u,v € V csucsok agy, hogy hd(u,v) < h. Ekkor u és v h-stalyozott
tavolsaga az u-t és v-t Gsszekdtd, legfeljebb h élbol all6 utak koziil a minimalis tavolsag,
vagyis wdp (u,v) := min{W(p) | p at u és v kozott, és l(p) < h} .

Amennyiben hd(u,v) > h, ugy wdp(u,v) := oc.

e A G graf legrovidebb it Atmérdje a legrovidebb utak élszamainak a maximuma, jel6lés:
SD.

4.1.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy esemény nagy valészintdséggel megtorténik, ha a komp-

lementerének a valdszindségét bedllithatjuk #—nél kisebbre, barmilyen kivant ¢ > 0 konstansra.

4.1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy informdcic lokdlisan ismert eqy grdif eqy csicsdndl,

ha az adott csiucs cimkéjébdl kikovetkeztethetd.

Miel6tt ratérnénk a rovid- és hosszatava irdnyitasra, bemutatunk egy algoritmust, ami a

késébbiekben alapvetd épitékoviink lesz.
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4.2. A BSP algoritmus

A BSP (Bounded Shortest Paths) egy modositott Bellman-Ford algoritmus. A szokésos G(V, E)
grafon és a W koltségfiiggvényen kiviil itt még harom input adatunk van: h, ami egy tavolsag-
paraméter; A, ami egy atfedés-paraméter; és egy S C V csticshalmaz, a forraspontok. Az algorit-
mus Yo € V-t felcimkéz oly médon, hogy a wdp, szerint legkbzelebbi A darab s € S forraspontba

tudunk irdnyitani v-bél ezen cimke alapjan.

4.2.1. Megjegyzés. Magat a gréfot, illetve a koltségfiiggvényt tovabbra sem soroljuk az inputok
kozé, mivel a grafon futtatjuk az algoritmust. Azonban tovibbra is feltessziik, hogy minden cstcs

ismeri a ra illeszkedd éleket, és azok koltségeit.

Input:
heN, AeN SCV

Output:
Minden v € V-hez egy cimkelista, mely (wd;,s,nexty) cimkékbdl &ll, minden i €
{1,...,h}-ra és A darab, az aktualis i altal meghatéarozott wd;-legkézelebbi s € S forras-

pontra, amelyre wdj(v, s) < oco.

4.2.2. Definici6é. L,(t) a lista, amit v € V tovdbbkild a szomszédainak a t. iterdcid utdn, vagyis

a A darab wd;-legkdzelebbi s € S forrds listdja.

Az algoritmus rovid leirasa. A kovetkezd iteraciot futtatjuk h-szor: Minden v € V' (1) meg-
kapja minden u szomszédjatol Ly (i)-t, (2) a szomszédoktol kapott informaciok (és az odavezetd
élek koltségeinek) fiiggvényében frissiti a cimkelistajat ugy, hogy csak a A legkozelebbi forrasra

vonatkozo cimkéket vesz fel, (3) az 0j listat tovabbkiildi a szomszédainak.

Iranyitas. A cimkézés befejeztével, h 1épés utédn szeretnénk eliranyitani egy csomagot v € V-
bél a listdjaban szerepld valamely s forrdspontba. El6fordulhat, hogy v cimkéje szerint u felé kell
haladjunk, L, (h) azonban nem tartalmazza s-t! Ezért nem elég L, (h)-t tekinteni, hanem minden
0 <i<h:Ly(i)-t kell, minden u € V-re. A kib6vitett cimkelistdban mar garantaltan benne lesz

s. Altalaban, ha v és u kozt i 1épést hajtottunk végre, akkor L, (h — i)-t hasznaljuk.

4.2.3. Példa. Az alabbi grafon h = 2, A = 1, S = {s1,s2} esetben h kér utan L,(h)-ban
szerepelni fog s1, L, (h)-ban azonban nem, hiszen abban csak so fog szerepelni. Ugyanakkor

L, (1)-ben szerepelni fog s;.
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3

4.2.4. Tétel. (|5], C. Lenzen, B. Patt-Shamir) A BSP algoritmus minden v € V-t felcim-
kéz oly mddon, hogy v tud irdnyitant ¢ A wdp-legkdzelebbi forrdspontba. Minden u cstcs, ami
ezen o wdp-legrovidebb iton van meg tudja dllapitani a kévetkezd lépést a cimkéjébdl és a csomag
dltal eddig megtett lépések szdmdbol. Az algoritmus legfeljebb O(logn) méretd tizeneteket haszndl.
Az eljards iddigénye O(Ah) lépés.

Bizonyitas. O

4.3. Rovidtava irdnyitas - A short-range scheme

A célunk a short-range scheme-ben minden csticsot megcimkézni gy, hogy el tudjon irdnyitani a
hozza é(\/ﬁ) legkozelebbi csticsba. Vegyiik észre, hogy a BSP algoritmus meghivasa a grafunkra
S:=V,A:=./nés h:=./n paraméterekkel megoldja a problémat, csakhogy a 4.2.4 tétel miatt
O(n) idében, aminél mi gyorsabb modszert szeretnénk. A probléma megoldasara bevezetiink egy

hierarchiat a csucsok kozott.

4.3.1. A Hierarchia

Jeloljiik L-lel a hierarchia szintjeinek szaméat, L értékét majd késébb hatarozzuk meg. A hi-
erarchia szintjeit jeloljik Si,...,Sz-lel. Sy := V, S; pontjait pedig véletlenszertien, fiiggetlen
moédon, egyenls valészintiséggel valasztjuk ki S; 1-b6l V 1 < i < L -re. Igy egy egyre sziikiils
halmazrendszert kapunk, ahol .S; C S;_1 minden 0 < i < L-re.

4.3.1. Definicio. Minden v € V-re és minden 0 < i < L-re Y, (i) legyen a v-hez S;-ben legkdze-
lebbi pont.

4.3.2. Definicio. Minden v € V csicsra Hy(i) := {u € S;—1 | wd(v,u) < wd(v,Y,(i))}, vagyis

az olyan S;_1 beli pontok, amik kozelebb vannak v-hez, mint Y, (i).

4.3.3. Definicié. Egy u € S; csticsra, minden 1 < i < L-re Cy(1) := {v € V | Y, (i) = u},

vagyis azon csicsok halmaza, akikhez u a legkozelebbi S;-beli csics. Legyen Cy(0) := {u}.

23



Input:

n € N, a csticsok szdma

L € N, a hierarchia szintjeinek szama
Output:

Minden v € V-hez a cstcs szintjét jelzs [, ugy, hogy v € S; & 1, > ¢

A graf egy olyan cimkézése, mely alapjan minden ¢ € {1,...,L}-re minden v € V-
bél (nagy valoszintiséggel) el lehet iranyitani Y, (i)-be és minden H,(i)-beli csticsba (nagy
valoszintséggel) legrovidebb tton, tovabba minden u € S;-bdl (nagy valoszintséggel) el lehet

iranyftani minden C,,(i)-beli cstcsba (nagy valoszintiséggel) legrovidebb tton.

Az output jobban kifejtve azt jelenti, hogy minden v cstcs lokélisan ismeri Y, (2)-t és H,(i)-
t, az oda vezet§ tavolsadgokat és next pointereket, valamint az oda vezet6 tton minden cstcs
képes folytatni az iranyitast oly modon, hogy legrovidebb utat kapjunk (nagy valoszintiséggel).
Hasonl6 igaz minden u € S; csicsra is: C,(7)-t lokalisan ismerik, csak agy, mint az oda vezetd
tavolsagokat és next pointereket, és az oda vezets tton szintén minden cstcs tudja folytatni az

iranyitast oly modon, hogy legrévidebb utat kapjunk (nagy valoszintiséggel).

4.3.2. Az algoritmus

A kovetkezd iteraciot futtatjuk L-szer: az i. lépésben minden v € V' cstucs talél egy utat Y, (i)-be
és H,(i) minden cstcsaba. Ahhoz, hogy ezt végrehajtsuk, meghivjuk a BSP algoritmust S;_1
forrashalmazzal. Nézziik, milyen h; és A; paramétereket kell adjunk az algoritmusnak ahhoz,
hogy nagy valdszintiséggel a kivant outputot kapjuk.

Jelblje p; a valészintiségét annak, hogy egy pont bekeriil S;-be.

4.3.4. Allitas. Nagy valdsziniséggel minden v € V-nek van egy S;-be esé szomszédja a hozzd

hd-legkozelebbi O(lop%) cstics kozott.
Bizonyitas. U
4.3.5. Kévetkezmény. Valasszuk h;-t ugy, hogy h; € G)(k;%).

4.3.6. Allitas. Azon S;_i-beli csicsok virhaté szima, melyek eqy rogzitett v csics h; darab hd-

Pi—1 )

legkozelebbi szomszédjai kozt vannak O(log ne=

Bizonyitas. Annak a valoszintisége, hogy u S;_1-beli, p;. Ezért ezen csticsok varhato szama

pi—1-hi = O(logn - %)~ O
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4.3.7. Kovetkezmény. Valasszuk A;-t ugy, hogy A; € O(logn - p;—;l).

A 4.2.4 tétel miatt a BSP algoritmus futésideje az i. iteracioban T; € O(h; - A;) C O(”;—gl).

Mivel az a célunk, hogy ez a futasidé O(y/n)-es legyen, ezért T; := \/n és pg := 1.

4.3.8. Allitas. A p;—;l =T, (1 € {1,...,L}) rekurziv egyenletrendszer megolddsa po = 1 és

201

T; = \/n értékekre p; = n~ 2771,

Bizonyitas. Az allitast i-re valo indukcidval latjuk be. El6szor tekintsiik az i = 1 esetet. Ekkor

a/n= 1% egyenletet kell megoldanunk, melyet atrendezve kapjuk, hogy p; = n~i. Tegyiik fel,
1

hogy az allitast tudjuk ¢ = k-ra. Ekkor

Ezzel az allitast belattuk. O

4.3.9. K6évetkezmény. A BSP algoritmusok paramétereit valasszuk a kovetkezSképpen: h; €
1 1 1
©(n2~ 2T logn), illetve A; € ©(n2T logn) minden i € {1,..., L}-re.

4.3.10. Kovetkezmény. Az S; forrashalmazok varhaté méretei nagy valdszintiséggel a kovet-
1 1
kezok: |S;| € ©(n2"27) minden i € {1,..., L}-re.

4.3.11. Allitas. ([5]) Ahhoz, hogy S; € ©(\/n) nagy valdszindséggel, elegends L = loglogn

szint.

Bizonyitas. O
Az el6z6 &llitas miatt innentdl feltételezziik, hogy L € O(loglogn).

4.3.12. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az algoritmusunk nem fogja lehetévé tenni a forditott
irAnyba valo irdnyitast, vagyis hogy Y;(v)-bdl eliranyitsunk C,(i)-be. Ennek a megvalositaséhoz
a [6]-ban ismertetett algoritmust hasznaljuk, amit itt nem részleteziink. Ezen algoritmus (5(hz)
korben megkonstruélja a cimkéket és irdnyito tablakat, amik megadnak egy Y, (i) gyokeri fat,
melynek segitségével el tudunk iranyitani Y, (i)-b6l Cy(7)-be. Egy cimke mérete O(logn), a tablak

mérete pedig (5(1)
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4.3.3. Az algoritmus - tulajdonsagok

4.3.13. Lemma. ([5]) Az i € {1,...,L} szinteken a kévetkezd tulajdonsdgok nagy valdszini-
séggel igazak maradnak:

(1) S; egy véletlen részhalmaza S;—1-nek, ahova minden S;_1-beli csicsot figgetleniil, egyenld

valdszindséggel vilasztunk be, és P(v € S;) =p; és P(v e S; |v € Si—1) = pf’_il.

(2) Minden v € V csicsra el tudunk irdnyitani v-b6l Y, (i)-be wd-legrévidebb dton.

(8) Minden v € V' ¢sticsra Yy (i) és wd(v,Y,(i)) megadhatdé v cimkéjébdl.

(4) Minden u € S; csicsra barmely w € Cy (i) csics cimkéjének ismeretében tudunk u-bol w-be
wrdanyitant wd-legrévidebdb uton.

(5) Minden v € V' csicsra Hy (i) lokdlisan ismert v-nél, és barmely uw € H,(i) csicsba tudunk

irdnyitani v-b6l, legrovidebb tton, aminek a kéltsége ismert v-nél.
Bizonyitas. O
4.3.14. Lemma. Ha ismerjik a hierarchidt, ami o fenti tulajdonsdgokkal rendelkezik, akkor w

cimkéje alapjan tudunk irdnyitani v-bél w-be, amennyiben

w e U Culi—1)

1<i<L, ueHy (4)

Bizonyitas. Vagyis v-b6l el tudunk irdnyitani az olyan w cstacsokba, akikhez a legkdzelebbi
pont valamelyik ¢ — 1. szinten egy olyan w pont, ami benne van H,(i)-ben, vagyis valamelyik
szinten olyan S;_i-beli, ami kozelebb van v-hez, mint Y, (7). Az iranyitas mikéntje a fenti tulaj-
donsagokbol konnyen lathato: (5) miatt v-ben lokalisan ismert az Gsszes olyan u, aki szoba johet
koztes pontnak, ebben az u-ban pedig lokalisan ismert lesz Y, (i) a (3)-as tulajdonsag miatt. A

v-b6l w-be vezetd ut tehdt a v-bél u-ba, illetve az u-bol w-be vezets utak egymasutanja lesz. [

4.3.4. Stretch és futasiddé

4.3.15. Lemma. ([5]) Tegyiik fel, hogy v,w € V csicsokra és 1 < j < L-re

we ) |J Culi-1).

=1 uEHv(i)

Ekkor a) wd(v,Yy(5)) < (25 — 1) - wd(v, w), valamint b) wd(w, Yy (7)) < 27 - wd(v,w).
Bizonyitas. O

4.3.16. Allitas. Legyenek v,w € V csiicsok, 1 < iy < L pedig a legkisebb olyan, amire Yy, (ig —
1) € Hy(ig). Ekkor wd(v, Yy (io— 1)) + wd(Yy(ip — 1), w) < (4ig — 3) - wd(v, w) € O(L - wd(v,w)).

26



Bizonyitas.
wd(v, Yy (ip — 1)) + wd(Ya(ip — 1), w) < wd(v,w) + 2 - wd(Yy(ip — 1), w) <

< wd(v,w) +4- (ip — 1) - wd(v,w) = (4ip — 3) - wd(v, w).

Az els6 atalakitas a haromszog-egyenlStlenségbdl kovetkezik, a masodik [4.3.15]-b6l. Az allitast
ezzel belattuk. O

4.3.17. Tétel. ([5], C. Lenzen, B. Patt-Shamir) Adoit 1 < L < loglogn-re az L-szintd
rovidtdvi 1rdnyitdshoz haszndlt irdnyitoé tdblak és cimkék megkonstrudlhatéak

oL oL

O(L - (Vn)2*=1 -log?n) C O((v/n)?"~1)

korben gy, hogy a csicsok cimkéi O(Llogn) bitesek.

4.4. Hosszatavua iranyitas - Long-Distance Routing

Az algoritmus bevezGjében mar ismertettiik a koncepciot, miszerint a tavoli pontok kozti iranyitas
a graf csontvdzdn fog zajlani. Ennek a pontos mikéntjét fogjuk leirni ebben a részben, azt azonban
érdemes el6revetiteni, hogy a csontvéazat a révidtav irdnyitas soran megismert legfelss hierarchia-

osztaly, St fogja adni.

4.4.1. Definicié. (Csontvaz graf - Skeleton graph) Adott, W silyfiggvénnyel, V csicshal-
mazzal és E élhalmazzal rendelkezé G = (V, E,W) grdfra, S CV csticshalmazra és h € N-re a h
lépési, S csontvdzu silyozott Gsyp = (S, Egp, Wsp) grifot a kivetkezdképpen definidljuk:

Egp = {{v,w} |v,w € S és hdg(v,w) < h}, valamint

V {v,w} € Egp-ra Wep(v,w) := wdp(v,w), vagyis Wsj, a h-silyozott tdvolsig v és w kozott
G-ben.

A definicoban hdg(u,v)-vel jelolt tavolsag a két pont lépéstavolsaga G-ben, vagyis a két pontot
Osszekotd utak koziil a minimélis élszaminak az élszama. Emlékeztetiink tovabba, hogy a 4.1.3
definicié alapjan a h-siilyozott tdvolsag a két pontot Ssszekdts, legfeljebb h élbél all6 utak koziil
a minimalis koltségl. Ezek alapjan észrevehetd, hogy Esj nem részhalmaza FE-nek, és a csont-
vazgrafban megjelend élsulyok sem feltétleniil fordulnak el6 G-ben élsilyként.

Azonban, amennyiben S véletlen részhalmaza V-nek, valamint h € Q(”‘Ig% ), akkor a Ggp,-beli

tavolsagok nagy valoszinitiséggel megegyeznek a G-beli tavolsagokkal. Fz azt jelenti, hogy G-

n-logn

ben elegendd volna O( K ) €lbél allo utakat tekinteni, ha legrovidebb utat keresiink. Ezt a

kovetkezs lemméban foglaljuk 6ssze:
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4.4.2. Lemma. (|5]) Legyen Sgr egy csicsokbdl dllo véletlen halmaz, melynek tagjait egyenld
valdszintdséggel vdlasztjuk ki: P(v € Sg) = p valamilyen adott p-re. Valamint legyen S O Sgr. Ha

p>c- 10%” egy elegendden nagy ¢ konstansra, akkor nagy valdszinidséggel wdg, p(u,v) = wd(u,v)

YV u,v € S-re.

Bizonyitas. [

Célunk megkonstruélni Gg, p-t, és kiszdmolni a legrévidebb utakat minden pontjabol minden
pontjaba. Két problémaba iitkoziink: az egyik, hogy G 5, élei virtualisak — egy legfeljebb h élbél
all6 legrovidebb ttnak felelnek meg G-ben, a masik pedig, hogy Gg p-nak rengeteg, akar 2(|S|?)
éle lehet.

A két problémat egyszerre fogjuk megoldani. Mikozben a csontvéz-graf éleit és tavolsagait sza-

moljuk, ritkitani fogjuk a csontvazgraf éleit. Ha ez kész van, akkor a csontvéaz kellGen ritka lesz

4.4.3. Definicio. Legyen H = (V, E) eqy silyozott graf W silyfiggvénnyel, legyen tovdbbd k >
1. H egy sulyozott k-spannerje eqy silyozott H' = (V, E',W') grdf, ahol E' C E, W'(e) = W (e)
Ve e E élre, valamint wdg (u,v) < k-wdg(u,v) ¥V u,v € V, ahol wdy: és wdy a H'-beli illetve

a H-beli silyozott tdvolsdgokat jelentik.

4.4.1. A Baswana-Sen spannerkonstrukciés algoritmus

Ebben a részben ismertetjiik a Baswana-Sen algoritmust, amire a hosszutava irdnyitdsunk épiilni
fog. Az eljaras részletes leirdsa megtalalhato [7]-ben. Alapétlete az, hogy a cstucsokat az algorit-
mus soran csoportokba (an. clusterekbe) rendezziik. A bemenet egy H = (Vi, By, Wy) graf és
egy k € N paraméter.

Az algoritmus dgynevezett fazisokra oszlik. Az els6 fazisban minden csics egy egyelemd cluster,
ezeket jelolje Ry. A kés6bbiekben i € {1,...,k — 1}-re az i. fazisban R; minden tagjat vélet-
lenszertien, fiiggetleniil, azonos valdsziniiséggel megjeldljiikk. A megjeldlt clusterekbél fog allni
Riyq.
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Algorithm 2: A Baswana-Sen algoritmus

1 1. Ry := {{v} | v € Viz}, vagyis minden cstics egy egyelem cluster;

2 2. fork=1,...,k—1do

3 a. R; minden clusterét jeloljiik meg fliggetlen modon, véletlenszertien \VH|_71
valoszintiséggel. R;.1 := {megjellt clusterek} ;

4 b. if v egy jeldletlen cluster csicsa then

5 Q. legyen azon élek halmaza, amik legrévidebb élek v és a v-vel szomszédos

clusterek kozott ;

6 if Ha v egyik szomszédos clustere sem jeldlt then

7 Q, Osszes élét adjuk hozzé a spannerhez;

8 else

9 Legyen u a v-hez legkozelebbi olyan pont, ami jelélt clusterben van. Ekkor v

csatlakozik az u-t tartalmazo clusterhez, majd hozzaadja a spannerhez {v, u}-t,

illetve @, olyan éleit, amik {v,u}-nal rovidebbek;

10 3. Minden cstics hozzdad a spannerhez minden olyan élt, ami legrovidebb él kozte és egy

szomszédos X € Ry, cluster kozott ;

4.4.4. Tétel. ([7], Baswana, Sen) Adolt H(Vy, Ex) silyozolt grifra és k > 1 paramélerre a
fenti algoritmus kiszdmolja H egy (2k—1)-spannerjét, aminek nagy valdsziniséggel O (k- \VH|1+%-

logn) éle van.

Bizonyitas. U

4.4.2. Az LDC algoritmus

Ebben a részben ismertetjiik az LDC (vagyis Long Distance Construction) algoritmust. Alapja
az imént bemutatott Baswana-Sen algoritmus. Azonban a mi esetiinkben az élek, amiket a fenti
algoritmus 2/b és 3 lépéseiben hasznalunk, egy-egy legrovidebb ttnak felelnek meg az eredeti
grafban (lasd az 4.4.1 definiciot). A fenti algoritmus tehat modositasra szorul, hiszen igy nem
elegendd szomszédos clustereket keresni. A modositds nem trivialis, hiszen a Baswana-Sen algo-
ritmusban minden csicstol legfeljebb egy lépéstavolsagra 1évs clustereket tekintettiink (vagyis
szomszédosakat), viszont amikor attériink élekrdl legrovidebb utakra, az éleken értelmezett "szom-
szédos” fogalom mar nem feleltethetd meg olyan konnyen egy, a legrévidebb utakon értelmezett

hasonlé fogalomnak. Erre a problémaéara a kovetkezd lemma ad megoldast.

4.4.5. Lemma. (|5]) A Baswana-Sen algoritmus outputja nagy valdszinidséggel nem wvdltozik,

amennyiben a 2/b és 3 lépéseiben minden csics csak a c - |VH|% -logn legkozelebbi clusterhez
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vezetd legrovidebb éleket tekinti (kellden nagy ¢ > 0 konstansra).
Bizonyitas. U

4.4.6. Kévetkezmény. A BSP’ algoritmust A € (’)(\S\% -logn) atfedés paraméterrel hivjuk

meg. Az 4.4.2 lemma kovetkezményeként a h tavolsdgparaméter legyen h € O(n - IT%F)

A 2/b és a 3 lépésekben tehat legrovidebb utakat keresiink a legkdzelebbi ¢ - \VH|% -logn
clusterbe. Ennek implementalasahoz egy modositott BSP algoritmust fogunk hasznélni.
Mivel legktzelebbi clustereket szeretnénk talalni, nem pedig legkdzelebbi csticsokat, ezért a ha-
gyomanyos BSP-algoritmus nem lesz megfeleld: hiszen az egy adott csicshoz a legkdzelebbi A
darab forraspontot taldlja meg, tehat ha modositatlanul futtatnank, a clusterbeli pontokkal,
mint forraspontokkal, akkor eléfordulhatna, hogy csak egyetlen clustert taldl meg (abban pedig
A forraspontot). Ennek kikiiszobolésére a forrascsticsok azonositédsara hasznalt forrds-azonositot

ugyanarra allitjuk egy adott clusteren beliil.

4.4.7. Definicié. Egy v € V csiicsra source(v) a csics forrdsazonositdja. Ertéke L, ha a csics
nem forrds; v, ha forrds a sajdt azonositéjdval; w, amennyiben forrds eqgy v # w € V csiics

azonositdjdval.

Célszerd tgy elképzelni, mintha egy X cluster Osszes cstcsat atneveznénk z-re. Ezutén az
algoritmus egy clustert csak egyetlen egyszer fog feljegyezni maganak, és igy a A legkdzelebbi
clustert fogja megtalalni, nem pedig a A legkozelebbi csticsot (lasd az 4.2 részt a BSP algoritmus
leiraséeért).

Ugyanakkor az iranyitas végrehajtasa végett sziikségiink van az Gt végpontjara, ezért a clusterbeli
csiicsoknak megtartjuk az eredeti azonositojat is, és ezeket is feljegyezziik a cimkelistdkba. Tehat
a BSP-algoritmus L, (7) informacioharmasai (lasd az 4.2.2 definiciot) helyett L/ (7) informacione-
gyeseket tovabbitunk. Ez az algoritmust végrehajtasat és futasidejét érdemben nem hefolyasolja.

A médositott algoritmust nevezziikk BSP’-nek.

4.4.8. Megjegyzés. Egy (d, f,u,w) € L] alaku cimke jelentése: az f clusterben talalhat6 w
cstcsba vezetd d sulyd at kovetkezd csucsa u. Az algoritmusben tovabba sziikségilink van arra,
hogy megkiilonbdztessiik egyméstol a jelolt és jeloletlen clustereket, ezért a cimkéink a kovetke-

z6képpen fognak kinézni: (d, (f,b),u,w), ahol b =1, ha f jelolt cluster, b = 0, ha jeldletlen.

Elgsz6r az EDGES algoritmust mutatjuk be, melyet szubrutinként fog hasznélni az LDC-
algoritmus. Az EDGES-t hasznéljuk a Baswana-Sen spannerkonstrukcié 2/b és 3 1épéseinek meg-

valositasidhoz.

4.4.9. Definicié. Egy X CV clusterhez tartozo csicsot a cluster vezetdjének vagy cluster-

vezérnek nevezink, amennyiben minden x € X csics az § forrdsazonositdjat haszndlja.
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4.4.10. Definicid. Definidljunk eqy I figgvényt, ami megadja eqy v € V csics clusterének
vezetdjét. F : V — VU{ L}, F(v) = w, amennyiben v clusterének vezetdje w, valamint F(v) = L,

amennyiben v nem tartozik clusterhez.

Algorithm 3: EDGES:
input
F:V—>VU{L}; RCV;heN; AeN
output:

E, C FE, a spannerhez hozzaadandé élek
W, : Ey — R, ezen élek koltségei

1 foreach w eV do

2 if F(w)¢ RU{L} then

3 ‘ source(w) := (F(v),0) ;

4 else

5 if F(w) € R then

6 ‘ source(w) := (F(v),1) ;
7 else

8 ‘ source(w) := L ;

9 L, :=BSP’(h, A, source) ;

10 B, :=0;

11 if F, ¢ RU{L} then

12 Ly =L, \ {(0, (F(v),0),v,v)} ; // kordk eltavolitasa
13 foreach (d, (f,b),u,w) € L, do
14 broadcast (d, {v, w}) ;

15 E,i =E;U{v,w};

16 Wi({v,w}) :=d;

17 if f € R then

18 ‘ break ;

19 return (B, W)

4.4.11. Megjegyzés. Az algoritmus inputként kapott négy paraméter kozil R (a jelolt cluste-
rek), h és A globalisan ismert, vagyis minden csics hasznéalhatja Sket a lokalis miiveleteknél. A
negyedik paraméter, az imént ismertetett F' lokalisan ismert, vagyis minden v cstics ismeri F'(v)

értékeét.
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4.4.12. Megjegyzés. Az algoritmus sordn F(v) helyett valojaban (F(v),0), illetve (F(v),1)
péarosokat hasznalunk, ezek célja, hogy meg tudjuk kiilonboéztetni a jelolt clustereket a jeloletle-

nektsl.

4.4.13. Megjegyzés. Az algoritmus soran feltessziik, hogy a rendelkezésiinkre all egy ’broad-
cast’ utasitds, ami bizonyos informaciét elérhetévé tesz minden cstcs szamara. Ennek a parancs-
nak a végrehajtasakor az adott informéciét minden csiics minden élén tovabbkiildi. Kénnyen
lathato, hogy ahhoz, hogy egy ilyen informacié minden csicshoz eljusson, HD korre van sziik-

ség. Részletes leiras [5]-ben talalhato.

4.4.14. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy a BSP illetve BSP’ algoritmusok tévolsag sze-
rinti névekvs sorba rendezik az outputjaikat (vagyis a cstacsok cimkelistait). Ennek megfelelGen az
edges algoritmus 13. sordban ugy értjik a feltételt, hogy névekvs sorrendben haladunk a cimké-
ken. Igy az algoritmus pontosan a Baswana-Sen algoritmus 2 /b illetve 3-as lépéseit hajtja végre,
hiszen a cimkelistaban els6 jeldlt cluster a legkozelebbi jeldlt cluster lesz, az ez eltti clusterek

pedig a nala kozelebbi jeloletlenek.

Most pedig lassuk a hosszutavi konstrukecios (LDC) algoritmust. Az eljaras 13. soraban hasz-

nalt E(i) és W (i) pusztan jelolések, az EDGES algoritmus outputja annak i. meghivasara.

4.4.15. Definicié. Egy v € V csicsra marked(v) eldonti, hogy v jellt csics-e, azaz jelolt

clusterhez tartozik-e.
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Algorithm 4: Az LDC algoritmus

input : G(V, E) graf W koltségfiiggvénnyel; S C V', a csontvazpontok halmaza; k € N,
paraméter

output: FEj ;, a csontvaz-graf spanner-élei; Wy, ., az ezekhez tartozo koltségek

Ry = {{w} |we S};

2 broadcast R ;

[uy

3 foreach w € V do

4 if w € R; then

5 ‘ Fi(w) :=w

6 else

7| | Fw):=

8 c-n- 1T§|" :

9 A:=c- ]Sﬁlogn ;

10 fori:=1tok—1do

11 Ri1 := R;-b6l véletlenszertien, egyenld valoszintiséggel valasztott csticsok halmaza,
melynek mérete legyen |S \1_% = % ;

12 broadcast R;41 ;

13 (E(i),W(i)) := edges(F;, Ri+1,h, A) ;

14 foreach w € V do

15 if F;(w) € R;41 then

16 | Fi(w) = Fi(w) ;

17 else

18 E,, := {w-vel szomszédos élek E(i)-ben} ;

19 if £, # 0 then

20 Legyen {(w,u)} € E,, a legnagyobb koltségt él E,-ben ;

21 if marked(u) then

22 ‘ Fii1(w) := Fi(u) ;

23 else

24 \ Fip(w) =1

25 broadcast Fji1 ;

26 (E(k),W(k)) := edges(Fy, 0, h,A) ;

27 | foreach e € |JI_, E(i) do

28 | | Wasle) = W(k)(e) ;

20 | Bnpi= Ui, B(0) ;

30 broadcast Ep, i, Whk ;
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4.4.16. Lemma. ([5]) Tegyiik fel, hogy a 4-as algoritmus inputjdban szerepld S tartalmaz egy

egyenld valdsziniséggel, fiiggetlen mddon kidlasztott részhalmazt, Sp-t és legyen h(Sg) := c-n- l‘%glﬁ

eqy elég nagy c konstansra. Ekkor a kévetkezdk nagy valdsziniséggel teljesiilnek:

(i) A 4-as algoritmus kiszdmitja a Ggp(s,) csontvdz grdf egy (2k — 1) spannerjét, amit minden
csics ismer, és aminek 6(|S\1+% -logn) éle van.

(i1) Az S-beli csicsok silyozott tavolsiga megegyezik G-ben és G g p(sy,)-ben.

(iii) Az algoritmus ledll O(—2— + ]S|1+% + HD) kor utdn.

1
|Sr|'"®

Bizonyitas. O

4.4.17. Lemma. ([5]) Legyen {s,t} egy €l a 4-as algoritmus dltal konstrudlt Ggp(s,) span-
nerben. Ekkor nagy valdsziniséggel a legfeljebb h(Sg) €lbol dllé legrovidebb s — t wton minden
csiucs meq tudja dllapitani ennek az ttnek o kévetkezd csicsdt és a hdtralévd részut koltségét

~ 1
O(ﬁ + |S|* %) kor alatt.
Bizonyitas. O

4.4.18. Tétel. (|5], C. Lenzen, B. Patt-Shamir) Tegyiik fel, hogy az S csiicshalmaznak rész-
halmaza eqy Sr C V' halmaz, mely véletlenszeriden, egyenld valdszindséggel, fliggetlendl lett ki-
vdlasztva. Tegyiik fel tovabbd, hogy k € {1,...,logn}. Ekkor nagy valészindséggel az algoritmus
megkonstrudlja az S-beli csicsok kozti, legfelejebb (2k — 1) stretch-w irdnyitdshoz sziikséges ird-

1

nyité tdbldzatot 5(”“;!? +|S|% + HD) kér alatt.

Bizonyitas. U
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4.5. Az alkotéelemek 0Osszeillesztése

Ebben a részben a révid- és hosszutavi konstrukcios algoritmusokat 6sszekapcsoljuk tgy, hogy a
short-range scheme-ben megismert Sp-t megfeleltetjiik az LDC algoritmus altal hasznalt csont-
vaznak. Az eddigi eredményeket felhasznalva pedig megadunk egy végss iranyitd algoritmust.

Az algoritmus alatt v-b@l szeretnénk iranyitani w-be. A révidtava iranyitas paramétere L, a

hosszatavié k. Az irdnyitas végrehajtasdhoz v megkapja w cimkéjét, A(w)-t.

[uny

if Y,(i) = Yy (i) valamely i € {1,...,L}-re then
2 Ekkor el tudunk irdnyitani Y, (7)-bsl w-be a 4.3.12 megjegyzés szerint. Ekkor d legyen

v és w tavolsaga a megjegyzésben emlitett algoritmus (lasd [6]-et) dltal megkonstrualt

fan.
3 else
4 if Y,,(¢ — 1) € Hy(i) then
5| | dii=wd(v, Yo(i — 1) + wd(Ya(i — 1), w)
6 else
7 ‘ d; := 00
8 Legyen S, C St azon csontvazcsiucsok halmaza, melyekre vonatkozéan v cimkéje

tartalmaz informaciot. Legyen egy s € S, cstcsra dg a v cimkelistdjaban tarolt

tavolsag. ;

9 Legyen wd* a csontvaz spannerének koltségfiiggvénye. Legyen
dp i1 = mingeg, {ds + wd*(s, Yy (L)) + wd(Yy (L), w)}. ;

10 Végiil v kiszamitja a d := mineqy, . r413{d:} tévolsagot.

11 A kiszamitott d tavolsdgnak megfelelGen irdanyit v, vagyis a d-nek megfelels cimkéjéhél

veszi a next pointert.

4.5.1. Megjegyzés. A 4.3.13 lemma biztositja, hogy v a A(w) cimke ismeretében elegendd in-
formécidval rendelkezik, hogy a sziikséges szamitasokat lokalisan elvégezze. Fzt tigy értjiik, hogy
az algoritmusok altal konstrualt cimkelistdjan és a A(w) cimkelistédn kiviil mas informaciét nem

hasznél.

4.5.2. Megjegyzés. A 4.3.13 lemma (2)-es pontja miatt Y, (L) € S,, vagyis S, nem {iires (nagy

valoszintséggel).

4.5.3. Lemma. ([5]) Legyen L és k tetszdleges rogzitett paraméterek, el6bbi az LD C-algoritmusé,

utobbi a short-range-scheme-é. Tetszéleges v csiicsra és AN(w) cimkelistdra szamitsuk ki a fenti
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algoritmussal d-t, és a next pointer dltal meghatdrozott csicsot jeloljik u-val, az u-n A(w)-
vel futtatott algoritmus dltal megadott tdvolsdgot pedig d'-vel. Ekkor nagy waldszindséggel d <
(8kL —1) - wd(v,w) és d < d— wd(v,u).

Bizonyitas. U

4.5.4. Kévetkezmény. Mivel az élsulyok pozitivak, ezért az el6z6 lemma masodik feléb6l rogton

kévetkezik, hogy az iranyitas aciklikus és idével véget ér.

4.5.5. Tétel. (|5], C. Lenzen, B. Patt-Shamir) Legyen % < a < 1 adott. Definidljuk k-t
a kovetkezdképpen: k = {Tal—" ha o > %—i— @, mdskilonben k := logn. Ekkor a fenti
algoritmus nagy valdszinidséggel megkonstrudlja az irdnyité tdbldkat az irdnyitdshoz és tdvolsdg-
approzimdcichoz O(logn) méretd tizenetekkel O(n® + HD) kér alatt. A tdvolsdgok stretche po =

8k [log(k + 1)] — 1, a cimkék mérete O(log(k + 1)logn).
Bizonyitas. [

4.5.6. Allitas. ([5]) A fenti algoritmus dltal egy v € V csticsndl kiszdmitott cimkelista mérete
O(n®).

Bizonyitas. [

4.5.7. Allitas. (|5]) Az algoritmus stretche p, € O(lognloglogn), ha a = %, és po € O(1), ha

1
Od>§.

Bizonyitas. O
Az el6z6 allitas tehat azt mondja, hogy ha a > %, vagyis megelégsziink (5(\/ﬁ + HD)-nél

kissé rosszabb futasidével, akkor az algoritmus stretche nem fiigg n-t6l.
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