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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszdnetet mondani témavezetGmnek, Jiittner Alparnak azért, hogy tanicsaival és utmuta-
taséval segitett ezen dolgozat elkészitésében. Kdszonettel tartozom tovabba mindenki masnak is, aki

tamogataséaval vagy segitségével hozzajarult a munkdmhoz.
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Bevezetés

Alapvet6 feladat a matematikiban egy uthalozaton a legrévidebb utak, azaz egy pontbol egy mésikba
jutés valamilyen feltétel szerint optimélis modjanak keresése. Az uthalozatokat hagyoményosan grafokkal
modellezziik, legrévidebb ttnak pedig azt tekintjiik, amire a felhasznalt élekhez rendelt koltségek Gsszege
minimélis.

A feladat sok esetben megoldottnak tekinthets. A fent emlitett modellben példaul ismeriink haté-
kony algoritmusokat pozitiv élkoltségek esetén (Dijkstra-algoritmus), tetszéleges valos élkoltségek esetén
(Bellman-Ford algoritmus), stb.

Ezek a modellek azonban — mint ahogy gyakorlatilag minden matematikai modell — egyszertsitik a
valosagot. Egy ilyen egyszertisités példaul az, hogy egy tutszakaszon az annak megtételéhez sziikséges
id6t mint koltséget egy konkrét értéknek tekinti, holott a valésagban a legritkdbb esetben fordul eld,
hogy pontosan ismerjiik elére. Sokkal altalanosabb, hogy az egyes utszakaszokon az dthaladas idejét csak
megbecsiilni tudjuk, azaz — példaul korabbi tapasztalatok alapjan — valészintsitjiik annak a hosszat.

Maga az optimalitasi feltétel sem nyilvanval6 ha bizonytalan az egyes ttszakaszok megtételéhez sziik-
séges idG. Kereshetjiik példaul azt az utat, amin a végighaladasi id6 varhaté értéke minimaélis. Ez a feladat
gyakorlatilag megegyezik a klasszikussal, az egyes éleken az adthaladési id6 varhato értékét véve koltség-
fiiggvénynek. Ezzel viszont nem vessziik figyelembe a athaladasi id6k szorasat. A vald életben sokszor
el6fordul, hogy valaki inkdbb ,lassan de biztosan” szeretne eljutni a céljadhoz, mint gyorsan, de annak a
kockéztatasaval, hogy az utazas (kis eséllyel ugyan, de) hossztra nyulhat.

Végiil, de nem utolsé sorban a megoldas sem kell, hogy egy el6re meghatarozott utiterv legyen. Mint ezt
latni fogjuk, el6fordulhat olyan eset, amikor egy bizonyos utszakasz megtétele utan érdemesebb visszafor-
dulni, mint az eredeti iton tovabbhaladni. Az ilyen tipusi megoldisok megvaldsitasa a modern navigécios
rendszerek (GPS eszk6z0k, okostelefonok, stb.) elterjedésével mar megvalosithaté a mindennapokban.

A dolgozatban az ugynevezett Stochastic on time arrival vagy sztochasztikus idében érkezési problémdt
és annak megoldasara sziiletett algoritmusokat, modszereket jarjuk koriil. Az 1. fejezetben ismertetjiik
a feladatot valamint annak egy kozelit6 megoldasiat add algoritmust. A 2. fejezetben egy, a feladatot
elméleti, valamint diszkrét modellben pontosan megoldé algoritmust mutatunk be. A 3. fejezetben az egyes
algoritmusok hatékonysaginak novelésére hasznalhaté gyors konvoltcids algoritmusokat ismertetjiik.

A 4. fejezetben néhany kitekintést tesziink a feladattal kapcsolatban felmeriils egyéb kérdésekre, végiil

az 5. fejezetben kiilonb6z6 teszteket végziink az egyes konvolucios algoritmusok Gsszehasonlitasara.



1. fejezet

A SOTA probléma és a fokozatos

kozelitéses algoritmus

A sztochasztikus idében érkezési, vagy roviden SOTA' probléma alapfeladata a kovetkezd: adott egy
uthalézat és egy utazo, aki valamely pontbdl szeretne eljutni egy masik pontba T idGkeret alatt, minél
nagyobb valoszintiséggel. Az uthélézat tulajdonsigai viszont bizonytalanok, azaz nem lehetséges elGre
tudni példaul egy utcan valé dthaladashoz sziikséges id6t, csak annak a valoszintségi eloszlasat. Célunk
egy olyan megoldas megtalalasa, ami szerint haladva az utazd az id6ben érkezés esélyét maximalizalja.
Mivel a rendelkezésre 4ll6 informécié mennyisége az ut soran valtozik (addig csak valoszintsithets adatok
vesznek fel konkrét értéket), ezért a determinisztikus esetekkel ellentétben nem lehetséges egy optimaélis
utvonalat a priori meghatarozni. Mint ezt az 1.0.1. példaban latni fogjuk, a bejart atvonal egy grafban
nem is feltétleniil «it, hanem sok esetben séta. Az optimalis megoldas amit keresiink tehat nem egy opti-

mélis ut, hanem egy stratégia arra nézve, hogy milyen feltételek mellett merrefelé érdemes tovabbhaladni.

1.0.1. Példa. [Samaranayake, Blandin és Bayen (2011)]
Nem feltételezhetd, hogy minden élen csak egyszer haladunk végig. Tekintsiik példaul az 1.1. 4bran lathato

irdnyitott grafot.

3 CAS t ‘ P(CAS:t) ‘ P(CAB:t)
5 0,9 0
1 2 0 0,1
(®) Lo 09
CAB

1.1. dbra. Graf amin a bejart utvonal nem feltétlenil ut

A graf négy éle koziil kettén az athaladas bizonytalan kimeneteld. Az athaladas idejét jelols valoszi-

niiségi viltozok neve cug illetve cop. Ezek eloszlasat szintén az 1.1. dbra mutatja. A utazd az A pontbol

LAz angol Stochastic on time arrival roviditése.



indul és az S pontba szeretne eljutni nem t6bb mint ¢ = 4 idGegység alatt.

Ha az (A,S) élet veszi igénybe, az id6ben érkezés esélye 0,1 mig az (A,B) élen indulva legalabb 0,9
(hiszen ha 1 idSegység letelte utan megérkezik B pontba, a (B,S) élet igénybe véve biztosan idében
érkezik S-be).

Ha viszont megtette az (A,B) élet és az athaladas ideje 2 idGegység volt, akkor nincs értelme a (B,S)
élen haladnia tovabb, hiszen ekkor biztosan nem érkezik id6ben. A (B,A) élen visszafordulva viszont még
mindig van 0.1 esélye S-be jutni a maradék 2 idGegység alatt. Igy tehat visszafordul és masodszor is érinti

az A pontot.

1.1. A folytonos modell

Adott egy G(V,A) iranyitott graf (|V| =n, |A] = m), egy S € V pont és egy T > 0 id6keret. Egy utazé
halad a grafbol egy pontjabol az S pont felé és szeretne nem tobb mint T id6 alatt megérkezni oda.
Minden élen az athaladas koltségét egy-egy (egymastol fiiggetlen?) nemnegativ valoszintiségi valtozo, c;;
modellezi.? Ezeket egy valés tthalézat esetében példaul mérési adatokbol lehet becsiilni.

A célunk minden i € V ponthoz egy olyan ¢ : V x R — V U {0} fiiggvény megtalalasa, amire
q(i,t) vagy roviden g;(t) az i pontbol valo indulaskor a tovabbhaladas egy optimalis irdnyat jelzi, azaz
S-be t vagy annal kevesebb id6 alatt valo érkezés, azaz az iddben érkezés valosziniiségét maximalizalja.
Ennek birtokdban az utaz6 minden i keresztez6désnél az aktualisan rendelkezésre allo idGkerettdl fiiggGen
meghatéirozhatja, hogy merre érdemes tovabbhaladnia.

Legyen u: V x R — [0,1], ahol u(i,t) vagy réviden wu;(t) az i pontbol ¢ idskerettel indulva az idében
érkezés (optimalis) valoszintsége, azaz az i-b6l S-be valé eljutas idejéhez, mint valdszintségi valtozohoz
tartozo eloszlasfiiggvény.

Az ¢;; valtozo eloszlastiggvényét Pi;-vel jelolve annak az esélye, hogy az (i,j) élen tovabbhaladva ¢
idckerettel idgben érkeziink S-be

i) = [ uslt = ) Pyl
R
Az itt hasznalt képlet egy, a valosziniiségszamitésbol ismert azonossag: ha X és Y két fiiggetlen valoszini-
ségi valtozo, akkor X + Y eloszlasfiiggvénye a ¢ helyen E(Fx (t —Y)) (a konvencionalis jelolésekkel élve).

Itt most Y = ¢;;, X pedig a j-b6l S-be jutas idejét reprezentald valoszintiségi valtozo.

Természetesen egy pontbol altalaban nem csak egy élen lehetséges tovabbhaladni. Ha t&bb i-bdl kifele
haladé él is adott, akkor — az optimalitas érdekében — a megfelel§ integralok pontonkénti maximumaéra

van sziiségiink:

ui(t) = (z‘r,Igl‘)anAR/uj(t —w) Fij(dw). (1.1.1)

A tovabbiakban feltételezziik, hogy minden c¢;; valészintiségi valtozénak létezik strtségfiiggvénye.

2A nem filiggetlen esetrdl késébbi fejezetek soran lesz sz6.
3Vegyiik észre, hogy ezzel a (formalizmus egyszer(isitése érdekében) implicit modon azt is feltételeztiik, hogy adott i

pontbol adott j pontba mindsszesen egy él haladhat.



Ezeket p;j-vel jelolve 1.1.1 felirhat6 a kovetkezSképpen is:

t
u;(t) = max /uj(t — w)pij(w) dw. (1.1.2)
(i,)€A
0

Vegyiik észre, hogy az integralt nem az R-en végezziik, hanem csak a [0,¢] intervallumon. Ezt megtehetjiik,
hiszen az egyenlGség jobb oldalan 4ll6 szorzatban w < 0 esetén p;;(w) = 0, w > t esetén pedig u;(t—w) = 0.
Az u; fiiggvényeket ismervén az optimalis ¢; megoldasok meghatarozésa mar magétol értet6ds: ezek

t id6pillanatban azt a j értéket kell, hogy felvegyék, amelyen az idében érkezés valoszintisége az 1.1.2

képletben a maximalis, azaz
t

qi(t) = arg max/uj(t — w)pij(w) dw. (1.1.3)
j:(i,5)€EA
0
Ez a formalizacio felteszi, hogy egy pontban sosem érdemes varakozni, azaz a varakozas nem novelheti
az idgben érkezés esélyeit. Ezt azért teheti meg, mert a fent leirt modellben az allitas az eloszlasfiiggvények

monoton novekedd jellege miatt nyilvanvaléan teljesiil.

1.2. Fokozatos kozelitéses algoritmus és ennek konvergenciaja

A feladat keresett megoldasanak megtaldlasdhoz tehat az u; fliggvényeket kell megtaldlnunk, amelyek
optimalitasara vonatkozo feltételek egy n egyenletbdl all6 rendszer forméjaban allnak rendelkezésiinkre:
minden S-t6l eltérs ¢ ponthoz a hozzéd tartozo u; fliggvényt egy, az 1.1.2. képletben megfogalmazott
egyenlet ir le, az S-hez tartozo ug fiiggvényre pedig ug = 1 minden nemnegativ pontban. Fan és Nie

(2006a) ezeknek a kiszamitasara a kovetkezd algoritmus irjak le:

1.2.1. Algoritmus. (Fokozatos kozelités) Kezdetben legyen (az iteracié szamat felss indexben je-
16lve)
0, ha0<tésieV,i#£S

u(-o)(t) = ,
1, ha0<tési=S

majd rendre k = 1,2,...,K-ra:
t
max fpij(w)ugk)(t—w)dw, haO0<tésieV,i#S
U(-k+1) (t) — (i,j)EAO

1, ha0<tési=S9
A (kozelité) megoldast 1.1.3 szerint kapjuk meg, a K. iteracioé eredményébdl szémolva.

1.2.2. Tétel. Amennyiben az optimalis megoldds szerint 0 < T € R iddkerettel bejarhats leghosszabb
séta hossza k € N, az algoritmus legfeljebb k lépésben konvergdl a pontos megolddshoz, u;xs fliggvények

kezdeti értékeitdl fiiggetlendil.



Bizonyitas. Azt szeretnénk belatni, hogy minden (4,¢), 0 <t < T,i € V pérra u,(t) pontos értéket vesz
fel legkésébb a tételben megfogalmazott k. iteracié soran.

Legyen m(i,t) az i pontbol ¢t idGkerettel az optimalis megoldas szerint elindulva, majd az optimalis
megoldas szerint haladva a leghosszabb bejarhato séta hossza, amennyiben az véges. A bizonyitas m(i,t)-

re vonatkozo teljes indukciéval torténik.

1. A m(i,t) = 0 esetre az allitas trivilis: nulla hosszt optimalis séta csak az S pontbodl lehetséges, ug

viszont mér a k = 0 esetben is pontos.

2. Az indukcits lépéshez fel, hogy az allitds minden (i1,t1) parra igaz, ahol m(iy,t1) =1y és Iy < g,

és szeretnénk belatni, hogy ekkor minden (is,t2) parra is igaz, ahol m(is, t2) = ls.

Ha egy t id6pillanatban egy is pontboél az optimalis megoldas szerint haladva bejarhaté sétak maxi-
malis hossza lo, akkor az u;, (t2) érték kiszamitasahoz sziikségképpen csak olyan w;, (t1) értékekre
lehet sziikségiink, ahol m(i1,t1) < m(iz,t2), ugyanis minden iy pontbol t5 idSkerettel induld séta egy
élen val6 athaladas utan egy i1 pontbdl ¢; idékerettel indulo, egy éllel révidebb sétaban folytatodik,

ezekre pedig mér pontos az u;, (t1) érték az indukcios feltevés miatt.

Ezzel az allitast belattuk. O

Az 1.2.1. algoritmussal azonban t6bb probléma is adédik. A benne megjelend integralokat altalanos
esetben nem lehetséges analitikusan kiszdmolni: egyrészt nincs garancia arra, hogy a p; strtségfiiggvények
,szép figgvények” lennének (emlékezziink vissza, ezek egy valos alkalmazés soran példaul korabbi méré-
sek statisztikaibol szarmazhatnak), masrész magukat az ul(-k) fliggvényeket is tobb fiiggvény pontonkénti
maximumaként kapjuk meg. Valoszind tehat, hogy konkrét megvalésitas soran valamilyen numerikus
integralasi modszerre, vagy példaul a feladat idejének diszkretizalasara kell hagyatkoznunk.

Probléma tovabba az is, hogy mint a bevezetében lattuk, az optimalis megoldés szerint bejart Gtvonal
nem feltétleniil «t a grafban, tehat nem trividlis a maximaélis hosszat feliilrél becsiilni a graf méretébdl.
Mi t6bb, mint ezt az 1.2.3. példa mutatja, a séta hosszara altalanos eseben nem is adhat6 fels6 becslés

az élek szaméanak fiiggvényében.

1.2.3. Példa.

Arra mar lattunk példat korabban, hogy egy élet kétszer hasznalunk (vagy iranyitott esetben ennek
megfelelGen oda-vissza haladunk két pont kozott). Konstrualjunk tehét elészor olyan példat, amelyben
egy élet haromszor hasznalunk.

Tekintsiik a G = (V,E) iranyitatlan grafot, ahol V' = {A4,B,S} valamint F = {{A,B},{B,S},{A4,5}}
(1.2. abra). Legyen az éleken athaladés idejét reprezentalo valoszintségi valtozok neve cag, cps valamint
CAB-

Az A pontbdl indul az utazd és S pontba szeretne eljutni nem toébb mint ¢ = 1000 id§ alatt. A
konstrukci6 célja az, hogy olyan esetet demonstraljon, amikor az utazé haromszor egymas utén végighalad
az {A,B} élen.

1. Az A pontbél a t = 1000 idskerettel indulva ahhoz, hogy az utazé ne az {A,S} élet vegye igénybe az
sziitkséges, hogy {A,B} él iranyaban nagyobb legyen az id6ben S-be érkezés esélye. Ennek elégséges



CAB

1.2. dbra. Graf amin az utazé valamely esetben haromszor egymas utén

hasznélja ugyanazt az élet

feltétele, ha P(cas < 1000) < 0,2 és P(cap + cgs < 1000) > 0,25, azaz példaul a kovetkezsk

teljesiilése:

P(cas = 1001) = 0,8
P(cap = 100) = 0,5
P(cps = 900) = 0,5.

. Tegyiik fel, hogy a fenti feltételek miatt az utazé az {A,B} élt veszi igénybe és az athaladas koltsége
900 tehat a maradék idSkeret ¢ = 100 és az utazé a B pontban all (ehhez természetesen az is
sziitkséges, hogy P(cap = 900) # 0).

Ahhoz hogy az utazo ne a {B,S} élet vegye igénybe az sziikséges, hogy { 4,B} él iranyaban nagyobb
legyen az id6ben S-be érkezés esélye. Ennek elégséges feltétele, ha P(cgs < 100) < 0,02 és P(cap +
cas < 100) > 0,025, azaz példaul (a korabbiak mellett) a kovetkezok teljesiilése:

P(CBS = 101) = 0,48
P(cap = 10) = 0,05
P(cps = 90) = 0,05.

. Tegytik fel, hogy a fenti feltételek miatt az utazéd az {A,B} élt veszi igénybe és az athaladas koltsége
90 tehat a maradék id6keret ¢ = 10 és az utazo a B pontban all (ehhez természetesen az is sziikséges,
hogy P(cap = 90) # 0).

Ahhoz hogy az utazo ne az { A,S} élet vegye igénybe az sziikséges, hogy {A,B} él iranyaban nagyobb
legyen az id6ben S-be érkezés esélye. Ennek elégséges feltétele, ha P(cas < 10) < 0,002 és P(cap +
cps < 10) > 0,0025, azaz példaul (a korabbiak mellett) a kovetkezdk teljesiilése:

P(CAS = 11) = 0,148
P(cap = 1) = 0,005
P(cps = 9) = 0,005.

. Az utazonk ekkor kozvetleniil egymas utan harmadszor is igénybe veszi az {A,B} élt, tehat (mivel

a fenti feltételek nem zarjak ki egymast) a konstrukcionk sikerrel jart.



A feltételek Osszesitve az 1.1. tablazatban lathatoak, minden eloszlasban a valdszintiségek 1-re kiegészitve.
A nem definialt ¢ valamint § értékekre az egyetlen megkotés, hogy elég kicsik, példankban példaul legyen
€ =0 = 0,0001.

t | Plcap =t) t | Plcas =t) | Plcas <t) t| Plecgs=t) | Plcgs <t)
900 | € 1001 | 0,8 1 900 | 0,5 1
100 | 0,5 1000 | O 0,2 101 | 0,48 0,5
90 | € 90 | 0,05 0,2 100 | O 0,02
10 | 0,05 11 | 0,148 0,15 9 | 0,005 0,02
1| 0,005 10 | 0 0,002 5| 0,015 0,015
0 | 0,445 — 2¢ 0 | 0,002 0,002

1.1. tablazat. cap, cas és cpg eloszlasa

Koénnyen lathato, hogy a megkonstrualt példahoz hasonlé médon lehetséges tetszéleges k-ra is példat

mutatni.

Szerencsésnek mondhato viszont, hogy életszert feladatokban az ilyen esetek el6fordulasa valoszintt-
len. Egy valés uthélézaton ugyanis nem tal merész azt feltételezni, hogy minden utcén, azaz a grafban
minden élen létezik egy minimdlis lehetséges dthaladdsi koltség, aminél gyorsabban nem lehetséges atha-

ladni az élen. Ekkor viszont kimondhato6 a kovetkezs tétel:

1.2.4. Tétel. Legyen adott minden (i,j) élen egy minimalis lehetséges athaladasi koltség, d;;, amelyre
t < d; esetén pj(t) =0, tovdbbd legyen d = ming; ;e 4 dij. Ekkor a grdf egy i tetszdleges pontjabol, adott

t iddkeret esetén az optimdlis megoldds sordan bejart séta hossza legfeljebb [ﬂ

Az allitas bizonyitasa trivialis: tetszéleges élen dthaladva az aktualis ¢y idGkeretbdl legalabb d eltelik,
tehat legfeljebb [ﬂ élen valo athaladas utan az id6keret nullara (vagy az ala) csokken, tehat az idében
érkezés nem lehetséges tobbé (kivéve természetesen azt az esetet, hogy pont S-be érkeztiink az utunk
végen, de tobb élre ekkor sincsen sziikségiink).

Konnyebbség lehet tovabba, hogy altalaban nem feltétleniil sziikséges a pontos megoldést megtalalni,
sok esetbhen elég lehet egy megfelel pontossagi kozelitést adni. A pontos megoldéas kiszamitasa az integra-
lok kiszamitasanak nehézsége miatt egyébként sem tiinik elérhet célnak. Fan és Nie (2006a) a kévetkezd,

egy megoldas hibajanak becslését segits tételeket fogalmazzak meg:

1.2.5. Tétel. Az 1.2.1. algoritmust u;xs = 0 fligguényekkel inicializdlva az u; fligguvények pontbeli értékei

monoton novekednek az iterdciok sordn.

Bizonyitas. A bizonyitas teljes indukcioval torténik: k = 1 esetében az integralok

t
/pij (w)ug-o) (t — w)dw
0

(-;-)) pedig azonosan 0 ha j # S és azonosan 1 ha j = S, igy a

alakiak, ahol p;; egy stirtiségfiiggvény, u;

kapott érték nemnegativ (tehat nem lehet kisebb mint a kezdeti azonosan 0 érték).
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Minden tovéabbi iteraci6é soran egy u(kﬂ)(t) ertéke ul®) (t)-hez képest annyiban véltozik, hogy az 6t

7 A

meghatarozé
t
/pij (w)ug.k)(t —w)dw
0

integralokban mar eggyel kés6bbi iteraciobdl szarmazé eredményeket hasznalunk. Mivel ezek értékei az
indukcios feltevés szerint semelyik pontban nem cstkkenhetnek, p;; tovabbra is nemnegativ és valtozatlan,
ezért az integralok értéke sem csGkkenthet, tehat uz(-kH)(t) > ugk)(t) O

Hasonloéan lathato be a kovetkezd tétel is:

1.2.6. Tétel. Az 1.2.1. algoritmust u;xs = 1 fligguényekkel inicializdlva az u; figgvények pontbeli értékes

monoton csokkennek az iterdciok sordn.

A kivant pontossdgu megoldés kiszamitasdhoz ezutéan kovetkezot javasoljak: futtassuk az algoritmust
a grafon kétszer, konstans 1 és konstans 0 kezdGértékekkel. A belatott tételek szerint a megoldasok értékei
ugyanahhoz a megoldashoz konvergalnak feliilrdl illetve alulrdl. Az algoritmusokat addig futtassuk, amig

a kozelité megoldasok egymas kivant e kozelségébe nem érnek.

1.3. Diszkretizacio és a futasido elemzése

Az algoritmus egy meglehetGsen idigényes lépése az integrélok kiszamitésa. A pontos idGigény az alkal-
mazott modszertdl fiigeg. A késGbbi megoldasokkal vald Gsszehasonlithatdsig érdekében itt ezeket diszk-
retizacioval szamoljuk ki.

Legyen L = % , ha a T id6keretet § hosszu intervallumokra osztjuk (feltételezziik, hogy 6 | T). A

jelolések egyszertiségének érdekében legyen

£ 2L 105,16,... L6}

valamint

£t &L 1526, ... L5},
a diszkrét modellben az Gsszes felmeriils, valamint az 6sszes felmeriil§ nem nulla idépillanatok halmaza.
Apij i R—[0,1], u:V xR — [0,1] valamint ¢ : V x R — V U{0} fiiggvények értelmezési tartomanyat
sztikitsiik le R helyett L-re.* Az egyes élekhez tartozo, utazasi idét jelols, eddig folytonos eloszldsok

helyett igy mostantol diszkrét eloszlasokkal kell dolgoznunk.

1Ezeket a diszkrét halmazrol képezd fiiggvényeket értelmezhetjiik (L+1) dimenziés vektorokként is, ahol példaul p;;[k] =
pij (ko). Ezt a — nullatol indexelt — jeldlésmodot a késSbbiekben tébbszor is alkalmazni fogjuk a fiiggvény jeldlés helyett.
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Az optimalitasi feltétel diszkrét formalizacidja ekkor a kovetkezd [Fan és Nie (2006a)]:

(i,j)eA
wl)y=1{ &

1,

(i,j)EA heLl
h<l

0,

ai(l) =

max . pi(h)u;;(l —h),

argmax y_ pi(h)u;;(I —h),

haleLésieVi#S

(1.3.1)

haleLési=S8

hale LésieV,i#S

(1.3.2)

halelLési= S

Ennek megfelelGen szamoljuk magat az algoritmust is: minden lépésben az 1.3.1. egyenletnek megfelels

diszkért konvoliciét szamitjuk ki minden élre.

1.3.1. Algoritmus. (Fokozatos kozelités diszkretizacioval) Kezdetben legyen (az iteracié szamét

fels6 indexben jelolve)

0,
(1) =
1,
majd rendre k = 1,2,...,K-ra:
max . p;
(i,j)€A
ugkﬂ)(l) = ! }szES?

L,

(R)yul? (1 — h),

hale LésieVi#S
hale Lési=S

b

hale LésieVi#£S

haleLési=5

A megoldast 1.3.2. szerint szamitjuk ki, az utolso iteracié eredményébdl szamolva.

Az algoritmus inicializalasa linearis, nL id6ben torténik. Egy élen egy iteracié soran L darab, egyre

névekvs hosszisagu dsszegzést sziikséges kiszamitani, ezeknek a koltsége 14+2+...+L = O (L?). Minden

iteracio soran minden egyes élen kiszamitjuk ezeket a konvoltciokat (Gsszesen O (K mLz) idében), majd

pontonkénti maximumukat vessziik (Gsszesen O (K'mL) idében). Ezek koziil konvoluciok kiszamitasanak

nagysigrendje a nagyobb, tehéit az algoritmus futésidejének nagysagrendje 6sszesen O (K mLQ).
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2. fejezet

Pontos megoldas a diszkrét és a

folytonos modellben

Az itt kovetkezs algoritmusok elsGsorban ott térnek el a korabban targyalt fokozatos kozelitéses algorit-
mustoél, hogy nem térben hanem iddben haladva dolgozzak fel a grafot. Ennek az elénye az, hogy minden
kiszamitott érték pontos, hiszen a szamitashoz sziikséges adatok annak megtorténtekor mar rendelkezésre

allnak, ezért a feladat tér-idg szerkezetén mindGsszesen egyszer kell keresztiilhaladnia az algoritmusnak.

2.1. Az idd6 szerinti iteracid

A tér-id6 szerkezet konnyebb atlatasahoz Fan és Nie (2006b) a kovetkezst javasoljak: eldszor készitsiink
el képzeletben egy segédgrafot. Az 0j grafnak egy pontja szdrmazzon V x T halmazbol, azaz valéjaban az
eredeti graf egy pontja egy bizonyos idépontban. Ezek kozott az 4j grafban attol fiiggden legyenek élek
pontok kozott, hogy melyikbdl melyikbe lehet eljutni az eredeti grafban: ha (i,j) € A az eredeti grafban,
akkor legyen (i, ,jt,) €l az 0 grafban, amennyiben t; > to.

Ezzel implicit moédon feltettiik — és ez lesz a id6 szerint iteralé algoritmusok alapdtlete — hogy az
utazonk nem tartézkodhat egymés utan két pontban ugyanabban az id6pillanatban, tehat minden pont-
id6 parbol az idében érkezés valosziniisége csak nala kisebb idGkerettel rendelkezd pontoktol fiigghet.

Mashogy megfogalmazva, ahogy az utazé halad a grafban, a 2.1. dbran lathaté elrendezés szerint
ahogy telik az id6, egyre ,lejjebb” jut, mig végiil el nem ér S-be vagy el nem fogy az id&keret.

Az éleket az utazo természetesen nem tetszés szerint valasztja: azoknak egy {ji, | ta < t1} halmazat

tudja megjelolni uticélként és az, hogy mennyire ,lentre” érkezik a grafban, a véletlenen mulik.

A fenti segédgrafot természetesen nem praktikus egy tényleges implementacié soran megkonstruélni,
az csak konnyebb atlathatosagot szolgalja. Ezek alapjan fogalmazzék meg Fan és Nie (2006b) a 2.1.1.

algoritmust.
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2.1. abra. Fent: eredeti graf. Lent: 6t diszkrét idépillanatra kiterjesztett
segédgraf.

2.1.1. Algoritmus. (Pontos megoldas a diszkrét modellben) Legyen kezdetben

0, haieV,i#S
ul(O) = 5
1 hai=_§

b

majd névekvs sorrendben minden [ € £LT-ra,

max y. pi(h)u;;(I—h), haieV,i#S
(i,j)GA h€£+
Ul(l) = h<l

1 hai=S

)

2.1.2. Tétel. A 2.1.1. algoritmus pontosan szimitja ki az optimdlis megolddst és futdsideje O (mLZ).

s o s

Bizonyitas. A kiszamitott megoldas pontos volta gyakorlatilag a képletekbdl latszik: az els6 1épést kivéve

minden lépésben csak kordbban (pontosan) kiszamitott értékeket hasznélunk fel. Vegyiik észre: h € LT

miatt h > 0, tehat u;;(t) értékére csak ¢ < [ helyeken van sziikségiink, igy az Gjonnan kiszamitott értékek

is pontosak.

Az, hogy tetszdleges i pontbol 0 idSkerettel az id6ben érkezés valoszintsége 0, valamint hogy S pontbol

tetsz6leges (nemnegativ) idokerettel az id6ben érkezés valosziniisége 1, nyilvanvalo.

Az algoritmus minden élen L darab Osszegzést szamit ki 1 +2+ ...+ L = O (Lz) id6 alatt. A

maximumkeresések Osszes futasideje O (mL), aminél az Gsszegzések kiszamitasanak nagysagrendje (itt is)

nagyobb, tehét az algoritmus futasidejének nagysagrendje dsszesen O (mL?). O
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2.2. Pontos megoldas a folytonos modellben

A 2.1 fejezetben térgyalt id§ szerinti feldolgozés Gtlete atvihetd a folytonos modellbe is. Ehhez viszont
hasonl¢ feltételezést kell tenniink, mint a diszkrét modellben. A megfelel§ feltétel mar kordbban felmeriilt
az 1.2.4. tétel kimondéasa soran: legyen adott minden (i,5) élen egy minimdlis lehetséges dthaladdsi koltséy,
d;j, amelyre t < d;; esetén p;;(t) = 0, tovabbé legyen d = min(; j)ea d;j. Nevezziik D-nek a % értéket
(feltételezziik, hogy d | T').

A folytonos modellben a szamitas ekkor a kovetkezSképpen torténhet [Samaranayake, Blandin és
Bayen (2011)]:

2.2.1. Algoritmus. Végezziik el rendre minden k = 1,..., D-re a kivetkezs szamitasokat:

t
max [ pij(w)uj(t —w)dw, haieV,i#S

ui(t) = PEA0 vt € [(k — 1)d, kd)-re
1, hai=_8

2.2.2. Tétel. A 2.2.1. algoritmus pontosan megoldja a feladatot a folytonos modellben.

Bizonyitas. Elég belatnunk, hogy az iteracios lépésben végzett szamitasok itt is csak a korabbi iteraciok
eredményeit hasznéljak fel. Ez valéban igy van, hiszen a feltevésiink szerint minden élen 0 és d kozott

minden p;;(t) azonosan nulla, ezért

t t

i(t) = i (W) (t — w) dw = i (W) (t — w) d
ui(t) (irg)agAO/pg(w)ug( w) dw (g?gA/pg(w)uJ( w) dw

tehat a maximaélis hely, ahol u; értékére még sziikség van t — d. Ezzel az allitast belattuk. O

A folytonos modell pontos megoldasa persze nem sokat ér, ha a szamitasokat tovabbra is diszkretiza-
lassal végezziik — ekkor ugyanis az algoritmus ugyanazokat a szamitasokat végzi, mint a 2.1.1. algoritmus,
csak (d értékétdl foggden) esetleg mas sorrendben. Az elméleti pontos megoldasi modszer viszont lehetd-

séget nyujt arra, hogy az integralokat tetszéleges numerikus integralasi modszerrel ki tudjuk szadmolni.
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3. fejezet

Az FFT és ennek alkalmazasa a

konvoluaciok futasidejének javitasara

Amennyiben diszkretizacidval szamitjuk ki az algoritmusok sorén felmeriils integralokat, ugy ezek diszkrét
konvoliciokka alakulnak. Egy ilyen konvolucié futasideje 1 +2+ ...+ L = O (LQ), amivel az algorit-
mus legkoltségesebb szamitasava valik. Ismert tény viszont, hogy egy vy * vo € RY diszkrét konvolicio

O (Nlog N) idében is kiszamithato gyors Fourier transzformdcid, vagy roviden FFT! segitségével.

3.1. DFT definici6ja és az FFT algoritmus

A diszkrét Fourier-transzformdciot vagy méas néven DF T-t tobbféleképpen is lehetséges motivalni valamint
definidlni. A mi céljainkra a legegyszertibb a CV vektortéren vett linearis transzformacioként kezelni. A
fejezetben leirt allitasok és bizonyitdsok Osgood The Fourier Transform and its Applications (2007)
konyvén alapulnak.

A formuldk egyszertsitése érdekében egy N dimenzios vektor indexei menjenek 0-t6l (N — 1)-ig,
valamint ennek megfelelen egy A métrix n. soranak m. elemére is A(,_1) (m—1)-gyel hivatkozunk (vagy
masképpen, a méatrix ,els¢” sorat, illetve oszlopat innentdl kezdve nulladiknak nevezziik).

Az indexeket tovabba modulo N sziikséges érteni, tehat példaul v[N +n] = v[n] és v[—n] = v[N —n].
Ezzel a vektorokat gyakorlatilag ,periodikusnak” tekintjiik. Arrél majd csak késébb lesz sz0, hogy ez

hogyan viszonyul azokhoz a szamitasokhoz, amelyekre nekiink sziikségiink van.

3.1.1. Definicié. (Diszkrét Fourier-transzformacié) Legyen f € CV vektor. Ekkor f diszkrét
Fourier-transzformdltja vagy egyszeriien Fourier-transzformdltja, Ff € CV, amit a kovetkezéképpen

definialunk:

N-1
def —mn
Fflm] = Z fln|w (3.1.1)
n=0
ahol
W 2L R (3.1.2)

LAz angol Fast Fourier-transform roviditése.
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azaz w" egy N. primitiv egységgyok n. hatvanya.
A 3.1.1. képletet matrixszorzasként is lehet értelmezni. Ekkor a transzformécioé méatrixa, F , a kovetkezs

(szimmetrikus) matrix:

1 1 1 1
1 w_(l'l) w_(l 2) w_(l'(N_l))
F ol ] w—(21) w—(22) w—(2(N-1))
1 - ((N=1)-1) ,—((N-1)-2) w—(N=1)%)
azaz
£ m = m
Legyen tovabba
def 2 (N-1)
w= (lw,w’,...,w ) (3.1.3)
valamint
n def n  2n (N-1)n
= (L,w",w™", ... ,w ). (3.1.4)
Ezekkel a jelolésekkel
—n —nT
Fo=wesF,  =(w™m)

Az F transzformacié meglehetGsen konnyen invertalhatd, ugyanis a transzformécios matrix £ ,majd-

nem unitér”’. Ezt latja be a kovetkezd tétel.

3.1.2. Tétel. (A diszkrét Fourier-transzformacié inverze)

1

Fl= < F

=|

(Ahol F* a mdtriz konjugdlt transzpondltjdt jeloli)

Bizonyitas. Mivel az F szimmetrikus, a konjugalt transzponalt alatt valojaban csak konjugaltat értiink.

Mivel a métrix egy elemének, F, = =w™""-nek a konjugaltja w™™, ezért

(F - F ) = ™ w™)
A w vektor definici6ja miatt
N—-1
<£7n’gm> — Z w(mfn)k,
k=0
a mértani sorozat Osszegképlete alapjan
N_1 (wmf'n.)N_l B
Z w(m_n)k _ wm—n_1 ha w™™ " ?é 1 .
k=0 N, ha w™ ™ =1
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Mivel a definiciébol kévetkezGen ha w egy N. egységgyok, akkor w™ = 1 minden n =0 mod N-re, ezért

wm-mN 1 11 0
wm-n _1  @m-n_1 7

tovabba mivel tudjuk, hogy 0 <n < N és 0 <m < N ezért

w™m™™ =1 m=n.
Ez egyenlGség-lanc elejét és végét egymas mellé rakva igy
0, han#m
(F-F*),0 = e

N, han=m

Ezzel az allitast belattuk. O

érték valos, ezért a kovetkezs tételt elég valos vektorokra belatnunk. Mivel ezt eddig nem tettiik meg,

definialjuk el6szor a diszkrét konvoluciot.

3.1.3. Definicié. (Diszkrét konvolicié) Két n dimenzios vektor, v1,vo € RN diszkrét konvolicidja

alatt azt a (vy * vo) € RY vektort értjiik, amire minden n = 0,1,..., (N — 1)-re
g VL
(v1 *v2)[n] == Z vy [i]ve[n — i
i=0

3.1.4. Tétel. (Diszkrét konvolicié kiszamitasa DFT-vel) Két RN -beli vektor, vy és vy Fourier-

P

transzformdltjinak a pontonkénti szorzata pontosan a két wvektor konvolicidjinek a Fourier-
transzformdltja, azaz
(Fv1) - (Fog) = F(ug * v2)

ahol a - mivelet a pontonkénti szorzdst jeloli, azaz
V1 -V = (’1)1[0] . ’02[0],’01[1] . ’UQ[].}, N ,'Ul[N - ].] . ’UQ[N — 1])

Bizonyitas. A Fourier-transzforméacio, a konvolucié és a pontonkénti szorzas miiveletek minden valto-

z6jukban linearisak, igy az allitast elég egy bézis elemeire belatnunk. Jeldlje e, e1, ..., e(y_1) a standard
bézisat R™-nek.
Egyrészt
N-1
(em * ex)[n] = emlilex[n — i) = em[m]ex[n — m] =
i=0

1, hak+m=n mod N
0, hak+m#n modN
igy tehéat
€(m+k)s han+m< N

Em * € = ,
€(m+k)—N; han+m>N

18



és mivel egy standard bazisvektorra F e, = w™" ezért

—(m+k), han+m<N

1€

F (em *ex) =

1€

“mAR)EN T han4+m >N .
Masrészt ezek alapjan
(Fem) (Fep) =w ™ w ™ =@ (740 — @ (mt

amivel az allitast belattuk. O

Ezzel eljutunk a lényeghez:

3.1.5. Tétel. (Gyors Fourier-transzforméacié) Egy N  dimenzids wvektor diszkrét  Fourier-
transzformdltja, valamint ennek az inverze is kiszamithaté O (NlogN) iddben. (Algoritmust /

algoritmusokat itt nem tdrgyaluk.)

Akad viszont egy kis kellemetlenség, a fenti definici6 szerinti diszkrét konvolicio,

N-1

(v1 *v9)[n] = Z vy [t]va[n — i (3.1.5)

7=

némileg méas alakt mint amire nekiink sziikségiink van,

w;[n] = Zpij [kluj[n — k. (3.1.6)

Ezt a kovetkezd okozza: az 1.1.2. képlettdl kezdve az integralokat nem az R-en végeztiik, hanem csak a
[0,¢] intervallumon. Ezt megtehettiik, hiszen az egyenldség jobb oldalan allo u,;(t — w)p;;(w) szorzatban
w < 0 esetén p;j(w) =0, w > ¢ esetén pedig u,;(t —w) = 0 (figyelem, ez az w most nem ugyanaz, mint a
fenti!). A kapott érték nem valtozik, ha az integralokat a [—T, T intervallumon végezziik.

Ezt a diszkrét esetbe tgy tudjuk 4tvinni, ha a p;; és u; vektorok hosszat a kétszeresére néveljiik, azaz
kibgvitjiik azokat N darab negativ indext taggal (amelyek mindegyikének értéke nulla).

Ekkor a 3.1.6. egyenlGség helyett a kdvetkezs irhato:

N—1
wiln] = Y pijlklusn — k.
k=—N
ami az indexek periodikussidga miatt atirhato
2N—1

wiln] = Y pijlklusin — k)
k=0

formaba is. Ez méar majdnem megegyezik 3.1.5 alakjaval, csak mas a kiszamolt Osszeg tagjainak szama —
nem ugyanaz tehat a két esetben a vektorok dimenzija.
Ha a feladatunkban a diszkretizaciés pontok szama N, azaz N dimenziésak a vektoraink, akkor

a diszkrét Fourier-transzformacié segitségével végzett konvoluciot 2N hossziasagu vektorokra sziikséges
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kiszamitanunk, ahol a vektorok masodik fele azonosan 0. A kapott vektoroknak a ,pozitiv’ koordinatait
véve — azaz a 0 < i < (N — 1) indexeket — pontosan a kivant eredményt kapjuk. Ez az algoritmus
futasidejnének nagysigrendjén nem valtoztat.

Amikor tehat egy
wiln] = pijlk]u;n — k]
k=0

értéket szeretnénk szamolni minden 0 < n < (N — 1)-re, elGszor kiegészitjiik p;;-ét és u;-t annyi nullaval,

hogy azok 2N hosszuak legyenek, majd (a kapott vektorokat p;j-gal és uj-gal jelolve) kiszamitjuk a
ui = F H((Epi) - (Euj))

értéket és ennek az els6 IV indexét véve kapjuk a megoldast. Ezt a tovabbiakban gyors konvolicionak
fogjuk nevezni. A Fourier-transzformaciot és ennek az inverzét gyors Fourier-transzformécioval végezve a
szamitas koltsege igy 3-O (FFT) 42N ami a 3.1.5. tétel alapjan O (3- O ((2N)log (2N))) = O (Nlog N).

3.2. Gyors konvolici6é az id§ szerinti iteracidés algoritmusban

A 2.1.1. algoritmus a 2.2. fejezet elején tett, a minimaélis utazasi koltségekrdl szolo feltételt és a hozza

kapcsolodo jeloléseket megtartva felirhato a kovetkezSképpen is:

3.2.1. Algoritmus. [Samaranayake, Blandin és Bayen (2011)]
Végezziik el rendre minden k = 1,... ,D-re a kovetkezd szamitasokat:
max Z pl(h)u”(l — h), haie Vi 7’5 S
(i,j)GA h€£+
ui(l) :== h<l Vie (LN[(k—-1)d,kd))-re

1, hai=S5

Az algoritmus futésideje ideélis esetben a 2.1.1 algoritmus futasidejénél kevesebb lenne annyival,
amennyivel a konvoluciokat fel tudjuk gyorsitani, tehat O (mL2) =0 (m%) helyett O (mLlog(L)) =
o (m% log (%)) Viszont mivel a konvolacidkat a 2.1.1 algoritmus soran elemenként, itt pedig nagyjabol
% méreti blokkokban szdmoljuk ki, nem egyben, ezért a gyors Fourier-transzforméciéval minden egyes 1j
blokkal egyiitt az Osszes kordbbit is ki szamolnunk. Ez igy a futasid6 nagysagrendjét nemhogy csokkenti,
de emeli: minden élen D darab, egyre novekvs hossztusagu konvoliciét szdmolunk FFT-vel egyenként

crtlog(t) id6ben, ez Gsszesen

d d 2d 2d Dd Dd
m cfglog 5 +cf?log 5 +...+cf710g 5 <

<leog(D6d>cf [1+2+...+D] ~



Ez nagysagrendjében ugyan tényleg egy log(L) szorzéval nagyobb, mint az eredeti algoritmus
O (mL?) = O (mg—;) futasideje, viszont vegyiik észre, hogy T?-et 62 helyett dd-val osztjuk. Ez 6-t6l
és d-tdl fiiggGen elég nagy lehet, akir akkora, hogy implementéciotol fliggGen egyes konkrét példakra
érdemesebb hasznalni az itt leirt algoritmust [Samaranayake, Blandin és Bayen (2011)]. A két modszer
futasidejénenek Gsszehasonlitasira az 5. fejezetben fogunk vizsgalni konkrét implementéciokat és adato-
kat.

Minden egyes tj blokkra az Osszes korabbit végigszamolni mégis elég pazarld, de ennek kikiiszobo-
lése nem trivialis. Erre nydjt megoldést (valamelyest) a 3.3. fejezetben targyalt Zero Delay Convolution

algoritmus.

3.3. Zero Delay Convolution és ennek alkalmazasa

A 3.2. fejezetben bemutattunk egy algoritmust, ami id§ szerint iteral és pontosan kiszamolja a megoldést,
valamint a konvolicidkat gyors konvoliciéval szamolja. Viszont mivel az adatok amikbél a konvolaciét
szamolja csak d méretd blokkokban valnak egymés utan elérhetévé, ezért a gyors konvolicié hasznalatakor
minden 1j blokkal ki kellett szaimolni az 6sszes addigit is. Ez a diszkrét Fourier-transzformaciéonak abbol
a tulajdonsagabol adédott, hogy annak a segitségével egy konvoliuciét az eddigi moédszerrel csak egyben
tudtunk kiszdmitani, névekvé darabokban nem.

Ez a probléma viszont felmeriil mas teriileteken is: a jelfeldolgozasban teljesen életszerd szituacidonak
mondhatd, hogy egy bejové jelet elGszor valamilyen modon fel kell dolgozni, majd minimaélis késedelemmel
tovabbitani, limitalt szamitasi kapacitas mellett. A feldolgozas tipikusan Fourier-transzformécioval végzett
konvolucié segitségével is torténhet.

A probléma megoldéasara Gardner (1995) egy olyan megoldas ad, ami névekvs méretii blokkokra osztva
szamolja ki a konvoluciét a gyors Fourier-transzformalt segitéségével, igy semmit nem szdmol kétszer.

Az algoritmus megértéséhez képzeljiink el egy konvoluiciét egy tablazatként. Rendeljiik hozza u; meg-
felel6 indexti tagjait az oszlopokhoz, p;; megfelel6 indext tagjait a sorokhoz, a cellakban pedig jelenjenek
meg a megfelels elemek szorzatai. Ekkor a konvolicié elemeit megkaphatjuk a tablazat elemeit diagona-

lisan Gsszegezve. Lasd: 3.1. tablazat. Itt példaul

(pij * uy)[0] = pij[0]u;[0],
(pij * ug)[1] = pij[1ui[0] + pij[1]uy[0],
(pij * uy)[2] = pij[2]u; 0] + piz[1u;[1] + pij [0]u; (2],

A konvolucié értékeire csak a mellékatloig van sziikségiink, de azokat a gyors Fourier-transzformécioval
végzett konvolucio szamitasa soran valdojaban a (p;;*u;)[2N —2] = p;;[N —1]u; [N —1] elemig kiszamoljuk.
A Samaranayake, Blandin és Bayen (2012) altal javasolt Zero Delay Convolution algoritmus a ko-

vetkez§ elven miikodik: amennyiben egy ilyen konvoliciés tablazatboél kiszamoljuk egy tetszéleges mé-
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U

Pij[0]u;[0] Pij[0]u;[1] pij[OJus[2] |- | piy[OJuy [N —1]

pij[1u[0] pij[u (1] pij[us[2] |- | pi[tuy[N —1]

Pij | pij[2]u[0] pij2Jus(1] pij[2lus[2] |- | pigl2Ju [N — 1]
pi [N — Hui[0] | pij [N — Yuy[1] | pij [N — 1Ju;[2] |-+ | pig[N — Huy[N — 1]

3.1. tablazat. Konvolacié vizuélisan.

Amikor ugyanis a nagyobb blokkhoz tartozd konvoliciéo megfelels elemét szamoljuk, az egyes szorzatok

kiszamolésa helyett egyszertien hozza tudjuk adni a kisebb konvolicié megfelels elemét.

3.3.1. Példa. A 3.1. tablazatbol ha ismerjik a K = (p;;[1],pi;[2]) * (u;[0],u,[1]) eredményét, akkor

(pij * u;)[2] kiszamolasahoz fel tudjuk hasznalni ennek az eredményét:
(Pij * ug)[2] = (pij[2)u;i (0] + pij[u; [1]) + pe;[0lu;[2] = K] + pi;[0)u;[2]

Ezt tudvan egy tablazatot feloszthatunk kisebb, exponencialisan névekvs méreti blokkokra (3.1. abra).
A fokozatosan (itt most egyenként) beérkezs adatok vektora tartozzon a oszlopokhoz, az ismert vektor
pedig a sorokhoz.

A 0. és az 1. sorban talalhat6 szorzatokat szamoljuk ugy, ahogy eddig: amikor elGszor sziikség van ra.
A t6bbi sort viszont blokkokra oszjuk: a 2. és 3. sorboél képezziink 2 x 2 méreti blokkokat, a 4., 5., 6. és 7.
sorbol képezziink 4 x 4 méretd blokkokat és igy tovabb: altalanosan, (az elss két sor kivételével) a (27).
sortol a (271 — 1). sorig tarté sorokbol képezziink 2" x 2" mérett blokkokat. Az n x n mérett blokkok
konvoliciéit jeldljik *,, 1, *,, 2, stb.-vel.

Ezeket a blokkokat, amint van elég informacionk hozzé az algoritmus futasa soran kiszamoljuk. Célunk,
hogy a konvolicié k. eleme kiszamithat6 legyen amint a darabokban érkezs vektor (itt u;) k. eleme
rendelkezésiinkre all. Vegyiik észre, hogy ezzel a konstrukciéval minden blokkot egy lépéssel kordbban
ki tudunk szdmolni, mint hogy annak az eredményére sziikség lenne, a konvolicick &tlos elhelyezkedése
miatt.

A szamolés futasideje az egyes blokkokhoz tartozo konvolaciok kiszdmoldsanak idejébdl és a megfelel
eredmények Gsszeadédsanak idejébdl adodik. A blokkokhoz tartozé konvolucidk kiszamolasanak idigénye
(kettShatvany N-et feltételezve)

ON + N(2log( 2)) + %(410g(4)) ot W% (21°g2<N>—1 1og(21°g2<N>—1)) -

_ON4N (1Og (2') +log (22) + ...+ log (210g2(N)—1)) _

=2N+ Nlog(2) (1+2+...4+ (logy(N) —1)) =
~ 2N + Nlog(2)log*(N) =
=0(N log?( (N))
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Dij *4,1 *4,2

*8,1

3.1. abra. Blokkokra osztas a Zero Delay Convolution algoritmusban

A megfelels eredmények 6sszeaddsa nem haladja meg az O (N log(N)) nagysagrendet, tehat a futasids
osszesen O (N logQ(N)) +O(NlogN)=0 (N logQ(N)).

Erdemes megemliteni, hogy a gyors konvolici6 szamitasanak jellege miatt a Fourier-transzformaltak
egy részét nem kell tobbszor kiszamolni, csak egyszer. Egészen pontosan p;; egy 2" hosszu intervallumanak
a Fourier-transzformaltjat minden *9» j konvoluicié kiszamitasahoz felhasznéljuk. Amennyiben a szamitas

eredményét eltaroljuk, nem sziikséges azt mindig tjraszamolni.

A 3.2.1. algoritmusban ha ezzel a mddszerrel szamoljuk a konvolucidkat, annak a futasideje a ko-
vetkezSképpen valtozik: ugyanigy minden élen ki kell szdmolnunk egyre névekvs hossziusagig egy-egy
konvoluciot, viszont egy ilyennek a kiszamoldsa Osszesen most nem O (L2 log(L)) hanem O (L logQ(L))
idsben térténik, igy az algoritmus futésideje Gsszesen O (mLlog®(L)).

Megjegyezziik, hogy a konkrét feladat esetében u; értékei nem egyesével hanem d méreti intervallu-
mokra bontva valnak elérhet6vé, ezért minden blokk mérete egy d szorzéval nagyobb lehet, beleértve az
elsd két sor 1 x 1 mérett blokkjait is — ekkor az els6 két sor helyett az els6 2d sorr6l tudunk beszélni,
hiszen méar azokban is tudjuk blokkokban végezni a konvoliciét.? KettShatvany d érték esetében példaul

a fenti szamolas a kovetkezdképpen alakul (feltételezve, hogy N elsall 28d alakban):

-+ Sy (2" 'dlog(2"1d)) =

= 2N log(d) + N (log (2'd) + log (2%d) + ... + log (2¥7'd)) =
=2Nlog(d)+ Nlog(2)(1+2+...+(k—1))+ N(k—1)log(d)) =
~ 2N + Nlog(2)k?* + Nklog(d)

2 (Zjdlog(d)> + o (2dlog(2d)) + 1 (4dlog(4d)) + .. +

ez pedig k = log, () miatt O (Nlog® (X)) + O (Nlog (&) log(d)) nagysagrendi.

2Nem vettiik figyelembe se itt, se kordbban, hogy a gyors Fourier-transzformaciéval végzett konvoltciénak csak a nagy-
sagrendje nagyobb, mint a definicié szerint szamolé megoldasnak, nem feltétleniil lesz gyorsabb minden n-re. A kérdést

bévebben az 5. fejezetben jarjuk korbe.
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4. fejezet
Egyéb kiegészitések

Ebben a fejezetben olyan kérdéseket vetiink fel, illetve jarunk koérbe réviden, amelyek ugyan szorosan

kacsolddnak a feladathoz, de mindeddig nem keriiltek emlitésre.

4.1. Idében valtozo6 eloszlasok

Valos feladatoknal az éleken valoé athaladasi id6k eloszlasai fiigghetnek attol, hogy példaul hézkdznapon

vagy hétvégén, reggel vagy délutan, stb. torténik az utazas. Ezt altalanossagban ugy lehet megfogalmazni,
(t1)
i
athaladas idejét jelols valoszintiségi valtozo, az ¢ pontbol ¢ iddpillanatban indulva (és hasonloképpen

pg;l) ennek a striiségfiiggvénye).

hogy a ¢;; valoszintiségi valtozo eloszlasa az id6tdl is fiigg, egészen pontosan legyen c;.'’ az (i,5) élen vald

Tegyiik fel, hogy az utazo6 0 idépillanatban indul 7" idSkerettel. Ekkor a hatralévs idékeret és az aktuélis
idépillanat kozott egy-egy értelmi hozzarendelés all fent, igy a konvolucidk szamolasa soran megtehet-
jik, hogy az egyes szorzatok szamolasakor a megfelel idépillanathoz tartozd eloszléasokbol vessziik az
értékeket.

Tegyiik fel, hogy eltelt ¢; id6 az indulés 6ta, tehat a jelenlegi id6pillanat ¢1, a maradék idékeret T — ¢4
és az utazo a j pontban all. Ekkor a (j,r) élen valo tovabbhaladés esetén az id6ben érkezés valoszintségét
a kovetkez6 formula hatarozza meg:

T—t1
W1~ 1) = / P @) (T = (0 + w)) dw
0

J

*

J
A diszkrét modellben tehat egy u; vektort a kdvetkezs diszkrét konvolicié hataroz meg:

Az u§ (T —t) értéket tehat jelolhetjiik egyszertien w? (T — t)-vel, hiszen csak ilyen forméban hasznéljuk.

wi(l) = max > pii (Rl - h), ViELVieV,i£S

Ez a definicio szerint szamolo (vagy méas néven brute-force) konvolicioé sordn minden nehézség nélkiil
megvalosithaté (mindig a megfeleld p;; vektor értékeit véve). A gyors konvolticiot viszont ebben az esetben

nem lehet alkalmazni, ugyanis a szamitds sordn a p;; vektor értéke véltozik.
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Ez a formalizacié nem vesz figyelembe egy fontos kérdést: érdemes lehet-e varakozni egy keresztezd-
déshez érkezve és csak adott id6 eltelte utan tovabbindulni, névelheti-e a virakozas az id6ben érkezés
esélyeit.

Ennek biztositasara Samaranayake, Blandin és Bayen (2011) a kovetkezs feltételt definialjak:

4.1.1. Definicié. (Sztochasztikus FIFO feltétel) Jelolje egy P sétara US") a rajta valo keresztiil-
haladés idejének eloszlasfiiggvényét, t; idépillanatban indulva. Egy graf teljesiti a sztochasztikus FIFO!

feltételt, ha minden P sétara
U N(T) > USN(T - (1, — t1)) VO<t; <tg,VOLT (4.1.1)
Majd megfogalmazzak a kovetkezs tételt:

4.1.2. Tétel. Ha eqgy grdf teljesiti a sztochasztikus FIFO feltételt, akkor eqy a SOTA probléma optimali-

tdasi feltétele szerint egy pontban valé vdrakozds nem novelheti az idében érkezés esélyét.

A tétel bizonyitasival és a kérdéshez kapcsolodo egyéb fogalmakkal itt most nem foglalkozunk.

4.2. Nem fiiggetlen eloszlasok

Sok valés uthalézaton az egyes utcakon valoé dthaladéds valoszintsithets ideje nem fiiggetlen egymastol,
azaz a c;; valtozok nem fiiggetlenek. Ilyen lehet példaul két olyan él, amely valdjaban ugyanannak az
utcanak két szakasza vagy két egyméasbol dgazd utca: ha az egyiken nagy a forgalom, a forgalmat keriilni
probalé autosok miatt a masikon is megnsGhet.

Samaranayake, Blandin és Bayen (2011) felteszik az ugynevezett Markov feltételt, ami itt annyit
jelent, hogy feltéve, hogy a (r,7) él megtétele utan szandékozunk az (i,j) élen tovabbhaladni, akkor a ¢;;
valtozo eloszlasa a ¢, ; értéket feltéve mar fliggetlen az Gsszes tobbi, az it soran nyert informaci6tol.

Ekkor a keresett megoldas ¢ : V x R x V x R — V U {0} alakua, ahol q(r,t1,4,T) (vagy qi(r,to,T))
a tovabbhaladas optimalis irdnyat jelzi, feltéve, hogy az r pontbdl érkeziink az ¢ pontba és az (r,i) élen
valo athaladas tq id6t vett igénybe.

A szerzok ezutan belatték, hogy mivel ekkor minden pontban ki kell szamitani a beérkezés iranyatol
és az utols6 megtett élen eltoltott id6tdl fliggden az w fliggvényt, ez a megoldd algoritmusok nagysag-
rendjében egy Lo szorzot jelent (ahol ¢ a graf pontjainak maximalis be-fokszama). Ez olyan nagy, hogy
gyakorlati feladatokban sokszor mar nem praktikus.

Felvetik viszont, hogy természetesen a feltétel ¢ valtozojan az idé diszkretizacioja tetszéleges lehet:
példaul kétfelé valaszhatjuk a beérkezés idejét aszerint, hogy az el6z6 utszakaszon a felvett idd forgalmi
dugo esetén jellemzd avagy sem. Ezzel minGsszesen egy 2o szorzdval kell tobb szamolast végeznie az

algoritmusnak.

4.3. Javitds a minimalis ttiddk novelésével

A korabbi fejezetekben lathattuk, hogy mind a darabokban szamolt gyors konvolucié, mind a ZDC algo-

ritmus esetében a d érték novekedésével csokkent a futasids. Az erre tett megszoritas — miszerint az az

LAz angol First in first out, azaz nagyjabol aki elészor indul, el8szor érkezik” réviditése
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Osszes élen a lehetséges athaladasi koltségek minimuméval egyezik meg — némileg pazarlo. Az algoritmust
tovabb tudjuk gyorsitani azzal, hogy az egyes éleken a nekik megfelel§ d;; értékekkel szamolunk.

Ekkor viszont {igyelniink kell arra, hogy az algoritmus csak olyan értékekbdl szamoljon, amelyeket ko-
rabbi szamolasok eredményeként pontosan ismeriink. Samaranayake, Blandin és Bayen (2011) a kovetkezd

tételt fogalmazzak meg:
4.3.1. Tétel. Legyen B;; = dij — € ahol 0 < € < d;j €s 7y az az érték, ameddig az u; fiiggvény értékét

ismerjik. Ekkor ahhoz, hogy az algoritmus az u; fiigguényen helyes eredményt adjon, a

7 < min (75 +dyj
min (7, +d;)

feltételnek teljesiilnie kell az algoritmus futdsideje alatt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a feltétel megszeghets. Ekkor az algoritmus futasideje alatt valamikor
teljesiil, hogy m; > (im)igA(Tj + d;;) valamely i-re, azaz valamely (i,j) parra 7; — 7; > d;;. Ebb6l azonban
kovetkezik, hogy valyajmmely t értékre u,;(t) olyan u;(t — w) és p;;(w) értékekbdl lett kiszamitva, hogy a
szorzatuk értéke ismeretlen, hiszen w > d;; miatt p;; > 0, viszont 7; — 7; > d;; miatt u;(t — w) értéke

ismeretlen. [
Ha viszont feloldjuk azt a megkdtést, hogy mindig minden pontban csak d értékkel tovabb szdmoljuk az

u fiiggvényeket, akkor szamit az is, hogy milyen sorrendben dolgozzuk fel a grafot. Ennek alatdmasztasara

Samaranayake, Blandin és Bayen (2011) a kovetkez6 példat hozzak:

4.3.2. Példa. Tekintsiik a 4.1. 4brat. Ha minden 1épésnél a megengedett legnagyobb 7 értékig szamitjuk
N

4.1. dbra. Graf a kiilonboz6 feldolgozasi sorrendek hatékonysaganak il-

1 @

lusztralasara. A megfelel§ d értékek az élek mellett vannak felttintetve.

ki az u fliggvények értékeit, akkor a sorrendtdl fiiggen més-mas értékekig tudjuk ezeket meghatérozni.
Két ilyen sorrend eredmeényeit illusztralja a 4.1. tablazat. Lathato, hogy a pontokat (a,b,c,d) sorrendben

feldolgozva sokkal tovabb tudja meghatéarozni a fiiggvények értékeit ugyanannyi iteracié alatt.

Az optimalis sorrend valamint az egyes lépésekben kiszdmolt intervallumok hosszanak meghatarozéasara
Samaranayake, Blandin és Bayen (2011) egy O (L log(n)) futésideji algoritmust javasol, amivel nu-
merikus tesztek soran jelentGs javulast érnek el az algoritmus futésidejében. Az algoritmust itt nem

targyaljuk.
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Tteraci6 | a b ¢ d Iteracio | d ¢ b a

1 1 3 8 18 1 10 5 5 11
19 21 24 36 15 7 13 16
37 39 46 57 17 18 18 18
55 57 62 T2 28 23 20 29

=W N
=W N

4.1. tablazat. Feldolgozas sorrendje a baloldalon: (a, b, ¢, d). Jobboldalon:
(d,c,b,a)

4.4. A keresési tér sziikitése

Az eddig adott megoldasokban nem vettiik figyelembe, hogy nem feltétleniil sziikséges minden pontra
és minden idGkeretre megoldani a feladatot. Amennyiben egy teljes uthalézatra, illetve azon minden
idGkeretre, indulasi és érkezési pontra kiszamitjuk a feladat megoldasat, akkor elég lehet egy utazdnak
azt a rendelkezésére bocsatani, igy nem sziikséges maganak kiszdmolnia. Ez nagy szdmitasi kapacitast
igényel, viszont csak egyszer kell kiszamitani. Kénnyen elképzelhets rdadéasul, hogy egyes utazok szamitasi
kapacitasa limitalt, ami ezt a fajta megoldéast vonzova teheti.

Masrészrdl, a feladat futasideje O (N) nagysagrenddel nagyobb, hiszen azt minden ponttal, mint
uticéllal Gjra kell szdmolni (tovabba az idSkeretet is valészintleg nagyobbnak kell venni, mint amire az
esetek tobbségében sziikség lehet). Nem lehetséges tovabba példaul forgalomfigyelSk segitségével az egyes
utvonalak dthaladéasi idejének az eloszlasat az éppen aktuélis szituacidhoz igazitani.

Ha tehat valamilyen okbdl csak egy konkrét pontbdl konkrét idékerettel indulva szeretnénk megha-
tarozni az optimaélis megoldast, akkor viszont sok esetben nem sziikséges minden wu; fliggvényt minden
t < T-re kiszdmolni, egyes utvonalakat ki lehet zarni a keresési térbdl. (Raadasul az algoritmus jellege
miatt a megoldas sziikség esetén tovabb bévithets, az addigi eredmények felhasznélaséaval).

Samaranayake, Blandin és Bayen (2011) a kovetkezs lehetSséget vetik fel: ha minden dtvonalon lé-
tezik egy minimalis lehetséges athaladasi koltség, akkor ezekkel, mint élsulyokkal le tudjuk szikiteni a

feldolgozandé graf méretét. Errgl a kovetkezs tételt fogalmazzak meg:

4.4.1. Tétel. (A keresési tér sziikitése) Legyen j tetszdleges pont a grifban, S az uticél, i a pont
ahonnan az utazo indul. Legyen a d;; értékeket élsilyként véve a legrovidebb i-bdl j-be vezetd 1t kiltsége

aij, valamint a legrovidebd j-bol S-be vezetd it kéltsége ajs. Ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:

1. Ha egy j pontra oy + ojs nagyobb, mint a rendelkezésre dllo iddkeret, ezt a pontot elhagyhatjuk a

grafbol a feladat megolddsdnak szdmitdsakor.

2. Egy j ponthoz tartozd u; figgvénynek csak az a;g <t < (T — ayj;) intervallumon felvett értékeire

van szikségink a megoldds kiszamitdsdhoz.
Bizonyitas.

1. A feltétel azt jelenti, hogy a legrévidebb lehetséges id6, ami alatt a j ponton keresztiilhaladva i-bél
S-be érhet az utazéd hosszabb, mint az adott idékeret. Ekkor nyilvanvaléan elhagyhatjuk a pontot,

hiszen az optimélis megoldés szerint haladva nem érintheti azt az utazé semmilyen esetben.
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2. At < ayj értékekre u;(t) = 0, hiszen a legrévidebb lehetséges ut is tébb, mint a rendelkezésre allo

idGkeret, tehat nem sziikséges az értékeket kiszamitani.

At > (T — ajS) értékekre nem lehetséges az, hogy i-b6l T idGkerettel indulva j-be jutunk és ¢
idokeretiink marad, igy nem sziikséges az u; (t) értékeket kiszamolnunk, hiszen az optimalis megoldés

kiszamitasdhoz ezekre az értékekre nem lehet sziiksége az algoritmusnak.
Ezzel mind a két allitast belattuk. O
A tavolsagok meghatéarozésa példaul Dijkstra algoritmussal torténhet — egyszer i-bél, egyszer pedig S-
bdl. Ennek a futéasideje gyakorlatban jol alkalmazhato, O (N log(N)) nagységrendd, tehat érdemes lehet

hasznalni, ha az utana kdvetkezé algoritmus futasidejét kell6képpen leroviditi. Ez természetesen a konkrét

feladattol is fiigg.
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5. fejezet

Numerikus adatok

A korabbi fejezetekben tobbféle algoritmust irtunk le valamint tobbféle stratégiat az ezekben megjelend
konvolucidk kiszamitasara. Itt ezeket fogjuk kiprébalni és Gsszehasonlitani egymassal.

A tesztelésre hasznalt programokat C++ programozasi nyelven készitettiik el és azokat Linux ope-
racios rendszer alatt forditottuk és futtattuk egy kétmagos, 64 bites, 1.3GHZ-es processzorral felszerelt
Lenovo laptopon. A forditashoz a GCC forditot hasznaltuk az -O8 optimalizacios kapcsoloval. A progra-
mokban a diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitasdra minden esetben az FFTS — The Fastest Fourier
Transform in the South C++ konytar altal biztositott gyors Fourier-transzformaciot megvalésitéd algorit-

must hasznaltuk.

5.1. A brute-force és a gyors konvoltici6é 6sszehasonlitasa

A definici6 szerint szamolt konvolaciot, vagy més néven brute-force konvoluciét rendkiviil egyszerti meg-
valésitani két egymasba agyazott ciklus segitségével.

A gyors Fourier-transzformaciot megvaldsito algoritmusok sok esetben csak kettGhatvany hosszusigu
vektorokra miikodnek és ez a helyzet az altalunk hasznalt FFTS konyvtar FFT algoritmusaval is. Igy
amennyiben két nem-kettShatvany n hossziséga vektort szeretnénk konvolvalni, azokat ki kell egészite-
niink elszor azonos, m = 2M°82("1 hosszusagi vektorokka (majd ez utan még a 3. fejezetben targyalt
modon kiegésziteni ezeket 0 tagokkal 2m hosszusagu vektorokka).

A gyors konvolucié kiszamitasanal tehat sok ,,jarulékos koltséggel” kell szamolnunk, ami miatt kis n
értékekre hosszabb ideig tart veliik a szamolas, mint a brute-force megoldéssal. Ezek viszont az algorit-
mus nagysagrendjén nem valtoztatnak, keressiik tehat azt az ng-t, amit6l kezdve érdemesebb az FFT-t

hasznalé algoritmussal szamolnunk. A két algoritmus futésidejének Gsszehasonlitasa az 5.1. abran lathato.

Vegyiik észre, hogy a gyors konvolicié val¢jaban tobbet szamol ki, mint a brute-force megoldés: mig

az utébbi a N
vln] =Y " alilb[n — il
i=0
értéket szamolja ki minden n = 0,1, ..., m-re, addig a gyors konvoltcié ugyanezt minden n = 0,1,...,2m
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5.1. abra. Brute-force és gyors konvoltcié &sszehasonlitasa

értékre kiszamolja (emlékezziink, a vektorok ki lettek egészitve m darab 0 értéki koordinataval is, tovabba
az indexeket ciklikusan értelmezziik). Ezekre az értékekre ugyan a feladatban nincsen sziikségiink, viszont
a Zero Delay Convolution algoritmusban lesz. Amennybien a brute-force megoldassal is sziikséges kisza-
molni ezeket az értékeket, mar kisebb értékekre is érdemes a (valtozatlan futasideji) gyors konvolucids

algoritmus hasznalni, lasd az 5.2. abrat.
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5.2. dbra. Hosszu brute-force és gyors konvolicio dsszehasonlitasa. (Vigyé-
zat, az 5.1 dbrdhoz képes nem a gyors konvolicié sebessége nétt, hanem

a brute-force konvolucié sebessége csokkent.)

A tovabbiakban amikor gyors konvoluciordl beszéliink, egy olyan fiiggvényt értiink, amely kis n-ekre

brute-force, nagy n-ekre FFT-vel megvalositott konvoliciot haszndl, a fenti grafikonok szerint.
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5.2. Brute-force konvolicié és gyors konvoliicié az id§ szerinti

iteraciét hasznal6 algoritmusban

Emlékezziink vissza, a 3.2. fejezetben a konvolucidkat FFT segitségével szamoltuk, egyre névekvs mé-
retben, mindig Gjraszamolva a korabbi eredményeket is (ezenttl: IFFT! konvoltciéval). Az, hogy ezzel
egyiitt is gyorsabb tud-e lenni, mint a brute-force modszer, nagyon szorosan fiigg a d értéktdl: mindig %
4j elemre kell kiegésziteni a konvoliciot, tehat Osszesen % = D darab, egyenletesen névekvs hosszisagi
konvoliciét kell kiszamolnunk.

Meg kell jegyezniink, hogy habar a brute-force modszerrel ugyanazokat a szamitasokat végezziik el
lényegében az id§ szerinti iteracios esetben, a szamitasok % hosszt blokkokra osztésa egy konkrét imple-
mentacio soran a szamitogépnek valamennyi tébbletmunkat jelent. Ez a futasidé-névekedés nem jelentGs,
de az Gsszehasonlitas gyakorlati hasznalhatésiga érdekében innentdl lehetség szerint a megndvekedett
futasidejt brute-force konvolucioval (ezentil: IBF konvolicio) fogunk szémolni. Az egyre ndvekvs hosszi-

sdgi valamint az egyben végzett szdmitasok kozotti futasidé-igény kiilonbség az 5.3. dbran lathato.
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5.3. abra. Darabokban szamolt brute-force (d = 16) és egyben kiszamolt

brute-force 6sszehasonlitasa

Az 5.4 4bra mutatja az elgbb leirt IBF konvolucié, valamint az IFFT konvolici6é 6sszehasonlitésat
kiilonbo6z6 d értékekre. Lathato, hogy ugyan elképzelhets olyan d érték, amellyel bizonyos n hosszisagu
vektorokra jobban teljesit, de ehhez nagyon nagy d érték sziikséges. A példaban latott d = 600 érték
példaul abban az esetben fordulhat el6, ha az id6t 1 masodperc hosszi intervallumokra diszkretizaljuk
és az uthalozaton az egyes utcakon valdé minimalis lehetséges athaladasi id6 legalabb 10 perc. Ez ugyan
valamennyire életszertd, de nem mondhaté gyakorinak (egy ilyen méretti athalézaton valoszintleg nincs
sziikség 1 masodperc pontossdgu szamolasokra) és az elért javulas sem igazan jelentSs a brute-force meg-
oldashoz képest, valamint tudjuk, hogy a log(IV)-es szorz6 miatt ez nagy n értékekre nemhogy névekedne,

de csokken.

LAz IFFT jeldlést a szakirodalomban sokszor az inverz (gyors) Fourier-transzformécio jeldlésére szoktak hasznalni. Mivel

mi ezt nem tessziik, ezért nem okoz félreértést ha a darabokban szamolt konvolico jel6lésére hasznaljuk.
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5.4. &dbra. Darabokban szdmolt gyors konvolucié (d = 180, 360,600) és

darabokban szdmolt brute-force (d = 180) 6sszehasonlitasa

2

5.3. Brute-force konvoltcié és Zero Delay Convolution 6sszeha-
sonlitasa

A targyalt modszerek koziil a Zero Delay Convoltion (ezenttul: ZDC) mondhat6 a legigéretesebbnek. Ez
ugyanis minden értéket csak egyszer szamol ki és nagysdgrendben is jobb, mint a brute-force megoldas.
A konkrét implementécioja viszont sokkal bonyolultabb, mint az utébbinak, igy a sok jarulékos koltség
miatt kis n értékekre lassabban fut, mint a brute-force megoldas.

Az algoritmusnak elszor blokkokra kell osztania a kiszamitandé konvoluciot. Ennek a médjat bemu-
tattuk a 3.3 fejezetben, viszont az ismertetett megoldas csak kettGhatvanyokra miikddik tokéletesen.

A mi implementacionk a program a futisa soran elészor megtervezi adott n-re a kiszamitandé konvolu-
ciok elhelyezkedését, méretét, a szamitas elvégzésének idejét (azaz, hogy mikor all mar rendelkezésre elég
informécié annak kiszamitasadhoz) valamint mérettdl fiiggden a modjat (gyors konvoltcié vagy brute-force

konvolucié). Ezt a kovetkezSképpen teszi:
1. Létrehozza az els6 két sort.

2. A 3.3. fejezetben leirt modon létrehoz egyre névekvs méretti blokk-sorokat, fenntartva a megkotést,
hogy azok kiszamithatdak legyenek, mire az eredményiikre sziikség van. Amennyiben egy blokk
eredményére nincs sziikség, azt nem hozza létre. Mindezt addig folytatja, amig az egyre névekvd

méretd blokkok elférnek.

3. Amikor mar nem fér el a kovetkezd, kétszeres méreti blokk, megprobal még egy ugyanakkora, majd

egyre csokkens méretd blokksorokat 1étrehozni.
4. Ha nem maradt felosztatlan sor, a tervezg algoritmus leall.

Erre lathatunk egy példat 5.5. abréan.
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5.6. abra. Darabokban kiszamitott brute-force (d=1) és ZDC (d=1) Gssze-

hasonlitasa
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Kiilon emlitést érdemel, hogy az FFT-vel végzett konvolicidknak egy részét mar a terv készitése soran
kiszamitja: az ismert vektor egy szakaszanak a DFT-jét elég egyszer kiszamitani, majd egy sor minden
blokkjanak feldolgozasakor azzal pontonként szorozni a megfelel§ (masik) vektor DFT-jét.

Ezzel a modszerrel tetszbleges hossztisagu vektorokra tudjuk alkalmazni a ZDC algoritmust. Kiilon-
b6z6 méreteken vett Gsszehasonlitasa az IBF algoritmussal az 5.6. 4bran lathatoé.

Lathato, hogy ugyan kis értékekre lassabban fut, de nagyjabél n = 3500 koriil lehagyja a brute-force
megoldast hatédkonysigban, és a nagysagrend elemzésbdl tudjuk, hogy n névekedésével a kiilénbség is
noévekedni fog.

Figyelmes szemlél§ észreveheti, hogy ZDC-nek a grafikonon latott futasideje nem monoton névekve.
Ez sajnos nem a véletlen mitve: valoban, a fent leirt kiegészitése az eredeti algoritmusnak nem optimalis
minden n-re. Ha ugyanis n valamivel, de nem sokkal egy kettGhatvany alé esik, akkor a fent leirt megoldéas
helyett érdemesebb lehet inkabb kiegésziteni nullakkal a kovetkezs kettShatvinyra és azzal szamolni. A
kiilonbség kettGhatvany és nem-kettShatvany kozott ardnyaiban nem olyan szamottevs, mint amekkora
ugrasokat példaul az 5.1. abran lathattunk.

Azt, hogy mikortdl érdemes inkabb kiegésziteni a vektorok méretét nem trividlis meghatarozni, de
azt sem, hogy milyen hossziséigig: gondoljuk bele, hogy nem csak 2™ alakra fut aranylag gyorsan az
algoritmus, hanem példaul 2" 4+ 2("~V_re is: ekkor ugyanis elég a legnagyobb mérett blokkokbol még egy
sornyit hozzatenniink.
csak az elsé felére vagy az els§ par elemére van sziikségiink kisebb blokkokkal helyettesitjiik. Ilyen lehet
példaul 5.5. abran a 4. sor 8. eleménél kezd6ds 4 x 4 méretd blokk. Az optimadlis stratégia itt sem
nyilvanvald: ekkor ugyanis azzal is szamolni kell, hogy ezekhez a kisebb méretii blokkokhoz viszont nem
tudjuk felhasznalni a terv elkészitése soran kiszamitott, az ismert vektor egy szakaszahoz tartoz6 DFT-t.

Végiil érdemes meggondolni, hogy ha tébb azonos méretd konvoliciét szdmolunk ZDC-vel, akkor
érdemes lehet kiilonvalasztani a tervezés és a szamoléds lépéseit, hiszen felesleges ugyanazt a felosztést
minden 1j konvolucidhoz kiszamitani. A tervezéshez sziikséges id6t kiilonb6z6 méretii vektorok esetén
az 5.7. dbra mutatja (a tervezésbe itt nincs beleszamitva a korabban emlitett DFT-k kiszamitéasa).

A ZDC algoritmus hatékonysagén is javit a nagy d érték. Kiilonb6zs esetek Gsszehasonlitasat az 5.8.
adbra mutatja. Lathatjuk, hogy itt joval kevésbé szamit a d érték mint a korabbi esetben, de itt is gyorsit
valamelyest az algoritmus futésidején.

Osszefoglalasképpen tehdt a tesztelt implementécioval a ZDC algoritmus hatékonysagaban (d = 1
esetén) nagyjabol n = 3500 koriil hagyja le a brute-force megoldast. Ez § = 1 (masodperc) mellett nagy-
jabol egy ora, tehat konnyen elképzelhet6 életszert helyzetekben ilyen, vagy ennél hosszabb konvoliciok
kiszamitasa. Az implementécio futésideje tovabb javithato a fent emlitett modszerekkel valamint a d érték

novelésével.
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5.7. abra. A ZDC algoritmus futasidejének tervezéssel eltoltott részének

és a ZDC algoritmus futasidejének Gsszehasonlitasa

25000

ibf1
zdcl ®
zdc8 *
zdchb4 o
20000 128 |
15000 t 1
i
2
0
T
10000 1
5000 t 1
0 s . . . . . . .

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
A wektorok hossza

5.8. abra. A ZDC futésidejének Osszehasonlitdsa kiilonbozs d értékekre.
Lathato, hogy a javulas d fliggvényében nem linearis (a 3.3. fejezetben

kideriil, hogy log?(d) szerint valtozik).
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Osszefoglalas

A dolgozatban bevezettiik a SOTA probléma alapfeladatat és leirtunk annak megoldésara egy tgyneve-
zett fokozatosan kozelit6 algoritmust (ennek futasideje O (K m (%)2) nagysagrendi volt). Bizonyitottuk
annak konvergencidjat és belattunk két, a megoldas hibajanak becslését segits tételt.

Ezutan bevezettiik az id6 szerinti iterdcié modszerét és az ahhoz kapcsolodo, a feladatot a diszkrét
valamint a folytonos modellben megold6 algoritmusokat, melyek futasideje jelentGsen kisebb volt mint a
fokozatos kozelitéses algoritmusé (O (m (%)2> nagyséagrend).

A konvoluciok kiszamitasanak hatékonysaga érdekében ezutan megvizsgaltuk két gyors Fourier-
transzformaltat hasznalé verzidjat az algoritmusnak, melyek O (mig—; log(%)) valamint O (m% log? (%))
id6ben futottak.

A konvoluciok elvégzésének leirt modjait konkrét implementaciokkal teszteltiik, kiillonb6z6 hossztisagu

vektorokon mérve azok sebességét.

A dolgozatban leirt algoritmusok hatékonyan megoldjak a SOTA problémat. A 4. és az 5.3. fejezetek-
ben felvetett lehet&ségek mentén az algoritmus egy implementécidja konkrét feladattol fiiggden tovabb

bévithetd illetve gyorsithato lehet.

Mindenképpen emlitést érdemel viszont, hogy a leirt algoritmusok navigacios rendszerekben f6képp az
autoforgalomban valé atvonaltervezésre alkalmasak, holott a SOTA alapfeladata mas modellekben is meg-
fogalmazhato. Ilyen példaul tomegkozlekedési jarmiivek igénybevételének esete, ahol nem elég altalanos
a modell ahhoz, hogy hasznalhato legyen.

Az emlitett esetben példaul az ,¢lek”, azaz a jarmitivek nem allnak rendelkezésre minden idgpillanat-
ban, hanem azokra varni kell. A varakozési id6 eloszlasat természetesen bele lehetne szamolni a jarmd
menetidejének az eloszlasaba (és ha ismert a menetrend, akkor ez az eloszlas annak megfelelGen valtozhat
az id6ben), viszont az utazonak ekkor rendelkezésére all olyan informacio, ami az eddig targyalt esetek-
ben nem: megteheti ugyanis péladul, hogy egy megalléban allva az els6 érkezd jarmiire szall fel. Ezzel azt
hasznéalja ki, hogy mar az atvonal kivalasztasa el6tt kap tovabbi informaéaciot egyes eloszlasokrol, ami a

mi modelliinkben (a t6bbi eloszlastol fiiggetleniil) nem torténhet meg.
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