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Bevezetés

A véges testek elmélete sokféle alkalmazasi lehet&sége révén az elmult évszézad-
ban kiilondsen fontossa valt. Ilyen alkalmazas példaul a kodelmélet és a titkosirés,
de kiilénféle kombinatorikai problémak megoldasa soran is felmeriilnek véges testek.

Az egyszeriibb, prim elemszamu testekkel mar a 17-18. szdzadban is foglalkoz-
tak, azonban a véges testek altalanos elméletének kezdete csak a 19. szazad elejére
tehetd. Ekkor élt és alkotott Evariste Galois, a modern algebra egyik megalapitoja.
Ugyanakkor a véges testek jelent&sége csak a 20. szdzad kozepén nétt meg. Claude
Shannon 1948-ban megjelent, A kommunikdcio matematikai elmélete cimii miive az
informacioelmélet megalakulasat jelentette.

Az informacidelmélet fontos részteriilete a kodelmélet, amely mindennapjaink
része lett. Néhany példat emlitenék a kodok fontossaganak szemléltetésére. Kodokat
hasznalnak banki adtutalasok soran titkositasra, miiholdrol torténd televizios adas
sugarzasakor hibajavitasra, illetve zenefajlok mp3 formatumba témoritéséhez.

Szakdolgozatom elsé fejezetében néhany algebrai fogalmat és tételt foglalok ossze,
a gytirtk és a testbGvitések témakorébdl. A masodik fejezetben a véges testek elméle-
tével foglalkozom. Itt ejtek szot a véges testek szerkezetérsl. Ehhez elengedhetetlen a
véges test feletti polinomok vizsgéilata, ugyanis ezekkel lehet primhatvanyrendd tes-
teket konstrualni, illetve ezekben szamolni. Kiilondsen fontos a 2% elemfi test, mivel
a szamitastechnikaban, illetve a tavkozlésben altalanosan hasznalt tarolokapacitas-
mértékegység a bajt.

A harmadik fejezeben a véges testek egyik legfontosabb alkalmazasaroél lesz szo6, a
kodelméletrol. A fejezet a kodelmélet algebrai hatterérdl, azon beliil is a hibajelzésrol
és -javitasrol szol. Az elsG szakaszban ismertetem az alapvetd fogalmakat, melyek jo
része Richard Hamming 1950 koriili munkassagahoz kothets. A masodik szakaszban
ciklikus kodokkal, azon beliil is a BCH-kodokkal foglalkozom. Itt teszek emlitést
ezek specidlis osztalyarol, a Reed-Solomon koédokrol. Megjegyzem azonban, hogy
ezek kiilon-kiilon alakultak ki 1959-1960-ban és a kett& kozott 1év6 kapcsolatot csak
késébb fedezték fel.

Ezek a koédok a mai napig is széles korben elterjedtek. Ez f6ként annak ko-



szonhetS, hogy tobbszoros hibakat is képesek javitani, és dekddoldsukra hatékony
algoritmusok vannak. Alkalmazhatosagukat és hatékonysigukat jol jellemzi, hogy
BCH, illetve Reed—Solomon kédot hasznalnak a miiholdas kommunikaci6 soran, CD
és DVD lemezek hibajavitasahoz és kétdimenzios vonalkdédok, mint példaul a QR-
kédok hibajavitasara is.

Szakdolgozatom zardsaként a BCH-kodok dekodolaséra hasznalatos Peterson—
Gorenstein—Zierler algoritmust mutatom be. Bar nem ez a leghatékonyabb dekoédo-

lasi eljaras, ez is jol jelzi a véges testek elméletének fontossagat.



1. fejezet

Algebrai alapfogalmak

A fejezet célja a késGbbiek sordn hasznélt algebrai fogalmak és Osszefiiggések
osszefoglalasa. Ezeket az alapképzés soran tanultuk, igy bizonyitésok itt nem szere-
pelnek. A fejezet megirasa sorén sajat kézzel irt jegyzeteimet, valamint a [3] irodal-

mat hasznaltam fel.

1.1. Csoportok, gytirtk, testek

1.1.1. Definicié. Egy G halmazt a G-n értelmezett x miivelettel egyiitt csoportnak

hivunk, ha az alabbi harom tulajodnsig teljesiil.
e x asszociativ, azaz Va,b,c € G-re ax (bxc) = (a*b) x c
o létezik neutrdlis elem, azaz Je € G, hogy Vg € greexg=g*xe=g.

e minden elemnek létezik inverze, azaz Vg € G-hez 39! € G, hogy g* g ! =
glxg=e

Ha a % miivelet kommutativ is, akkor G-t kommutativ, vagy Abel-csoportnak ne-

vezziik.

1.1.2. Definicié. Legyen R nemiires halmaz, + és - binér miiveletek R-en, ekkor

(R, +,-) gytirt, ha
e (R,+) Abel-csoport
e - asszociativ

e a szorzis mindkét oldalrol disztributiv az 6sszeadasra nézve, azaz Va, b, c € R-

re teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek c(a+b) = ca+cb és (a+b)c = ac+ be



Ha a,b € R\ {0} esetén ab = 0 teljesiil, akkor a-t baloldali, b-t jobboldali
nullosztonak nevezziik. Egy gytrd nullosziomentes, ha nincsenek benne nullosztok,
azaz egy szorzat értéke akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla.
Azt mondjuk, hogy egy gytri kommutativ, ha a szorzas kommutativ, ha pedig a
szorzasnak létezik egységeleme, akkor egységelemes gytrtirél beszéliink. A legalabb
kételemt, kommutativ, egységelemes, nullosztoémentes gytrtt integritdsi tartomdny-
nak nevezziik. Ha egy gytird nemnulla elemei a szorzésra nézve csoportot alkotnak,
akkor ferde testnek nevezziik. Ha ez a multiplikativ csoport kommutativ is, akkor
testnek nevezziik. Minden test egyben integritasi tartomény is. Forditva nem igaz,

de ha egy integritasi tartomany véges, akkor sziikségképpen test.
1.1.3. Példa. (i) Az egész szamok halmaza integritasi tartomanyt alkot.

(ii) A paros szamok halmaza kommutativ gytrit alkot, amelyben nincs egység-

elem.

(i) Z, a modulo n osszeadéssal és szorzéassal egyiitt egységelemes, kommutativ

gytr(t alkot, amely pontosan akkor test, ha n prim.

(iv) A 2 X 2-es valos szamokbol 4116 matrixok egységelemes gyftriit alkotnak, amely

nem kommutativ.
(v) A 2 X 2-es valos szamokbol 4ll6 invertalhaté méatrixok ferde testet alkotnak.
(vi) A raciondlis és a valos szamok halmaza is testet alkot.

(vii) A valos egyiitthatos polinomok a szokésos polinomok kézotti Osszeadassal és

szorzassal integritasi tartomanyt alkotnak, ezt a gytrit Rlz|-el jeloljiik.

(vili) A valos-valos fiiggvények a pontonkénti 6sszadas és szorzas miiveleteivel kom-

mutativ, egységelemes gytirtt alkotnak, amely nem nullosztéomentes.

Ha az R gytird S részhalmaza maga is gytird az R-beli miiveletekkel, akkor azt
mondjuk, hogy S részgyird. Ha I olyan részgytrije R-nek, hogy minden r € R és
minden ¢ € [ esetén az ri € [ és ir € I, akkor azt mondjuk, hogy [ idedl. Az I
idealt fdidedlnak nevezziik, ha van olyan r € R, hogy I = (r). Ha [ ideal R-ben,
akkor (I,+) részcsoportja (R, +)-nak, amely a kommutativitds miatt normalis is.
Tehat I az R egy osztalyozasat adja, az osztalyokat modulo I maradékosztalyoknak
nevezziik. Egy r € R elem maradékosztalyat modulo [ jelolje r + 1 = [r|. Az a és b
elem pontosan akkor van egy maradékosztalyban, ha a — b € I; ekkor azt mondjuk,

hogy a kongruens b-vel modulo I és a = b mod I-vel jel6ljiik.



1.1.4. Definicié. Legyen I az R gytrd idealja. Ekkor a modulo I maradékoszta-
lyokon értelmezett (a + 1)+ (b+1) = (a+b)+1és (a+ Db+ 1) = (ab) + 1
miveletekkel a maradékosztalyok gyiirtt alkotnak. Ezt a gylr(t az R-nek [ szerinti

maradékoszaly- vagy faktorgytrijének hivjuk, és R/I-vel jeloljiik.

A fent definidlt miiveletek értelmesek, nem fiiggnek az a és a b reprezentald
elemek megvalasztasatol, csak a maradékosztalyoktol. A mivelettartd leképezések és
az idedlok kozott hasonld kapcsolat van, mint a normalis részcsoportok és a csoport-

homomorfizmusok kozott.

1.1.5. Definicidé. Legyen R és S gytrt. Egy ¢ : R — S leképezést homomorfiz-
musnak neveziink, ha minden a,b € R-re p(a+0b) = p(a)+¢(b) és p(ab) = p(a)p(b)
teljesiil. A ¢ homomorfizmus magja kerp = {r € R : ¢(r) = 0 € S}. A sziirjektiv
homomorfizmust endomorfizmusnak, a bijektiv homomorfizmust izomorfizmusnak

nevezziik.

1.1.6. Tétel. Legyen ¢ : R — S endomorfizmus. Ekkor ker ¢ idedal R-ben és
R/ker ¢ izomorf S-sel. Megforditva, ha I az R ideélja, akkor ¢ : R — R/I, ¥(a) =

a + I leképezés endomorfizmus, melynek magja I.

1.1.7. Példa. (i) Legyen ¢ : Z — Z, olyan homomorfizmus, mely egy egész
szamhoz az n-nel vett osztasi maradékat rendeli. Ekkor ker ¢ = (n), tehat
Z/(n) izomorf Z,-nel.

(ii) Legyen ¢ : R[z] — C olyan homomorfizmus, melyre ¢(f) = f(i). Ekkor ¢
endomorfizmus, és ¢(f) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha z% + 1 osztja f-et,

azaz ker ¢ = (2% + 1), tehat R[z]/(z* + 1) izomorf C-vel.

Ha R gyfiri, és van olyan n € N\ {0}, hogy nr = 0 minden r € R-re, akkor a
legkisebb ilyen n-et az R gytrd karakterisztikdjdnak nevezzik, és char(R)-rel jelol-
jiikk. Ha nincs ilyen n, akkor azt modjuk, hogy az R gytri karakterisztikija 0. Ha
R # 0 olyan egységelemes, nullosztomentes gytirid, amelynek nem 0 a karakteriszti-
kija, akkor char(R) primszam. Kovetkezésképpen minden véges test karakteriszti-
kdja prim. Ha S az R nullosztomentes gytri legalabb kételemi részgytirtje, akkor
char(R)=char(S). Ha R kommutativ gytirt, és char(R) = p, akkor minden a,b € R-
re teljesiil, hogy tetszéleges n € N esetén (a+b)P" = a?" +b" és (a—b)P" = a?" —b"".

1.2. Testbdvitések

Legyen L test és K olyan részhalmaza L-nek, hogy K maga is test a L-beli
miiveletekkel. Ekkor azt mondjuk, hogy K részteste L-nek, vagy L a K test bdvitése;
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ezt L|K-val jeloljik. Ha K # L, akkor azt mondjuk, hogy K valodi részteste L-
nek. Tekintsiikk az [, résztesteit. Mivel egy ilyen résztestnek tartalmaznia kell a
0 és 1 elemeket, ezért tartalmaznia kell az egész F)-t, tehat F,-nek nincs valodi
részteste. Egy adott K test néhany résztestének metszete szintén résztest, igy K

Osszes résztestének metszete is test; ezt K primtestének nevezzik.

1.2.1. Tétel. Egy K test primteste vagy izomorf F,-vel, vagy Q-val, attol fiiggben,
hogy char(K) = p prim vagy char(K) = 0.

Legyen L a K test b&vitése, ekkor L egy K feletti vektortér, amelynek a dimen-
ziojat a bovités fokdnak neveziink és |L : K|-val jeloljik. Ha |L : K| véges, akkor

véges boévitésrdl beszéliink, és ekkor igaz, hogy |L| = |K|", ahol n = |L : K|.

1.2.2. Kovetkezmény. Legyen K véges test, ekkor char(K) = p prim és K prim-
teste IF,, igy | K| = p", ahol n = |K : F,|.

Egy M test az L| K bovités kizbilsd teste, ha fennall K C M C L. Ha L|K véges
baviteés kozbiilss teste M, akkor K|M és M|L is véges, és |K : L| = |K : M||M : L.

1.2.3. Definicié. Legyen L test, K egy részteste, A pedig tetszéleges részhalmaza
L-nek. Ekkor K-nak A-val valo bévitése, K(A) az L olyan résztesteinek metszete,
amelyek tartalmazzak K-t és A-t is. Ha A = {ay,...,q,} véges, akkor K(A) =
K(aq,...,ay) jelolést hasznajuk. Az egy elemmel valo bovitést egyszerd bovitésnek

nevezzik.

1.2.4. Definici6. Legyen L|K, o € L. Ekkor « algebrai elem K f5l6tt, ha létezik
olyan nemnulla f € Klz| polinom, hogy f(«) = 0. Ha nincs ilyen polinom, akkor
a transzcendens K folott. Az LIK bovités algebrai, ha minden « € L algebrai K
folott.

Legyen L|K, és a € L algebrai K felett. Ekkor egyértelmten létezik egy olyan
me € K|x] legalacsonyabb fokd, normalt polinom, amelynek a gydke. Ezt hivjuk
az a K feletti minimdlpolinomjdanak. Az o K feletti fokdn a minimalpolinom fokat
értjiik, és degya-val jeloljiik. Tetszdleges f € K[z]-re f(a) =0 < m, | f. Tovabba,
me irreducibilis K[z]-ben és ha f € K[z] olyan, hogy f(a) = 0 és f irreducibilis,

akkor f = c¢m, valamely ¢ € K-ra.

1.2.5. Tétel. Legyen o € L algebrai K felett és m, minimalpolinomja n-ed foki.
Ekkor teljesiil, hogy |K(a) : K| = n és az {1,«,...a" '} bazis a K feletti K(«)

vektortérben.
Ha L| K bdvités véges, akkor algebrai, és minden o € L-re deg -« osztja |L : K|-t.
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1.2.6. Tétel. Legyven K test, f € K|x] irreducibilis polinom. Legyen L = K|z]|/(f)
és a € L olyan, hogy a = x mod (f). Ekkor:

(i) L test;

(ii)) L|K egyszerii algebrai bévités;
(iii) L = K(«a);
(iv) mq = cf alkalmas ¢ € K-val.

1.2.7. Tétel. Legyen f € K|x] irreducibilis polinom K felett, és f(a) = f(5) = 0.
Ekkor van olyan ¢ : K(a) — K(f) izomorfizmus, amelyre p(a) = [ és minden
k€ K-ra p(k) = k.

1.2.8. Példa. Legyen a test Fy, amely felett az 2® + x + 1 polinom irreducibilis.
Legyen o = z mod (2% + 2 + 1), ekkor Fy/(2® + 2 + 1) = Fo(a). A test elemei
0,1,a,a+1,0%a?+ 1,02 +a,0® + o+ 1.

1.2.9. Definici6. Legyen L|K és 0 # f € K[x]. Azt mondjuk, hogy L az f egy

felbontdsi teste K felett, ha 3¢ € K és Joq,..., 0y, hogy f = [[_, c(v — o) és
L=K(a,...,a).

1.2.10. Tétel. Ha K test és 0 # f € K|z, akkor létezik az f-nek felbontési teste
K felett. Tovabba f-nek barmely két K feletti felbontéasi teste kozdtt megadhato

olyan izomorfizmus, amely K-t fixen hagyja, és f gyokeit egymasba képezi.

Mivel a felbontéasi testek izomorfak, ezért beszélhetiink az f felbontasi testérsl K
felett. Mivel f K feletti felbontéasi teste véges bévitése K-nak, ezért algebrai bévités

1S.
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2. fejezet

Véges testek

Jelen fejezetben részletesebben is megismerkediink a véges testek struktirajaval.
A fejezet megirasaban segitségemre volt az [1] és a [2]| irodalom.

Az els6 szakaszban a véges testek létezésérdl és egyértelmtiségérdl lesz szo. Egy
véges test konstrudlasa soran irreducibilis polinomokat hasznélunk, igy ezek néhany
fontos tulajdonsagat is targyaljuk. A masodik szakaszban korosztasi testekrdl lesz
sz0, melyek segitségével szintén alkothatunk véges testeket. A harmadik szakaszban
Osszefoglalom és példakkal illusztralom a véges testek szerkezetérdl szolo ismereteket.
A negyedik szakaszban a véges testek feletti polinomok néhany tulajdonsagarol lesz

sz0, ami segit a véges testek struktirajanak tanulmanyozasiban.

2.1. Veéges testek alaptulajdonsagai

Egy testet - mint ahogy csoportoknal és gytiriiknél - végesnek neveziink, ha elem-
szama véges. Wedderburn tétele szerint minden véges ferde test kommutativ is, tehat
test. Véges testekre kordbban végtelen sok példat lattunk, minden p primre a Z/(p)
maradékosztaly gyird test. Legyen most I’ véges test, ekkor F' primteste I, és igy
|F'| = p™ valamely p primre és n pozitiv egészre. Azt is lattuk, hogy ha f € F,[x]
egy n-ed foku irreducibilis polinom, akkor F,[x]/(f) at IF, n-ed foka bévitése, és igy
p" elemszamu test. Kérdés, hogy van-e minden n-re n-ed foku irreducibilis polinom

[F, felett. Ehhez el6bb mésként konstrudlunk véges testeket.

2.1.1. Allitas. Ha F egy q elemszamii test, akkor minden a € F-re a? = a teljesiil.

2.1.2. Allitas. Ha F egy q elemszamii test, K részteste F-nek, akkor K[x]-beli x7—
x polinom els6fokti polinomok szorzatara bomlik, méghozzd v? — v = [[,cp(z — a).

S6t az is igaz, hogy F' az x? — x polinom felbontasi teste K felett.
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2.1.3. Tétel. Minden p primre és minden n pozitiv egészre létezik p" elemszami
test. Barmely q = p" elemszdmi test izomorf az 29 — x polinom FF, feletti felbont4si

testével.

Tehat beszélhetiink a ¢ elemid testrél. Ezeket Fy-val jeloljiik és ¢ rendd Galois-

testnek nevezzik.

2.1.4. Tétel. Legyen q = p" és K az [, test részteste. lkkkor van olyan m, hogy
m osztja n-et és |K| = p™. Megforditva, ha m | n, akkor F,-nak pontosan egy p™

elemi részteste van.

Bizonyitas. A K primteste szintén F,, igy |K| = p™ alkamas m-mel. Megforditva
ha m osztja n-et, akkor p™~! osztja p"l-et, igy 2" — 1 osztja 2P — l-et, tehat
aP" — gz osztja 2P —x-et F,[z]-ben. Igy 27" —z minden gydke, 29— z-nek is gydke, azaz
2" — x T, feletti felbontasi teste része F -nak, tehat Fyo|Fym. Az egyértelmiséget
indirekt bizonyithatjuk. Ha lenne az F,-nak két kiilonb6z6 részteste amiknek az
elemszama p™, akkor ebben a két testben az 2" — x € F [z] polinomnak p™-nél

tobb gyoke lenne, ami ellentmondés. [J

2.1.5. Példa. Az alabbi abran a Fys0 résztestei lathatok.

]PI‘K)SU
><F210
2::- FQS ]F22
Fo

Az I, test nemnulla elemeinek multiplikativ csoportjat jelolje .

2.1.6. Allitas. Minden véges [, testnek ¥, multiplikativ csoportja ciklikus.

Az F;, csoport egy generdtorat az F, primitiv elemének nevezziik. Tudjuk, hogy
F,nak ¢(q — 1) primitiv eleme van. A primitiv elem segitségével belathatjuk, hogy
minden véges test barmely résztestének egyszert bévitése. Ugyanis legyen F, az F,
bévitése. Ekkor F, tetsz6leges a primitiv elemével F, = F,(a). Ha r = ¢", akkor m,,
egy n-ed foku irreducibilis polinom, igy minden véges I, testre és minden pozitiv

egész n-re létezik f € Fy[z] n-ed foku irreducibilis polinom.
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A tovabbiakban véges test feletti irreducibilis polinomok gyokeir6l lesz sz6. Le-
gyen f irreduciblis polinom, és legyen a az f tetszéleges gyoke. Ekkor o minimal-

polinomja konstansszorosa f-nek, igy igaz a kévetkezd allitas:

2.1.7. Lemma. Legyen f az [, véges test felett irreducibilis polinom és legyen o
olyan, hogy f(a) = 0. Ekkor tetszéleges h € F,[x] esetén h(«) = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha f osztja h-t.

2.1.8. Lemma. Legyen f m-ed foku irreducibilis polinom F, felett. Ekkor f pon-

tosan akkor osztja az x9° — x polinomot, ha m osztja n-et.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f osztja az 27" —z polinomot, és legyen « at f gyoke.
Ekkor o gydke az 27" — z-nek is, igy a € Fyn. Ekkor viszont Fy(a) C Fn, és mivel
|Fy(a) : Fy| = m és |[Fpn| = n, igy m osztja n-et. Most tegyiik fel, hogy m osztja
n-et. Ekkor Fon a 2.1.4 tétel szerint résztestként tartalmazza F,m-et. Legyen o az
[ gydke, ekkor F (a) = Fym, igy a € F,n. Kovetkezésképpen a gydke z7" — z-nek,

ezért a 2.1.7 alapjan f osztja 29" — x-et. [

2.1.9. Tétel. Legyen f egy m-ed foku irreducibilis polinom F, felett és f(«) = 0.

Ekkor f minden gyéke egyszeres, és gyikei az o, a%,a%,...,a"" ", m darab kiilon-

béz6 elem.

Bizonyitas. Legyen f(z) = > a;z', ahol a; € F,, és legyen 8 € F,m gyoke
f-nek. Felhasznalva, hogy a] = a;, és egy p karakterisztikiju testben lehet egy
Osszeget tagonként p*-edik hatvdanyra emelni, kapjuk, hogy f(89) = >, ;3% =
S (aiB) = (N0 B = f(B)? = 0. Tehat az a,a%a®,...,a?" " elemek
mindegyike gyoke f-nek. Azt kell mar csak belatni, hogy kiilénb6z6ek. Ehhez in-
direkt tegyiik fel, hogy o = " teljesiil 0 < 7 < k < m — l-re. Az egyenletet

—k+j

¢™ — k-adik hatvanyra emelve adodik, hogy a?" =" = a, ezért a 2.1.7 szerint

m—k+j

f osztja az x — x polinomot, de ekkor a 2.1.8 miatt m osztja az m — k + j

szamot. Viszont 0 < m — k + j < m, igy ellentmondasra jutottunk. [

m—1

2.1.10. Definicié. Legyen F;m az F, bévitése, és o € Fym. Az o, 09, a?, ... al

elemeket az o elem Fy-ra vonatkozo konjugdltjainak nevezziik.

Az o € Fym elem F,-ra vonatkoz6 konjugaltjai pontosan akkor kiilonbozék, ha
« minimalpolinomjanak foka m. Kiilénben, ha m,, foka d, akkor az o, a4, ... ,oﬂdil
elemek kiilonboz6k és mindegyik “r-szer szerepel. Konnyen lathaht6, hogy a konju-
galtsag az ekvivalencia relacio, igy beszélhetiink a véges test konjugdltosztilyairol.
Egy osztalyban pontosan azok az elemek szerepelnek, amelyek minimalpolinomja

ko6z0s.
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2.1.11. Tétel. Az a € F; elem az F; barmely résztestére vonatkozé konjugatjai

azonos rendiiek.

Bizonyitas. Az allitas abbol kivetkezik, hogy F; ciklikus csoport, melynek rendje

g — 1, ami relativ prim az I, test karakterisztikajahoz. [

2.1.12. Kovetkezmény. Ha « az I, test primitiv eleme, akkor az IF, barmely rész-

testére vonatkoz6 konjugatjainak a rendje megegyezik.

2.1.13. Példa. Legyen o € Fo; az f(x) = 23 + 22 + 1 € F3[x] irreducibilis polinom
gyoke. Ekkor az o elem Fs-ra vonatkozoé konjugaltjai a, a® = a+2 és o = o + 1,
és mindegyik az Fy; test primitiv eleme. Az a elem Fg-re vonatkozé konjugaltjai o

és o’ = a + 1.

2.2. Egységgyokok és korosztasi polinomok

Ebben a szakaszban az ™ — 1 polinom felbontasi testét vizsgéaljuk egy tetszdleges
K test felett.

2.2.1. Definicié. Legyen n pozitiv egész, K test. Az 2™ — 1 polinom K feletti
felbontési testét K feletti n-edik kdrosztdsi testnek nevezziik, és K™-nel jeloljiik.
Az 2" — 1 gyokeit K feletti n-edik egységgyoknek nevezziik, ezek halmazat E-nel
jeloljiik.

Ha K = Q, akkor K™ éppen a mar jol ismert komplex n-edik egységgyckok
halmaza. A tovabbiakban féleg véges testek feletti egységgyokoket vizsgalunk.

2.2.2. Tétel. Legyen n pozitiv egész, K p karakterisztikaji test. Ekkor:

(i) Ha p nem osztja n-et, akkor E™ a K™-beli szorzassal n-ed rendii ciklikus

csoport.

(ii) Ha p osztja n-et, akkor n = mp*, ahol m és k pozitiv egészek és p nem osztja
m-et. Ekkor K" = K™ EM = B0 g5 on — 1 gydkei az E™) elemei, p*

multiplicitassal.
Bizonyitas.

(i) Han = 1, akkor E™ = {1}, ami nyilvan ciklikus csoport. Legyen tehat n > 2,

"—Lnek,

ekkor 2™ — 1-nek nincs tobbszoros gyoke, ugyanis a derivaltjanak, nx
csak a 0 a gyoke, ami 2™ — 1-nek nem gyoke. Igy E(-nek n kiilonbz6 eleme

van. Az E™ csoport, ugyanis 1 € E™, és ha e, n € E™, akkor (en™')" =
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e"(n™)~! = 1, tehat E™ zart a szorzasra és az inverz képzésre. Toviabba £
ciklikus, mert a K™ multiplikativ csoportjanak részcsoportja, ami véges test

lévén ciklikus.
(ii) Rogton kovetkezik (i)-bol és az 2" —1 = 2" —1 = (2™ — 1)P" egyenlségbol.
O

2.2.3. Definicié. Legyen K egy p karakterisztikaja test, és n olyan pozitiv egész,
ami nem oszthato p-vel. Ekkor az E(™ ciklikus csoport egy generatorat K feletti

primitiv n-edik eqységqyoknek nevezziik.
A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n) és ha e primitiv n-edik egységgyok,
akkor a primitiv n-edik egységgyokok halmaza {e*|1 < k < n,Inko(k,n) = 1}.

2.2.4. Definicié. Legyen K egy p karakterisztikaja test, és n olyan pozitiv egész,
ami nem oszthato p-vel, és € egy K feletti primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a

polinomot n-edik kdrosztdsi polinomnak nevezziik.

A definiciobol régtén adodik, hogy ®,(z) € K™[x] gydkei a primitiv n-edik
egységyokok egyszeres multiplicitassal, igy a foka ¢(n). De ennél t6bb is igaz:

2.2.5. Tétel. Legyen K egy p prim karakterisztikaji test, és n olyan pozitiv egész,

ami nem oszthaté p-vel. Ekkor:
() 2" =1 = [y, Pa(z);

(ii)) ®,(z) normélt polinom, és az egyiitthatéi a K primtestébdl valok, sét, ha K

0 karakterisztikaju test, akkor az egyiitthatok egészek.
Bizonyitas.

(i) Legyen e n-edik egységgyok K felett, és legyen d = (s ahol 1 <k <n.
Ekkor egyrészt d | n, mésrészt ¥ primitiv d-edik egységgyok. Az 2" — 1 =
[Ti_,(z —&"), itt pontosan a d-edik egységgydkok szerepelnek a szorzatban, és

mindegyik pontosan egyszer, vagyis igaz az allités.

(ii) Teljes indukcioval bizonyitunk. Az n = 1 eset igaz, hiszen ®;(z) = = —
1. Tegyiik fel, hogy k < n-re igaz az allitdas. Ekkor ®,(z) = %, ahol

f(a:)szm,dm ®4(x). Az indukcios feltevés miatt f egy-f6egyiitthatos és az
egylitthatoi K primtestébdl, illetve Z-bol valok. Az osztast elvégezve kapjuk,
hogy ®,,(x)-re is teljesiil a tétel.
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2.2.6. Példa. Legyen p prim, k pozitiv egész. Ekkor:

B . (z) 2 —1 -1
k\T) = = =
P [I @a(z) Oi(x)Pp(x)... Py ()
dlpF, d<p*
l’pk —1 k—1 opk—1 1)pk—1
:mzl—FxP —|—l’p —|—...+l‘(p_)p .

2.2.7. Tétel. A K™ kérosztasi test egyszerti algebrai bévitése K-nak, sét:

(i) Ha K = Q, akkor ®,, kérosztasi polinom irreducibilis K felett és |[K™ : K| =
p(n).

(i) Ha K = F, és Inko(q,n) = 1, akkor ®, 2% kiilinbiz6 d-ed fokt irreducibilis
normalt polinomok szorzatara bomlik F [x]-ben. Az Fén) barmelyik ilyen irre-
ducibilis tényezd F, feletti felbontasi teste, és ]]F((I") :IF,| = d, ahol d a legkisebb

olyan pozitiv egész, amire ¢ = 1 mod n teljesiil.

Bizonyitas. Ha létezik ¢ primitiv n-edik egyéggyok K felett, akkor K™ = K(¢),
egyébként a 2.2.2 tétel szerint K™ = K™ {gy ez az eset visszavezetddik az elzére.
A tétel masodik felébdl csak (ii)-t bizonyitjuk. Mivel Inko(q,n) = 1, ezért 1étezik
primitiv n-edik egységgyok I, felett. Az ¢ € F,» pontosan akkor teljesiil, ha gydke
az 17 — polinomnak, azaz el = e, ami azzal ekvivalens, hogy ¢* = 1 mod n,
mert, € primitiv n-edik egységgyok. A legkisebb ilyen k, amire teljesiil az allitas,
éppen d, tehat € € F 4, de F o semelyik valodi résztestében nincs benne. Tehét e
minimélpolinomja F, felett d-ed foki, és mivel € tetszéleges gyoke volt @, (x)-nek,

ezért m, osztja O, (x)-et. O

2.2.8. Példa. Legyen K = Fy; és ®pp(x) = 2t — 22 + 1 € Fyy[z]. Az el6z6 tétel
jeloléseit hasznalva d = 2, és [Fy; felett a kévetkezSképpen bomlik irreducibilis poli-
nomok szorzatara: ®1o(z) = (22 + 5z + 1)(22 — 5z + 1). Tovabba a F? kérosztasi

test izomorf Fi9;-gyel.

2.2.9. Tétel. Az F, véges test el6all barmely részteste feletti ¢ — 1-edik kirosztasi

testeként.

Bizonyitas. Az z?7!' — 1 polinom gyokei éppen az F, nemnulla elemei, igy felbom-
lik els6foktiak szorzatara IF -ban, viszont barmely valodi résztestében biztosan nem
bomlik fel. [J
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Az T egy ¢—1 rendd ciklikus csoport, igy ¢—1 minden pozitiv n osztojara egyér-
telmden létezik F7-nak n rendd ciklikus részcsoportja. Ennek a ciklikus részcsoport-
nak az elemei pont az n-edik egységgyokok F, barmely részteste felett, generdtorai

pedig a primitiv n-edik egységgyokok I, barmely részteste felett.

2.2.10. Lemma. Ha d az n pozitiv egész olyan osztéja, amire teljesiil, hogy 1 <

" —1
xd—1

d < n, akkor ®,(x) osztja az polinomot, amennyiben ®,, () definidlva van.

Bizonyitas. A 2.2.5 tétel (i) részébdl tudjuk, hogy ®,(z) | 2 — 1, tovabba 2" — 1 =

(z4 — 1) - Z=1. Viszont az 2% — 1 ¢s a ,(z) polinomoknak nincs kozds gyoke,

ugyanis el6bbi gyokei a d-edik egységgyokok, utobbi gyokei pedig a primitiv n-edik

egyseggyokok, igy @, (z) feltétleniil osztja ‘;Zj—et. O

2.3. Véges test elemeinek reprezentalasa

Most a véges testek elemeinek reprezentalasara harom kiilénbéz6 moédot muta-
tunk. A tovabbiakban feltessziik, hogy p prim, n pozitiv egész és ¢ = p".

Az els6 — mér emlitett — mddszer, hogy F, egyszer( algebrai bévitése F-nek. Ha
f € F,[x] egy n-ed foku irreducibilis polinom, amelynek gydke «, akkor F, = F,(«).

n—1

Ekkor [F, elemei pontosan az ag + ajo + as® + ...+ a,_ o alaki szamok, ahol

a; € . llletve tekinthetjiitk F,-t, mint az F,[z]/(f) maradékosztaly gytriit.

2.3.1. Példa. Az FFg elemeit tekinthetjiik, mint az 5 egyszerd algebrai bévitését az
2?2 + 1 irreducibilis polinom egy « gyokével. Tgy Fo={0,1,2,0,1 4+ a,2+ , 2, 1 +
20,2 + 2a}. A szamolasoknal figyelembe veszziik, hogy o + 1 = 0, igy példaul
(2+2a)2+a)=1+2a%=2.

A masodik lehetGség a véges testek reprezentalasasra a 2.2.7 és a 2.2.9 tételeken
alapul. Az [, test az I, test ¢ — 1-edik korosztasi teste, amit megkonstrualhatunk
a ®,_1(x) € F,[z] kdrosztasi polinom azonos foku irreducilis polinomok szorzatéra
bontasaval. Barmely ilyen tényez6 egy tetszéleges gyoke g — 1-edik primitiv egység-
gyok [, felett, igy primitiv eleme F -nak. Tehat I, ezen elem hatvanyaibol és a 0-bol
all.

2.3.2. Példa. Tehit Fo = F{Y, a nyolcadik korosztasi test Fy felett. A 2.2.6 példa
alapjan ®g(x) = 2+ 1 irreducibils tényezékre bontésa ®g(x) = (22 +x+2) (22 +2x+
2). Legyen ¢ az x® + 2x + 2 polinom gydke, ekkor ¢ primitiv nyolcadik egységgyok
3 felett. Tehat Fg = {0,¢,e%, &3, &%, e%,65, &7, e8}. Bzt az el6z6 példaval dsszevetve,
azt kapjuk, hogy az 2 + 2z + 2 polinom egy gydke az ¢ = a + 2. Igy Fy nemnulla

elemei a kovetkezsk:
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i| & i| &
1| a+2 512a+1
2 « 6 2c0
3| 2a+ 2 7T a+1
4 2 8 1

Természetesen ugyanazokat az elemeket kapjuk vissza, csak mas sorrendben. Az
is latszik, hogy az « elem rendje 4, tehat nem primitiv nyolcadik egységgyok, de

F3(a) = F3(e).

A harmadik lehetGség a véges test elemeinek matrixokkal valo reprezentalésa.
Ha f = 2" + a,_12" ' + ... 4+ a1 + ap normalt polinom, akkor a kiséré matrixa a

kovetkezd n X n-es matrix:

0 0 .. 0 —Aag
10 ... 0 —a
A=1] 01 0 —as
00 ... 1 —Aag

Ekkor linearis algebrabol ismert, hogy f(A) = agl +a; A+ aA?+.. . +a, A"+
A" = 0. Igy, ha A egy f n-ed foki, normélt, F, felett irreducibilis polinom kisérd
matrixa, akkor A-t tekinthetjiik f egy gyokének. Az A legfeljebb n — 1-ed foku

polinomjai pedig az F, test elemei.

2.3.3. Példa. (i) Ahogyan a 2.3.1 példaban, legyen f(x) = z?+1 € F3[z], Ekkor

f kiséré matrixa:
0 2
A=
10

Az Fy test elemeit a kovetkezGképpen reprezentélhatjuk Fg = {0,121, A T+
A 21+ A 2A21 + 2A,2T + 2A}. A szamolasi szabalyok megegyeznek az Fj

test feletti matrixok szokasos szémolasi szabalyaival, példaul:

avvamenen- (3 1)(11)-(57)-=

(ii) A szdmolast megkonnyiti, ha nem az x? + 1, hanem az 2% + 2x + 2 irreducibilis
polinom kiséré méatrixat tekintjiik, ugyanis ennek tetszéleges gyoke primitiv

eleme Fg-nek, igy a kiséré matrix hatvanyai lesznek a nemnulla elemek. Tehat

(1)

18

a kisér6é matrix a kovetkezo:



és Fy = {0,C,C? C3,C*, C°, C° C7, C?¥}
Az eddigi eredmények Osszefoglalasaként nézziink meg egy példat!

2.3.4. Példa. Konstrudljuk meg a 16 elemt testet, majd hatarozzuk meg az F,
feletti konjugalt osztalyokat, illetve a minimalpolinomokat is!

Elgszor meghatarozzuk ®q5(x)-et.

G5 ()P ()

o1 = 1 = Bis() s @) Ba() 21 () = P (o) s

, tehat
(¢ — 1)z 1)
(z° = 1)(2° — 1)

Ez két negyedfoki, F felett irreducibilis polinom szorzatara bomlik, méghozza (z*+

Oy5(x) = o L Ry

x + 1)(z* + 23 + 1) alakban. Tekintsiik az ! + z + 1 polinomot, amelynek legyen «
gyoke. Ekkor o primitiv tizenotodik egységgyok. Figyelembe véve, hogy o* = a + 1,

i elemei a kévetkezGképpen reprezentalhatok:

il1j2l3)| 4| 5 | 6 | 7 | 8

ot Oz‘OzQ‘Ozg a+1‘a2+a‘a3+a2‘a3+a+1‘a2+1
il 9 | 10 1| 12 o1 | 1 s
al 053—!—(1‘&2—}—(1—{—1 a+a2+a‘a3+a2+a+1‘a3+0z2+1‘a3+1‘ 1

A konjugaltosztalyok a kovetkezSk: C = {a,a? o, a®}, C3 = {a?,ab, a'? o’}
Most szamoljuk ki a megfelel§ minimalpolinomokat!
Azt tudjuk, hogy m(x) = 2* + 2 + 1.
ms(z) = (z — a®)(z — a®)(z — a”)(z — a'?) = 2* + (&® + b + a® + a'?)2® + (a®a’+
Fata? +aPal?+abad +aba'? £ aal?) e+ (aPaba? +aPaSal? +aPalal? +abada ) e+
+ataf’a? =2t + (@® + b+’ + o) + (@ + o + 1+ 1+ + a2+
+@@+ab +a’+aP)r+1=a"+2° + 2 + 2 +1

Hasonlo szdmoléssal adodik, hogy ms(z) = 22 + x + 1 és mz(z) = 2* + 23 + 1.

2.4. Véges test feletti polinomok

A véges testek feletti polinomok elmélete fontos szerepet jatszik a véges testek

struktarajanak vizsgalataban, és szamos egyéb alkalmazasban is. Az irreducibilis
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polinomok véges testek konstruélasdhoz alapvetd fontossaguak. A fejezet jelen sza-
kaszaban bevezetjiik a polinom rendjének fogalmét. A szakasz végén a primitiv ele-
mek minimalpolinomjainak és az adott foka lehets legmagasabb rendid polinomok
kapcsolatat vizsgaljuk.

Egy polinom rendjének definiciéja a kdvetkezG lemméan alapul.

2.4.1. Lemma. Legyen f € F,[x] m > 1 fokii polinom és f(0) # 0. Ekkor létezik
egy e < ¢ — 1 pozitiv egész, mellyel f(z) osztja x¢ — 1-et.

Bizonyitas. Az F [z]/(f) maradékosztaly-gytiri ¢™-1 nemnulla elemet tartalmaz.
Ha 0 < j < ¢™— 1, az 2/ + (f) maradékoszalyok mindegyike nemnulla, és szamuk
q™. A skatulya—elv szerint vannak olyan r, s egészek, hogy 0 < r < s < ¢™ — 1, és
" = z® mod f(x). Mivel z és f(x) relativ primek, ezért °~" = 1 mod f(z), tehét
f(z) osztja (2" —1)etés0<s—r<q¢m™—1. O

2.4.2. Definicié. Legyen f € F,[x] nemnulla polinom. Ha f(0) # 0, akkor a leg-
kisebb pozitiv egész e szamot, amelyre teljesiil, hogy f(x) osztja z¢ — l-et, az f
polinom rendjének nevezziik és ord(f)-fel jeloljik. Ha f(0) = 0, akkor f egyértel-
miien felirhaté f(x) = z*g(z) alakban, ahol g(0) # 0. Ekkor definici6 szerint legyen
ord(f) = ord(g).

Az irreducibilis polinomok rendjét a kévetkezd modon jellemezhetjiik.

2.4.3. Tétel. Legyen f € F,[z] egy m-ed foki irreducibilis polinom F, felett és
f(0) # 0. Ekkor ord(f) megegyezik f barmely gyokének az F.. csoportban vett

multiplikativ rendjével.

Bizonyitas. A 2.1.9 és a 2.1.11 tételek szerint az F,. csoportban az [ bérmely
gyokének rendje megegyezik. Legyen o € Fy. az [ egy gyoke. Ekkor a 2.1.7 lemma,
miatt a® = 1 akkor és csak akkor, ha f(z) osztja az x° — 1 polinomot. A definiciok

alapjan a legkisebb ilyen e az f, és az a rendje. [

2.4.4. Kovetkezmény. Ha f € F,[zx] m-ed foki irreducibilis polinom F, felett,
akkor ord(f) osztja (¢™ — 1)-et.

Bizonyitas. Ha f(z) = cz, ahol ¢ € F}, akkor ord(f) = 1. Kiilonben a 2.4.3 tétel

és [Fym| = ¢™ — 1 miatt igaz az allitas. [

Kés6bb latunk ra példéat, hogy reducibilis polinomokra a kévetkezmény nem sziik-
ségképpen igaz. Az el6z6 tétel alapjan megszamolhatjuk egy adott foka és adott
rendd normélt irreducibilis polinomok szamét. Hasznaljuk a koévetkez§ elnevezést.
Ha n pozitiv egész és b egész, tovabba n és b relativ primek, akkor a legkisebb olyan

k-t, amire teljesiil, hogy b* = 1 modn, a b multiplikativ rendjének hivjuk modulo n.
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2.4.5. Tétel. Az, felettim fokd, e rendd, normalt, irreducibilis polinomok szdma:
(i) %, ha e > 2 és m a q multiplikativ rendje modulo e;
(ii)) 2, ham =e = 1;
(iii) 0 minden mas esetben.

Bizonyitas. Legyen f € F,[z] irreducibilis polinom és f(0) # 0. Ekkor a 2.4.3 tétel
szerint ord(f) = e akkor és csak akkor, ha f minden gyoke primitiv e-edik egységgyok
[F, felett. Tehat ord(f) = e pontosan akkor teljesiil, ha f osztja a ®. korosztasi
polinomot. A 2.2.7 tétel (ii) része miatt ®, barmely irreducibilis tényez§jének a foka
m, ahol m a ¢ multiplikativ rendje modulo e, és a kiilonb6z6 irreducibilis tényez&k

p

szdma pontosan % Az m = e = 1 esethez hozza kell még venni az f(z) = =

polinomot is. [

Mivel minden pozitiv fokt polinomot felirhatunk irreducibilis polinomok szor-
zataként, egy polinom rendjét kiszdmithatjuk, ha tudjuk egy irreducibilis polinom
barmely hatvanyanak rendjét, és a paronként relativ prim polinomok szorzatanak

rendjét.

2.4.6. Lemma. Legyen c pozitiv egész, f € F [z], melyre f(0) # 0. Ekkor f pon-

tosan akkor osztja az ¢ — 1 polinomot, ha ord(f) osztja c-t.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ord(f) = e osztja c-t. Ekkor, mivel f osztja (x°—1)-
et és ¢ — 1 osztja (x¢ — 1)-et, ezért f osztja (x¢ — 1)-et. Megforditva, ha f osztja
(z¢ — 1)-et, akkor ¢ > e, igy ¢ = me + r alakba irhato, ahol m e Nés 0 <r <e. Az
x¢—1= (2™ —1)z" + (2" — 1) egyenlséghdl kivetkezik, hogy f osztja (z" — 1)-et,

ez viszont csak r = 0 esetén lehetséges, tehat e osztja c-t. [J

2.4.7. Kovetkezmény. Ha e; és ey pozitiv egész szamok és Inko(eq, es) = d, akkor

az ' — 1 és az x° — 1 polinomok legnagyobb kézds osztéja x¢ — 1.

Bizonyitas. Legyen f(z) az z° — 1 és az 22 — 1 polinomok legnagyobb kozo6s
oszt6ja. Mivel az x¢* — 1 és az 2% — 1 polinomok osztjak az x¢ — 1 polinomot, ezért
¢ — 1 osztja f-et. Masrészt f az 2 — 1 és az %2 — 1 polinomok kdzds osztoja, igy
a 2.4.6 lemma miatt ord(f) osztja ej-et és es-t, igy osztja d-t is. Ekkor, ugyancsak
a 2.4.6 lemma miatt, f osztja (z¢ — 1)-et, tehat f(z) =2¢—1. O

2.4.8. Tétel. Legyen g € F,[z] irreducibilis polinom F, felett és g(0) # 0, tovabba
legyen ord(g) = e és f = g* valamilyen k pozitiv egészre. Legyen t a legkisebb olyan
egész, amelyre p' > k, ahol p a test karakterisztikdja. Ekkor ord(f) = ep'.
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Bizonyitas. Legyen ¢ = ord(f). Ekkor definicio szerint f osztja (z¢ — 1)-et, igy ¢
is osztja azt, mert g | f. Ekkor a 2.4.6 lemma szerint e osztja c-t. Mivel g osztja az
2 — 1 polinomot, ezért f osztja az (z¢ — 1)* polinomot, s6t p' > k miatt, osztja a
(z¢ — 1)*" = 2" — 1 polinomot is. Ezért ugyancsak a 2.4.6 lemma miatt ¢ osztja
ep'-t. Korabban lattuk, hogy e | ¢, igy ¢ = ep* alaku, ahol 0 < u < ¢. A 2.44
kévetkezmény miatt p nem osztja e-t, igy ¢ — 1-nek csak egyszeres gyokei vannak.
Ekkor az z*" — 1 = (2¢ — 1)?" polinom minden gydke p* multiplicitasi. De g(z)*
osztja (z" — 1)-et, ezért a gyokok multiplicitdsa miatt p* > k és fgy u > t. Tehat

u=tésc=ep. O

2.4.9. Tétel. Legyenek g1, ..., g, paronként relativ prim nemnulla polinomok F,
felett, és legyen f = ¢ ... gx. Ekkor ord(f) megegyezik az ord(gy),...,ord(gx) sza-

mok legkisebb k6z6s tobbszorosével.

Bizonyitas. Elegendd csak azt az esetet vizsgalni, amikor g;(0) # 0 semelyik i-re
sem. Legyen e = ord(f), e; = ord(g;) és az ord(g,),...,ord(gx) szamok legkisebb
kozos tobbszorose c. Mivel minden i-re a g; osztja (z¢ — 1)-et, igy mindegyik osztja
az x¢ — 1 polinomot is. Azonban a g;-k paronként relativ prim polinomok, igy f
is osztja az (z¢ — 1)-et. A 2.4.6 lemma miatt kapjuk, hogy e osztja c-t. Masrészt
f osztja az ¢ — 1 polinomot, igy mindegyik g; is osztja azt. Ekkor megint a 2.4.6

lemma miatt mindegyik e; osztja e-t, igy c is osztja e-t. Kovetkezésképpen e = c. [J

2.4.10. Példa. Hatarozzuk meg az f(z) = 210+ 22% + 227 + 25 + 22 + 23 + 20 + 1
F3 feletti polinom rendjét!

Az f(x) kanonikus alakja Fj felett (2% +2z+1)?(a*+ 2 +2+1). Az 2+ 22 +1
polinom rendje 26, igy a 2.4.8 tétel szerint (23 + 2z +1)? rendje 26-3' = 78. Az 2* +
2?2 +z + 1 polinom rendje 40, igy a 2.4.9 tétel alapjén ord(f) = lkkt(26, 40) = 1560.

Ez nem osztja a 310 — 1-et, ami bizonyitja a 2.4.4 kovetkezmény utani megjegyzést.

Hasonld érveléssel adodik, hogy véges sok nemnulla polinom legkisebb ko6z6s
tobbszorosének rendje egyenld a polinomok rendjének legkisebb kozos tObbszoro-
sével. A fentiek segitségével igazolhatd a kovetkezd altalanos formula a polinomok

rendjére:

2.4.11. Tétel. Legyen F, egy p karakterisztikaju test, és f € F,[z] pozitiv foku
polinom, melyre f(0) # 0. Legyen f = afi ... ,i”“, ahola € Fy, by,...,b; €N, és
f1, -, fx kiilénb6z6 normalt irreducibilis polinomok F,[z]-ben. Ekkor ord(f) = ep',
ahol e az ord(fy),...,ord(fy) szdmok legkisebb kozds t6bbszirose, és t a legkisebb

olyan egész, amire p' > max(by, ..., by).
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A 2.4.1 lemma és a 2.4.2 definici6 alapjan egy m > 1 foku I, feletti polinom rendje
legfeljebb ¢™ — 1. A polinomok egy fontos osztalyat alkotjak azok a polinomok,

melyeknek a rendje pontosan ¢™ — 1.

2.4.12. Definici6é. Egy m > 1 foku f € F [z] polinomot F, feletti primitiv polinom-

nak neveziink, ha az Fyn test egy primitiv elemének az F, feletti miniméalpolinomja.

A primitiv polinomokat a kivetkezSképpen jellemezhetjiik.

2.4.13. Tétel. Egy f € F,[z] m-ed fokt polinom akkor és csakis akkor primitiv I,
felett, ha normalt, f(0) # 0 és ord(f) = ¢™ — 1.

Bizonyitas. Ha f primitiv polinom F, felett, akkor normélt és f(0) # 0. Tovabba
f irreducibilis, és gyoke F,m egyik primitiv eleme, igy a 2.4.3 tétel szerint ord(f) =
q" — 1.

Megforditva, mivel ord(f) = ¢™ — 1, ezért m > 1. Most megmutatjuk, hogy
f irreducibilis F, felett. Indirekt tegyiik fel, hogy f reducibilis F, felett. Ekkor f
vagy felirhaté egy irreducibilis polinom hatvanyaként, vagy két legalabb elséfoki
relativ prim polinom szorzata. Az elss esetben f = g*, ahol g irreducibilis F, felett
és k > 2. Ekkor a 2.4.8 tétel miatt f rendjét osztja az I, test karakterisztikdja, ami
ellentmondas, mert (¢ — 1)-et nem osztja. A masodik esetben f = g1gs, ahol g; és
g2 relativ prim normélt polinomok F, felett m, és mqy pozitiv fokokkal. Ha ¢ = 1, 2-re
e; = g , akkor ord(f) < ejeq a 2.4.9 tétel szerint. Tovabba a 2.4.1 miatt e; < ¢™ —1,
igy

ord(f) < (¢™ = 1)(¢™ —1) <¢™"™ —1=¢" -1,

ami ellentmondas. Tehat f irreducibilis [F, felett, ezért a 2.4.3 tételbdl kovetkezik,
hogy f primitiv polinom F, felett. [J
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3. fejezet

Ko6delmélet

A véges testek egyik legfontosabb alkalmazéasa a kodelmélet. A fejezetben ismer-
tetem az algebrai kodelmélet alapjait, f6ként hibajelzé és hibajavito kddolésokrol
lesz sz6. Ezek célja az informécié hibaz6 csatorndkon torténd meghbizhato atvitele,
illetve a hibazé adattarolokon torténd meghizhato taroldsa. Az elsG szakaszban a li-
nearis kodokrol lesz sz6. A masodik szakasz a linearis kodok egy fontos osztalyéarol, a
ciklikus kodokrol szol. Itt ismertetem a BCH-kodokat és ezek specidlis valtozatat, a
Reed-Solomon kodokat. A fejezet megirasadhoz az az [1], a [4], a [6], [7], [5] irodalmat

hasznaltam fel.

3.1. Linearis koédok

A kodelmélet egyik {6 feladata, hogy a hibak valoszintiségét a lehets legkisebbé
tegye. E célbol az lizenetet redundans informacioval egyiitt kiildjiik el. A redundancia
teszi lehet&vé a hibak észlelését és javitast, igy biztositva az informacié védelmét
esetleges hibak fellépése esetén. A kommunikacids rendszer egy egyszerd modellje

lathatd az abran.

u C

iizeneft — kodszo —
-
| kommunikacios csatorna | ¢——"zaj"

‘(l(‘k(’ulolr iizenet K—{ kapott iizenet Hi
7

u c’

Az iizenet egy k hosszi u vektor, melynek elemei az F' véges forrasabécébdl
valok. A koédolé az tizenetet egy n hosszi c vektorba, a kddszoba képezi, melynek

elemei a K véges kodabécébdl valok. A "zajos" kommunikicios csatornan térténd
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atvitel soran a kodszoban hiba keletkezhet. Az igy kapott iizenet egy c’, amelybdl a
dekodold egy u’ dekddolt tizenetet kap.

Kddoldsi sémdnak neveziink egy f : F¥ — K" injektiv fliggvényt. Az f~!: K™ —
F* fiiggvényt dekodoldsi sémdnak hiviuk. Kédon a kodszavak halmazat értjiik, és
arra a C, vagy ha a paramétereket is ki akarjuk emelni, akkor a C(n,k) jelolést
hasznajuk. Tehat egy C(n, k) kod nem mas, mint K™ egy részhalmaza. A kod atvitele
soran esetlegesen fellépé hiba azt eredményezheti, hogy a kapott iizenet nem koédszo
lesz. A hibajavitas célja, hogy ekkor is ki tudjuk taldlni az eredeti kodszot, amire a
dekodolési séméat alkalmazva megkapjuk az iizenetet. A tovabbiakban a dekoédolas
alatt csak a hibajavitast értjiik, ugyanis a kddolasi séma egyértelmiien meghatarozza

a dekodolasi sémat. Az algebrai hibajavito kodolas alapvets fogalma a kovetkezd.

3.1.1. Definici6. Legyen u,v € K", ekkor u és v Hamming-tdvolsigan azon 1
koordinatak szamat értjiik, amelyekre u; # v;. A két vektor Hamming-tavolsagat

d(u, v) jeloli.

Konnyen igazolhatd, hogy a Hamming-tavolsag valoban metrika, azaz:
3.1.2. Tétel. e d(u,v) >0

e d(u,v)=0<u=v

e d(u,v) =d(v,u)

e d(u,v) <d(u,w)+d(w,v)

Az igy kapott metrikus téren a szokasos modon értelmezhetjiik a gémb fogalmat.
Egy u kériili ¢ sugarid gimbin a {v € Fy : d(u,v) <t} halmazt értjiik.

A hibajavitashoz a kivetkez6 modszert hasznéjuk. A kapott ¢ tizenet dekddolasa
soran olyan ¢ kodszot keresiink, amire a d(c,c’) minimélis, ugyanis kevesebb hiba
el6fordulasanak valoszintisége sokkal nagyobb. A minimalis tavolsag meghatarozasa
altalaban nem egyszert feladat, ezért specidlis alaki koédokat hasznalunk. Egy kod

fontos jellemzGje, hogy hény hibat tud jelezni, illetve javitani.
3.1.3. Definicié. Egy kod:

o t-hibajelzd, ha barmely kodszavanak legalabb egy, de legfeljebb ¢ tetszéleges

komponensét megvaltoztatva nem kapunk kodszot;

e t-hibajavito, ha barmely két kiillonb6z6 kodszo legfeljebb ¢ helyen torténd meg-

valtoztatasa esetén nem kapjuk ugyanazt a két kodszot.
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3.1.4. Definici6. Egy C kod minimdlis tavolsagan a do = min d(c,c’) szamot
c;éc/
c,c’eC

értjik.
Mind a t-hibajelzés, mind a t-hibajavitas szoros kapcsolatban all a minimélis

kodtavolsaggal.

3.1.5. Tétel. Egy C kéd pontosan akkor t-hibajelz6, ha dc > t + 1, és pontosan
akkor t-hibajavité, ha do > 2t + 1.

Bizonyitas. A 3.1.3 definici6 alapjan a C' kod pontosan akkor t-hibajelzs, ha bar-
mely kodszotol legfeljebb ¢ tavolsagra 1évé vektorok egyike sem kodszo, igy de >
t + 1. Hasonl6an C' pontosan akkor ¢ hibajavito, ha a koédszavak koriili ¢ sugara
gombok diszjunktak, igy, felhasznélva a haromszog-egyenlGtlenséget, kapjuk, hogy
de >2t+1. O

3.1.6. Példa. (paritasellen6rzé kod) Legyen a; € Fy és az elkiildendd {izenet
ai,...,a. Ha 1l <1 <k, akkor b; = a; és legyen bi1 1, ha Zle a; paratlan, és 0,
ha paros. A minimélis kédtavolsag 2, igy a kod 1-hibajelzs, ezért tegyiik fel, hogy
legfeljebb csak egy hiba tortént. Ha a by, ..., bxy 1 kodszora Zf;l b; paros, akkor
nem tortént hiba, ha paratlan, akkor egy hiba tortént. A hibajavitas ezzel a koddal

nem lehetséges.

3.1.7. Példa. (ismétléses kod) Most az elkiildendd iizenet egyetlen bit legyen,

a hozza tartozo kodszoé pedig az, hogy ezt n-szer megismételjiik. Igy a minimalis

n—1
2

dekodolés a kovetkezé modon torténik: Megkeressiik a leggyakrabban el6fordulo ele-

met a kodszoban, ez lesz a kiildott iizenet. Ha legfeljebb VT_IJ hiba tortént, akkor

kodtavolsag n, tehat n — 1 hibat képes jelezni, és L J hibat képes javitani. A

az elkiildend6 bit tobb, mint -szor szerepel, igy ez a leggyakoribb.

Legtobbszor a forras- és a kodabécét is ugyanazon az F, véges testnek valasztjuk.
Ekkor tekinthetjik a kodszavakat Fy-beli n-dimenzios sorvektornak. Ahogy koréb-
ban lattuk, a C' kod nem més, mint Fy egy részhalmaza. A hibajavitas algebrai
modszereit az teszi lehetdvé, hogy C-rdl azt is megkoveteljiik, hogy az Fy vektortér

lineéris altere legyen. Ez vezet a kévetkezd definicidhoz.

3.1.8. Definici6. Legyen H tetszsleges olyan F, feletti (n — k) x n-es matrix, mely-
nek rangja n — k. Definidljuk C-t a kovetkezéképpen: C' := {c € F} : Hc? = 0}.
Ekkor C-t linedris (n, k) kédnak nevezziik, n a kdd hossza, k pedig a kdd dimenzidja.
A C elemei a kddszavak, H a kod paritdsellendrzd mdtriza. A ¢ = 2 esetben C-t
bindris kédnak nevezziik. Ha H = (A, 1,_;) alakua, akkor C-t szisztematikus kdodnak

nevezzik.
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3.1.9. Példa. Legyen H a kovetkezs matrix [y felett:
10100
H=|] 11010
01001

Adott ¢; és ¢y esetén a He? = 0 egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy c3 = ¢y,
Cy = ¢+ Cy 65 5 = cy. Igy a kodolasi séma a kovetkezd: (uy, ug) = (ur, ug, uy, uy +

Usg, Us).

Ahogy a példéan is latszik, szisztematikus kodoknal a kodolési sémat tgy kap-
juk, hogy minden u ... u; blokkot kiegészitjiik egy ciry1...c, blokkal, igy kapjuk a
kodszot. Az els6 k koordinatat dzenet szegmensnek, a kovetkezd n — k koordinatat
paritds szegmensnek nevezziik.

Mivel a C' linearis (n, k) kod megegyezik a paritasellenérzé matrixa magterével,
igy az egy k dimenzios linearis altér [Fy-ben. Legyen gy, ..., gk C egy bézisa. Ekkor
minden ¢ € C egyértelmiien elGall Zle u;g; alakban. A g;-kbél, mint sorvektorok-
bol alkotott k x n-es G matrixot a C' kod egyik generdtormdtrizdnak nevezziik. A
generatormatrix nem egyértelmi, mas bazishoz mas generatormétrix tartozik. Fzért
altalaban a C' kod generatorméatrixan olyan G matrixot értiink, amelynek sortere C.

A G matrix segitségével konnyen el tudunk kodolni egy u € IF’; izenetet, ugyanis
az u — uG fiiggvény bijektiv F5-bol C-be. Igy minden u € Ffra HG u” =
H(uG)" = Hc” = 0, tehat HG” = 0. Specidlisan, ha H = (A, 1,,_;) alaku, akkor
G = (I, —AT).

Korabban sz6 volt a minimélis kodtavolsag fogalménak fontossagarol. Ezt nem
mindig lehet egyszertien meghatarozni, el6fordulhat, hogy barmely két kodszonak a
tavolsagat ki kell hozza szdmolni. Viszont linearis kodok esetén kevesebb szamolas

is elég. Ehhez vezessiik be a kovetkez6 definiciot.

3.1.10. Definici6. Egy ¢ € C kédszd6 Hamming-silydin a ¢ nemnulla komponen-
seinek a szamat értjiik, és w(c)-vel jeloljik. A C' kéd minimum silya a nemnulla

kodszavak Hamming-silyanak minimuma.

Ha C' lineéaris kod, akkor barmely két u és v kodszo kiilonbsége is kodszo, tovabba
d(u,v) = w(u — v). Ennek az észrevételnek egy fontos kiévetkezménye, hogy ha C
linearis kéd, akkor dg = we. A minimalis kodtavolsag meghatarozasihoz hasznos a

kovetkezd lemma.

3.1.11. Lemma. Legyen C linedris kéd, melynek paritasellenrzé matrixa H. Ek-

kor d. > s + 1 akkor és csak akkor, ha H barmely s oszlopa linearisan fiiggetlen.
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Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy H-nak van s linedrisan Gsszefliggd oszlopa.
Ekkor van olyan ¢ € C'\ {0} vektor, ami legfeljebb csak az s oszlopnak megfelels ko-
ordinatékon nem nulla, és He” = 0. Ekkor w(c) < s és igy d(c) < s, ami ellentmond
a d(c) > s+ 1 feltételnek. Hasonléan lathato be, hogy ha H-nak barmely s oszlopa
linearisan fiiggetlen, akkor nincs olyan ¢ € C'\ {0}, hogy He? =0 és w(c) < s. O

Most ratériink a linearis kodok dekodolasara. Legyen C' linearis (n, k) kod az F,
test felett, és tekintsiik az F,/C faktorcsoportot, azaz F,/C elemei az u+C = {u+c:
ceC,uec IE'Z} mellékosztalyok. Ekkor Fy el6all ¢" % mellékosztaly unidjaként, ahol
minden mellékosztaly ¢* elemii.

Tegyiik fel, hogy a c kodszo tovabbitasa utan az u vektort kapjuk. Aze =u—c
vektort hibavektornak nevezziik. Ekkor minden e lehetséges hibavektor és u ugyan-
abban a mellékosztalyban szerepel. A legvaloszintibb hibavektor a legkisebb sulyu
az u mellékosztalydban. Minden egyes mellékosztalyban keressiik meg a legkisebb
stilya elemet, ezt, illetve, ha t6bb ilyen van, akkor az egyiket hivjuk mellékosztdly-
vezetdnek. Készitslink el egy olyan tablazatot, amelynek az elsé sora a kddszavakbol
all, a tovabbi sorai pedig a mellékosztalyok. Az els6 oszlopba a mellékosztaly-vezetsk
keriilnek. Ezek utan a kapott u vektorbol kivonva a soraban lévé mellékosztaly-
vezetdt az elkiildott ¢ kodszot nyerjiik.

Az u mellékosztalyanak megtalalasahoz nyijt segitséget az tgynevezett szind-

roéma.

3.1.12. Definicié. Legyen H a C'linearis (n, k) kod paritésellendrz6 matrixa. Ekkor

az S(u) = Hu” vektort az u vektor szindromdjdinak nevezziik.

A definiciobol rogton adodik, hogy u szindréoméja pontosan akkor 0, ha u kodszo.
Mivel u és v pontosan akkor van egy mellékosztalyban, ha a kiilonbségiik kodszo,
ezért két vektor szindromaja pontosan akkor egyenls, ha azok ugyanabban a mel-
lékosztalyban vannak. Tehat ha a tablazatunkat kiegészitjiik a mellékoszalyoknak
megfelel6 szindromak oszlopaval, akkor a kdvetkezd algoritmussal dekodolhatjuk c-
t.

Kiszamoljuk az S(u) szindroméat, megkeressiik a hozza tartozo mellékosztaly-

vezetdt, ezt kivonjuk u-bol és igy visszanyerjiik c-t.

3.1.13. Példa. Legyen C egy binaris (4,2) kod generatormatrixa G, paritasellen-

6rz6 matrixa H, ahol

1 011 1010
G = , H= . Ekkor a kévetkez6 tablazatot kap-
0101 1101

juk:
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lizenetek 00 01 10 11
kodszavak 0000 0101 1011 1110 )
0001 0100 1010 1111 )
0010 0111 1001 1100 (o)
1000 0011 0110 1101 (1)
mellékosztaly-vezetk szindromak

Ha a kapott iizenet a u = 1010, akkor megkereshetjiik u-t a tablazatban, de ez
nagy tablazat esetén idGigényes. Ilyenkor egyszertibb csak a Hu” szindroméat kisza-
molni, ez jelen esethen ((1)) Ezutan megkeressiik a hozza tartoz6 mellékosztalyveze-
t6t, itt most 0001. A legvaldszintibb az, hogy az eredeti kddsz6 az 1011 = 1010—0001

volt, az ehhez tartozo iizenet pedig az 10.

Az algoritmus hatranya, hogy nagy linearis kod esetén a mellékoszaly-vezetSk
megtalalasa szinte esélytelen. Ez teszi sziikségessé specialis alakt kodok konstrukci-
6jat.

Most 1-hibajavité kodokat fogunk konstrualni. Ehhez az kell, hogy a minimélis
kodtavolsag legalabb 3 legyen. A 3.1.11 lemma alapjan ennek sziikséges és elégséges
feltétele, hogy H barmely két oszlopa linearisan fiiggetlen legyen. Két F'-beli vektor
pontosan akkor Osszefiiggs, ha az egyik a mésik skalarszorosa. A 0 vektor 6nmagaban
is Osszefiiggs, igy a maradék ¢™ ! vektort ¢ — 1 osztalyba sorolhatjuk, ahol az egyes
osztalyokban az egymaéssal paronként Osszefiiggé vektorok vannak. Minden ilyen
osztalybol valasszunk ki egy vektort, és ezek legyenek a H matrix oszlopai. Ekkor
a H paritasellen6rzé matrixszal adott lineéaris (m, qqm_—;l) kodot T, feletti m rendt
Hamming-kédnak nevezziik.

Speciélisan ¢ = 2 esetén a binaris Hamming-kddokat kapjuk. Az m rendi binaris
Hamming-kod H paritasellenérzé matrixa egyértelmi, az oszlopai az 1,2,...,2m 1
szamok kettes szamrendszerbeli alakjabol allnak.

A Hamming-kodokat ugy konstrualtuk meg, hogy 1-hibajavitok legyenek. Most
binaris Hamming-kodok esetén egyszeri algoritmust adunk a hibajavitasra. Tegyiik
fel, hogy a ¢ kod elkiildése utan a v vektort kaptuk. Mivel egy hibajavité kodrol
beszéliink, feltehetjiik, hogy az e hibavektor silya 1, azaz e koordinétai koziil ponto-
san egy nemnulla elem van; ez binaris kod esetén 1. A kapott u vektor szindromaéja
Hu” = He”. Ekkor tehat a szindroma H azon oszlopaval egyezik meg, ahol a hiba
tortént. Ha a szindroma kiszdmolasa utan H i-edik oszlopat kapjuk, akkor u-nak az

1-edik koordinatajat modositva nyerjiik az eredeti ¢ kodszot.
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3.1.14. Példa. Tekintsiik az Fy feletti 3 renddd Hamming-kédot. Ez egy linearis

1110100
(7,4)kodaH=1] 1 1 0 1 0 1 0 | paritasellenérz6 matrixszal. Ha a kapott
101 1001

iizenet (1 0 1 0 1 0 1), akkor a szindroma (1 1 1 )7, igy a hiba az els6
koordinataban tortént, vagyis az elkiildott kodszoa (0 0 1 0 1 0 1) volt.

A kodelmélet célja, hogy minél tobb hibat ki lehessen javitani, ehhez a kodszavak
tavolsagat kell novelni. Masrészt minél tobb informéaciot akarunk elkiildeni, vagyis
nem hatékony, ha a kodszavak az elkiildendd iizenethez képest tal hossztiak. FEzért
a tovabbiakban az IF, test feletti C' linearis (n, k) kod de minimum kodtavolsaga, n
hossza és k dimenzidja kozotti kapcsolatokat vizsgaljuk.

A H paritasellen6rz6 matrixnak n — k sora van, ezért legfeljebb n — k linea-
risan fiiggetlen oszlopa lehet. Igy a 3.1.11 lemma alapjan de < n — k + 1. Eazt
az egyenl6tlenséget nevezziik Singleton-korldtnak. Az olyan kédokat, amik ezt az
egyenlGtlenséget egyenlGséggel teljesitik, MDS-kodoknak nevezziik. Példaul a 3.1.7
példaban szerepld ismétléses kod MDS-kod.

Most tegyiik fel, hogy C t-hibajavito, ekkor a kodszavak koriili ¢ sugara gémbdok
diszjunktak. Egy u vektortol k tavolsagra 1évs elemek szama (Z) (q — 1)¥, igy egy
t sugard gémbben >, (7)(¢ — 1)* vektor van. Mivel ¢* kodszo és ¢" vektor van
dsszesen, igy ¢" > _y (1) (¢ — 1)* < ¢". Ezt az egyenlétlenséget hiviuk Hamming-
korldtnak. Ha a kodszavak koriili ¢ sugart gombok teljesen lefedik Fy-et, azaz a
fenti egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesiil, akkor a kodot perfektnek nevezziik. Az

1-hibajavité kodok esetén a Hamming-korlat a kovetkezd egyszeriibb alakot olti:

qm,_l
q—17

1+n(qg—1) < ¢ % A Hamming-kodok esetén n — k = m és n = igy azt

kapjuk, hogy minden Hamming-koéd perfekt.

3.2. Ciklikus kodok

Eddig a linearis kddokat az F} vektortér egy linearis altereként értelmeztiik.
Azonban az [y vektorteret azonosithatjuk a legfeljebb n — 1-ed foku I, feletti poli-

lizomorfizmus segitségével.

nomokkal, az (ug, Uy, ... Up_1) <> Yo+ T+ ...+ Uy 12"
A ¢ kodszohoz tartozo c(x) polinomot kddpolinomnak nevezziik.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy Inko(q,n) = 1 és a legfeljebb n — 1-ed foku
polinomokat tekintsiik az F,[z]/(z™ — 1) maradékosztalygytrd elemeinek. Ekkor C'
a maradékoszalygytri egy részhalmaza, ezért hasznalhato a c(x) € C jeldlés. Ertel-
mezziik két legfeljebb n-ed foka polinom szorzatat a kovetkezé modon: u(x)v(z) =

f(z) & u(z)v(z) = f(z) mod (z™ — 1). Természetesen adodik a kérdés, hogy miért
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az " — 1 polinomot vélasztottuk, hiszen barmely n-ed foka polinommal faktorizalva
a legfeljebb n — 1-ed fokt polinomok halmazat kaptuk volna, és a szorzast hasonléan

értelmezhetnénk. A kérdésre a kovetkezd definicio, illetve tétel ad magyarazatot.

3.2.1. Definici6é. Az F, feletti C' linearis (n, k) kod ciklikus, ha (co,c1,...,ch1) €
= (CTL—17 Coy - - - 7CTL—2) cC.

Legyen C ciklikus kod és a ¢ kodszonak megfelels polinom co+-ciz+. . .4c,_ja™ L.

Ekkor definici6 szerint a é(x) = ¢, 1 + cox + ... + ¢p_o2™ ! polinom is kodpolinom.
Mivel é(x) = xe(x) mod(x™—1), igy egy C kod pontosan akkor ciklikus, ha ¢(z) € C-
bél kovetkezik, hogy xc(x) € C. Ennek az észrevételnek a kovetkezménye az alabbi

tétel.

3.2.2. Tétel. Egy C kéd pontosan akkor ciklikus, ha az F,/(2™ — 1) maradékosz-
talygytird idedlja.

Bizonyitas. Ha C ideal, akkor linearis altér Fy-ben, tovabbd ha c(z) € C, akkor
ze(x) € O tehat C ciklikus. A megforditashoz tegyiik fel, hogy C' ciklikus. Ekkor
ha c(z) € C, akkor xc(z) € C, igy x?c(x) € C, és igy tovabb, minden k € N-
re zFc(x) € C. Mivel C lineéris altér, ezért ezek barmely linearis kombinacioja is
benne van C-ben, azaz teteszéleges b(z) polinommal b(x)c(x) € C, tehat C' ideal.

O

3.2.3. Tétel. Az F [z]/(z" — 1) faktorgytird minden I idealja fGideél, st I gene-
ratora a benne 1évd legkisebb fokii normalt polinom. Tovabba a generalé polinom

osztja az " — 1 polinomot.

Bizonyitas. Legyen I az F [x]/(2" —1) faktorgytird idealja és g(z) a benne 16vé leg-
kisebb fokt normélt polinom, tovabba legyen h(x) tetszdleges I-beli polinom. Osszuk
el maradékosan h(z)-et g(x)-szel, ekkor h(z) = q(z)g(x) + r(x), ahol degr(z) <
deg g(z), vagy r(z) = 0. Viszont h(x) és q(z)h(z) is I-ben van, ezért r(z) is, igy a
g(x) definicioja miatt r(x) = 0. Tehat I a g(x) t6bbszordseibdl all.

Most osszuk el maradékosan 2™ — 1-et g-vel, azaz 2™ — 1 = h(z)g(x) + s(x), ahol
s = 0 vagy degs < degg. Ekkor s(z) = —h(x)g(x) (modz™ — 1). Ha s(x) nem 0,

akkor lenne egy g(x)-nél kisebb fokti normalt polinom I-ben, ami ellentmondas. [

3.2.4. Definicié. Legyen C = (g(x)) ciklikus kod. Ekkor g(z)-et a C' generdtorpo-

linomjdnak nevezzik, a h(x) = ’”&;; polinom pedig a C' paritdsellendrzd polinomja.

3.2.5. Tétel. Legyen a C kod paritasellendrzd polinomja h(x). Egy tetszdleges u(x)

polinom pontosan akkor van C-ben, ha u(x)h(z) = 0.
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Bizonyitas. A C ciklikus kod a g(z) generalod polinom t6bbszoroseibdl all, igy ha
u(z) € C, akkor létezik g(x) polinom, hogy u(z) = ¢(z)g(x). Ekkor u(x)h(z) =
q(z)g(x)h(z) = a(z)(z" — 1) =0

Masrészt ha c(z)h(x) = 0, akkor van olyan ¢(x) polinom, hogy c(z)h(x) =
q(z)(z™ — 1). Ekkor c(x)h(z)g(z) = a(z)g(x)(a™ — 1), igy c(z) = a(x)g(x), tehat
¢(x) kodpolinom. O

Legyen g(x) = go+ g1+ ...+ gn_p2" % egy (n— k)-ad fokd polinom, ami osztja
2" — l-et. Ekkor a

Go g1 cer e e e Onk-1  Gn—k 0 0
0 g9 g - o ... Gn-k-1 Gn-r O 0
G=|0 0 ;
0
0 0 ... 0 g9 g1 e e Oneke1 On—k

generator matrixszal megadott C' linearis kod ciklikus (n, k) kod, ugyanis G sorai

linearisan fiiggetlenek, mert gy # 0, és C' = (g(z)). Ha h(z) = =L = ho + hiz +

g(x)
...+ hyz®, akkor C paritasellenérzé matrixa
0O ... 0 hy hpq1 ... ... ... ... hi hg
0 hy hp_t ... ... ... ... hi hy O
0
hy hgv ... ... ... ... hi he 0 O ... O

Legyen C az I, test feletti ciklikus kod, és legyen g(z) a generatorpolinomja.
Ekkor minden c(z) € C elééll c(z) = q(x)g(x) alakban. Igy az F, test egy alkalmas
véges bévitésébol valo a elemre g(a) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha minden c(x)

kodpolinomra c¢(a) = 0. Ennek az észrevételnek a kovetkezménye az alabbi tétel.

3.2.6. Tétel. Legyenek a C' C F [x]/(2™ —1) ciklikus kéd g generdtorpolinomjanak
gyokei ay, g, . .., 0. Ekkor az f € Fy[x]/(2™ —1) polinom pontosan akkor kédpo-

linom, ha a hozza tartozo (fo, ..., fa_1) egyiitthaté vektor a H matrix nullterében
van, ahol
1 o o ay
H = z
L oany ap O‘Z:llc
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Ezekutan a szindroma szerepét ezzel a H méatrixszal a Hv! jatssza. S6t ez a H
tovabb egyszeriisodhet, ugyanis ha g(x)-et specialis alakban adjuk meg, akkor elég
csak bizonyos gyokeir6l megkovetelni, hogy a kédpolinomoknak is gyokei legyenek.

Legyenek oy, aq, ..., o, az F, test egy véges bévitésének elemei. Az m;(z) je-
16lje az a; elem F, test feletti minimalpolinomjat ¢ = 1,2..., s-re. Legyen n olyan
természetes szam, hogy ! = 1, azaz minden i-re m; | a 2.1.4szerintz™ — 1 teljesiil-
jon. Legyen g(z) = Ikkt(mq(z), ..., my(z)), ekkor g(z) osztja az 2" — 1 polinomot.
Tekintsiik a C' C [y ciklikus kodot, amit a g(x) general. Ekkor c(z) € C' pon-

tosan akkor, ha c(z) = ¢(z)g(x) alkalmas ¢(z) polinommal. Legyen minden i-re

gi(z) = nz(fa):), igy c(x) pontosan akkor kodpolinom, ha ¢(z) = q(z)g;(z)m;(x). Tehat
¢(x) pontosan akkor kodpolinom, ha minden i-re m;(z) | ¢(x), ami azzal ekvivalens,
hogy ¢(c;) = 0 minden ¢ = 1,2...,s-re. Az igy konstrualt C' kodot az aq, ...«

elemek dltal generdlt kodnak nevezziik.

3.2.7. Példa. Legyen « primitiv n-edik egységgyok Fom felett, és C' az o altal ge-
neralt kod. A hibajavitds soran meg kell hataroznunk a kapott v sz6 szindromajat.
Altalaban a szindroma egy n — k hosszt oszlopvektor, de most egyszeriibb modot is
talalhatunk a hibajavitasra. Mivel ¢(x) pontosan akkor kodszo, ha c(a) = 0, ezért

a 3.2.6 tételbeli H matrix a kovetkezé alaku:
H= ( 1 oy o2 ... ! )

Ekkor v(a) = Hv®. Tegyiik fel, hogy az iizenet tovabbitdsa soran egy hiba tortént.
Legyen e; az a vektor aminek a j-edik koordinatdja 1, a tobbi 0, igy a hozza tartozo
polinom e;(z) = 2771, ahol 1 < j < n. Legyen az elkiildott kod u, a kapott pedig v.
Ekkor v =u + e;, igy v(a) = u(a) + ej(a) = o/, ami egyértelmien meghatarozza

a hiba helyét, ugyanis of # o', ha j # i. Az e;j(a)-t hibajelzd szdmnak nevezziik.

3.2.8. Tétel. Legyen o az [, test egy véges bovitésének eleme, aminek a rendje n.
Tovabba legyen d olyan pozitiv egész, amire teljesiil, hogy 2 < d < n, és legyen a
nemnegativ egész. Ekkor az o, o, ... o972 4ltal definialt C' kéd minimumta-

volsaga d.

Bizonyitas. Minden c kodszora Qc? = 0, ahol

1 a’ a?® - ar—1a
1 oot a2(a+1) o Oé(nfl)(a+1)
Q =
1 avtd=2 Q2estd=2)  o(n—1)(a+d—2)
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Megmutatjuk, hogy Q barmely d — 1 sora linearisan fiiggetlen, igy a 3.1.11 tételhez
hasonléan de > d. Valasszunk ki Q-nak d — 1 kiilonboz6 oszlopat. Igy a kivetkezd

determinanst kapjuk:

Q1 Qi . Qa1
a(a+1)i1 a(a+1)i2 . a(a+1)id—1
alotd=2i glatd=2)ia (g +d — 2)ig_y
1 1 1
. . ot azoL atd-
_ aa(21+12+...+1d71) ) . . . 7£ 0.
o= =2 (d— 2)

g

A tovabbiakban speciélis ciklikus kodokol, a BCH-kodokrol, lesz sz6, amit R.C.
Bose és D.K. Ray-Chauhuri (1960), valamint t&liik fiiggetlentil A. Hocquengham
(1959) fedezett fel.

3.2.9. Definici6. Legyen b nemnegativ egész, o az Fym test feletti primitiv n-edik
egységgyok. Legyen 2 < d < n, ekkor az [F, feletti n hosszi d tervezett tavolsagi

BCH-kédon az ab,ab*t, ... abt4=2 4ltal generalt ciklikus kodot értjiik.

Ha o primitiv eleme F,m-nek, akkor primitiv BCH-kodrol beszéliink, ekkor n =
g" — 1. Ha m = 1, akkor az [, feltti n hossztt BCH-kédot Reed-Solomon kddnak
nevezziik.

A BCH-kodok definicioja nem egységes a szakirodalomban. Az o € F,m rendje
n, igy n | a 2.1.4szerintq™ — 1, ezért a legkisebb olyan m, amire teljesiil, hogy «
benne van az F, m-ed foka bévitésében, a ¢ multiplikativ rendje modulo n. Van ahol
ezt is felteszik a definicioban; ekkor az m = 1 feltétel az n = ¢ — 1 feltétellel ekvi-
valens. Ekkor a Reed—Solomon kodot primtivnek nevezziik. Gyakran megkovetelik
a definiciéban a b = 1 teljesiilését is.

A BCH-ké6dok azért hasznosak, mert a 3.2.8 tétel miatt egy d tervezett tavolsagu
BCH-kéd minimumtavolsaga d. Emiatt gyakran felteszik, hogy d = 2t + 1 legyen,
ekkor a kod t-hibajavit6. Minden pozitiv d-hez tudunk konstrualni olyan BCH-kodot,
aminek a tervezett tavolsidga d. Azonban a minimalis tavolsig noéveléséhez az n
kodhosszt is meg kell novelni. Mivel m a ¢ modulo n rendjének tobbszorose, igy az

m értéke is né.
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Most a BCH-kodok dekodolasara adunk egy altalanos algoritmust. Legyen u(z)

az elkiildott, v(z) a kapott és e(x) a hibapolinom, tehat v(z) = u(x) + e(x).
El6szor hatérozzuk meg a v szindroméjat. Hv? = (Sy, Spy1, ..., Spra_2)T, ahol
s =v(ad) =w(a)+e(ad) =e(al) ésb < j < b+d—2. Har < ¢ hiba tortént, akkor
e(x) =3 ;_, ¢z, ahol az ay, . .., a, hibahelyek a {0,1,...,n — 1} halmazbol valok.
Az Fym-beli n; = a elemeket hibahely-szdmoknak, a c; € F;, elemeket hibaériékeknek
nevezziik. Ekkor S; = e(a?) = Y.1_, ¢;n/ minden b < j < b+ d — 2-re. Az Fym test

szdmolasi szabalyai miatt

i = (i;cmf>qZi;c?nfqzi;cqu:%q- (3.1)

Az (n;, ¢;) parok, ahol 1 < i < r, egyértelmiien meghatarozzak az e(x) hibapolino-
mot. Binaris esetben a hibaérték csak 1 lehet, igy ekkor a hibahely-szamok megha-
tarozésa is elég.

A kovetkez§ 1épéshez emlékeztetsiil szolgal az alabbi definici6.

3.2.10. Definicié. Az zq,...,x, valtozoju k-adik elem:i szimmetrikus polinomot
ugy kapjuk, hogy z1, ..., x, koziil minden lehetséges moédon kivalasztunk k& darabot,
a kivalasztott x;-ket Osszeszorozzuk, majd a szorzatokat Gsszeadjuk. Az igy kapott
polinomot oy (x1,...,z,)-nel jeloljik, ahol 1 < k < n. Ha a valtozok egyértelmiiek,

akkor csak oj-t frunk. Definicié szerint legyen o¢ = 1.

Legyen o; az 1y, ...,n, valtozok i-edik elemi szimmetrikus polinomja, ahol 0 <
1 < r. Ekkor
H(ni —z) = Z(—l)iar,lxi =0, — 0,1+ ...+ (=1)"opz".
i=1 i=0

Az x helyébe n;-t irva és (—1)"-rel szorozva kapjuk:
0= (=10, + (=) to,_mi+ ...+ (=D +oom, 1<i<r
Az egyenletet szorozzuk cmf—vel majd adjuk Gket Ossze 1-t61 r-ig, ekkor kapjuk:
(=108 + (=)o 1Sju1 + ..+ (=1)01Sj 1 + 00Sj4r b<j<b4r—1.
A tovabbiakhoz két lemmat bizonyitunk.

3.2.11. Lemma. A ¢; ismeretlenekkel adott S; = >, cmg, aholb < j <b+d—-2,
linearis egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha n;-k az Fj.. multiplikativ

csoport kiilonb6zé elemei.
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Bizonyitas. A linearis egyenlerenszerhez tartozo egyiitthatomatrix determinénsa

ny ny ..ot
b+1 b+1 b+1
™ 7o <. nr
. . o= T i —m) #£0
: 1<e<g<r
nll7+7'—1 ng+r—1 nrb+r—1

0

3.2.12. Lemma.
(-1)0,.8; + (—=1)"o,1Sp1 4+ ...+ (=1)01S;r1 +00Sj4r, b<ji<b+r—1,
j j J j

(—1)o; = 7; ismeretlenekkel adott linearis egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté

meg egyértelmiien, ha r hiba tortént.

Bizonyitas. A linearis egyenletrendszerhez tartozd matrix a kovetkezo:

Sp o Spyr oo Spr—1
Spr1 Spe2 oo Spyr .
=VDV*,
Sb—l—r—l Sb—H" cee Sb+27'—2
ahol
1 1 1 cant 0 0
mo M2 nr 0 conb 0
V= és D= _ ’
Ay U 0 0 ... ¢

A matrix pontosan akkor nem szingularis, ha V' és D sem az. A V Vandermonde-
matrix pontosan akkor nem szingularis, ha n;-k klonboz6ek. A D pedig akkor és
csak akkor regularis, ha n;-k és ¢;-k nemnullak. Mindkét feltétel akkor és csak akkor

elégithets ki, ha r hiba tortént. [

Az s(x) = [I,(1 = nix) = >oi_o(=1)louz’ = Y. ma’ polinomot nevezziik
hibajelz6 polinomnak. Az s(x) gydkei ny ' ny ', ... 07t Az s(z) = 0 egyenletet gy
oldjuk meg, hogy behelyettesitjiik a test 6sszes elemét. Osszefoglalva:

1. 1épés Meghatarozzuk a Hv? = (Sy, Syi1, ..., Spra_2)” szindromat. Irjuk fel a kévet-

kezG egyenletrendszert: S; = Y27, ¢y, ahol b < j < b+d — 2.
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2. 1épés Meghatarozzuk a legnagyobb olyan r < ¢ szamot, amelyre igaz, hogy az S;., +

Sijtr—1mi + ...+ 57 = 0,0 < j < b+ r —1 egyenletrendszerhez tartozo
egylitthatomatrix regularis, igy tudjuk, hogy r hiba toértént. Ezutan az s(x) =
[T, (1—miz) = >_;_, mx" hibajelz6 polinomban S; segitségével meghatarozzuk
a 7; egyiitthatokat.

3. 1épés Megoldjuk az s(x) = 0 egyenletet az o hatvanyainak behelyettesitésével. Igy

megkapjuk az n; hibahely jelz6 szamokat.

4. 1épés Az 1. lépésben talalhatd egyenletrendszer elsé r sordba behelyettesitjiik ;-

ket és meghatarozzuk c;-ket. Az elkiildott u kodszot az u(x) = v(z) — e(z)

egyenletbdl nyerjiik.

3.2.13. Példa. Legyen o az Fig olyan primitiv eleme, amelyre teljesiil, hogy a? =
a + 1. Tovabba legyen a binaris (15,5) BCH-kod generator polinomja g(x) = ' +
2% + 2% + 2t + 2% + o + 1. Feltéve, hogy a kapott iizenet a v = 010011011100100,
hatarozzuk meg az eredeti kodszot és az lizenetet!

Mivel g(z) = (z*+z+1)(a*+2® +2? +a+1) (2 +2+1), igy a 2.3.4 példa alapjan

g gyokei a kovetkezdk {a,a?, at a8 a3, a’ al? o’

;o a0} igy a b= 1 valasztassal
kapjuk, hogy a kod tervezett tavolsiga d = 7, ugyanis 1-6-ig o minden hatvanya
szerepel a gyokok kozott. Emiatt a kod 3-hibajavito.

Az els6 1épésben hatarozzuk meg a szindromaéakat!

A kapott szobol v(x) = x + 2t + 25 + 27 + 2% + 2° + 2%, {gy ismét a 2.3.4 példa
felhasznalasaval kapjuk, hogy S1 = v(a) = a+a*+a’ +a” +a® +a + a!'? =
Adt+at=a% S =v®)=a*+a2+1+a’+a’+a? +al =a+1=a'és
S5 = v(a®) = &’ +a’+a?+a’+al%+1+1 = o®. A tébbi szindroma megéllapitésahoz
felhasznaljuk a 3.1 dsszefiiggest, igy Sy = S? = a'?, Sy = 52 =a és S5 = 52 = .

A masodik lépésben meghatarozzuk a hibak szamat az S;y, + Sjyr—171 + ... +
S;t, = 0, 1 < j < r egyenletrendszer segitségével és meg is oldjuk azt. Mivel a

kodunk 3-hibajavito, ezért r legfeljebb 3.

Mivel
Sl SQ Sg 046 0612 044
52 53 S4 = 0412 Oé4 Oég = Oélo 7é O,
53 S4 S5 a4 Oé9 Oé5

igy r = 3 hiba tortént. Az
abrs + al’n, 4+ aln =

a?ry + aln + o’ =

a‘rs + o + on =
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, T3 = Q.

egyenletrendszer megoldasa a 7 = o, 7 = «
A harmadik 1épés az s(v) = [[_,(1 —an;) = S0 e’ = 1+ Sz + a2 + a4
polinom gydkeinek megkeresése. Probalgatassal kapjuk, hogy n; ' = o, n,! = o® és
nyt = a7, igy m = o', gy = a'® és 3 = a®. Tehat a hibak a kilencedik, tizenegyedik
és tizenkettedik pozicioban torténtek.
A negyedik 1épés a hibak mértékének kitalalasa lenne, de ez binéris kdd esetén

mindig 1. Igy az elkiildétt kodszé az u = 010011010111100 volt. Az iizenetet az

u(z)
g(x)

= 22 + x polinombél visszakodolva kapjuk, ez pedig nem mas, mint 01100.
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