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1. fejezet

Alapismeretek és motivacio

Az els6 fejezetben bevezetek néhany fontosabb definiciot és tételt, melyek késébb sziik-
ségesek lesznek, majd mutatok kettd motivaciot. Ebbdl az egyik fizikai példa lesz, egy
pedig még a matematikival és fizikaval kevéshé foglalkozd emberek szamara is érdekes
lehet. Ez az internetes oldalak rangsorolasdnak elvét mutatja be. Manapsag mindenki
hasznal internetes kereséket, mégis azt gondolom, kevesen tudjak, hogyan is miikédnek
ezek.

Az definiciok és alaptételek cimi alfejezet [4], mig a motivacié cimi [1| alapjan

késziilt.

1.1. Definiciék és alapvetd tételek

1.1.1. Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

1.1.1. Definici6. Legyen A € C™*" egy tetszdleges négyzetes mdtrix. Ha eqgy 0 # v €

C™ wvektor és egy A € C szdm esetén teljesiil az
Av =)v

eqyenldség, akkor a v vektort a mdtrix sajdtvektordnak, a A szamot a sajatvektorhoz tar-
tozo sajdtértéknek nevezziik. Eqy dsszetartozo sajdtértéket és sajdatvektort sajdatparnak

nevezzuk.

1.1.2. Tétel. Eqy mdtrix adott sajatértékhez tartozo sajatvektorai a nullvektorral ki-

egészitve C™ eqy alterét alkotjdk.



Bizonyitas. Elég azt belatni, hogy ha v; és vy két kiillonb6z6, A\-hoz tartozo sajat-
vektor, akkor c;, ¢ szamok esetén c;vy + covy # 0 is sajatvektor. Ez pedig kovetkezik
az

A(01V1 + CQVQ) = ClAV1 + CQAVQ = Cl)\Vl + CQ)\VQ = A(clvl + CQVQ)
egyenlGségbdl. [

1.1.3. Tétel. Egy a A € C™*™ matriznak a multiplicitast is figyelembe véve pontosan
n darab sajdatértéke van. A sajdtértékek a det(A — NI) = 0 egyenlet megolddsai. Egy
adott X\ sajatértékhez tartozo v sajatvektorokat az (A — N)v = 0 linedris algebrai

egyenletrendszer nullvektortol kilonbozd megolddsar adjdk.

Bizonyitas. Az Av = \v egyenlGséget atrendezve kapjuk, hogy a sajatvektornak
az (A — MI)v = 0 egyenletrendszer nullvektortol kiilonb6zé megoldasanak kell len-
nie. Ez az egyenletrendszer homogén, igy biztosan van megoldasa, mivel a nullvektor
megoldas lesz. Ahhoz, hogy A sajatérték legyen, pontosan az kell, hogy legyen nullvek-
tortol kiilonbozé megoldéasa is az egyenletrendszernek. Ez pontosan akkor teljestil, ha
det(A — AI) = 0. Az egyenletbdl latszik, hogy a sajatértékek a py () :=det(A — AI) po-
linom zérushelyei. Ezekrdl pedig az algebra alaptételébdl tudjuk, hogy multiplicitassal
egyiitt n darab van beldliik. [

1.1.4. Definicié. Egy adott A € C™*" madtriz esetén a py(\) =det(A — NI) polinomot
a matriz karakterisztikus polinomjdnak, a Pa(X) = 0 egyenletet pedig karakterisztikus

egyenletnek nevezziik.

1.1.5. Tétel. Jelolje A1, Aa, ..., N\, az A € C™*" mdtriz sajdtértékeit. Ekkor

n

det(A) = H i, tr(A) = Zn: Aiy

i=1
ahol tr(A) a mdtriz nyoma, azaz a fédtloban szerepld elemek dsszege.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy p(\) = a,\" + a1 A" + ... + a1\ + a¢ n-edfoki polinom

A1, ...y Ay zérushelyeire igazak az alabbi formulak:

Ao A= ()" A 4 Do 4 A, = — L
Qn Qn,
A karakterisztikus polinom legmagasabb foku tagjanak egytitthatoja a, = (—1)",
an_1 = (=1)"Yay +... 4+ apn) = (=1)""(tr(A))
és a szabad tag ag =det(A). Ezekbdl pedig kovetkezik az allitas. [
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1.1.6. Tétel. Egy A € C™" mdtriznak pontosan akkor nincs nulla sajatértéke, ha

nemszinguldris, azaz ha van inverze.

Bizonyitas. Tekintsilk az Av = 0 homogén linearis egyenletrendszert. Ennek az
egyenletnek pontosan akkor a nullvektor az egyetlen megoldasa, ha det(A)=det(A —

0I)# 0. Ez egyenértékii azzal, hogy a nulla nem sajatértéke a méatrixnak. [

1.1.7. Definicié. Eqgy A € C™" mdtrixz legnagyobb abszolit értéki sajdtértékének ab-
szolut értékét A spektrilsugardnak hivjuk. Jelolés: o(A).

A sajatértékek komplex szamsikon val6 elhelyezkedésérsl ad becslést az alabbi un.

Gersgorin-tétel.

1.1.8. Tétel. (Gersgorin-tétel) Tekintsik az A € C"*™ mdtrizot. Legyen K; a komp-
lex szdmsikon az a zdrt korlap, melynek kozéppontja ay;, €s sugara Z;.L:l’#i la;;| (i =

1,...,n). Ekkor a mdtriz sajdtértékei az U,—1 . ,K; halmazban taldlhatok.

Bizonyitas. Legyen )\ egy sajatértéke a matrixnak. Ha A megegyezik valamelyik di-
agonalis elemmel, akkor erre a sajatértékre igaz az allitds. Kiilonben irjuk fel A-t
A =D + T alakban, ahol D=diag(diag(A)) az A diagonalisat tartalmazo méatrix. Az
A — I métrix szingularis, igy van olyan x # 0 vektor, mellyel (A — A\I)x = 0, azaz
(D — MI)x = —Tx. A bal oldali méatrix invertalhato, hiszen olyan diagonélis méatrix,

melynek egyik fsatlobeli eleme sem nulla. Igy
xloc < [[(D = AE) ™ T || o,

amibdl x-val valo osztassal kapjuk, hogy

Z?:l,j;ék |y

1<
|lare — Al

valamely k = 1,...,n indexre, azaz A a K, korlap belsejébe esik. [J

1.1.9. Megjegyzés. Ha s darab korlap uni6ja diszjunkt a tobbi korlaptol, akkor az

uni6ban pontosan s darab sajatérték van. Ez az in. masodik Gersgorin-tétel.

1.1.10. Tétel. Kiilonbozd sajdatértékekhez tartozo sajdatvektorok linedrisan fiiggetlenek.



Bizonyitas. Elég a tételt csak két sajatértékre igazolni ugy, hogy megmutatjuk, hogy
az egyikhez tartozo egy sajatvektor nem fejezhets ki a masikhoz tartozo sajatvektorok
linearis kombinaciojaként. Indirekt tegyiik fel, hogy egy A maéatrixnak \ # p két sajat-
értéke, tovabba, hogy Av = Av és Aw; = puw; (i = 1,...,1) esetén a v sajatvektor

vV = 22:1 a;w; alakban frhato megfelel6 «; konstansokkal. Ekkor

1 !
)\v:AV:AZaiwi:uZaiwi:uv,

i=1 i=1

ami csak ugy lehetne, ha A\ = u. Ez ellentmondés, igy az allitas igaz. [

1.1.11. Kovetkezmény. Ha egy n X n-es matrixnak minden sajatértéke kiilonbozs,
akkor van n darab linearisan fliggetlen sajatvektorrendszere, azaz vilaszthaté a sajat-

vektorai koziil n darab linearisan fiiggetlen vektor.

1.1.2. Diagonalizalhatosag

1.1.12. Definici6é. Az A és B ugyanolyan méretid négyzetes mdtrizokat hasonlonak

hivjuk, ha van olyan S requldris mdtriz, melyre B = STtAS.
A hasonlésag ekvivalenciarelacio.

1.1.13. Tétel. Hasonlo madtrizok sajdtértékei megegyeznek.

Bizonyitas. Azt kell belatni, hogy a két hasonlé A és B matrix karakterisztikus po-
linomja ugyanaz. Legyen B = ST'AS. Mivel det(S)-det(S™!)=det(I)=1, ezért

det(B — AXI) = det(S™'AS — AI) = det(S™!) - det(A — AI) - det(S) = det(A — AI).
O

1.1.14. Megjegyzés. Hasonl6 matrixok sajatvektorai kozott fennall az alabbi Gssze-

fiiggés: ha v sajatvektora B-nek, akkor Sv sajatvektora A-nak.

1.1.15. Definicié. Egy A mdtrizot diagonalizdlhatonak hivunk, ha hasonlo eqy diago-

ndalis mdtrizhoz.

1.1.16. Tétel. Egy n x n-es mdtrix pontosan akkor diagonalizdlhato, ha van n elemi

linearisan fiiggetlen sajdtvektorrendszere.



Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy az n X n-es A méatrixnak van n darab linearisan
fiiggetlen sajatvektora, azaz Av; = \;v; (j = 1,...,n) gy, hogy a v; sajatvektorok

linearisan fiiggetlenek. Ekkor igaz az

A0 0
Alvi...vp]=[vi...vp] | 0 Xy O
.7S .
A ’

egyenlgség. Legyen az S = [vy...v,], ahol az S oszlopvektorai sajatvektorok. Ekkor
S7!AS = A, azaz a méatrix diagonalizalhato.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy van olyan regularis S matrix, mellyel ST'AS = A,
valamilyen A diagonalis matrixszal. Ekkor A sajatértékei megegyeznek A elemeivel.
Mivel az e; rendszer sajatvektorrendszere a A matrixnak, igy Se; sajatvektorrendszere

A-nak. Ezek S regularitasa miatt linearisan fiiggetlen vektorok. [J

1.1.17. Definicié. Egy A mdtrizot normdlisnak neveziink, ha APA = AAH | ahol

AT jeloli az A mdtriz konjugdltjanak transzpondltjdt.
1.1.18. Tétel. Minden normdlis mdtrixz diagonalizdlhato.

Bizonyitas. Legyen A egy tetsz6leges normalis métrix, A\; és v, pedig a méatrix egy
sajatparja. Legyen v, normalt, azaz olyan, hogy vilv, = 1. Egészitsiik ki ezt a vektort a

Gram—Schmidt ortogonalizéacio segitségével ortonormalt rendszerré (unitér matrixsza)

a vo,...,Vv, vektorokkal. Ekkor
[ )\1 * ok |
0 *x x
Alvi...vy] =[vi...v,] :
——
:=S1 (unitér)
0 x =

ahonnan, bevezetve az S; = [vy...Vv,] és az A, jeldlést a jobb oldali méasodik tényezd

(2 : m,2:n) blokkjara, kapjuk, hogy

A%
SHAS, = | :
0 A



Hajtsuk végre az el6z6 eljarast az A, matrixszal! Ehhez létezik olyan S, unitér matrix,

mellyel

SHA,S, =

Legyen

Ekkor

)\1 * *

0 0 =«

Hasonl6an folytatva juthatunk el az Ss,...,S,_; unitér matrixokhoz, melyekkel

Aok % L. %

0 A *x ... %
SH  ...SHSHASS,...S, | = ?

0 0 0 ... A,

v~

=:T (fels§ haromszog)

Legyen S = S;...S,,_1. Ez unitér matrix. Vezessiik be a T jelolést a fenti képletben

szerepld fels6 haromszogmatrixra. Erre a matrixra igaz, hogy
THT = SYAPSSTAS = SHAPAS = SPAAHS = STASSHAHS = TTH,

igy T normalis matrix. Mivel T fels6 haromszogmatrix, csak tugy lehet normélis, ha
diagonalis. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy az A normalis matrix unitér matrixszal dia-

gonalizalhato. [

1.1.19. K6vetkezmény. A tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy minden A négyzetes
matrix felirhato A = STS alakban, ahol S unitér matrix, T pedig egy fels6 harom-
szogmatrix. Ezt az alakot a matrixok Schur—felbontasdnak nevezziik. A hasonlosag

miatt a T matrix f6atlojaban az A matrix sajatértékei szerepelnek.
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1.1.20. K6vetkezmény. Az el6z6 tétel kovetkezménye, hogy egy matrix akkor és csak
akkor diagonalizalhaté unitér matrixszal, ha normalis. Az el6z6 tétel bizonyitasabol
kapjuk, hogy a normélis matrixok unitér matrixszal diagonalizalhatok. A forditott
irdnyhoz tegyiik fel, hogy A unitér métrixszal diagonalizalhato, azaz van olyan S unitér
matrix, mellyel SYAS = A, ahol A diagonalis matrix. Ekkor viszont A = SASY, és

AHUA = (SASH)H(SASH) = SAHSHSASH = SAHASH =
— SAATSH = (SASH)(SAHSH) = AAH.

1.1.21. Tétel. Eqgy valos mdatrix akkor és csak akkor diagonalizdlhato ortogondlis mat-

rizszal, ha szimmetrikus.

Bizonyitas. ElGszor belatjuk, hogy ha egy A valés matrix ortogonalis méatrixszal dia-
gonalizdlhat6, akkor az szimmetrikus. Legyen S ortogonalis ¢s A = SAST. Ekkor
AT = SAST = A, azaz A szimmetrikus.

A forditott irdany igazolasahoz tudjuk, hogy a szimmetrikus méatrixok normalisak,
ezért diagonalizalhatok. Igy van linearisan fiiggetlen sajatvektorrendszeriik. Azt kell
csak belatnunk, hogy ezek a vektorok valaszthatok ortonormaltan. Ha egy sajatértékhez
tobb linearisan fiiggetlen sajatvektor is tartozik, akkor ezek a Gram—Schmidt eljarassal
ortonormalhatok. Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy a kiilonb6z6 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok nemcsak fiiggetlenek, hanem ortogonalisak is. Legyen vy és v,
két kiilonboz6 sajatértékhez (A és ) tartozo sajatvektor. Mivel a matrix szimmetrikus,

igy a sajatértékei és a sajatvektorai is valosak. A szimmetria miatt a
T _ T _ T
VAAV, = V[V = [IV) Vy,

T _ T ol T
VHAV)\ = vu)\vA = )\VMV,\ = AV Vv,

értékeknek meg kell egyezniiik. Ez pedig csak ugy lehetséges, ha viv, = 0, azaz a
kiilonbozs sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortogonalisak. Igy véalaszthato orton-
ormalt sajatvektorrendszer. A métrix azzal az ortogonélis matrixszal diagonalizalhato,

melynek oszlopai az ortonormaélt sajatvektorok. [l

1.1.3. Sajatérték-feladatok kondicionaltsaga

Korabban lattuk, hogy a sajatérték-feladat megoldhato a karakterisztikus egyenlet se-

gitségével. Ezzel csak az a baj, hogy négynél nagyobb fokszami polinomok megoldéaséra
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nincs megoldoképletiink, igy sokszor nem jutunk eredményre ezzel a modszerrel. Ep-
pen ezért a sajatértékeket altalaban direkt modszerrel nem lehet meghatarozni. Ezért a
gyakorlatban szinte mindig iteracios modszereket alkalmazunk. Ekkor elegendd a meg-
felel6 sajatértéket vagy sajatvektort kozeliteni, mert az egyik kozelitésének ismeretében
a masik kozelitését konnyen meg lehet oldani.

Miel6tt ratérnénk a sajatérték-feladatok numerikus megoldasédnak lehetGségeire,
vizsgaljuk meg a sajatérték-feladat kondicionéltsagat! Mennyit valtoznak az A négy-

zetes matrix sajatértékei, ha a métrix elemeit kicsit megvaltoztatjuk?

1.1.22. Tétel. (Bauer—Fike, 1960) Legyen A € R™ ™ egy diagonalizdlhaté mdtriz,
azaz A felirhate A = VDV ! alakban, ahol az egyszeriség kedvéért feltesszik, hogy V
oszlopai normdlva vannak a ||.||, vektornormdban, és D diagondlis mdtriz. Legyen 0A
eqy tetszdleges matriz, €s legyen p az A + 0A mdtrix eqy sajatértéke. Ekkor
i A—pul <k, (V) ||[0A
yain A < (V) - [OA]],

ahol K, a kondicioszamot jeloli.

Bizonyitas. Ha p sajatértéke A-nak is, akkor trividlis az allitas. Tegyiik fel, hogy nem
sajatértéke. Mivel A + 0A — ul szingularis, ezért

V(A +0A - ul)V =DV 16AV — ul
is szingularis, igy van olyan x # 0 vektor, mellyel
(D — I+ V'5AV)x = 0.
A D — ul matrix inverzével balrél szorozva azt kapjuk, hogy

I+ (D= pI) 'V I§AV)x =0,

aAZaZ
x=—(D—pul) 'V 15AVx.
Igy
[, < (D = pD) 7l - IVl - 10A[L - VI, - [1x
és
1 < [(D=pD) |y 5,(V)-|0A], = max ! kp(V)-[0Al, = .;F»p(V)-IIéAIIp-
e min; |A; —

Ebbdl pedig kovetkezik az allitas. [
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1.1.23. Megjegyzés. A sajatérték-feladat kondicionaltsagat nem az eredeti matrix,
hanem a diagonalizal6 matrix (a sajatvektorok matrixa) kondiciészama hatarozza meg.
Ez specidlisan azt jelenti, hogy mivel a szimmetrikus méatrixok ortogonalis matrixok-
kal diagonalizdlhatok, és az ortogonalis matrixok 2-es normaja 1, ezért szimmetrikus
matrixokra a

min_ |\ - ul < |3Al;

A A sajatértéke

becslés érvényes.

1.2. Motivacid

1.2.1. Stabilitasi problémak

Legyen adott egy mindkét végén befogott rid, melynek fels6 végét P erd terheli. Ekkor

a nyugalmi helyzetbdl valo u(z) kismértékd kitérés kozelitsleg eleget tesz a
JEU = —Pu, 0 <z <1 (1.1)

differencidlegyenletnek. Itt u” az = hosszusagi koordinata szerinti masodik derivéltat
jeloli, JE pedig megadja a rud rugalmassagi tulajdonsagait (£ a rad anyagat jellemzé
Young-féle modulus, J a rad keresztmetszetétsl fliggs axialis nyomaték.)

A csuklos befogéas miatt kellenek az
u(0) =0, u(1) =0 (1.2)

feltételeket. Az (1.1), (1.2) egyenleteknek mindig van megoldasa, hiszen az u(x) = 0
megoldas, ami azt jelenti, hogy a nyugalmi helyzetben van a rid. Ez akkor valtozik
meg, ha (1.1), (1.2)-nek vannak nullatol kiilonb6z6 megoldasai. (1.1) miatt kell, hogy
ezek a megoldasok
: 1 P
u = asinwz + becoswz, ahol w:= A2, A= — (1.3)
JE
alakuak legyenek és (1.2)-bél pedig kapjuk, hogy b =0és w = km, k=1,2,..., azaz a

keresett nemtrivialis megoldasok csak a
A== (km)?, k=1,2,..., (1.4)

értékek, azaz a

P, = (kr)?JE, k=1,2,...
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erék mellett johetnek létre. A legkisebb ilyen eré az tn. torderd:
P, =P, =1*JE.

Itt most a (1.1) differencialegyenletre vonatkozo sajatérték-feladatot oldottuk meg a
(1.2) feltételek mellett. Ekkor attérhetiink szokasos sajatérték-feladatra, elég a diffe-
rencidlegyenletet linearis rendszerrel helyettesiteni. Ekkor a v vektorra — amelynek v;

[

n+1

komponense az u(—=) érték kozelitése, i = 1,2,... — az

Av=Av, v#0 (1.5)

standard alaku sajatérték-feladatot (ahol A\ = J%) kapjuk. Itt az A matrix legyen a

kovetkezd:
2 1 0 0 |
-1 2 -1 0
1 0o -1 - . . .
A=a| . = (n + 1)*ridiag(—1,2, —1).
-1 2 -1
-1 2

Az A métrix szimmetrikus, ami altalaban a mechanikai eredeti feladatokra jellemzg.

Az A matrix specialis alakjat és a

sin km(x; + h) + sinkn(z; — h) = 2sin kww,; cos kmh,
kmh

2 —2coskmh = 4sin27

azonossagokat (ahol x; :=ih, h:= n%l) felhasznéalva azt kapjuk, hogy

AvF = \ivF b =1,2,...,n,
(1.6)

A= A gin? krh VZ( )= sinkrx;, i=1,...,n.

Ez az tn. teljes sajatérték-feladat megoldéasa: megtalaltuk v* sajatvektorokat (az (1.5)
rendszer nemtrividlis megoldasait) és a A} sajatértékeket.

A {v*} sajatvektorok ortogondlis rendszert alkotnak, mivel ha egy szimmetrikus
méatrixnak minden sajatértéke kiilonboz6, akkor sajatvektorai ortogonalis rendszert

alkotnak, azaz

(vF v = ;sinnj_jl Sinnj—jl =0, k#1,
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1.2.2. Internetes oldalak rangsorolasa

Az internetes oldalakat rangsorol6 algoritmusnak fontos része az oldalak és linkjeik
altal definialt nemnegativ matrix abszolit értékben maximalis sajatértékéhez tartozo
sajatvektor meghatéarozasa, mivel annak (nemnegativ) komponensei adjak a rangsort.
Jelolje A ezt a matrixot.

Legyen n az internetoldalak aktuélis szama (ez t6bb milliard is lehet). Tovabba

legyen M = (m;;) € R™™ az incidenciaméatrix:

{ 1, ha az i-edik oldalra mutat link a j-edikbdl
mij =

0, kiilénben.

Legyen N(j) a j-edik oldalbol indulé linkek szama. Ekkor A = diag;(N(j))", ahol a
diagonélis matrix altalanositott inverzét a ,,+” jeldli.

Ez a méatrix nemnegativ, ezért van nemnegativ sajatértéke, és a hozza tartozo sa-
jatvektor is nemnegativ, ezt tudjuk Frobenius tételébdl. Ezen sajatvektor maximalis
komponensének indexe adja az els6 internetoldalt, a masodik legnagyobb komponens
indexe a maéasodik oldalt sthb. A sajatvektort a rangsorold algoritmus a hatvanymod-
szerrel hatarozza meg (1d. késébbi fejezetekben) norméalas nélkil.

A fenti A maétrixszal az a baj, hogy nem mindig vezet elfogadhaté eredményekre
(vagy a matrix maximalis sajatértéke nem egyszeres, igy a hatvinymodszer nem kon-
vergens, vagy az adodd vektor nem alkalmas a fontos oldalak meghatéarozasara), ezért

A helyett vizsgaljuk a kovetkezd matrixot:

(101 1]

- 11 ... 1
A.=(1-)A+ E, aholE=| | erme,

11 1

Ennek a matrixnak (mint irreducibilis pozitiv méatrixnak) mar Frobenius tétele sze-
rint az abszolut értékben maximalis sajatértéke (pozitiv és) egyszeres, a hozzéatartozo

sajatvektor minden komponense pozitiv, és ehhez konvergal a hatvanymodszer.
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2. fejezet

A sajatértékeket egyenként kozelito

eljarasok

A numerikus matematikaban a sajatérték-meghatarozasi modszereket két csoportra
szokas osztani. A sajatértékeket egyenként kozelits eljarasokra, illetve a sajatértékeket
egyszerre kozelitGkre. Az els6 csoportba tartozé modszerek csak egy-egy megfelels sa-
jatértéket kozelitenek, mig a masodik csoportba tartozo eljarasok egyszerre az Osszes
sajatértékre adnak kozelitést. Kezdjiik a sajatértékeket egyenként kozelitd eljarasokkal.

A fejezetben a hatvanymodszer és az inverz iteracio rész [3|, a Householder-eljaras
[1], és a hatvanymodszerig tarto rész pedig [4] alapjan késziilt el.

A sajatértékeket egyenként kozelits eljarasok egy olyan vektorsorozatot allitanak
els, amely egy meghatarozott sajatvektorhoz tart. A sajatvektort ekkor ezen sorozat

egy hatarértékhez elegendGen kozeli elemével kozelitjiik.

2.0.1. Tétel. Legyen adott egy 0 # x € R"™ vektor és az A € R™™"™ mdtriz. Ekkor

min [ Ax — ax||3 = [|Ax — p(x)x||3,
ahol
(%) xT Ax
X) = )
p xTx

Bizonyitas. A bal oldalon egy a-tol fliiggs egyvaltozos fiiggvény all. Szamoljuk ki

ennek az értékét!

|[Ax — ax|)? = (xTAT — axT)(Ax — ax) = xT ATAx — 2axT Ax + o®>xTx =

= a?xTx — 2axTAx + xTATAx.
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Mivel xTx > 0, ha x # 0, ezért a fiiggvény a minimuméat az

Amin =
esetben veszi fel. [

2.0.2. Definicid. Legyen 0 # x € R" vektor és az A € R™"™ madtrix. Ekkor az

xT Ax
p(x) =

xTx

szamot az x vektorhoz tartozo Rayleigh-hdnyadosnak hivjuk.

A tétel szerint tehat 2-es normaban egy vektor Rayleigh-héanyadosszorosa lesz legkoze-

lebb x szamszorosai kozil az Ax vektorhoz.

2.0.3. Megjegyzés. Szimmetrikus matrixok esetén a Rayleigh-hdnyados mindig a leg-
kisebb és a legnagyobb sajatérték kozott helyezkedik el, azaz

)\min S ,O(X> S )\max;

tovabba

Amax = o;?(%?én P(X); Amin = 0 ;glclel%& . p(x).

Ha tehéat van egy kozelitésiink a sajatvektorra, akkor a Rayleigh-hanyados segitsé-

gével kaphatunk jo becslést a sajatvektorhoz tartozo sajatértékre.

2.1. A hatvanymoédszer

Ez a modszer az abszolut értékben legnagyobb sajatértéket és a hozza tartozo sajat-
vektort allitja el6. Minden iteracios lépésben kiszamit egy 1j vektort, és ezen sorozat
vektoraival kozeliti a keresett sajatvektort, a hozzé tartozo sajatérték az iteracié mel-
lekterméke.

Jeloljitk a matrix sajatértékeit A\i-val és sajatvektorait v(®)-val.

Nézziik meg elGszor a modszer miikodését egy kisebb példan. Indulunk ki valamilyen
yY # 0 vektorbol és képzeljiik el el6szor, hogy A\ = 1—10, A2 = 1, A3 = 10, valamint,
hogy

v = a, v 4+ apv® + agv®,
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ahol a; #0, i =1,2,3.
Most szorozzuk y°-t A-val, felhasznalva, hogy Av = Av, ahol A € R™" v # 0
vektor és A € R:

vy = Ay® = A(avW + aov® + asv®) = o AvY + 4, Av? 4 a3AVS) =

1
=y v 4 aadov® + azAv® = 1_Oa1V(1) + asv® + 10a3v™®,

Ezutan ismételjiik meg ezt a miiveletet y!-gyel:

1
y> = Ay' = A(l—oalv(l) + agv® +10a3v®) =

1 1
= l—oalAv(l) + CLQAV(2) + 1Oa3AV(3) = 1—02alv(1) + agv(2) + 102a3V(3).
Ismételjiik Gsszesen m-szer:

1
y" = Aym_1 = 10_mCL1V(1) + GQV(Q) + 1Oma3V(3)- (2.1)

Ekkor jol lathato, hogy ebben az 6sszegben az elsé tagot elhanyagolhatjuk, s6t a maso-
dikat is, legalabbis az utolsohoz képest — mégpedig akkor is, ha az a;-k nagysagrendje
eléggé kiilonbozs. Az y™ vektorok novekvs m-mel egyre kozelebb keriilnek v egy
tobbszoroséhez, és csak a tilcsordulast kellene megakadélyozni. Ezt ugy lehet megaka-
dalyozni, hogy néha, vagy akar minden lépésben y"-ré6l %—ra megyiink at valamilyen
vektornormat alkalmazva:

y07é0, m:1,2,...: X::Aymfl’ ym:ﬁ
X

2.1.1. Konvergenciafeltételek

Harom olyan feltétel van, amelyek biztositjak, hogy az elébb emlitett helyzetbe keriil-
jiink, amikor az {y™}5°_, sorozat konvergal a legnagyobb sajatértékhez tartozo sajat-

vektorhoz. Ezek a kovetkezdk:
1. Az A matrix legyen diagonalizalhat6, pl. normaélis.
2. Legyen (y°, v(?) #£ 0, ahol v(©) a keresett sajatvektor.

3. Teljesiiljon, hogy
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Ha az els6 feltétel teljesiil, akkor tudjuk, hogy tetszSleges y° vektort mindig ki
tudunk fejezni a sajatvektorok linearis kombinaciojaként.

A masodik feltétel azt biztositja, hogy y° tartalmazza a keresett sajatvektort. Ter-
mészetesen itt az euklideszi skalarszorzat segitségével van megfogalmazva a feltétel.

Végiil a harmadik feltétel garantélja, hogy A, hatvanyai névekvé hatvanykitevivel
abszolut értékben egyre jobban kiilonbozni fognak a tobbi sajatérték hatvanyaitol.

Ellenérizziik, hogy a harom feltétel valoban elegendé a konvergenciahoz abban az
esetben, amikor A normalis, vagyis sajatvektorai ortonormalt rendszert alkotnak. Az

euklideszi skalarszorzatban érvényes

(V(i), V(j)) =G

i, 1<, 7<n.

Els6 feltételbs] tudjuk, hogy y° elsall a kévetkezd alakban:

n

y’ = Z v, (2.3)

i=1
Hatéarozzuk meg a lineéris kombinacio ¢; egyiitthatoit. Ehhez az (2.3) relaciot skalarisan

szorozzuk meg v\¥-vel valamelyik j-re, 1 < j < n:

n n

(y%, v) = (Z eiv® vy = Z (v vy = Z ¢i0ij = ¢;. (2.4)

i=1 i=1 =1

Szamitsuk ki az y° euklideszi norméajat:

n

Iy°l3 = Zcz 130 =3 (v
=1

Az y° (2.3) linearis kombinaciojaban az dsszegzési indexet valtoztassuk j-re, mivel az

i mar szerepelt, és ezzel le van kotve. Igy

Iy°l12 = Z (v, ch chv(j)) — Z Z cic; (v, v
j=1 i=1 j=1
Innen végiil azt kapjuk, hogy
Il =2" > emvO v =3 "% eido, =) lal (2.5)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Ezutan Ay°-ra kapjuk, hogy

Ay’ = i c;Av) = i v
i=1 i=1
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Ha most (2.5)-ban y® helyett Ay® frunk és ¢; helyett ¢;\;-t, akkor az eredmény
IAYOl3 = leinil”
=1

Hasonl6an szamitjuk ki, hogy

Amyo = ZCZA;TLV(Z) és ||Amy0||§ = Z |CiA;ﬂﬂ|27

i=1 =1

tehét

n 2

Ay 2 = [Z e} [?

=1

Idaig csak az els§ konvergenciafeltételt hasznaltuk. A mésodik feltételbdl és (2.4)-bél
tudjuk, hogy ¢, # 0. Emeljiik ki az 6sszegbdl az n-edik tagot, hogy a harmadik feltételt

is tudjuk hasznalni:

n—1

AMy? =\ [cnv(”) +) e (%)mv(i)] ,

=1
2m]

Ao \™M
AmyO — )\:Ln [Cnv(n) +O( n 1) ] ~ )\nmcnv(n)7

[NIES

by

A7y = 3" =

n—1
el + ) el
i=1

Ekkor nagy m estén azt kapjuk, hogy

An

1
m,0 m 2 /\Tb—l 2m i m
IA™Y Nl = [Aa]™ | leal” + O | ~ | An]™[enl-
Tehat
[ A™yOll2 ’
ahol k,, = ‘:\\:ZZZ‘ olyan komplex szam, amelynek abszolut értéke 1. Ett6l a k,, skaléar-

szorzattol eltekintve pontosan megkaptuk a keresett sajatvektort, de sajatvektoroknal

egy nemnulla skalarszorzo nem lényeges: eredménynek &, v™) ugyanolyan j6, mint v(™.

A

An—1
n

A konvergencia sebessége (’\K—:>—Vel jellemezhets. Ha a

1-hez, akkor a konvergencia lasst.

hényados kozel van

Most lassuk a harom konvergenciafeltétel fontossagat.
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Az iteraci6 akkor is konvergal, ha A nem normaélis vagy diagonalizalhato, ezért
az els6 nem annyira fontos, de a szamitasokat megkonnyitette. A lényeges feltétel a
harmadik, amelyet méasképpen tgy szokas mondani, hogy A,-nek dominénsnak kell
lennie.

Lassunk egy példat arra, hogy ha az els6 két feltétel teljesiil, de a harmadik nem,

akkor a modszer valoban nem lesz konvergens. Legyen

o1l ., [
A:L Ol,es y —[3]. (2.6)

Ez a matrix szimmetrikus, tehat diagonalizalhato, és A\; o = %1, az ortonormalt sajat-

V(1)2£H7 V(2>:£[1]_

vektorok

2 11 A |

A megadott y° esetén a masodik feltétel is teljesiil: (y°, v®®) = —‘/75. De a harmadik

feltétel nem teljesiil, hiszen |\1| = |A\o|. Az {y™} sorozat nem konvergal: paros m-re

m

3
y™ =y paratlan m-re viszont y” = 5| mert A csak permutalja a vele megszor-

zott vektorok komponenseit, és a szorzatban végtelen sokszor szerepld két vektor sem
sajatvektor.

Gyakran azért nem teljesiil |\,_1| < [\,|, mert A valos és A\,_1 = A,

Most foglalkozzunk a masodik feltétellel. Ha (y°,v(™) = 0 vagy kicsi, akkor az
iterdcié folyaman (kerekitési hibak hatésara) keletkezik egy v(™-iranyt komponens az
y™ vektorokban. Ekkor késleltetve ugyan, de végiil mégis v(™-hez konvergal az iteracio.
Hogy ez mikor érvényesiil az az alkalmazott pontossagtol fiige, tovabba attol, hogy A,
mennyire dominal, végiil a tobbi ¢; egyiitthaté nagysaga is befolyéasolja.

Mivel v(™-t és \,-t keressiik, igy ezek nyilvan ismeretlenek, azonban az elsé és a
mésodik feltételek ezekre vonatkoznak. Tehat probalkozni kell. Ha nem kapunk kon-
vergenciat egy adott kezdeti vektorral, akkor egy mésikat kell vilasztanunk és azzal
tovabb probalkozni.

A hatvanymodszerrel nemcsak a sajatvektort, hanem a hozzatartozo sajatértéket is

megkaphatjuk a kovetkezé modszerekkel:

1. Ha ygm) # 0, akkor (Af':))" ~ \, nagy m-re.
y/.

1

2. [JAy™|| = |Anl, m — oo; ezt kombinéljuk az el6bbi gondolattal.
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3. A legcélszeriibb az, ha a Rayleigh-hanyadost hasznaljuk: ||Ax — px|| akkor lesz
minimaélis (itt tovabbra is euklideszi norma van), ha

(Ax, x)

)= T

Amennyiben most x az A sajatvektora, akkor p(x) lesz a hozza tartozo sajatérték.

2.1.2. A hatviAnymoédszer algoritmusa

Adott n, az A € R™" matrix, egy x # 0 kezdeti vektor, a maxit maximalis iteréa-
cidszam, valamint egy € pontossidg. Az algoritmusban kiszamitasra kerild pu,, szémok
reményeink szerint névekvé m-mel a A, maximalis abszolut értéki sajatértékhez koze-

lednek, és ilyen siker esetén x lesz a hozza tartozo kozelit sajatvektor.

o

-m =0, X, := ||x||2, ? x, = 0 7 [stop: ,Adj nemnulla kezdeti vektort!”|
Lox:=Xy:=A%X, i 1= (y,x)

2. m = 1(1)mazxit % m fut 1-t6l egyesével mazxit-ig

3. [¥n = |lyll2; 7 yn = 0 7 [stop: x ,sajatvektor”, A = 0 ,sajatérték”|

4. x =X a norméalas miatt ||x|| =1 lesz

5.y = Axx, iy = (y,X)

6. 7 [ttm — ptm—1] < (1 + |pml) 7 [goto 9.]]m

7. [stop: ,Elértiikk a maximalis iteracioszamot, jelenlegi eredmény:” x ,vektor”) p,,

PEVIPL D)
Lertek”

8. 7 |ly — pm * x||3 < & 7 [stop: ,Megtaldltam a keresett adatokat!” x , kozelits

sajatvektor”, pu,, ,kozelits sajatértek”, m iteracio”|
9. [stop: ,Nem talaltam megoldast! Jelenlegi eredmény:” x ,vektor”, p,, ,erték”]

Fontos, hogy a 8. 1épés tesztje a norma négyzetére vonatkozik.
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2.1.3. Az eltolas

Eddig a hatvanymodszerrel csak az abszolut értékben legnagyobb sajatértéket és a
hozza tartozo sajatvektort kaptuk meg.

Ezen tudunk segiteni eltolassal. Ez abbdl all, hogy A helyett az A — A\gI métrixot
vizsgaljuk, ahol a Ay szamot alkalmasan fogjuk megadni. Ebben az esetben ugyanis,
az A — \oI matrix sajatvektorai megegyeznek az A sajatvektoraival, de a sajatértékek

megvaltoznak, a kovetkezé moédon: Ha
Av = )\v (2.7)
teljestil, ahol A € R™*™ v # 0 vektor és A € R, akkor
(A — MID)x = Ax — Aox = (A — Ag)x.

Innen latjuk, hogy éppen \g-val cstsztak el a sajatértékek. Ha most az A — Aol matrixra
alkalmazzuk a hatvanymodszert, akkor a sajatértékek A; helyett \;— g lesznek, és ekkor
mar nem feltétlenil a korabban dominans \,, lesz most is dominans.

Legyen A példaul szimmetrikus és pozitiv definit, n > 1. Ekkor a sajatértékei a

[A1, A intervallumban vannak, és a matrix spektralsugara A\, = p(A), valamint
O<)\1§>\2§§)\n;

és tegyiik fel, hogy A\; < A,. Legyen \g = ||A||1-nek, mivel ez konnyen kiszamithato.
Ekkor A — \oI sajatértékei a [A\; — Ao, Ay, — A\o| intervallumban vannak:

M= A=A <A, = A S0,

mert A, = p(A) < ||[A]l; = Ao. Vagyis az abszolut értékben legkisebb sajatérték az
eltolas révén az abszolut értékben legnagyobb sajatérték lesz.

A kiszamitott kozelits sajatértéket pi-gyel jeldlve, érvényes puy &~ A; — Ag, és innen a
A1 & 1+ Ao értéket kapjuk. Ezzel az az egyetlen baj, hogy ha a legnagyobb és legkisebb
sajatérték néhany nagysagrendben eltér egymastol, akkor a g+ \g Osszeadés valojaban

olyan kivonas, amelynek soran értékes szamjegyeket veszithetiink el: Ao = A\, > Ay, és
Ml‘i‘)\o% (Al_)\n)—{')\n:)\n_()\n_/\l)

Altalanos valés métrix esetén is, ha teljesiil a (2.2) dominanciafeltétel, érdemes a A\ =

|A|| eltolassal probalkozni. A dominans sajatérték lehet negativ is, ekkor az eltolas
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ezen nem valtoztat, igy a valtozatlan szamitasi eredménybdl ezt észrevehetjiik. Ilyenkor
pedig kovetkezének A\g = —||A||-val lehet probalkozni.

Mas eltolast is lehet alkalmazni. Példaul ha sejtésiink szerint a konvergencia azért
nem teljesiil, mert van egy komplex sajatértékpar, akkor javasolt egy tisztan képzetes
eltolast hasznalni. Ekkor a két konjugalt sajatérték koziil mar csak az egyik lesz abszolit

értékben maximalis.

2.2. Inverz iteracid

Az inverz iteracié elvileg tgy jon létre, hogy a hatvanymodszert az inverz matrixra

alkalmazzuk. De a korabbi (2.1) relacié helyett most nem az y™ := A~ly™ ! mi-
veletet fogjuk végrehajtani, hanem az Ay™ = y™ ! linearis rendszert oldjuk meg

LU-felbontassal. Ehhez nyilvan az iteracio el6tt LU-felbontast készitiink A-bol, majd

szokott modon dolgozunk, megoldva az m-ciklusban valtozatlan L-lel és U-val az

m—1

Lz=y™" ", é Uy" =z

rendszereket, ahol z segédvektor. Itt is érdemes a kapott vektorokat normalizalni.

2.2.1. Konvergenciafeltételek

A hatvanymodszer konvergenciafeltételeinek megfelel6i itt a kovetkezsk:

Legyen x° # 0 egy kezdeti vektor és késziiljon az {x™} sorozat az

m Yy

m=12,...: Lz=x"""', Uy=2, x™" = *—
Iyl

iteracioval. Ekkor, ha A normaélis és érvényes
(V) £ 0, ] <o <0 <,

akkor a sorozat konvergéal v(1-hez (vagy egy tobbszoroséhez), a legkisebb sajatértékhez
tartozo sajatvektorhoz.

Ez teljesiil, hiszen ha A regularis és az (2.7) egyenletet megszorozzuk A~'-gyel,
akkor azt kapjuk, hogy x = MA~!x. 0 nem sajatértéke A, mivel az regularis, igy ezt a

relaciot A-val eloszthatjuk:

%x = A_lx, x # 0.

24



Vagyis az inverz matrix A\(A™!) sajatértékei az eredeti matrix A\(A) sajatértékeinek

a sajatvektorok ugyanazok. Es ekkor ha A\ (A) a

1
A1 (A)

sajatértéke A~'-nek. Alkalmazva az inverz iteraciot, megkapjuk a hozzatartozo v

reciprokai, azaz A(A~!) = ﬁ>

legkisebb abszolit értékd sajatértéke A-nak, akkor a maximalis abszolut értéki

sajatvektor kozelitését, és ezutan ennek Rayleigh-hdnyadosabol a A (A) sajatérték ko-
zelitését.

Az inverz iteracié azért hasznos, mert nemcsak maximalis és minimélis, hanem
kozbiils§ sajatérték meghatarozasara is alkalmazhato, ha hasznéljuk az eltolast is. Ez
nagy elény a hatvanymodszerrel szemben.

Eltolas esetén a modszer ahhoz a sajatvektorhoz konvergal, amelynek a hozza tartozo

sajatértéke a legkozelebb van a \g eltolashoz, hiszen ha
m1n|)\l — )\0| =: |)‘10 — )\0| > 0,

akkor TI*AO lesz (A — \oI)~!-nek abszolut értékben a legnagyobb sajatértéke.

A konvergencia sebessége most a
max —|/\i° — ol
i#io | Ny — Ao
mennyiségtdl fligg, amely kiilonosen akkor lesz kozel nullahoz, ha Ay mar jo kozelitése
a keresett \;, sajatértéknek.

Itt is érdemes a kapott eredménnyel a programot tjra inditani agy, hogy Ay eltolés
gyanant a sajatérték éppen kiszamitott kozelitésére tériink at.

Ha a )\ eltoléas tul kozel van egy sajatértékhez, akkor ugyan nagy hibaval kapjuk
az (A — NI)x™ = y™ ! egyenlet megoldaséit, de a hiba majdnem teljesen a kozeli
sajatértékhez tartozo sajatvektor iranyaban keletkezik, és ez jo nekiink.

Ha a A\ eltolas egyenls egy sajatértékkel, akkor az LU-felbontas soran észrevessziik
a szingularitast, és ekkor az eredeti egyenletrendszert nem tudjuk megoldani, de az
(A — X\I)x™ = 0 rendszerhez talalhatunk nemtrivialis megoldast. Ez lesz a keresett
sajatvektor.

Fontos, hogy az inverz iteracié hasznalatakor is lehetséges olyan eset, amikor két leg-
kozelebbi sajatérték létezik a A\ eltolashoz. Ilyenkor ugyanazok a problémék lépnek fel,
mint a hatvanymodszer esetén. Ezért itt is célszert, hogy az eljaras végén ellendrizziik,
vajon sajatvektorhoz tortént-e a konvergencia.

Az inverz iteracié algoritmusat a hatvanymodszerébdl konnyedén meg lehet kapni

néhény kisebb atalakitéssal, igy ezt kiilon most nem ismertetem.
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2.3. Householder-eljaras

Legyen szimmetrikus és ortogonalis a kovetkezd matrix (neve: Householder-matrix):

2
(il

Q=1-cuu’, ¢ (2.8)

A sajatérték megtartasa érdekében a kovetkezs transzforméciot fogjuk alkalmazni:
A —-QAQ = A, (2.9)

Ha ezutan v az A; matrix sajatvektora, akkor Qv az A matrixé.

Az u vektort ugy valasztjuk, hogy A; elsé oszlopdnak minden eleme nulla legyen,
kivéve az els6 két elemét. Ezutan A;-bdl az elsd sort és oszlopot tovabb nem vessziik
figyelembe és analdg transzforméaciot alkalmazunk az (n — 1) x (n — 1)-es almatrixra,
és igy tovabb. Igy n — 2 lépés alatt elérkeziink az A,,_, méatrixhoz, amelynek specialis
alakja van: A,_» = (b;;) Hessenberg-alaku lesz: als6 haromszoge — az els6 mellékatlo
kivételével — nulla (tehéat b;; =0, ha i > j+ 1). Ha most A szimmetrikus, akkor A,,_,
is szimmetrikus és Hessenberg-alaki, tehat tridiagonalis.

Ez a Householder-eljaras; elénye, hogy O(n?) lépés sordn, a sajatérték megtartasa
mellett olyan méatrixot kapunk, amely elemeinek jeletss része nulla. Igy még nincsenek
meg a sajatértékek, de az ezutédn bevetheté modszerek hatékonysagat noveljitk (pl.
() R-modszer).

Nézziik most meg az u vektor valasztasat. Ha u = (0,u)”, akkor

10 ... O

Q = 0 , Q c IR("_l)X("l—l)7

Q i
0

Ez a (2.9) transzformécié soran éppen jo lesz. Az alabbiakban leirom miért.
A (2.8)-bol kapjuk, hogy QA = A — uv?, ahol v := cAu, tovabb4a

A=A —vul —uv? + cuulvu? = A - <v — %(UTV)U> ul—

(2.10)
—u<vT - g(uTv)uT) =A —wul —uw”|

ahol w := v—£(u”v)u. Legyen most (B); valamilyen B métrix els6 oszlopa és (A); =:

aj.
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T

Mivel u els6 komponense nulla, a wu® szorzat elsé oszlopa nulla és igy

(A1)1 =a; — wiu.

Ugyanebbdl az okbol
.
W =V — E(u v)u; = vy,
igy végiil
(QAQ); = (Ay)1 =a; —viu= (QA);.
Ez fontos eredmény: QAQ els6 oszlopa megegyezik QA els oszlopaval, és igy az u

vektort valaszthatjuk a kdvetkezsféleképpen:

{ lal, haa, >0
u=a+7, 7=

—|lall, haa; <0 (2.11)
w=a;, i>1 2=1|ul?="ru.

A kiilonbség ehhez képest annyi, hogy mar lekotottiik, hogy u; = 0. Emiatt csak az u
vektor tobbi komponensét 6sszefoglald u vélasztasarol lehet szo (igy az eljaras soran

Az u vektort most (2.11) képletek szerint tgy valasztjuk, hogy az A matrix elss
oszlopanak, vagyis a; = (a11,a1)"-nak az a; als6, (n — 1)-dimenziés vektorba elfoglalt
része az e; = (1,0,0,...,0)7 els6 (n — 1)-dimenzios koordinata egységvektor konstans-

szorosaba menjen at, tehat

Qal = —Tﬁ és Qa1 = (CLH, —TE)T.

Ehhez megfelel a
+1 as; >0
u=a;+7e;, 7T=3s|a, s= 2= (2.12)

- - —1 ayn <0

valasztas, és ekkor
c= 2 :L al) = -1
[uf " ruy”

Ezzel megvan az u = u") vektor.
A masodik lépésben az u = u® vektort ugy valasztjuk, hogy elsé két kompo-

nense nulla legyen, a t6bbi komponens segitségével pedig kinullazzuk A;-ben az (i, 2)-

c s
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Hessenberg-alaki A,,_, matrixot kapjuk meg olyan u"~? vektor segitségével, amely-
nek elsé n — 2 komponense mind nulla.

Kovetkezzen par sz6 az eljaras miveletigényérél. A Householder-transzformacio %
miiveletére itt is sziikség van, hiszen az Osszes QA maétrixot ki kell szamitani, mig a
QAQ matrixok csak O(n?) miveletbe keriilnek (itt egy mtivelet alatt egy dsszeadést
és egy szorzast értiink).A (2.11) képlet alapjan, az els6 lépésben n(n — 1) mitvelet kell
v eléallitasara, w kiszamitasanak koltsége csak O(n), wu’-hez viszont még egyszer
n(n — 1) miivelet sziikséges, ezzel uw’ és A; is megvannak. A masodik lépésben A
els@ sora és oszlopa mar nem érdekel, igy lényegében 2(n — 1)(n —2) mivelet sziikséges,
stb., az (n — 2)-edik 1épés utan Gsszesen @ + O(n?) mitivelet.

— %) = 0, ¢ meghatarozésa szerint. Igy a Householder-

Egyébként u’w = u’'v(1
eljarés végén érvényesek az

A=A, ,— nz_f <Wi(ui)T I ui(wi)T>7 (u)Tw' = 0,

=1

Osszefliggések.

2.3.1. Megjegyzés. Ha A ritkamatrix, a tridiagonélis, illetve Hessenberg-alakra ho-

zést célszertibb forgatési (és nem Householder) méatrixokkal végezni.

28



3. fejezet

A sajatértékeket egyszerre kozelité

eljarasok

Most kévetkezzenek a sajatértékeket egyszerre kozelité modszerek. A fejezetet [1] alap-

jan készitettem.

3.1. A Jacobi-modszer

Nézziik el6szor a Jacobi-iteraciot, amely ugyan egyszert, mégis 1846 6ta az egyik leg-
olcsobb eljaras kis méretd (n < 10) szimmetrikus valos méatrixok sajatértékeinek és
sajatvektorainak meghatarozésara. A modszer célja a méatrix f6atlon kiviili elemeinek

kinullazasa iterativ eljarassal ugy, hogy végiil eljussunk a diag(\;(A)) méatrixhoz.

3.1.1. Leiras és konvergencia

Legyen A = AT = (qa;) és
ap = max |a;;| >0, k <L
i#]
Ekkor gy valasztjuk a Qi = Qu(0) forgatasi matrixot, hogy az
_ 1
A= Qi AQy = (a)) (3.1)

méatrixban a,(i) = 0 lesz. A Qp matrix ortogonalis, ezért Q,;ll = Qf,, és ezért A-val
egylitt A is szimmetrikus lesz. Tovabba, a (3.1) transzformacio valtozatlanul hagyja

a sajatértéket.
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Foglalkozzunk most az a,(:l) elem kiszamitasaval. Szorozzuk dssze a QF;, A és Qy
méatrixnak a (k, k), (k,1), (1,k), (I,1) pozicioju elemeibdl Gsszeéllitott 2 x 2-es alméatri-

xokat. Ekkor azt kapjuk, hogy

ag) = cos O (ag sin 0 + ay; cos ) — sin O(ay, sin 6 + ay cos 9).

Ez akkor nulla, amikor
0 = cos 0 sin 0(ag, — ay) + (cos? 6 — sin® 0)ay,

vagyis ha

pp — @
cot 20 = —rk T
2ay

Innen sin @ és cos 6 értékei megfelels trigonometrikus képletek segitségével kiszamitha-
tok.
A és A, elemei csak i = k,l és j = k,l-re kiilonboznek, vagyis csak a k-adik és

[-edik sor, illetve oszlop valtozik. Ekkor érvényesek a kovetkezd formulak:

a,(cli) — al%) = a;,cos0 —aysinb, i £k,

agll) = al(il) = asinf + aycosb, i #k,l

1 1 . .
aél) =0, a,gk) = ay cos? 6 — 2ay; cos @ sin @ + a; sin’ 0,

(3.2)

al(;) =0, al(ll) = ag Sin? 0 + 2ay; cos 0 sin O 4 ay; cos? 6.

Hasonl6é modon, mint ahogyan A = Ay-bol A;-et, kapjuk az Ay, As, ... matrixokat
is (mindig egy féatlon kiviili elemet kinulldzva), és ezen méatrixok sajatértékei mind
megegyeznek. Kénnyen megeshet, hogy egy kinullazott elem tjra megjelenik, ezért ez
egy iterativ folyamat lesz, nem pedig véges.

m)

Legyen az m-edik transzformacié eredménye az A, = diag(agi ) + B,, matrix.

Ekkor a B,, matrix f6atlojan mind nulldk allnak. Mutassuk meg, hogy

Bl = (Z <bgn)>2> 5 — 0, m — oo.

1,
Itt ||. ||» a Frobenius-normat jeloli. B,, definici6ja szerint
Bl =3 () = 3 () 2 [@“’”)2 + (a(’”f]
M i ij ik il ;
vy oy ikl
ij # k1
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ahol figyelembe vettiik, hogy a7 = a{™ = 0.

2 2 2 2
(aﬁ?) + (aglm)) = <a£$_1)> + <a£lm_1)) , i £ kL

2
m—1
1Bl = 1Byl — 2(afi ™)

A (k,1) indexpar kivalasztéasa szerint

Viszont

Ezzel egyiitt

2 2
[Boucllf < (1) max () =n—1)(af "),

tehat

2 2 2 2 " 2
1Bz < [Bn-1ll7 (1 - m) < (1 - m) [Boll%- (3.3)

3.1.1. Tétel. A Jacobi-maodszer szimmetrikus mdtrix esetén konvergens.

Bizonyitas. A (3.3) becslés szerint nagy m-re A, f6atlon kiviili elemei kicsik. Legyen

i#]
minden i-re. Ekkor Gersgorin-tétele szerint az dsszes sajatérték az

példaul

az(.;n)‘ <e (3.4)

a(:n)—k‘<€

(3

korokben talalhato. O

3.1.2. Megjegyzés. A Jacobi-moddszer akkor is konvergél, ha a matrix normaélis vagy

ha nemszimmetrikus, de minden sajatértéke valos.

3.1.2. Gyakorlati szempontok

A Jacobi-modszer soran ciklusosan jarunk el, mivel a fenti modszer tal sok idét vesz
igénybe, pusztdn a maximélis f6atlon kiviili elem kivalasztdsahoz is O(n?) dsszehason-
litas sziikséges. A ciklus soran az egyes f6atlon kiviili elemeknek megfelelé Qg ortogo-
nalis matrixokat alkalmazzuk rogzitett sorrendben, példaul a fels§ haromszog elemeit
atlonként végigjarva. Az elsé teljes ciklusban kiiszobértékeket adunk meg a gyorsitas
érdekében: amely kinullazando6 elem kisebb ennél az értéknél, azt kihagyjuk.

Ha nincsenek abszolut értékben megegyezd sajatértékek és a (3.3)-ban szerepls e

elég kicsi, akkor a modszer négyzetesen konvergal. Ha ne < 1 és az A,, féatlobeli
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elemek tavolsdga egymastol nagy e-hoz képest, akkor egy teljes ciklus utan (3.4)-ben e
helyett mar (en)? all.

A tapasztalatok szerint legfeljebb 6t teljes ciklus kell ahhoz, hogy az Osszes sajat-
értéket kiszamitsuk maximalis pontossaggal. Ekkor a Jacobi-modszer miiveletigénye
durvan 10n3, mivel a (3.2) képletekbdl latszik, hogy lényegében 4n szorzéasra és 2n

Osszeadasra van sziikség egy A, — A,,11 lépés végrehajtasdhoz, a fGatlon kiviili ele-

n(n—1)
-

Kovetkezzen a sinf és cosf értékek kiszamolasa (maga a 6 forgatési szog nem

mek szama pedig

fontos).

Hasznéljuk a kovetkezd képleteket, az adott p := cot 260-bol kiindulva:
1 1
1 20\ ° 1—cos20 "
00529:%, cost = - cosdh , sinf = b
1+ 773 2 2

A Jacobi-moédszer el6rehaladaséaval legtobbszor p = cot 20 — oo, cos260 — 1, cosf —
1
1, sinf — 0. Amikor azonban p > 1 (pontosabban p > 1/e2), akkor fl(p? + 1) = p?,

igy cos20 = 1, cosf = 1, és sinf = 0. Ekkor megall az iteraci6, mivel a,(;?“) = a,(g"),
. (m+1)
és nem ay, =0.

Hasznaljunk mas képleteket is: Legyen t := tan 6. Ekkor t> 4 2pt — 1 = 0. Innen

1, p=20
t=tanf = 1 20
psgn p(14p2)2 b
cos = —L . sinf = tcosh.

(1+2)2

Ekkor ha p nagy, akkor ¢ kicsi és ha t < 51%, akkor fi(1 + t?) = 1, tehét cos = 1, de

sinf = t és nem nulla. (Ekkor nem cos? § + sin? @ = 1, hanem fl(cos? 6 + sin®6) = 1.)
A sajatvektorok a (3.1) transzformacio alatt a kovetkezSképpen véaltoznak: ha v az

A, sajatvektora, akkor Qg v az A matrixé, ezért fontos, hogy a Qg matrixok szorzatat

folyamatosan figyeljiik. Legyen

Q=1 Q.=QQn.1, m=12..., (3.5)

ahol k és [ indexek m-mel egyiitt valtoznak.
Ha az A,, matrix diagonalis, akkor ennek j-edik sajatvektora e/, az A métrix

(kozelits) j-edik sajatvektora v/ = Q,,e’.
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3.2. (QR-moédszer

A @ R-modszert akkor szoktuk hasznalni, ha sok sajatértéket keresiink.
Tudjuk, hogy tetszéleges métrixot, igy az Ay := A maétrixot is, Qg ortogonalis és

Ry fels haromszog matrixra bonthatjuk fel (példaul Householder-transzformacioval):
A=A)=QRo
Ezutan képezziik az

A = RQo = QL QuRoQu = QT ArQo (3.6)

métrixot. (3.6)-bol latjuk, hogy Ag és A; sajatértékei megegyeznek. (Ha v az A; matrix
sajatvektora, akkor Qov az Ay méatrixé.) Ugyanigy, mint Ay-bol Aj-et, kapjuk A;-bél
As-t, és igy tovabb:

AO = Q0R07 A, = Rmlemfla A, = QmRma m=12....

Ez a Q R-mo6dszer.

A QR-modszer altala elgallitott {A,,} sorozat legtobbszor egy diagonalis méatrixhoz

konvergél, példaul akkor is, amikor A szimmetrikus és pozitiv definit. Ha az A telt

matrix, akkor minden QR-lépés O(n?) mitveletet igényel, és a konvergencia is lassti.
A konvergenciét fel lehet gyorsitani, ha A-t Hessenberg-, illetve tridiagonalis alakra

hozzuk. Ezek az alakok invariansak a () R-iteracio alatt, mivel
A, =RoQo = RoQRoR; " = RoA¢R; ",

ahol Rg és az inverze is fels6 haromszog: Hessenberg-alakii matrix szorzata egy felsd
haromszog méatrixszal Hessenberg-alaku matrix lesz, valamint A; szimmetrikus, ha A
szimmetrikus volt.

Lassunk még egy azonossagot: az

Anii=QrA,Q,=Q2QY A, 1Qn 1Qn=--=QY ... QIAQs...Q.,

egyenlGségekbdl a

P, :=Q...Qn
jeloléssel azt kapjuk, hogy
P,A,.1=AP, (3.7)
és
P,.R, =P, 1Q.R,, =P, 1A, =AP,,;. (3.8)
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3.2.1. Tétel. (QR-mddszer konvergenciaja) Legyen A szimmetrikus matriz, {)\;}

és {v'} a sajdtértékei, illetve sajdatvektorai, és teljesiiljenek a
(A < Ao <o v S Ana] < Al
(elu Vn) % 07 (ena Vl) # 07

osszefiiggések. Ekkor a QR-mddszer dltal elddllitott {A,,} mdtrizsorozatra érvényes

vagy az, hogy m — oo €s
Aei — \iey, Ae, = \e,, azaz aﬁ” — Ay @™ A,
vagy pedig, véges m-nél, (nulla) sajatértéket ér el.
Bizonyitas. Szorozzuk meg a (3.8)-at az els egységvektorral. Ekkor
rP,e; = AP, ey,
mivel R, fels§ haromszog méatrix. Legyen
Yo :=€1, Ym = Pnei,

ekkor ||ym|| = ||Pme1]], ugyanis P, = Qq ... Q,, ortogonalis. Ezért, ha rﬁn) # 0 minden

m-re, akkor teljesiilnek a hatvanymodszer feltételei, igy
Vm = <T§T)>1Aym_1 — V",
. Ezért
0+ Ay, — \ym = AP e — A\ Pre; =P (A 161 — \eq),

ahol hasznaltuk (3.7)-et is. Tehat A,,,1e1 — \,e;.
(Ha rgT) = 0 valamilyen m-re, akkor 0 = AP,, 1e; = Ay,,_1, vagyis y,,_1 sajat-
vektor és 0 a sajatérték. Ekkor A,, els6 oszlopa és elsg sora is csupa nulla.)
Kovetkezzen az allitds masodik, Aj-re vonatkozo fele. (3.8)-bol transzponalassal

kapjuk, hogy

R’PL =P! A, tehat P, R. =AP,,.

m

Szorozzuk meg ezt e,-nel. R% als6 haromszog métrix, ezért a z,, = P,e,-re azt
kapjuk, hogy

HZm“ = 17 Azm = 7“7({,2)Zm_1.
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Ekkor ha minden m-re fennall, hogy rim 7é 0, akkor teljesiilnek az inverz iteracio
feltételei, igy z, — v, A,e, — \e,. Ha pedig valamelyik m-re rfm = 0, akkor
megint 0 a sajatérték és z,, a sajatvektor. [

Legyen most A szimmetrikus és tridiagonalis, tehdt minden m-re
A, = tridiag <bfm1), al™  p\™ )

és legyen B,, az A,, matrix alsé jobb 2 x 2-es almatrixa,

bnm_ anm
Figyeljitk meg az a\™ elem kézelében 16vs b™) és b elemeket. Amikor b, elegen-

déen kicsi, konkrétan

i < (] + o)

akkor (a Gersgorin-tétel alapjan) a'™ lesz a sajatérték kozelitése. Ekkor az m —n —1

behelyettesités utan tovabblépiink. (Fontos megemliteni a 3.2.1 tétel bizonyitasaban
elsfordulé egyik specidlis esetet: ha ott rin) = 0 volt, akkor b/"T" = o™ = 0.)
Amennyiben b nem csokken (és ilyen elsfordulhat), de b elég kicsi, B, sajatér-
tékeit mint A kozelits sajatértékeit vessziik, és az n — n — 2 helyettesités utdn tovabb
iteralunk.

A konvergenciat tovabb lehet gyorsitani, ha bevezetiink egy o,, eltolas paramétert
. Ekkor legyen

Ayg=A,
QY (A, —on]) =R,
R, Q. +o,1=A,, m=12,....

Ez az eltolasos () R-modszer. Ilyenkor is szimmetrikus és tridiagondlis lesz A-val egyiitt
minden A,, matrix. A fent emlitett B,, matrixnak azt a sajatértékét vessziik o,, pa-
raméternek, amely kézelebb all a{™-hez.

Az eltolasos QQ R-modszer konvergencidja kobos: ha A,,-ben ¢ a sajatérték hibaja,
A, 1-ben az mar O(g%). Atlagban kevesebb, mint 2 iteraci6 alatt keriil kiszamitésra
egy sajatérték.

Ha a méatrix nem szimmetrikus, akkor el6szor fels6 Hessenberg-alakra kell hoznunk,

5n3

és ez 23~ miiveletbe keriil. Az iterdci6 alatt figyelni kell arra, hogy A-nak konjugélt
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komplex sajatértékpérjai vannak. A Q) R-iteracié ekkor egy altalanositott Schur-alakra
transzformaélja a matrixot, ami azt jelenti, hogy a f6atlon lehetnek 2 x 2-es blokkmatri-
xok, amelyek a komplex sajatértékeket tartalmazzak. Ekkor a konvergencia négyzetes.

A QR-modszert akkor ajanlott alkalmazni, ha az n sajatérték legalabb negyedét
keressiik, az eltolasos () R-modszert pedig, akkor, ha minden sajatértéket ki kell sza-
molnunk, ez ugyanis nagyjabol tizszer gyorsabb a Jacobi-iteracional.

Tehat a QR-modszer hasznos, ha sok sajatérték kell, azonban ha példaul egy telt
méatrixnak csak a legkisebb sajatértéke és a hozza tartozo sajatvektora keresett, akkor
jobban jarunk az inverz iteracioval. Ez latszik abbol, hogy az inverz iteracioval négy
lépést tehetilink, azalatt mig a ) R-modszer elvégzi a sziikséges Householder-eljarast és
megcsinalja a Q maétrix explicit képzését (mindketts % miiveletet igényel). A négy
lépés pedig az inverz iteracioval legtobbszor elég is a keresett sajatérték és sajatvektor

meghatarozasahoz.
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4. fejezet

Megvalositas MATLAB-ban,
tesztfeladatok

A kovetkezGkben ismertetem néhany numerikus modszer MATLAB-ban megirt kodjat,
majd mutatok par érdekes tesztfeladatot. Miel6tt azonban ennek nekikezdek, leirom,
hogyan tudjuk a MATLAB segitségével rogton megadni a sajatértékeket és sajatvek-
torokat. Ehhez a |2] mtivet hasznaltam, a kodokhoz pedig a [5, 6, 7| honlapokat.

A MATLAB programcsomag segitségével a teljes standard sajatérték-feladat azon-
nal megoldhato, vagyis adott n x n-es A méatrixhoz meghatarozhat6 az 6sszes nemnulla
x vektor, amelyre (alkalmas A\ komplex szammal, azaz a sajatértékkel) teljesiil az alabbi
egyenlet:

Ax = x.

A sajatértékekbsl pontosan n darab van, és a kiilonbozs sajatértékekhez legaldbb
egy sajatvektor tartozik. Két utasitas van, mellyel konnyedén elérhetjiikk a standard

sajatérték-feladat megoldésait:

d=eig(A); % Ekkor csak a sajatertekeket kapjuk
[V,Dl=eig(A); % V a sajatvektorokbol all, D a sajatértékekbol

Az els6 utasitas eredménye a d oszlopvektor, amelynek komponensei az A sajatértékei.

Az eig(A) akkor is miikodik, ha a matrix komplex. Ha valos, attol a sajatértékei
még lehetnek komplexek, még akkor is, ha az A matrix meggy6z&désiink szerint szim-
metrikus, de kerekitési hibak miatt nem az. Ekkor altalaban a sajatértékek képzetes
részei abszolut értékben kicsik. Ilyen esetben a d=real(d) utasitassal egyszertien nul-

lava tessziik a képzetes részt.
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Mas lehet&ség, hogy szimmetrizalunk és csak utana hasznéaljuk az eig utasitést, a
szimmetrizalas idGigényes lehet.

A mésodik, sajatvektorokat is kiszamité utasitds csak akkor mtkodik, ha A telt
matrix. Az utasités eredménye a két n x n-méretd V, D matrix. Ezek kozill V osz-
lopai az A matrix sajatvektorait adjak, D pedig egy diagonalmatrix, f6atlojaban a
sajatértékekkel.

4.1. Mobdszerek kodja

Hatvanymodszer

function [domsajatertek,v,hiba,iteracio] = hatvmodszer(A,x,epsz,maxit)

hiba=inf;
iteracio=0;
while hiba >= epsz & iteracio < maxit
z=x/norm(x,2) ;
x=Axz;
lambdal=z’*x;
if iteracio > O,
hiba=abs( lambdal-lambdaO )/abs( lambdaO );
end
lambdaO=lambdal;
iteracio=iteracio+1;
end
domsajatertek=lambdal;

v=z;

Inverz iteracio

function [domsajatertek,v,hiba,iteracio] inviteracio(A,x,epsz,maxit)

hiba=inf;
iteracio=0;

while hiba >= epsz & iteracio < maxit
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z=x/norm(x,2) ;
x=A\z;
lambdal=z’*x;
if iteracio > O,
hiba=abs( lambdal-alphaO )/abs( lambdaO );
end
lambdaO=1ambdal;
iteracio=iteracio+i;
end
domsajatertek=1/lambdal;

v=z;

Miel6tt tovabbhaladunk taldn érdemes megjegyezni, hogy a két koéd mennyire hason-
lit egymaésra. Gyakorlatilag néhany apro eltérést leszamitva teljesen megegyeznek. Ez
nyilvan abbol adodik, hogy az inverz iteraciot a hatvanymodszerbdl kapjuk, kis atala-
kitassal. Itt jol lathato, hogy kis munkaval azonnal megkaptuk az abszolit értékben

legkisebb, illetve legnagyobb sajatértéket.

Jacobi-iteracio

T s

function [B,Q] = forgat(A,i,j)

n=max(size(A));

Q=eye(n,n);

p=(A(3,3)-A(1,1))/2/A(i,3);

c2=p/sqrt (1+p~2);

c=sqrt ((1+c2)/2);

s=sqrt ((1-c2)/2);

Qi,i)=c;  Qi,j)=s;  QG,1=-s;  Q(,j)=c;
B=Q’ *A*Q;

B(i,j)=0; B(j,1)=0;

A ciklikus Jacobi-modszer a métrix f6atlon kiviili epsz-nal kisebb elemein megy végig.
A maxiteracio paraméterében adjuk meg a ciklusok szdmat. Az epsz és amaxiteracio

paraméterek értékeit egymashoz igazitva allitsuk be. A kinulldzott elemek a kdvetkezs

39



lépés utan mar nem lesznek nullak.

A sajatértékek kozelitése a B diagonalis elemei lesznek.

function [B,Q] = jaccikl(A,epsz,maxiteracio)

n=max(size(A));
Q=eye(n,n);
B=A;
for k=1:maxiteracio
for i=1:n-1
for j=(i+1):n
if abs(B(i,j)) >= epsz
[SB,SQ]=forgat(B,i,j); B=SB; Q=Q*3SQ;
end
end
end

end

Ennél a megvalositds mar egy fokkal taldn nehezebb, hiszen két program kellett,

ugyanakkor ez mar visszaadja az Osszes sajatértéket.

4.2. Tesztfeladatok

Lassunk végiil néhany tesztfeladatot.

Vegyiink egy olyan matrixot, amelynek ismerjik a sajatértékeit. Ilyet konnyen
gyarthatunk is, hiszen ha van egy A matrix, aminek ismerjiik a sajatértékeit — mi-
vel példéul diagonalis és igy konnyen leolvashatjuk rola azokat — és ezt megszorozzuk
balrol egy B tetszéleges matrixszal, jobbrol pedig ennek a B méatrixnak az inverzével,
akkor egy olyan matrixot kapunk, melynek sajatértékei megegyeznek A sajatértékei-
vel, ugyanakkor az j matrix sajatértékei méar nem latszodnak ranézésre. Teszteljiik a
modszereket egy ilyen matrixon.

Legyenek példaul A=diag([1;-1;-0.33;5;3]), B=rand(5) és S = BAB . Ke-
ressiik S sajatértékeit. Ekkor a hatvanymodszer, illetve az inverz iteracié hibatlanul
miikodik és azt adja, amit varunk. Ekkor természetesen figyelni kell ra, hogy a kezdeti

vektor ne legyen meréleges a sajatvektorra, hiszen ilyenkor mar rogton mast kapunk
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eredményiil, mint amit varnank. A Jacobi-iteraciéval azonban messze nem vagyunk
sikeresek, de ez sem meglepd, mivel a matrix, amin végrehajtottuk az iteraciét nem
volt szimmetrikus. A sebességre egyik esetben sem lehet panaszunk, hiszen a MATLAB
segitségével a megirt programok a méasodperc toredéke alatt eredményre jutottak. Ki-
sebb matrix esetében pedig még kézzel is jol lehet haladni, hiszen néhany iteracio alatt
lathato lesz az eredmény.

Vajon tényleg annyira fontos, hogy legyen dominans sajatérték? A valasz annyira
nem meglepd moédon igen. Legyen most A a kdvetkezé métrix: A=diag([1;-5;-0.33;5;3]).
Jol lathato, hogy van ketts olyan sajatértékiink is, amelyeknek abszolut értéke 5. Ek-
kor ugyan az inverz iteracié még jol miikddik, de a hatvanymoédszer mar nem, hiszen
most még ha nem is szorozzuk be egyéb matrixszal mint el6bb, csak egyszertien ezen
végezziik el az algoritmust, akkor sem adja ki az 5-0t, amit kellene, még magas iteracio-
szam mellett sem. Természetesen ha most gy vessziik fel a matrixot, hogy az abszolit
értékben legkisebb sajatérték sem lesz egyszeres, akkor az inverz iteracié sem fog mar
miikédni.

Végezetiil vegylink egy érdekes méatrixot, az igynevezett Rosser-méatrixot. Jeloljiik
ezt R-rel.

611 196 —-192 407 -2 =52 —49 29
196 899 113 -—-192 —-71 —-43 -8 —44
—-192 113 899 196 61 49 8 52
407 —192 196 611 8 11 29 —23
-8 =71 61 8 411 =599 208 208
—-52 —43 49 44 =599 411 208 208
—-49 -8 8 99 208 208 99 911
29 —44 52 —-23 208 208 911 99

Ebben a métrixban az az érdekes, hogy tgy hataroztak meg, hogy a sajatértékei ko-
z0tt ne legyen dominéns, valamint van olyan sajatérték, ami alig tér el egy masiktol, de
mégis kiilonboznek és vannak olyanok is, amik teljesen megegyeznek. Ennek a matrix-
nak a sajatértékeit nehéz megkozeliteni. A fenti eljarasok koziil a hatvanymodszer és az
inverz iteracio teljesen cserben hagy minket. A MATLAB beépitett sajatérték keres6
utasitasa ad eredményt, ami jonak tiinik. A Jacobi-iteraci6 a legeredményesebb a fenti

harom algoritmus koziil, mivel megkozeliti a MATLAB éaltal elért eredményeket.
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