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Bevezetés

Altalaban egy grafelméleti probléma annal konnyebben kezelhets, minél egyszertibb
szerkezetii grafon szeretnénk azt megoldani. A fakra kiilonésen igaz, hogy gyors algorit-
musok futtathatéak rajtuk, mert sok esetben rekurziv lépésekkel, a levelektsl a gyokér felé
lehet kezelni a problémakat: egy cstcs eredményének kiszamitédsahoz elég a gyerekeinek
az eredményét ismerni. Azonban a fak nagyon specialis szerkezetiiek, igy hiaba léteznek
hatékony algoritmusok fékra, ezek az altalanos grafoknak csak egy sziik osztalyara jelen-
tenek megoldast. Ebben a dolgozatban egy b&vebb grafosztallyal, a korlatos favastagsagu
grafok osztalyaval fogunk foglalkozni. Ezeknek a grafoknak a szerkezete visszavezethetd
egy olyan fastruktirara, amely sok algoritmus futtatasanal hatékonyan felhasznélhato,
mert a faknal ismert jo tulajdonsagok itt is megjelennek. Igy a korlatos favastagsagu gra-
fok osztalyan beliil is igaz, hogy nehéz feladatokat, példaul NP-teljes problémakat is meg

lehet oldani gyors, azaz polinomidlis, vagy akar linearis idej(i algoritmusokkal.

Az 1. fejezetben alapvets fogalmakrol és allitasokrol lesz sz6. ElGszor a soros-parhuza-
mos grafok osztalyaval foglalkozunk, majd egy graf fa-felbontdsanak és favastagsaganak
definialdsa utdn bevezetjiik ennek a grafosztalynak az altalanositésat jelents korlatos fa-
vastagsagu grafok osztalyat. Ezek utan megismerkediink néhany korlatos és nem korlatos
favastagsagu grafosztallyal. A fejezet végén pedig példat lathatunk arra, hogy kiilonbo6zd
specialis grafosztalyokba esd grafok favastagsdganak kiszamitasa milyen bonyolultségi osz-

talyba esik.

Korlatos favastagsagu grafokon futtathato gyors algoritmusok miikodéséhez sziikséges
ismerni a graf egy minél jobb fa-felbontasat. A legjobb fa-felbontas megtalalasa NP-teljes
probléma, de egy paraméter rogzitésével egyszeriibbé valik a feladat. A 2. fejezetben Hans
L. Bodlaender algoritmusaval foglalkozunk, amely az els6 lineéris idejd algoritmus ennek
megoldaséara. A lineéris futasidé ellenére ez az eredmény a gyakorlatban nem jol hasznal-

hatd, inkdbb elméleti jelentGséggel bir.

A 3. fejezetben megismerkediink egy fontos grafelméleti eredménnyel, Neil Robertson

és Paul D. Seymour grafminor-tételével. Ennek a tételnek a dolgozat témajahoz kap-



csolodod kovetkezménye, hogy a korlatos favastagsagia grafok karakterizélhatoak tiltott

minorok egy véges halmazaval.

Végiil az utolso fejezetben megnéziink par problémat, amelyek altalanos grafokon ne-
héz, példaul NP-teljes feladatok, azonban korlatos favastagsagi grafok kérében polinomi-

alis, vagy akar linearis id6ben megoldhatoak.



1. fejezet

Elmélet1 alapok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a soros-parhuzamos grafok osztalyat, amelynek segit-
ségével arra lathatunk példat, hogy hogyan lehet fastruktirara visszavezetni egy mas
szerkezeti grafot, és hogyan egyszertsitheti le ez az atalakitas az eredeti grafon val6 sza-
mitasokat. Utédna definialjuk egy graf fa-felbontasdnak fogalmét, amely egy ilyen visszave-
zetés eredménye altalanos grafok esetén, majd megismerkediink a favastagsag fogalmaval.
Ez a grafok egy paramétere, amely a graf szerkezetét egy fa szerkezetéhez hasonlitja, ez
tehat szemléletesen a két szerkezet hasonlosidgdnak mérdszama. Segitségével irhato le a
korlatos favastagsagu grafok osztalya, amely a soros-parhuzamos grafok osztalyanak egy
altalanositasa. Ezek utan néhény alapvets korlatos favastagsagi grafosztalyrol és a kor-
lat értékének kiszamitasarol lesz szo, majd példat latunk olyan grafosztalyokra is, ahol
ilyen korlat nem létezik. Egy graf favastagsdganak kiszamitasa kiilonb6z§ nehézségii lehet
kiilénboz6 grafosztalyokon beliil. A fejezet végén attekintjiik, hogy milyen bonyolultsagi
osztalyok fordulhatnak els. Ebben a fejezetben a [3], [6] és [7] cikkekre tdmaszkodva ha-
ladunk.

1.1. El6zmény: soros-parhuzamos grafok

1.1.1. Definicié. A soros-pdrhuzamos grdf két kitiintetett csiccsal, az s forrdssal és a
t nyeldvel rendelkezd graf, amelyet az s és t csiucsokbol és a kizéjik behuzott élbol dllo

kiindulo grdafbol kaphatunk meqg az aldbbi két mivelet ismételt alkalmazdsdval:
1. egy mdr meglevd €lt felosztunk egy j csuccesal (igy két él keletkezik)

2. eqy mdr meglevd €l mellé pdrhuzamosan behizunk egy uj élt



A kovetkezd abran a két miivelet és egy soros-parhuzamos graf lathato.
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Soros-parhuzamos grafokkal modellezhetd az elektromos aramkorok egy része. Az ilyen
aramkorok esetében példaul az eredd ellenallast gy szamithatjuk ki konnyen, hogy az
aramkornek megfelel6 soros-parhuzamos graf szerkezetét visszavezetjiik egy fa szerkeze-
tére. Egy soros-parhuzamos graf felépiilése 1épésrdl lépésre leirhato egy binaris faval ugy,
hogy a levelekben vannak az élek (pontosabban az élekbdl és a hozzajuk tartozo két
végpontbol allo Ky-k), felfelé haladva pedig egy csiucs az alatta levs két részgraf Ossze-
kapcsolodasanak a tipusat tartalmazza. Ez az eredd ellenallas kiszamitasanél azt jelenti,
hogy a levelekben vannak az éleknek megfelels ellenallas értékek, felfelé haladva pedig
egy cslcsban az egyre nagyobb részaramkorok eredd ellenalldsainak az értéke all, an-
nak megfelelen kiszamolva, hogy soros vagy parhuzamos-e az adott kapcsolas. (Georg
Ohm és Gustav Kirchhoff térvényeinek egyiittes alkalmazasaval vezethetGek le a képletek,
amelyekkel ezeket az értékeket ki tudjuk szadmolni: soros kapcsolas esetén R = Ry + R,
parhuzamos kapcsolas esetén pedig 1/R = 1/Ry + 1/R,.)

A kovetkezd dbran példat lathatunk egy aramkorre és az ered ellenallas kiszamitasara

az el6bb ismertetett visszavezetés segitségével.

parhuzamos
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1.2. A fa-felbontas és favastagsag fogalma

Ebben a részben megismerjiik egy graf fa-felbontasanak, majd favastagsagéanak fogal-
mat, amelyeket ebben a formaban Neil Robertson és Paul D. Seymour vezetett be. [9]
Egy graf egy fa-felbontasa a grafnak egy specialis fastrukturara vald visszavezetése.

Pontosan ezt a kovetkezSképpen lehet definialni:

1.2.1. Definici6. Egy G = (V, E) grdf fa-felbontdsa az ({X; |i € I},T = (I, F)) par. Az
X;-k, az in. kupacok V -nek részhalmazai, amelyek az I csicshalmazi, F élhalmaziu T fa

eqy-eqy csucsdnak felelnek meg, illetve teljesil a kovetkezd 3 tulajdonsdg:

1. U Xi =V, azaz a kupacok lefedik G csicsait

il

2. (u,v) € E=Ji €1 :u,v € X;, azaz a kupacok lefedik G éleit

3. a T fa F élhalmaza olyan, hogy Yv € V-re teljesil, hogy az {i € I | v € X;}
halmaz, azaz a T fa azon csucsai, amelyek v-t tartalmazé kupacoknak felelnek meg,

dsszefiiggd részgrdfot alkotnak T-ben

A kovetkezd abran példat lathatunk egy grafra és annak egy fa-felbontasara.

1.2.2. Definicié. Egy graf ({X; | i € I1},T = (I,F)) fa-felbontdsdinak a szélessége a

max | X;| — 1 mennyiséy.
icl

1.2.3. Definicié. Egy grdf favastagsdga egy minimdlis szélesséqi fa-felbontdsanak széles-

Sége.

Egy graf egy fa-felbontadsa annal jobb, minél kisebb annak a szélessége, mert a kis

szélesség azt jelenti, hogy a T fa csicsainak megfelel6 kupacokba csak kevés csics jut.



T annél jobban hasonlit egy hagyoményos fara, minél kevesebb csiics van a kupacokban.
Tehat a kisebb favastagsagu grafok szerkezete jobban, a nagyobb favastagsagu grafoké
pedig kevésbé kozelit egy fa szerkezetéhez.

1.2.4. Allitas. Egy grdfnak tobbféle fa-felbontdsa létezhet, illetve az is igaz, hogy ugyanaz
a fa-felbontds tébb kilonbézd grdfnak is megfelelhet.

Bizonyitas. Mindkét esetre lathatunk egy-egy példat az alabbi abran.

[e]
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1.2.5. Megjegyzés. Minden n cstcsi grafra igaz, hogy egyetlen kupac, amely tartal-
mazza a graf Osszes cslicsat, a graf egy n — 1 szélességii fa-felbontasa. Ezt trividlis fa-

felbontasnak nevezziik.

1.2.6. Allitas. Az 1.2.1. Definicidban szerepld 3. tulajdonsdg ekvivalens azzal, hogy a T
faVi, j, k € I csicsdra, ahol j rajta van azi és k kézotti dton, teljesil, hogy X;N Xy C X;.

Bizonyitas. Az egyik irany belatasdhoz induljuk ki egy olyan 7" fabol, amelyre Vo € V-re
a T fa azon csicsai, amelyek v-t tartalmazéd kupacoknak felelnek meg, dsszefiiged részgra-
fot alkotnak T-ben. Vegylink egy w € X; N X}, csucsot. Mivel T fa, az i-t és k-t Osszekotd
ut egyértelmd, igy barmely j cstcsra, amely ennek az titnak eleme, w € X is teljesiil. Ez
elmondhato Yw € X; N X} esetén, tehat készen vagyunk.

A mésik irany belatasahoz indirekt modon tegyiik fel, hogy a T' fa Vi, j, k € I cstcsara,
ahol j rajta van az ¢ és k kozotti aton, teljesiil, hogy X;NX, C X;,de Jv € V, hogy aT fa
azon csucsai, amelyek v-t tartalmazo kupacoknak felelnek meg, nem alkotnak &sszefiiggs
részgrafot T-ben. Vegyiink ebbdl a nem Osszefiiggd részgrafbol két komponenst, T-et és
Ts>-t, és vegyiik az i csticsot T1-bdl, illetve a k cstcsot Th-bél. Ekkor v € X; N Xy, tehat
v minden i-t k-val Osszekotd tton levs j csticshoz tartozd Xj-nek is eleme. Azonban ez

ellentmond annak, hogy 77 és T, kiilonallo részgrafok T-ben. ([l



1.2.7. Definici6. Egy {X; | i € I},T = (I, F)) fa-felbontds redunddns, ha van olyan
(i,7) € F él, melyre X; C X;.

1.2.8. Allitas. Egy G grdf k szélességii ({X; |i € I}, T = (I, F)) redunddns fa-felbontd-

sabol mindig elkészithetd G eqy k szélességidi nem redunddns fa-felbontdsa.

Bizonyitas. Ha egy (i,7) € F élre X; C X, akkor az (i, ) élt ugy Osszehuzva, hogy az
(i,7) két végpontja sszeolvasztasaval keletkezett @j csticshoz Xj-t rendeljiik, szintén G
egy fa-felbontasat kapjuk, amely ugyanolyan szélességii, mint az eredeti fa-felbontéas. Ezt a

miveletet addig ismételhetjiik, amig G-nek egy nem redundéns fa-felbontasat kapjuk. [J

1.3. Korlatos és nem korlatos favastagsagua grafokra vo-
natkoz6 példak, allitasok

A soros-parhuzamos grafoknak altalanositasat jelentik a korlatos favastagsagu grafok,
mert ezek strukturdja is Osszefiiggésbe hozhato egy olyan fastrukturéval, amely gyors
szamitasokat tesz lehetévé. Minden grafnak létezik fa-felbontasa, de a korlatos favastag-
sagu grafosztalyokon beliili grafok azok, amelyeknek barmilyen nagy is csicsszéma, a
fa-felbontédsukban a kupacok mérete korlatos. Ez azért fontos, mert példaul azok az algo-
ritmusok, amelyek egy grafokon értelmezett problémat a graf fa-felbontasanak segitségével
oldanak meg, kihasznaljak ezt a korlatot, és annal gyorsabban futnak, minél kisebb a kor-
lat értéke.

A kévetkezs tablazatban lathato néhany korlatos favastagsagt grafosztaly, és a hozza-
juk tartozo korlat. Par grafosztalyra be is bizonyitjuk, hogy a korlat valoban a tablazatban

megadott érték.



Grafosztaly Leiras Korlat

fa, erdd Olyan graf, amelyben nincs kor. 1

kor Elek olyan egyméshoz csatlakozo sorozata, amelyben 2
az élek és cstuicsok nem szerepelhetnek egynél t6bb-

szOr, és az els@ csiics megegyezik az utolsd cstucesal.

soros-parhuzamos graf A definiciot lasd korabban. 2

pszeudoerdd Olyan graf, amelynek minden &sszefligg6 2

komponensében legfeljebb egy kor van.

kaktuszgraf Olyan graf, amelyben barmely két 2

kornek legfeljebb egy kozos csicsa van.

atlos graf Olyan graf, amelynek van olyan sikbarajzolasa, amely- 3

ben minden cstcs a kiils§ tartomény hataran van.

Halin-graf Olyan graf, amelyet egy sfkba lerajzolt fabol konstruél- 3
hatunk tgy, hogy a leveleket egy korrel 6sszekotjiik,
illetve két feltétel teljesiil még ra: legalabb négy csticsa

van, és nincs olyan cstcsa, melynek foka kettd.

1.3.1. Lemma. Minden k favastagsigu G = (V, E) grafnak létezik legfeljebb k foki csicsa.

Bizonyitas. Vegyiikk G egy k szélességii nem redundans ({X; | ¢ € I},T = (I,F))
fa-felbontasat. Ilyen létezik az 1.2.8. Allitds miatt. Nézziik T egy [ levelét, amelyhez
az X; C V részhalmaz tartozik. X;-ben van olyan v € V cstics, amely nem szerepel a
levél szomszédjanak megfelel6 kupacban, mivel a vizsgalt fa-felbontas nem redundéans.
Ekkor a fa-felbontéas definiciojaban (1.2.1. Definicid) szerepld 3. tulajdonsig miatt v nem
szerepelhet T' mas csicsainak megfelel kupacokban sem, tehat v csak X;-nek eleme. Mivel
Vi-re | X;| < k+ 1, igy | X;| < k + 1, tehat v foka legfeljebb k. O

1.3.2. Allitas. Egy Osszefiiggd grdfnak pontosan akkor legfeljebb 1 a favastagsdga, ha

az fa.

Bizonyitas. A G fanak a kovetkez6képpen tudjuk megkonstrudlni egy 1 szélességii
{Xi|iel}, T =(I,F)) fafelbontasat. Valasszunk egy r gyokércsicsot G-ben, és ira-
nyitsuk meg G éleit gy, hogy r-tdl elfelé mutassanak. G minden iranyitott (u,v) éléhez
tartozzon egy {u,v} kupac, amely egy T-beli cstucsnak feleljen meg. ({u,v} ekvivalens

{v,u}-val, de megtartjuk az élek iranyitottsagat a leirds megkonnyitése érdekében.) Az



{uy,v1} és {ug, v2} kupacoknak megfelelé T-beli csiucsok szomszédosak, ha vy = uy. Lat-
hato, hogy ez tényleg egy fa-felbontasa G-nek, és szélessége 1. (Kisebb szélességi fa-
felbontast nem lehet taldlni, mert 0 szélességii fa-felbontasa nyilvan a csak csticsokat
tartalmazo grafoknak van.)

Megforditva, tegyiik fel, hogy egy G 0Osszefiiggs grafnak 1 a favastagsaga. Ekkor az
1.3.1. Lemma miatt G-nek van olyan v csticsa, melynek foka legfeljebb 1. Legyen G’ az a
graf, amelyet G-b6l kapunk v elhagyasaval. Ha G egy 1 szélességii fa-felbontasdnak kupa-
caibol szintén elhagyjuk v-t, akkor G’ egy jo fa-felbontésat kapjuk, amelynek szélessége
nem nagyobb, mint az eredeti fa-felbontéas szélessége. Ekkor tehat megint van legfeljebb
elsGfoku cstics. Igy, elséfokn csiicsokat egyesével eltavolitva vegiil G sszes csiicsa elfogy.

Koénnyen lathato, hogy ez csak akkor lehetséges, ha G fa volt. O

1.3.3. Allitas. Egy soros-pdrhuzamos grifnak a favastagsiga legfeljebb 2.

Bizonyitas. Legyen G egy soros-parhuzamos graf. G fa-felbontasat a soros-parhuzamos
grafok definiciojaban (1.1.1. Definicio) szerepld rekurziv konstrukciot hasznalva, maganak
a G grafnak az épiilésével parhuzamosan adjuk meg. Kézben a fa-felbontéas szélessége soha

nem fogja atlépni a kett6t. A kiindulé grafnak, Ks-nek a favastagsaga 1. Két eset van:

1. eset: Ha az (u,v) élt a w 1j cstcs osztja fel, akkor a felosztas el6tti a fa-felbontasban
szerepl6 fanak volt egy olyan j csiicsa, hogy a j-nek megfelel6 kupac tartalmazta u-t
és v-t. Most tegyiink egy u-t, v-t és w-t tartalmazé kupacnak megfelel6 j csicsot

a faba, és kossiik Gssze j-vel.

2. eset: Ha j parhuzamos él keriil a grafba az (u,v) él mellé, akkor az 4j él behizasa
el6tti graf fa-felbontasa a modositott grafnak is fa-felbontasa, igy azon nem kell

valtoztatni. O

1.3.4. Allitas. Egy kér favastagsdga 2.

Bizonyitas. A bizonyitas kdvetkezik az el6z6 két allitasbol. Egyrészt egy kor egy speciélis
soros-parhuzamos graf, tehat favastagsaga legfeljebb 2, masrészt mivel egy koér nem fa,

favastagsaga nem lehet 1. Tehét egy kor favastagséga 2. 0J

A kovetkezSkben nem korlatos favastagsagu grafokkal fogunk foglalkozni.

1.3.5. Allitas. Egy n csicsi grdfnak pontosan akkor n — 1 a favastagsdga, ha az az n

csucsi teljes grdf.



Bizonyitas. Vegyiink egy n csticsi n — 1 favastagsaga G = (V, E) grafot, és indirekt
modon tegylik fel, hogy G nem az n cstcsu teljes graf. Ekkor G-nek Ju,v € V' csicsai
agy, hogy (u,v) ¢ E. Az X; = V\{u} és Xy = V\{v} kupacokbol képzett fa-felbontas G
egy olyan fa-felbontésa, amelynek szélessége |V|—2 = n—2, mivel | X;| = |Xs| = |V| -1
Azaz G favastagsaga legfeljebb n — 2, ami ellentmondaés.

A masik irdnyhoz vegyiink egy n csicsu teljes grafot, és indirekt modon tegyiik fel,
hogy a favastagsaga kevesebb, mint n— 1. (T6bb nem lehet a definiciobol adodoan.) Ekkor

az 1.3.1. Lemma miatt van a grafnak egy legfeljebb n—2 foku csticsa, ami ellentmondés. [J

A kovetkezG részben megvizsgaljuk a sikbarajzolhaté grafok favastagsagat. Tudjuk
Kuratowski tétele alapjan, hogy egy graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha nem tartal-
mazza részgrafként Ks-ot, K s3-at vagy ezek soros bovitését. Mivel az erds egy olyan graf,
amely nem tartalmazza a (2 favastagsagi) Ks-at és a favastagsaga legfeljebb 1, illetve egy
soros-parhuzamos graf egy olyan graf, amely nem tartalmazza a (3 favastagsagt) Ky-et
és a favastagsaga legfeljebb 2, remélhetnénk, hogy egy sikbarajzolhatd graf favastagsiga

legfeljebb 3, mivel nem tartalmazza a (4 favastagsagi) Ks-6t. De ez sajnos nem igy van.

1.3.6. Allitas. Egy n csicsi sikbarajzolhatd grdf favastagsiga Q(y/n) nagysdgrendid,
tehdt Ing > 0 és ¢ > 0, hogy ha n > ngy, akkor a favastagsig > c\/n.

1.3.7. Megjegyzés. Valojaban tobb igaz: egy n csicsu sikbarajzolhato graf favastagsaga
O(y/n) nagysagrend, tehat az is teljesiil, hogy Ing > 0 és d > 0, hogy ha n > ng, akkor
a favastagsig < dy/n. De mi most csak az als6 korlatot bizonyitjuk, ami ahhoz sziikséges,

hogy lassuk, hogy a sikbarajzolhaté grafok osztalya nem korlatos favastagsag.

Az 1.3.6. Allitas bizonyitasahoz elég mutatni egy specialis sikbarajzolhato grafosztalyt,
amelyre teljesiil az allitas. Mi az n cstcsi (y/n X y/n-es) négyzetracsokat fogjuk vizsgalni.
El6szor sziikségiink lesz egy lemmara.
1.3.8. Lemma. Legyen G = (V, E) egy k favastagsigu graf. Tegyiik fel, hogy Vv € V
csics el van ldtva egy nemnegativ w(v) sullyal ugy, hogy > w(v) = 1. Ekkor van egy
legfeljebb k + 1 csicsbol dllo S halmaz, in. szepardlo halmavz,e‘;melynek az elhagydsdval a
G grdf az Sy, Sa, ... részekre esik szét a kévetkezdk teljesitésével:

1. Minden rész legfeljebb % 0sszsuly.

2. Minden i, j-re fenndll, hogy az S;-bol S;-be vezetd it dtmegy S-en.
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Bizonyitas. Legyen ({X; |1 € I},T = (I, F)) egy k szélességii fa-felbontésa G-nek.

El6szor tegylink egy megfigyelést, amelyet majd késébb hasznalunk fel. A T fanak egy
bels6 cstcsat elhagyva kiilonallo részfakra esik szét T. Vegyiik észre, hogy ha ennek a
T-beli csticsnak megfelel§ kupacot, azaz G-beli csticshalmazt elhagyjuk G-bél, akkor G is
kiilonall6 komponensekre esik. Ugyanis, nézziik a szétesett T' részfait, és azok kupacaibol
vegyiik ki az elhagyott belsd csticsnak megfelel kupac cstucsait. Egy-egy ilyen modositott
részfanak egy-egy kiilonallé G-beli komponens felel meg, hiszen a fa-felbontas definici-
6jaban (1.2.1. Definici6) szerepls 3. tulajdonsig miatt ezekben a részfakban kiilonbo6zé
G-beli csicsok szerepelnek, és két kiilonb6z6 részfaban szerepld G-beli csics nem lehet
osszekotve G-ben a fa-felbontas 2. tulajdonsaga miatt.

Keressiink most megfelel§ szepardlé halmazt! Két eset van:

1. eset: Ha T tartalmaz egy olyan kupacot, amelyben szerepl6 G-beli csticsok Osszsiilya
legalabb 1/2, akkor ez a kupac az allitasban szereplé kovetelményeknek megfelels
szeparalé halmaz a kovetkez6k miatt. Egyrészt a kupacban nem szerepld G-beli
csucsok Osszstlya legfeljebb 1/2) igy az 1. kdvetelmény nyilvan teljesiil, masrészt
a bizonyités elején leirt megfigyelés alapjan teljesiil a 2. kdvetelmény, harmadrészt
pedig a favastagsag definicioja (1.2.3. Definicio) miatt a kupacban szerepld csiucsok

szama legfeljebb k + 1.

2. eset: Ha minden kupacnak az Gsszstlya kisebb, mint %, akkor vélasszunk egy tet-
sz6leges r gyokércsicsot T-ben, és iranyitsuk meg T éleit gy, hogy r-tél elfelé
mutassanak. Ha vessziik T-nek egy tetszéleges s cstucsat, és T-nek az s gyokeri
részfajat, akkor legyen W (s) azoknak a csucsoknak az Osszsilya, amelyek ennek a
részfanak a kupacaiban szerepelnek (minden csiicsot csak egyszer szamolunk, akkor
is, ha t6bb kupacban szerepelnek). Valasszuk ki T-nek egy olyan j csicsat, amelyre
W(j) > 3 és j minden u gyerekére W (u) < 3. Ezt nyilvin meg tudjuk tenni, mert
minden kupacnak az sszstilya kisebb, mint % Legyen S a j-nek megfelels kupac,
azaz X;. Ekkor S egy megfelel§ szepardlé halmaz. Egyrészt, ahogy az 1. esetben is
lattuk, |S| < k+1, illetve a 2. kdvetelmény is nyilvanvaloan teljesiil. Nézziik most az
1. kévetelményt. Azok a G-beli komponensek, amelyek a j-t6l az iranyitas alapjan
lejjebb levs részfakbol adodnak, a W(u) < % feltétel miatt %—nél kisebb Osszsulyuak.
Az a G-beli komponens, amely pedig j-nek az r gyokércsics felé es részfajabol ado-
dik, azért legfeljebb % osszsulyt, mert W(j) > % és ebben a G-beli komponensben
nem szerepelhet olyan csics, amelynek a stlyat W (j)-be beleszamoltuk. Tehat az

1. kovetelmény is teljesiil. 0
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Az 1.3.6. Allitas bizonyitasa. Tekintsiink egy n csticst, /n X /n-es négyzetracsot,
amelynek a favastagsagat jelolje k. Legyen B a négyzetracs csucsainak legalsd sorabol
all6 halmaz. Legyen B 0sszes csicsanak a stlya \/iﬁ, a négyzetracs tobbi csicsaé pedig 0.

Az 1.3.8. Lemma miatt van egy legfeljebb k + 1 csiicsbél all6 S halmaz, amelynek az

elhagyasaval a négyzetracs az S, So, ... kiilonallo komponensekre esik, ugy, hogy egyik
komponens sem tartalmaz ‘/TE—nél tobb csticsot B-bdl, kiilonben lenne olyan komponens,

amelynek a silya nagyobb, mint % Indirekt modon tegyiik fel, hogy k < ‘/Tﬁ — 1. Ekkor
tehat S kevesebb, mint \/TE csicshol all, vagyis a négyzetracsnak tobb mint \/777 oszlopa
nem tartalmaz S-beli csiicsot. Nevezziik ezeket az oszlopokat szabad oszlopoknak. Mivel
nincs olyan komponens, amely ‘/TE—nél tobb csticsot tartalmaz a legalsd sorbol, legaldbb
két kiilonb6z& komponens tartalmazza a legalso cstucsat egy szabad oszlopnak. Legyen u és
v két ilyen kiilonbdz6 komponens egy-egy szabad oszlopdnak a legalso csticsai. Tovabbé,
kell lennie egy szabad sornak is, mert kevesebb S-beli cstics van, mint sor. Nézziik azt
az utat, amely u-bol indul, felmegy a szabad oszlopon a szabad sorig, amelyen elmegy v
szabad oszlopéig, majd lemegy ezen az oszlopon v-ig. Ez az Gt a két komponens kozott
nem megy at S-beli cstcson, ami ellentmondas, tehat k& > ‘/75 — 1. Vagyis a favastagség

legalabb " — 1. O

1.3.9. Megjegyzés. Valojaban a \/n x y/n-es négyzetracs favastagsaga /n. A kovetke-
z6képpen tudunk egy olyan fa-felbontast adni, amelyben minden kupac mérete \/n + 1.
Vegyiik azokat a B; ; kupacokat, melyekre 1 < i < /n, illetve 1 < j < /n, és ahol B;;
tartalmazza az els6 \/n + 1 — j csticsat az i-edik sornak és az utolso j cstcsat az i + 1-ik
sornak. Konnyen lathatd, hogy a négyzetracs egy helyes fa-felbontasat kapjuk, ha ezeket a
kupacokat lexikografikus sorrendbe allitjuk (i szerinti, majd azon beliil j szerinti sorrend),
és Osszekotjiik a szomszédos kupacokat, igy elGallitva a fat, amely ebben az esetben egy

at. (Azt, hogy miért nem lehet y/n-nél kisebb a favastagség, nem bizonyitjuk.)

1.4. A favastagsag kiszamitasanak bonyolultsadga néhany

grafosztaly esetén

Stefan Arnborg, Derek GG. Corneil, és Andrzej Proskurowski mutatta meg, hogy altala-
nos grafok esetén NP-teljes feladat azt eldonteni, hogy a grafnak kisebb vagy egyenlé-e a
favastagsaga, mint k, ha a graf és k is bemeneti paraméter [1|. Azonban léteznek olyan spe-
cidlis grafosztalyok, amelyeken beliil hatékonyabban megoldhaté ez a probléma. Példaul

egy korlatos favastagsagi grafosztalyon beliil, ahol tehat minden graf favastagsaga legfel-
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jebb egy konstans k érték, linearis idejiivé egyszertisddik a feladat. A kovetkezs tablazat

néhany specidlis grafosztalyt sorol fel, illetve a hozzdjuk tartozd bonyolultsagi osztalyt,

ha az adott grafosztalyon beliil vizsgaljuk a problémat.

Bonyolultsagi osztaly

Grafosztaly

Leiras

linearis atlos graf
fa, erdd A definiciokat
Halin-graf lasd korabban.
soros-parhuzamos graf
polinomialis intervallumgréf Olyan graf, amelynek cstucsai megfeleltethetGek a
valos szamok egy-egy intervallumanak, és két
csticsa kozott pontosan akkor van él, ha a
megfelel§ intervallumok metszete nem iires.
k'drivgréuf Egy korén vett, zart korivekbél képzett metszetgraf.
merevkord gI‘flf Olyan graf, amelyben minden haromnal
hosszabb kérben van hir, azaz olyan él,
amely két nem szomszédos csicsot kot ssze.
merevkord péI‘OS gl‘éf Olyan péaros graf, amelyben minden haromnal
hosszabb kdrben van hir, azaz olyan él,
amely két nem szomszédos cstcsot kot Ossze.
permutaci()—graf Olyan graf, amelynek cstcsai egy permutaci6 eleme-
inek felelnek meg, élei pedig az inverzidban
4116 elemparok kozott vezetnek.
Split gréf Olyan graf, amelynek cstcsai egy klikké és egy
fliggetlen cstcshalmazza particionalhatok.
téVOISE’lg—f)I‘f)klﬁ graf Olyan graf, amelyben minden 6sszefiiggs feszitett
részgrafban barmely két csics tavolsiga mege-
gyezik az eredeti grafban levs tavolsagukkal.
NP—teljes korlatos foku gréf Olyan graf, amelyhez létezik egy k konstans ugy,

péros graf

hogy minden csics foka legfeljebb k.

Olyan graf, amelynek csucshalmazat fel lehet osz-
tani két halmazra gy, hogy az Osszes élre teljesiil,
hogy az egyik végpontja az egyik, a masik

végpontja a méasik csicshalmazban van.

nyitott kérdés

sikbarajzolhaté graf
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2. fejezet

Bodlaender algoritmusa

Ahogy mar a bevezetésben emlitettiik, korldtos favastagsagtu grafokkal azért érdemes
foglalkozni, mert sok nehéz probléma polinomialis, vagy akar linearis id6ben megold-
hato rajtuk. Ehhez azonban ismerni kell a graf egy konkrét, minél kisebb szélességi fa-
felbontasat. Az el6z6 fejezet végén volt arrdl szo, hogy altalanos grafok esetén NP-teljes
feladat azt eldonteni, hogy a grafnak kisebb vagy egyenlG-e a favastagsaga, mint k, ha a
graf és k is bemeneti paraméter. Ha k-t rogzitjiik, és csak a graf a bemeneti parameéter,
akkor egyszertibbé valik a probléma. Hans L. Bodlaender tétele mondja ki azt, hogy béar-
mely rogzitett k£ € N esetén 1étezik olyan linearis idejd algoritmus, amely elddnti, hogy
egy G = (V, F) graf favastagsaga kisebb vagy egyenlé-e, mint k, és ha igen, megadja G
egy legfeljebb k szélességi fa-felbontasat. Bodlaender meg is adott egy ilyen algoritmust,
ezt fogjuk attekinteni ebben a fejezetben a [2]| cikk alapjan.

2.1. Az algoritmus f6 oOtlete

Az algoritmus a csicsokat két halmazra, az ,alacsony foki” és a ,magas foka” csicsok
halmazara particionalja. Megmutathaté, hogy azoknak a grafoknak, amelyeknek a favas-
tagsaga legfeljebb egy rogzitett k konstans, csak ,kevés” magas foku cstcsuk van. Két

esetet kiilonboztetiink meg:

1. ,Elég sok” alacsony foku cstics szomszédos egy vagy tobb masik alacsony foku
csuccsal. Ekkor megmutathato, hogy G-ben barmely tovabb nem bévithets péro-
sitas elég sok (2(n)) élt tartalmaz. Vessziik azt a G grafot, amelyet tgy kapunk,
hogy minden élt 6sszehtizunk G-nek egy tovabb nem bé&vithetd parositasiban. Ek-
kor rekurziv modon kiszamithato G egy legfeljebb k szélességii fa-felbontasa, vagy

levonhato a kovetkeztetés, hogy G’ favastagsaga, ezért G favastagsaga is nagyobb
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k-nal. Az igy megkapott fa-felbontasbol egyszeriien kiszamithatdé G egy 2k + 1 szé-
lességii fa-felbontésa, amely mar felhasznélhatd az eredeti probléma megoldasara

Bodlaender és Kloks egy koradbbi algoritmusanak (lasd [4]) segitségével.

2. ,Kevés” alacsony foku csiics szomszédos egy vagy tobb mésik alacsony foki cstcesal.
Ekkor megmutathato, hogy éleknek egy bizonyos halmaza tgy adhat6 G-hez, hogy
nem novekszik a favastagsig egy legfeljebb k£ nagysagu értékrsl k-nal nagyobb ér-
tékre. Megmutathato, hogy a G’ ,bovitett graf”, tehat az a graf, amelyet G-bdl
kapunk ezeknek az éleknek a hozzaadasaval, elég sok (£2(n)) I-szimplicialis cstcsot
tartalmaz. Egy I-szimplicidlis csiics egy olyan csics, amelynek szomszédai klikket
alkotnak a G’ bovitett grafban (illetve még egyéb, kevésbé fontos feltételeknek is
teljesiilnie kell.) G'-bdl az I-szimplicidlis csticsokat elhagyva kapjuk G”-t. Rekurziv
modon kiszamithatd G” egy legfeljebb k szélességii fa-felbontéasa, vagy levonhaté a
kovetkeztetés, hogy G” favastagséga, ezért G favastagsaga is nagyobb k-nal. Az igy
megkapott fa-felbontasbol egyszertien kiszamithaté az eredeti G graf legfeljebb k

szélességii fa-felbontésa.

Mindkét esetben a rekurziv lépéseken kiviili 1épések linearis idejtiek, a rekurziv ré-
szekben pedig minden G’ mérete G-nek egy konstans tortrésze, ezért az egész algoritmus

lineéris idejt.

2.2. El6zetes eredmények, definicidk, jelolések

A kovetkezGkben attekintjiik Bodlaender algoritmusanak megértéséhez sziikséges jelo-
léseket, allitdsokat és definiciokat, majd ismertetjiik magat az algoritmust. A bizonyita-

soktol a legtobb esetben eltekintiink, a cél az algoritmus szerkezetének atlatasa lesz.
2.2.1. Definicié. Egy ({X; |1 € I},T = (I, F)) k szélességt fa-felbontds egyenletes, ha
1. | Xi|=k+1Viel
2. 1 XinX;| =kV(i,j)eF

2.2.2. Allitas. Egy G = (V, E) grdfnak birmely k szélességii ({X; | i € 1}, T = (I, F))

fa-felbontdsa dtalakithato k szélesséqgi eqyenletes fa-felbontdssd.

Bizonyitas. Az atalakitashoz alkalmazzuk addig a kovetkezs harom miiveletet, amig méar

egyik sem végezhets el tobbszor:
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1. Ha (4,7) € F esetén X; C X, akkor huzzuk 6ssze az (i, j) élt T-ben, és az X;-nek és
X-nek megfelel cstucsok dsszeolvasztasabol keletkezett 4j cstcshoz rendeljiik X;-t.

(Erre a miiveletre nincs sziikség, ha nem redundans fa-felbontasbol indultunk ki.)

2. Ha (i,7) € F esetén X; ¢ X; és |X;| < k + 1, akkor valasszunk egy v € X;\X;

cstcesot, és adjuk v-t X;-hez.

3. Ha(i,7) € F, | X;| = |X;| = k+1és | X;\X;| > 1, akkor osszuk fel az (4, j) élt T-ben.
Legyen ' az 0j T-beli cstics. Valasszunk egy v € X;\ X, illetve egy w € X;\X;
csticsot, és legyen X = X;\{v} U {w}. O

2.2.3. Allitas. Ha ({X; | i € I}, T = (I, F)) egy k szélességii egyenletes fa-felbontdsa a
G = (V, E) grifnak, akkor |I| = |V|— k.

Bizonyitas. A bizonyitéast || szerinti indukcioval végezziik.

Nézziik az |I| = 1 esetet, amikor tehéat egyetlen csicsa van T-nek. Ekkor G dsszes
cstcsat tartalmazza az ennek a T-beli csicsnak megfelels kupac, vagyis |V | megegyezik a
kupac elemszaméaval. Mivel egyenletes fa-felbontasrél van sz6, minden kupac elemszama
k+1, azaz |V| = k+ 1. Ebbdl kovetkezik, hogy |V|—k =k+1—Fk = 1, tehat |I| = |V|—k
teljesiil.

Most tegyiik fel, hogy igaz az allitas |I| = n — 1-re. Belatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az
allitas |I| = n-re. Tekintsiik egy G = (V, E) grafnak egy olyan ({X; |i € I},T = (I, F))
k szélességii egyenletes fa-felbontéasat, melyre |I| = n. Legyen i egy levele T-nek. Ekkor
egyértelmien létezik v € V', amely szerepel az i-nek megfelel§ kupacban, azaz X;-ben,
de nem szerepel T' tobbi csticsanak megfelel§ kupacban. Hagyjuk el i-t T-bdl, illetve v-t
(és a hozza tartozd éleket) G-bil. Ekkor a T-bdl keletkezett fabol adodo fa-felbontas k
szélességli egyenletes fa-felbontasa a G-bdl keletkezett |V| — 1 csucsu grafnak, |I| — 1,
azaz n — 1 csucesal. Erre az indukcios feltevés miatt n — 1 = (|V| — 1) — k teljesiil, azaz
[I|=n=|V|-k. O

" k—+1
2.2.4. Allitas. Egy legfeljebb k favastagsigi G = (V, E) grdfnak legfeljebb k\V\—( ;— )

éle van.

Bizonyitas. A bizonyitast |V| szerinti indukcioval végezziik.
Induljunk |V| = k + 1-t6l. (|V| < k + 1 nem lehet, mert az azt jelentené, hogy van

olyan kupac, amely t6bb cstcsot tartalmaz, mint amennyi csicsa G-nek van.) Ebben az
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2 2 2
k(k+1)
2

Most tegyiik fel, hogy igaz az allitas |V| = n — l-re. Belatjuk, hogy ebbdl kovetke-

k+1 k+1 k(k+1
esetben igaz az allitas, mert k|V| — ( N ) =kk+1) - ( N ) = u, és egy

k + 1 cstucsu grafnak tényleg legfeljebb éle van.

zik az allitas |V| = n-re. Tekintsiik egy n csiucsi G = (V, E) grafnak egy legfeljebb k
szélességii, egyenletes ({X; | i € I}, T = (I, F)) fa-felbontasat. Tlyen létezik a 2.2.2. Alli-
tas miatt. Legyen i egy levele T-nek. Ekkor egyértelmiien létezik v € V| amely szerepel
az i-nek megfelel6 kupacban, azaz X;-ben, de nem szerepel T t6bbi csticsdnak megfe-
lel§ kupacban. Minden kupacban, igy az i-nek megfelel6 kupacban is k& + 1 cstics van,
tehat v foka legfeljebb k. Hagyjuk el i-t T-bél, és v-t G-bol. Ekkor a T-bél keletkezett fa-
bol ad6do fa-felbontas legfeljebb k szélességii egyenletes fa-felbontasa a G-bdl keletkezett
G' = (F',V\{v}) grafnak. Az n — 1 csticsi G'-re az indukcios feltevés miatt teljesiil az

k+1
allitas, azaz |E'| < k(|V|—1) — ; . Mivel v foka legfeljebb k volt, legfeljebb k élt
hagytunk el, azaz |F| < k(|V]| —1) — ( ;‘ > k= kV|— ( _2|_ ) .

2.2.5. Allitas. Legyen a G = (V,E) grdf egy fa-felbontdsa ({X; | i € I}, T = (I, F)).
Ekkor teljestilnek a kévetkezdk.

1. Ho W CV egy klikket feszit G-ben, akkor 3o € I : W C Xj.

2. HoWy CV ésWy CV eqy teljes pdros részgrdafot feszit G-ben, tehdat minden Wi-beli
cstcs minden Wa-beli csicesal szomszédos, akkor i € I : W1 C X; vagy Wy C X;.

2.2.6. Allitas. Legyen a G = (V,E) grdf egy fa-felbontdsa ({X; | i € I},T = (I, F)).
Ha Ji € T :v,w € X; ésv # w, akkor ({X; | i € I}, T = (I,F)) fa-felbontisa a
G+ (v,w) = (V,EU{(v,w)}) grifnak is.

2.2.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy a G = (V, E) grdfban v-nek és w-nek legaldbb k+1 kézis
szomszédja van. Ha G favastagsdga legfeljebb k, akkor G+ (v, w) favastagsdga is legfeljebb
k. Tovabbd az is igaz, hogy G bdarmely legfeljebb k szélességi fa-felbontdsa a G + (v, w)

grdafnak is fa-felbontdsa, és forditva.
Ennek a fejezetnek a hatralev részében feltessziik, hogy
e k egy adott, rogzitett konstans,

e ¢, ¢ € RT konstansok, melyeket gy valasztunk meg, hogy

1 Cle(k—l- 1)

— — > 0.
4k? + 12k + 16 2

C2
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Ekkor ¢; és ¢y 0 és 1 kozotti szamok, amelyek a késGbbiekben ismertetett tulajdon-

sagu csicsoknak az ardnyara fognak felsé illetve also korlatot adni.
o d=max(k?+ 4k + 4, [2k/c1])
2.2.8. Definicid. Eqy grdf egy csicsa alacsony fokiu, ha fokszama legfeljebb d.
2.2.9. Definicidé. Eqgy grdf egy csicsa magas fokiu, ha fokszama nagyobb, mint d.

2.2.10. Definicié. Eqgy grdf eqy csucsa bardtsigos, ha alacsony foki és van legaldbb egy

alacsony fokiu szomszédja.
2.2.11. Allitas. Egy k favastagsdgu grdfban kevesebb, mint c1|V'| magas foki csics van.

2.2.12. Definicié. Egy G = (V, E) grdf egy tovdibb nem bévithetd pdrositisa az M C E
élhalmaz, ha barmely két M-beli €l figgetlen, vagyis nincs kézds végpontjuk, és minden

E\M -beli élnek van valamely M -beli éllel kézis végpontja.

2.2.13. Megjegyzés.

1. A tovabb nem bdvithets parositast ne keverjiik 6ssze a maximélis parositassal. Ez
olyan parositas, amelynek elemszama maximalis, tehat amelynél magasabb elem-

szamu parositas nem létezik.

2. Tovabb nem bdvithetd parositas moho algoritmussal konnyen talalhato, O(|V|+]|E|)

idében.

2.2.14. Allitas. Ha o G = (V, E) grdfban n, bardtsdgos csics van, akkor G bdarmely

n
tovdbb nem bovithetd pdrositdsa legaldbb 2—2 élt tartalmaz.

Legyen M egy tovabb nem bdévithets parositas a G = (V, E) grafban. Huzzunk Gssze
minden M-beli élt G-ben, ekkor a kapott graf legyen G'(V' ) E’). Definidljuk az
fa 2V — V' fliggvényt a kovetkezSképpen:

v ha v nem végpontja M-beli élnek

fu(v) =

a (v,w) € M él tsszehuizésa

soran keletkezett csics kiilonben

2.2.15. Allitas. Legyenck M, G, G' és far olyanok, mint ahogyan feljebb definidltuk dket.
Ha (X,T) G'-nek egy k  szélességd  fa-felbontdsa, akkor (Y,T), ahol
Yi={veV|ful) e X;}, egy legfeljebb 2k + 1 szélességi fa-felbontisa G-nek.
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2.2.16. Allitas. Legyenek G és G' olyanok, mint ahogyan feljebb definidltuk Gket. Ekkor
G’ favastagsdga legfeljebb annyi, mint G favastagsdga.

2.2.17. Jelblés. Legyen v a G = (V, E) graf egy cstcsa. Ekkor a {w € V' | (v,w) € E}

halmazt, azaz v szomszédainak halmazat jelolje Ng(v).

2.2.18. Tétel. (Bodlaender és Kloks) Minden k-ra és l-re létezik olyan linedris ideji
algoritmus, amely ha adott eqy G = (V, E) grdf és ennek eqy legfeljebb | szélességii (X, T)
fa-felbontdsa, akkor eldénti, hogy G fa-felbontdsa kisebb vagy eqyenld-e, mint k, és ha igen,
megadja G-nek egy legfeljebb k szélességi fa-fafelbontdsdt. [4]

2.2.19. Definicié. Tekintsink eqy G = (V, E) grdfot. Mddositsuk G-t igy, hogy adjuk a
(v,w) €It E-hez minden olyan v,w € V pdr esetén, amelyre v-nek és w-nek legaldbb k + 1
kézos alacsony foki szomszédja van G-ben. A G grdfbol ily mdédon létrejitt G'(V, E') grifot

G bovitett grafjanak nevezzik.

2.2.20. Allitas. Ha a G grif favastagsiga legfeljebb k, akkor G bévitett grifidnak fa-
vastagsdga 1s legfeljebb k. Tovdbbd az is igaz, hogy G bdrmely legfeljebb k szélesséqii fa-

felbontdsa a bévitett grafnak is fa-felbontdsa, és forditva.

2.2.21. Definicié. Egy v csics szimplicidlis a G grdafban, ha szomszédai klikket alkotnak
G-ben.

2.2.22. Definicié. Egy v csucs I-szimplicidlis, ha
1. szimplicialis G bdovitett grafjaban,
2. alacsony foki G-ben, és

3. nem bardtsdgos csucs G-ben.

Levezethetd, hogy ha ,kevés” magas foku csics és ,kevés” baratsagos csics van egy G
grafban, akkor ha G favastagsaga legfeljebb k, akkor G-ben sok I-szimplicidlis cstics van.

Ezt mondja ki a kovetkez6 allitas:

2.2.23. Allitas. Ha o G = (V, E) grdf favastagsiga legfeljebb k, és ny darab bardtsdgos,

lletve n,, darab magas foki csicsot tartalmaz, akkor legaldbb

V]

1 2

I-szimplicidlis csics van G-ben.
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2.2.24. Allitas. Legyen a G' az a grif, amelyet eqy G grdfnak a bévitett grdfjabol kapunk
ugy, hogy toroljik beldle az dsszes I-szimplicidlis csicsot. Legyen (X,T) egy legfeljebb k
szélesséqi fa-felbontdsa a G' grafnak. Ekkor minden G-beli I-szimplicidlis v csticshoz létezik
i€l:Ng(v) CX,.

2.2.25. Allitas. Ha kevesebb, mint |V |/(4k* + 12k + 16) bardtsdgos csiics van, akkor a
) 1

2.2.11. és 2.2.23. Allitds miatt legaldbb |V |/(4k* 4+ 12k + 16) — 5]{32(]{? + 1)y |V| = | V|

I-szimplicidlis csics van G bévitett grafjaban, feltéve, hogy G favastagsdga legfeljebb k.

2.3. Az algoritmus

Ebben a részben megnézziik az algoritmus rekurziv leirasat. Az algoritmus kimenete

tehat egy G = (V, E) graf esetén
e vagy G-nek egy legfeljebb k szélességi fa-felbontéasa,
e vagy az, hogy G favastagsaga k-nal nagyobb.

wNagyon kicsi” grafok esetén (azaz ha a graf csiicsainak szama legfeljebb egy konstans
érték), mas véges algoritmusok hasznalhatoak a probléma megoldéséara. Egyébként ezt az
algoritmust hasznaljuk.

k+1
Elgszor ellendrizziik, hogy |E| < k|V| — ( ; ) teljesiil-e. Ha nem, akkor a

2.2.4. Allitas alapjan tudjuk, hogy G favastagsaga nagyobb, mint k& —s STOP.

1. Ha legalabb |V|/(4k? 4+ 12k + 16) baratsagos cstics van, tegyiik a kovetkezét:

e Keressiink egy tovabb nem bévithetd M C E parositast G-ben.

e Szamitsuk ki a G'(V’, E’) grafot, amelyet tgy kapunk, hogy minden M-beli élt

Osszehizunk.
e Rekurziv modon alkalmazzuk az algoritmust G'-re.

e Ha G’ favastagsiga nagyobb, mint & — STOP. Ekkor G favastagsiga is na-
gyobb, mint k. (Lasd a 2.2.16. Allitast.)

e Tegyiik fel, hogy a rekurziv hivas G'-nek egy k szélességii (X, T') fa-felbontéasat
adta. Ekkor konstrualjuk meg G-nek egy legfeljebb 2k + 1 szélességii (Y, T)
fa-felbontasat, mint a 2.2.15. Allitasban.

e Hasznéljuk a 2.2.18. Tétel algoritmusat az eredeti probléma megoldasihoz.
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2. Ha kevesebb, mint |V|/(4k* + 12k + 16) baratsagos csiics van, tegyiik a kovetkezot:

e Szamitsuk ki G bévitett grafjat, és keressiik meg az I-szimplicidlis csicsokat.

(Ez lineéris id6ben megtehetd, a részleteket nem targyaljuk.)

e Ha létezik legalabb k+ 1 foku I-szimpliciélis cstics — STOP, mivel G bévitett
grafja tartalmaz legalabb k + 2 csticsi klikket, ezért G favastagsdga nagyobb,

mint k.

e Tegyiik az [-szimplicialis csticsokat egy S halmazba. Szamitsuk ki G’-t, amelyet
ugy kapunk, hogy toroljiik G-b6l az 6sszes [-szimplicialis csiicsot és a hozzajuk

tartozo éleket.

e Ha |S| < ¢|V| — STOP. Ekkor G favastagsiaga nagyobb, mint k. (Lasd a
2.2.25. Allitast.)

e Rekurziv modon alkalmazzuk az algoritmust G'-re.

e Ha G’ favastagsaga nagyobb, mint & — STOP. Mivel G’ részgrafja G-nek, G

favastagsaga is nagyobb, mint k.

e Tegyiik fel, hogy a rekurziv hivas G'-nek egy k szélességii (X, T') fa-felbontasat
adta. Ekkor Yv € S-re keressiink egy i, € V csticsot, amelyre Ng(v) C X, ,
és adjunk egy 1j j, csucsot T-hez tgy, hogy X; = {v} U Ng(v). Ezen kiviil
tegyiik j,-t szomszédossa i,-vel T-ben. (Ilyen 4, cstics létezik a 2.2.24. Allitas

miatt. A végeredmény G-nek egy legfeljebb k szélességii fa-felbontasa.

Az algoritmus helyessége kovetkezik a 2.2. részbdl.
A futéasi id6 a kovetkezGképpen allapithato meg. Egyrészt tudjuk, hogy minden rekur-
ziv hivas esetében egy

1

1—
( 2d(4k2 + 12k + 16)

W1, vagyegy (1 —co)|V|

csicsu grafon dolgozunk tovabb. Legyen

1
d(4k2 + 12k + 16)

W1 (1 =) |[V]).

c3 = mazx((1 — 5

Ekkor 0 < ¢3 < 1. Mésrészt minden nem rekurziv 1épésnek létezik linearis ideji megvalo-
sitasa (ennek részleteivel ebben a dolgozatban nem foglalkozunk). Igy, ha az algoritmus fu-
tasi idejét T'(n) jeloli egy mn csicsi graf esetén, akkor azt kapjuk, hogy
T(n) <T(cs-n)+O0(n), ezért T(n) = O(n).
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Azonban sajnos ez még nem jelenti, hogy a gyakorlatban jol hasznalhaté lenne ez az
algoritmus. Futasi ideje 20%%) . n, amely rogzitett & esetén linearis idét jelent, de a kons-
tans faktor oriasi, igy mar k£ = 4 esetén sem miikodik elég gyorsan. Ezen az algoritmuson
csak kisebb javitasok torténtek, amelyek a gyakorlati feladatoknal nem jelentenek elGre-
lépést. Pontos eredményt ado és egyben gyors algoritmust tehat egyelére nem talaltak,
helyette azonban léteznek heurisztikus, kozelité algoritmusok, amelyek a gyakorlatban jol

hasznalhatonak bizonyultak.
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3. fejezet

A Robertson—Seymour-tétel és a

korlatos favastagsagu grafok

A fejezet els6 részében kimondjuk Neil Robertson és Paul D. Seymour grafminor-
tételét. Fz a grafelmélet egyik legmélyebb eredménye, bizonyitasa rendkiviil Gsszetett.
Az elméleten Robertson és Seymour 1983 és 2004 kozott dolgozott, tébb mint 500 oldal-
ban kozolték a bizonyitast. A tétel kimondéasa utan belatjuk a tétel egy fontos kovetkez-
ményét, amely grafosztalyok tiltott minorokkal valo karakterizédlhatosagarol szol. Végiil
megnézziik, mit jelent ez a kovetkezmény a korlatos favastagsagu grafok korében. Ebben
a fejezetben a [10] és [11] cikkeket kovetjiik.

3.1. Robertson—Seymour-tétel

A Robertson—-Seymour-tétel kimondasa el6tt megnéziink néhany fogalmat és allitast,

amelyek a tétel megértéséhez sziikségesek.

3.1.1. Definicié. Legyen X eqy tetszéleges halmaz. Az X halmazon értelmezett kétvdlto-

208 ~ reldcio
o reflexiv, ha Vr € X esetén x ~ x

o tranzitiv, ha Vi, x,x3 € X elemekre teljesiil, hogy ha v, ~ xo és x9 ~ x3, akkor

1 ~ T3

3.1.2. Definicidé. A kvdzirendezés eqy olyan kétvdltozds reldcio, amely reflexiv €s tranzi-

tiv.
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3.1.3. Definici6é. A ~ kvdzirendezés jol-kvdzirendezés az X halmazon, ha X minden
végtelen xg, x1, X2, ... sorozatdra 3 < j, hogy x; ~ x;. Ekkor azt mondjuk, hogy X elemei

jol-kvazirendezettek a ~ kvdzirendezésre nézve.

3.1.4. Definicié. Egy H grdif a G grdfnak minora, ha megkaphato G-bdl a kévetkezd

miveletek véges sokszori alkalmazdsdval:
o cqy él torlése
o cqy cstcs s a hozzd tartozo élek tirlése

o cqy él dsszehuzdsa (az €l torlése és két végpontjanak dsszeolvasztisa)
Jelolés: H < G.

3.1.5. Definicié. Egy H graf a G grdfnak valdodi minora, ha H minora G-nek, de H nem
womorf G-vel. Jelolés: H < G.

3.1.6. Allitas. A minor reldcid (=) kvdzirendezés a véges grafok halmazdn.

Bizonyitas. Tetsz6leges G, G, G, G5 véges grafokra nyilvanvaléan teljesiilnek a kdvet-
kezdk:

e GG  (reflexivitas)
e ha Gi <X Gy s Gy < G, akkor G; X G5 (tranzitivitas) O

Az el6z6ekben latott fogalmak és allitasok megismerése utan most mar kimondhatjuk a

Robertson—Seymour-tételt:

3.1.7. Tétel. (Robertson—Seymour) Véges grafok halmaza jol-kvdzirendezett a minor
reldciora nézve. Mdsképpen ezt gy lehet megfogalmazni, hogy véges grdfok tetszdleges vég-
telen Gy, Gy, ... sorozatdra igaz, hogy 3i < j, hogy G; <X G;, azaz van két olyan elem,

hogy az eqyik minorként tartalmazza a mdsikat.

3.2. Tiltott minorokkal valdé karakterizalas

Ebben a részben a Robertson-Seymour-tétel egy fontos kévetkezményével foglalko-
zunk, amely Klaus Wagner 1937-es eredményének altalanositdsa. Wagner tétele szerint
egy véges graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha nem tartalmazza minorként K5-6t vagy
K3 3-at. A kovetkezGkben megnézziik, hogy milyen altalanos feltétel teljesiilése esetén lesz
egy grafosztaly a sikbarajzolhatd grafok osztalydhoz hasonléan tiltott minorokkal karak-

terizalhato.
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3.2.1. Definicié. Egy P grdfosztdly zart a minorképzésre, ha barmely G € P grdf esetén
teljesiil az, hogy ha G' <X G, akkor G' € P, azaz ha barmely P-beli grif minden minora is
P-beli.

3.2.2. Tétel. Minden minorképzésre zdrt P grdfosztily karakterizdlhato tiltott minorok
egy véges T(P) halmazdval, formdlisan tehdt G € P <= VT € T(P)-re T 4 G, ahol
|T(P)| < 0.

Most megnézziik, hogyan kiovetkezik ez a tétel a Robertson—-Seymour-tételbdl. ElGszor

szitkségiink lesz egy allitasra, amelyet majd a bizonyitasban felhasznalunk.

3.2.3. Allitas. Nem létezik valddi minoroknak végtelen csokkend lanca, vagyis nem létezik

grifoknak eqy olyan {G,} sorozata, hogy G1 = Ga = ... .

Bizonyitas. A minorképzés barmely miivelete (él torlése, él Gsszehtizasa, csucs torlése)
csokkenti egy grafban az élek és csticsok egyiittes szamét. Mivel ez egy nemnegativ egész
szadm, véges sok 1épésben eljutunk az iires grafig, tehat nem létezhet ilyen végtelen csok-

kend lanc. O

A 3.2.2. Tétel bizonyitasa. Jelolje P azoknak a grafoknak a halmazat, amelyek nem
P-beliek. Legyen T(P) = {T | T € P és VH < T-re H € P}, azaz P-nek valodi

minorképzésre nézve minimalis elemeinek halmaza. Belatjuk, hogy ekkor
G eP <= VT eT(P)reT £ G, ahol |T(P)| < co.

Az egyik irany belatasahoz legyen G € P. Indirekt modon tegyiik fel, hogy 37" € T (P),
amelyre T' < . Mivel P zart a minorképzésre, T' € P teljesiil, de ez ellentmondas, mert
T (P) definicidja miatt T € P.

A masik irany belatasahoz legyen G olyan, hogy VT € T (P)-re T £ G. Indirekt modon
tegyiik fel, hogy G ¢ P, tehat G € P. Két eset van:

1. eset: Ha G minden valodi minora P-beli, akkor 7 (P) definicioja miatt G € T (P).
Ezek szerint, mivel VI' € T(P)-re T £ G, kivetkezik, hogy G £ G, ami ellentmon-

dés.

2. eset: Ha létezik G’ € P, amelyre G > G, akkor G’ is besorolhato a két eset vala-
melyikébe. Ha az eljarast folytatva valamikor az 1. esethez jutunk, akkor az ellent-
mondas az ott leirtak miatt, ha pedig mindig a 2. eset lesz érvényben, kialakul egy
valodi minorokbél allo G = G’ = G" = ... lanc. Ez pedig a 3.2.3. Allitas miatt

ellentmondés.
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|T(P)| végességének bizonyitasahoz indirekt modon tegyiik fel, hogy |T(P)| = oc.
Ekkor a 3.1.7. Tétel, vagyis a Robertson—-Seymour-tétel miatt 3G;, Gy € T(P), hogy
G1 = Go. S6t, T(P) egy halmaz, ezért egy elem csak egy példanyban szerepel benne,
igy G < Gao-nek is teljesiilnie kell. De T (P) definicioja miatt T (P) egyik elemének sincs

valodi minora P-ben, és ezért 7 (P)-ben sem lehet. O

3.3. Korlatos favastagsagu grafok és tiltott minorok

Ebben a részben megnézziik, mi a kapcsolat a Robertson—Seymour tétel el6z6 részben

megismert kévetkezménye és a korlatos favastagsagu grafok kozott.
3.3.1. Allitas. A legfeljebb k favastagsdgi grifok osztdlya zdrt a minorképzésre.

Bizonyitas. Vegyiink egy legfeljebb k favastagsaga G = (V, E) grafot, és ennek egy
legfeljebb k szélességi ({X; | ¢ € I},T = (I, F)) fa-felbontasat. Azt kell belatni, hogy
G-nek minden minora is legfeljebb k favastagsagi. Elég a minorképzés harom miiveletét

(3.1.4. Definicio) egyesével ellendrizni:

1. Egy él elhagyasa nem néveli a favastagsagot, mert ({X; | ¢ € I},T = (I,F)) a
keletkezett grafnak is fa-felbontésa.

2. Egy cstics elhagyasa esetén ezt a csticsot az ({X; | ¢ € I}, T = (I, F)) fa-felbontés
kupacaibdl is vegyiik ki, igy a keletkezett grafnak egy jo fa-felbontasat kapjuk.
Ennek szélessége nem nagyobb ({X; | i € I}, T = (I, F)) szélességénél, mert egyik
kupac elemszama sem nétt. Tehat egy cstics elhagyasa nem noveli a favastagségot.
(Elsfordulhat, hogy a graf és a modositott fa-felbontés is tobb komponensre esik szét
a csucs elhagyésa miatt, ekkor komponensenként nézve a favastagsadgot, ugyanugy

teljesiil az allitas.)

3. Egy (u,v) él 6sszehtizésa esetén a G fa-felbontasaban szerepld kupacokban cseréljiik
u-t v-re, vagy amelyik kupacban szerepelt u és v is, ott egyszertien hagyjuk el u-t.
Ekkor az (u,v) él elhagyasaval keletkezett grafnak egy jo fa-felbontasat kapjuk,

amely szintén legfeljebb £ szélességi. 0

A Robertson—Seymour-tétel tehat alkalmazhato a korlatos favastagsagu grafokra: min-
den véges k értékre a legfeljebb k favastagsagu grafok karakterizalhatoak tiltott minorok
egy véges halmazaval. A tétel azonban arrol nem szo6l, hogy pontosan mely grafok tartoz-
nak a tiltott minorok kozé, igy ezek a korlatos favastagsidgi grafok esetében is csak kis k

értékekre ismertek:
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k= 0: k=1: k= 2: k= 3:
K, a pentagonalis prizma gréfja,
K2 Kg K4 K2’2727 Wagner—gréf

k = 4 esetén mar tobb mint 75 tiltott minor van. Nagyobb £ értékekre a tiltott mino-
rok szama legalabb v/k-ban exponencialis gyorsasaggal novekszik. A novekedés iitemeére

vonatkoz6 fels6 korlat pedig sokkal magasabb, mint ez az alsoé korlat.
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4. fejezet

Nehéz feladatok hatékony megoldasa

korlatos favastagsagi grafok esetén

Ebben a fejezetben olyan problémékkal foglalkozunk, amelyek altalanos grafokon nehe-
zek, de megoldasuk a korlatos favastagsagu grafok osztalyan beliil jelentGsen egyszertibbé
valik. A fejezet soran a [3] és [8] cikkeket hasznaljuk fel. A problémak koziil egyet néziink
meg részletesen, a maximalis fiiggetlen halmaz problémat, amely egy jol ismert, NP-teljes
grafelméleti probléma. Ennek a korlatos favastagsagi grafosztalyokon beliili megoldasara
egy lineéris idejii algoritmust mutatunk. A fejezet végén roviden ismertetiink még harom

fontos eredményt, amelyekben a korlatos favastagsdgi grafok nagy szerepet jatszanak.

4.1. Maximalis fiiggetlen halmaz

A maximalis fiiggetlen halmaz probléma egy jol ismert NP-teljes grafelméleti probléma.
A feladat az, hogy keressiik meg a G = (V, E) grafban a legnagyobb W C V csticshalmazt,
amelyre minden v, w € W esetén (v, w) ¢ E.

Ebben a részben megnézziik, hogyan oldhaté meg ez a probléma korlatos favastagsagi
grafok esetén, linearis idGben.

Legyen ({X; |ie€ I}, T =(I,F))aG = (V,E) grafnak egy k szélességii fa-felbontasa,
ahol T egy r gyokert binaris fa. (Kénnyen lathato, hogy barmely fa-felbontas atalakithato
olyan azonos szélességii fa-felbontassa, amelyben a fa gyokeres binaris fa.)

Minden ¢ € I-re definialjunk egy Y; = {v € X; | j = i vagy j leszarmazottja i-nek}

halmazt.
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Tegyiink két megfigyelést:

e Hav €Y, és v € Xj egy olyan j csicsra, amely nem leszdrmazottja i-nek, akkor a

fa-felbontas definiciojaban (1.2.1. Definici6) szerepls 3. tulajdonsag miatt v € Xj.

e Hasonloképpen, ha v € Y}, és v szomszédos egy w € X, csticesal, ahol j leszarma-

zottja i-nek, akkor v € X; vagy w € X;.

Ezeknek a kévetkezménye, hogy a globdlis, egész grafon értelmezett maximalis fiigget-
len halmaz problémét egy 1j, lokalisan értelmezett feladatra tudjuk visszavezetni. Minden
T-beli i € I cstics esetén, ha vesziink egy Y; altal feszitett G[Y;] részgrafot G-ben, illetve
egy W fiiggetlen halmazt G[Y;]-n beliil, akkor a feladat az, hogy W-t ki szeretnénk ter-
jeszteni G egy fiiggetlen halmazava. Ekkor csak az a fontos, hogy mely X;-beli csticsok
tartoznak W-hez, az pedig nem, hogy mely Y;\ X;-beliek. A kovetkez6kben a W csticsainak
szama fog nagy szerepet jatszani.

Minden i € I, Z C X, esetén jelentse n;(Z) annak a G[Y;]-beli W maximalis fiiggetlen
halmaznak a méretét, ahol W N X; = Z. Legyen n;(Z) = —oo, ha nem létezik ilyen
halmaz.

Konstrualunk egy linearis ideji algoritmust, amely minden ¢ € I esetén kiszamitja
az n;-hez killonb6z6 V' halmazok esetén tartozd értékekbsl allo tablat. Ez 21X érték
kiszamitasat jelenti, de tudjuk, hogy |X;| korlatos: a korlat értéke G favastagsiga. Az
algoritmus alulrol felfelé halad a fiban, tehat egy n; tablanak a kiszamitésa akkor keriil
sorra, ha ¢ minden j gyerekére az n; tabla mar ki van szamitva. Az n; tabla elemeinek
kiszamitasara a kovetkezs két formulat fogjuk hasznélni.

Ha az 7 cstcs levél:

) |Z| haVo,we Z:(v,w)¢FE
n; =
—o0 hadv,weZ:(v,w) ekl

Ha az 7 cstics bels6 cstucs a j és k gyerekkel:

M  haVv,we Z-re (v,w) ¢ £
—o0 hadvweZ:(v,w) el
pr— . / /, . . [ .
ahol M = ZﬁXr]n:a;ﬂXi {n;(Z") 4+ (Z")+1Z N (X\X;\Xk) | — | ZN X; N X }
ZNX,=2"NX;

Tehat vessziik a maximalis elemszamot, ami el6fordulhat az Gsszes olyan Z' C X
halmaz kozétt, amelyre Z N X; = Z' N X;, és az sszes olyan Z” C X halmaz kézott,
amelyre Z N X, = Z"NX;. A Z N (X;\X;\Xy)-beli csticsokat még nem szamoltuk, ezért
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ennek a halmaznak az elemszamat még hozza kell adni az eredményhez, mig a ZNX;NX,
halmaz elemszamat le kell vonni, mert ezeket az elemeket kétszer szamoltuk.

Alulrol felfelé haladva végiil elérjiik az r gydkércstcsot, és kiszamitjuk az n, tablat. A
maximalis G-beli fiiggetlen halmaz mérete a éncz%{nr(Z )} érték. Az elkésziilt tablakbol
maga a W maximdlis fiiggetlen halmaz is megkonstrualhato.

Az algoritmus O(2%|V]) futésidejd, tehat a csiicsok szamatol linedrisan, a favastag-

sagtol pedig exponencialisan fiigg.

4.2. Masodrendili monadikus logika

A maésodrendi monadikus logika (monadic second-order logic, MSO) egy olyan nyelv,
amellyel grafok tulajdonsagait ki lehet fejezni. A nyelv a kdvetkezé formuldkat hasznalja
fel:

e logikai miveletek (V, A, =, <, .. .)
e kvantorok cstcsokra és élekre, illetve csticsok és élek halmazara (Vo € V, Je € E,

YW CV,3IFCE,..)

tartalmazas ellendrzése (v € V, e € E, ...)

illeszkedés ellenérzése ((v,w) € E, v végpontja-e az e élnek, .. .)

Masodrendii monadikus logikdval tehat eldontési problémak irhatok le. Példaul egy
G = (V, E) graf harom szinnel valo szinezhetdsége egy ilyen probléma, amelyet a kovetkezd

modon lehet kifejezni:
WV, CV, W, CV, IW; C V.

(VvéV:(vEWl\/UGWQ\/UEWg))/\
(VUEV:—|<(UGWl/\vEWQ)\/(UEWl/\erg)\/(vEWQ/\UGW?,))) A
(VUEV,VwEV:(((véWl/\wEWl)\/(UEWQ/\wEWQ)\/

V(veWsAnweWs)) = =((v,w) € E)))

Ha ez a kifejezés igaz, akkor G harom szinnel szinezhetd.
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A kovetkezs tétel az egyik legfontosabb eredmény a korlatos favastagsagi grafok ko-

rében:

4.2.1. Tétel. (Courcelle) Legyen G egy k favastagsagi graf. Minden olyan grdfelméleti
probléma, amely kifejezhetd monadikus mdsodrendd logikdval, linedris idében megoldhato

G-n. |5]

Courcelle tételét késGbb tobbszor kiterjesztették b&vebb problémakorokre, | kiterjesz-
tett” masodrendii logikaval (extended second-order logic) kifejezhetd problémékra. (A
méasodrend monadikus logika formulai k6zé még méas formulakat is bevettek.) Ezek kozé
mar nem csak eldontési problémak, hanem optimalizacids problémak is tartoznak, példaul

a maximalis fiiggetlen halmaz probléma.

4.3. Grafosztalyok felismerése

Neil Robertson és Paul D. Seymour 3. fejezetben emlitett, grafminorokrol sz6l6 hosszu

munkijanak egy részeredménye a kovetkezs tétel is:

4.3.1. Tétel. Eqgy minorképzésre zart grdfosztaly pontosan akkor korldtos favastagsdgi,

ha nem tartalmazza az dsszes sikbarajzolhato grdfot.

Ebbdl, és Hans L. Bodlaender 2. fejezetben téargyalt tételébdl (miszerint barmely
rogzitett k € N esetén létezik olyan linearis ideji algoritmus, amely eldonti, hogy egy
G = (V, F) graf favastagsaga kisebb vagy egyenl6-e, mint k, és ha igen, megadja G egy
legfeljebb k szélességii fa-felbontéasat) kovetkezik, hogy:

4.3.2. Tétel. Minden olyan minorképzésre zdart grafosztdly, amely nem tartalmazza az

osszes stkbarajzolhato grdfot, linedris 1ddben felismerhetd.

4.4. Tutte-polinom

Egy graf Tutte-polinomja egy olyan kétvaltozos polinom, amely a graf éleinek és csticsa-
inak kapcsolodaséarol tarol informéciot. Segitségével fontos kombinatorikai mennyiségeket
lehet kiszamitani, példaul a graf feszitéfainak szamat, a sehol sem nulla folyamok szamat,

vagy a graf kromatikus polinomjat, és ezaltal a kromatikus szdmot is.
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4.4.1. Definicié. A G = (V, E) grdf Tutte-polinomja a kovetkezd:

T(r,y) =Y (z — 1PAP(y — )OIV
ACE

ahol p az dsszefiiggd komponensek szama G-ben, p(A) pedig az dsszefiiggd komponensek

szama a G' = (V, A) grdfban.

A kovetkezd abran egy graf és a hozza tartozd Tutte-polinom lathato.

T(x,y) = x* + 2% + 2%y

Altalanos grafok esetében nem létezik polinomialis ideji algoritmus a Tutte-polinom
kiszamitasara, a korlatos favastagsagu grafok osztalyan beliil azonban igen. Igy ezeknek
a grafoknak a korében polinomidlis idében kiszamithato példaul a kromatikus szam, ami
egyébként NP-teljes feladat.
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