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Bevezetés

Dolgozatom téméaja a Helmholtz-egyenlet, amely az alabbi parcialis differencidlegyenlet:

Af+1f=0,

ahol A a Laplace-operator, f egy fiiggvény, k pedig egy skalar. n-dimenzi6s Descartes-

féle koordinatarendszerben az egyenlet az alabbi alakban frhato fel:

Z——i—kz =0

A Helmholtz-egyenletet sokszor hasznaljak olyan fizikai problémak vizsgalatakor, ahol
parcialis differencidlegyenletek fordulnak elS. Az eredeti egyenleten alkalmazva a valtozok
szétvalasztasdnak modszrét olyan az id6tdl fliggetlen egyenletet kapunk, amelynek alakja
megegyezik a fentiével.

Els6ként egy egydimenzios probléméat fogok vizsgalni, amellyel a hétkéznapi életben
sokszor talalkozunk. A har rezgését az egydimenzids hullamegyenlet irja le, ezen a prob-
lémén alapul sok hangszer, példaul a gitar, a hegedii és a zongora is.

Ezutan megnézem, hogy polarkoordinatakban a Laplace-operator miért az alabbi alak-
ban irhato6 fel:

Ap O L0F 1
or?2 r Or r?2 0¢?

A 3. fejezetben egy 2-dimenzios esettel, egy kor alakt lemez rezgéseivel, az ezeket leird
hullamegyenlettel és az id6t6l fiiggetlen Helmholtz-egyenlettel fogok foglalkozni. Részlet-
sen meg fogom vizsgalni a kérszimmetrikus megoldasokat és megnézem, mennyiben tér el
ettSl az altalanos eset.

Ebben a fejezetben fogom hasznalni a Laplace-operator polarkoordindtas alakjat, hi-

szen ekkor a Helmholtz-egyenlet a kovetkezSképpen fog kinézni:



Pllrg) 1 0fe) | 1 ()

ot Ty o T Tam tAIng)=0

A 4. fejezetben a MATLAB segitségével fogom megkeresni a rezgé dob problémajanak

konkrét megoldasait és ezek koziil néhanyat abrazolni is fogok.



1. fejezet

Egy dimenzidban: A rezgdé hir

u(x, 1)

—

1.1. abra. A rezgé har

A regz$ hir mozgasat hullamegyenlet irja le. Jelolje u(x,t) a hir x-tengelytsl valo
tavolsadgat x helyen és ¢ idépillanatban, a hir hossza pedig legyen [. Tudjuk, hogy a hur
két vége le van rogzitve a vizszintes tengely magassagaban, és meg van adva a t = 0
idgpillanatban a huar helyzete (f(x)) és sebessége (g(x)).

Ekkor tehat a kovetkez6 egyenlet megoldasat keressiik:

O*u(x,t O*u(z,t
u(:[;7 ) — 02 . u('ic? ) (11)
ot? Ox?

minden 0 < x < [ és minden ¢t > 0 esetén, ahol teljesiilnek az alabbi peremfeltételek:

u(0,t) = u(l,t) =0, (1.2)

és az alabbi kezdeti feltételek:
u(r,0) = f(z), (1.3)
2,00 = g(a). (1.4



Elgszor is tegyiik fel, hogy wu(z,t) el6all X (x) - T'(t) alakban, azaz szétvalaszthato

valtozoju. Ekkor % = X(z)-T"(t) és 82;3(;’0 = X"(x) - T(t), tehat az egyenletiink:

X(z)-T't)=c- X"(x) - T(t) .
Ebbd6l az alabbi egyenletet kapjuk:
X"x) 1 T"(1)

X(z) & T@)

(1.5)

(1.5)-ben a bal oldal fiiggetlen t-t6l, a jobb oldal pedig fiiggetlen x-t6l. Ez akkor és

csak akkor lehetséges, ha mindkét oldal ugyanazzal konstanssal egyenls. Jeldljiik ezt a

X// (CE) 1

konstanst o-val. Ekkor Yo — 0= & %—bc’il az alabbi két egyenletet kapjuk:

X"(x) —o- X(x)
T't)—0o--T(t) =

0
0

(1.6) megoldasa X (z) = a - cos(y/—0o - x) + b - sin(y/—0o - ), (1.7) megoldasa pedig
T(t) =a-cos(v/—o-c-t)+ [ -sin(v/—o - ¢ t) alaki, ahol a,b, «, B € C tetszleges. Ezt a

kovetkezd allitasban 1atjuk be.

1.1. Allitas. Az y"(t)+c2-y(t) =0 (c € R) egyenlet megolddsai a - cos(c-t) +b-sin(c-t)
alakiak, ahol a,b € C tetszdleges.

Bizonyitas. Irjuk fel a derivaltakat:

y(t)=a-(—sin(c-t)-¢c)+b-cos(c-t)-c= —ac-sin(ct) + be - cos(ct)
y'(t) = —ac - cos(ct) - ¢+ be - (—sin(ct) - ¢) = —a - ¢* - cos(ct) — b - c* - sin(ct) =

= 2. (a-cos(ct) +b-sin(ct)) = —c? y(t)

Ebbdl megkapjuk, hogy 3" () + ¢* - y(t) = 0, tehat y(¢) valoban megoldas.
]

A megoldast a kovetkezSképpen kaptuk meg:
Masodrendii differencidlegyenleteket visszavezethetiink az els6rendi esetre az x; := y,

1y := y helyettesitéssel. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk: x) = zy és o = —c? - x.



Ekkor az x”(t) = A - x(t) els6rendi linearis differencialegyenletet kapjuk, ahol A =

0 1
—2 0 )
Ennek a megoldasa: x(t) = e’ - r, ahol r € R? tetszdleges.

et a Hermite-féle interpolacios polinom segitségével szamoljuk ki.

-2 1

—c =)

‘:/\2+c2, ebbdl Ay =c-1, A\g = —c- 1.

Mivel a minimalpolinom foka 2, az interpolacios polinom p,(z) = a; - z + b, alaku lesz.
Ebbél kapjuk majd meg e!-t, ugyanis p;(A) = e

Tudjuk: p(ci) = et = a; - ci + by és py(—ci) = e " = a; - (—ci) + by.

Ebbél

ct —ci-t

et —aqpci=e " 4 a i
et —e M =2 q, - ci

ec-it _ e—c-it

———— = ay, azaz

c-21

o sin(ct) = ay .

b, ebbdl kifejezhets:

€c~it _ e—c~it . 2€c~it _ ec-it + e—c-it ec-it + e—c-it
by =" — ———— ci= = = cos(ct)
2-a 2 2

pe tehat: py(z) = w - 2+ cos(ct). Mivel et = p(A) = a; - A+ b; - I,

in(ct 0 1 10
et = sin(t) | + cos(ct) -
¢ -2 0 01

< 0 w ) N ( cos(ct) 0 ) _ ( cos(ct) w )
—c-sin(ct) 0 0 cos(ct) —c-sin(ct) cos(ct)

sin(ct) .
x(t) = et - r (r € R?), tehat z(t) = ( cos(ct) ¢ ) : ( ! ) :

—c-sin(ct) cos(ct) Ty

. , . o p o sin(ct) 1 _
Nekiink y(t) kell, és mivel y = =z, ezért y(t) = ( cos(ct) == ) - =
T2
ry - cos(ct) + 1y - L - sin(ct).



Mivel ry, o tetsz6leges, a megoldas a kovetkezé alakban irhato fel:

y(t) = a - cos(ct) + b-sin(ct) , ahol a,b € C tetszdleges.

Ezzel pont az allitasban szerepld megoldéast kaptuk.

A rezg6 hur problémajanal kapott egyenletek megoldasa tehat: X (z) = a - cos(y/—o -
)+ b-sin(y/—o-xz) és T(t) = ap - cos(v/—o - c-t) + [y - sin(v/—o - ¢ - ).

A kovetkezd 1épésben azt nézziik meg, mikor teljesiilnek a peremfeltételek.

X(0)=0<a-cos(0)+b-sin(0) =0<a-1+40=0<a=0< X(z) =b-sin(v/—0 - x),

Y — k

Azaz:

u(z, t) = X(2)T(t) = bsin(k% ) (ao cos(HT

l 1) + 50sin(CkT7T : t)) =

= sin(k—w

ckm . ckT
l - x) (a COS(T )+ ﬁsm(T : t)) .

Mivel b, o, B € C tetsz6leges, ezért «, f € C is az.

(1.1) linearitasa miatt a sin(%" - z) (a - cos(%Z - ) 4 3 - sin(%T - ¢)) alakd megoldasok

barmely linearis kombinaci¢ja is megoldas, tehat:

u(z,t) = isin(k% x) (ak cos(d{lm t) + B - sin(CkTﬂ t)) .
k=1

Most vizsgaljuk meg a kezdeti feltételeket. (1.3) szerint:

[e.9]

f(z) = u(z,0) = Zak : sin(kT7T - x) . (1.8)

k=1
Mivel 2%(z,t) = Y02 sin(5 - z) (—ay, - sin(LT - 1) - ET 4 By - cos(ST - t) - AT | ezért
(1.4) szerint:

g(x) = Zﬁk Ck—ﬂ sin kzrx) (1.9)

Tudjuk, hogy minden kell6en sima h(x) fiiggvény a [0, ] intervallumon Fourier-sorba

fejthet6 a kovetkezé modon:

10



k
h(z) = Zbk : sin(—w - z)
ahol a by egyiitthatokat az alabbi formula adja meg:

2 [ k
by = 7 / h(x) Sin(T7T ~z)dz .
0

Ez alapjan (1.8)-ban és (1.9)-ben az oy és B egyiitthatok a kovetkezéképpen alakul-

nak:

2 [ k
Ozk:—~/ f(x)sin(—ﬂ-

1 l

9 !

ckm kr

By - - =7 /0 g(x) sin(T - x)dz.

Ezzel tehat megkaptuk az egydimenzios hullamegyenlet (1.1) megoldésat:

11



2. fejezet

A Laplace operator

polarkoordinatakban

A kor alakal dob rezgésének vizsgalatahoz sziikségiink lesz a Laplace-operator polarkoor-

dinatakban felirt alakjara.

2.1. Elsé6 bizonyitas

2.1. Definici6. A  Laplace-operdtor  kétvdltozds  fiigguény  esetén  Descartes-féle
koordindta-rendszerben: 52 52
Af = —J; + —j; .
ox dy

2.2. Allitas. A Laplace-operdtor alakja poldrkoordindtdkban:

Cf 1 af 1 f
M=ty T o

Bizonyitas. Helyettesitsiink polarkoordinatakkal: x :=r - cos, y :=r - sin .
Ekkor f(x,y) = f (r-cosp,r -sinyp).

Az els6 paricalis derivaltak kiszamitdsahoz a kovetkezdket fogjuk felhasznélni:

0 0 1 1
a—lza(\/xz—i—yQ) =§~(x2+y2) 2 ‘2$:§:COS%

OO () =k ) E ey

dy Oy

y oo
= = sin ¢,
r

N | —

12



= =tany = gpzarctan%,

B y oy resing  sing

o2 g2 r2 r2 r’
dp 0 ( ; <y>> 1 1 22 1 x  r-cosp cosyp
oy Oy x 14+ (3)2 x 12 oz r? r2 r

Az els6 paricalis derivaltak ezek alapjan:

of _of or of op _ o, 0f sing Of .
dr Or Oxr Op Ox 7 o r 0o
oF _0f o of g 0f wsp of
oy Or Oy O Oy 7 or r Op
g_af(x7y)_g% ﬁ.@—cos .g—FSiH g
or  Oor  Ox Or Oy Or L 7 oy’
of Of(w,y) Of Ox Of oy Of O af o .
dp  Op  Or 6(,0+ oy Op Ox Oy (- cosp) + dy Op (r-sin)
= —r-singp - —=— +1-Cos g
N L 7 oy

A mésodik parcialis derivaltakat G és H fliggvények segitségével szamoljuk ki:

82 or O F or r o Oy
o’f OH | OH cosgohﬁH

o or UMY or T o



Af o0 f N 0 f o 0G + sin OH N 1 oH . 0G
= —_— — = - —_ [ — . —— — SIn - _ .
ox?  0y? Y oy P T\ Op Sy dp

G és H fiiggvények parcidlis derivaltjai:

oG 0 af singp OJf 0 af 0 (sinp Jf
= cosp-————.-— ) =—|cosp-— | — — - — | = cos p-
or or Op

or  or or r Oy or r
o0 f —sing 9f —sinp O*f O?f sinp O0*f sing Of
. — P _|_ . = COS gp . — . + =,
or? r? Op r dpOr or? r  0pdr r2 Oy

oG 0 of sing 8_f _2 cos g _2 singo_ﬁ
N or r o Op) Oy v or Op r Oy

B , of 0 f cosp Of sing O0*f
(‘Sln*p'ar“(’s"”'araw)_( r O g

8_H — 2 (SlHSOg_{‘f’ COSSO g) = ﬁ <Sln908_f) _|_ 6 (COSSO .g) :Sln@

or  Or r o Oy or or or r o Op
'82]“ —cosp Of cosp O*f “in _ﬁ_cosgo.ﬁ_f cosp O*f
or? 72 ) r o Opdr) Y o 2 dy r Opor’

dp Oy ? o r 0p) Oy Y o Op r o Op

_ of . o*f —sing Of cosp O
‘(COWWHIW'araw%( T TR %)

:cosgp-%—l—sin(p-———-—
or ordy r O0p

14



Ezek alapjan mar megadhatd Af:

Af = f—l—i a—G—i—s'n 8_H+1 cos 8—H—sm oG
0x? 82_(:08%0 or SR L e Op v Do

2 s 2 _-
_ COSQ(p_E)f_COSgO sing o f +Cosg0 smgp‘a_f
or? r 0por 72 Oy

N f sinp-cosp Of sing-cosp 0*f
sin’ g - or? r? Op r OpOor

1 of Pf  cosp-sing Of costp O*f
+—- cosgp —= 4 cosp-siny - e+ Y
r or ar&p

r Op r 0p?
+1 _in o0 f + sin? of sm<pcos<p'ﬁ+sm @ 82f
S Rk P r op v g2
?f 1 Of cos?psin®e O0%f
_ 2 .2 O] 1 2 w2y OF )
= (cos” psin® p) B2 + . ((COS psin’ @) B + . 8902)

2f 1 af 1 0°f

T2y or 2 02

Ezzel pont az allitasban szerepld képletet kaptuk. [

15



2.2. Masodik bizonyitas

2.3. Allitas. A Laplace-operdtor alakja poldrkoordindtdkban:

_Pf 1 of 1 3

S oo 72 g

A )
/ r Or

Bizonyitas. A bizonyitas alapotlete az, hogy

Af = div(grad(f)) , ahol

div(F(z,y)) = % + %—ZQ és

grad(f(e,y) = (% % ).
Hasznéljuk a divergencia és a gradiens polarkoordinatas alakjat:

: 1 0 1 0
dw(F):;-E(T'Fﬂ-F;'%(Fz);

Ekkor:

0 0 1 0 0
ditorad )= 5 (r 5 )+ (755 =

'(87’ of an)+1 f

S |-

or or or? r2  0p?

S| =

of % f 1 0%

1
S T AT
r

N or  0r2  r2 9¢?

Ez pedig pont az allitasban szerepld képlet. [
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3. fejezet
Két dimenziéban: A rezgé dob

Tekintsiink egy olyan kor alakti membrant, amely nyugalmi helyzetben egy origd kdzép-
ponti, a sugarti korlappal irhato le, és a hatérain le van lerdgzitve. Jelolje u(z,y,t) az
(x,y) pontnak az xy siktol valo tavolsagat ¢t idGpillanatban. Ekkor a membran (a dobbér)

rezgéseit a kétdimenzios hullamegyenlet irja le:

M _ CQ . (82u(x,y,t) 4 62u(x,y,t)) ’ (3]_)

ot? 0x? 0y?

ahol t > 0 és 22 +y* < a, valamint teljesiil a peremfeltétel: u(z,y,t) = 0 ha 22 +y* = a.

Mivel kor alakti membrant vizsgalunk, érdemes polarkoordinatakat hasznalni. Legyen
tehdt z =7 -cosp és y =r - sine.

Az egyenlet jobb oldalan ¢? - Au van, az el6z6 fejezetben pedig méar lattuk, hogy
a Laplace-operator hogy irhatd at polarkoordinatakba. A koévetkezd egyenletet kapjuk
tehat:

Pu(r,p,t) 5 (1 Ju(r,p,t) N u(r, p,t) L1 u(r, p,t)
_— L = — . —_— 7

ot? r or or? 72 Dp? ’
minden 0 < r < a, minden 0 < ¢ < 27 és minden 0 < ¢ esetén, az alabbi peremfelté-

telekkel:

(3.2)

u(a, p,t) =0 ha 0 <¢p <2rm (3.3)
u(r,0,t) = u(r, 2w, t) ha0<r<aés0<t (3.4)
Opu(r,0,t) = Oyu(r,2m,t)  ha0<r<aés0<t (3.5)

17



és az alabbi kezdeti feltételekkel:

u(r,p,0) = f(r,¢) ha0<r<aés0<¢p<2rm (3.6)
ou(r, v, 0) = g(r, ¢) ha0<r<aés0<¢p<2r (3.7)

Itt f(r,p) jeloli a kezdeti alakot és g(r, @) jeloli a kezdeti sebességet.

Két kiilonb6z6 esetet fogok a késGbbiekben vizsgalni. ElsGként azt specialis esetet
nézem meg részletesen, amikor u(r, p,t) korszimmetrikus, ekkor u fiiggetlen lesz @-t6l.
Ezutan megnézem, hogyan valtoznak a megoldésok, ha u-r6l nem teszem fel, hogy kor-

szimmetrikus. Mindkét esetben egységsugart membrannal fogok dolgozni.

18



3.1. A korszimmetrikus eset

Nézziik meg tehat, hogyan lehetnek az egységsugari membran rezgései korszimmetriku-

sak. Ekkor u fiiggetlen ¢-t6l, tehét a (3.2) egyenlet leegyszertisodik a kovetkezGképpen:

Pu(r,t) o (1 Ou(r,t)  O*u(rt)
oz ¢ (F Tor T o ) (3:8)
A perem- és kezdeti feltételek pedig az alabbiak lesznek:
u(1,t) =0 (3.9)
u(r,0) = f(r) ha0<r<1 (3.10)
Oyu(r,0) = g(r) ha0<r<1 (3.11)

Alkalmazzuk a valtozok szétvalasztéasanak modszerét, azaz tegyiik fel, hogy u(r,t)

eléall R(r) - T'(t) alakban. Ekkor a parcialis dervaltak a kovetkezéképpen irhatok fel:

Owu(r,t) = Oy(R(r) - T(t)) = R(r) - T'(t)
Ou(r,t) = R(r) - T"(t)
Oru(r,t) = 0.(R(r) - T(t)) = R'(r) - T(t)
O*u(r,t) = R"(r) - T(t)

Ekkor az egyenlet az alabbi formaba frhato:

R(r)-T"(t) = c*- (R”(T) -T(t) + % -R'(r) -T(t)) (3.12)

Osszuk az egyenlet mindkét oldalat ¢® - R(r) - T'(¢)-vel. Ekkor:

i_T”(t): 1 . e 1 'y
=70 = (R0 R)

A kapott egyenlet bal oldala csak t-t6l, jobb oldala csak r-t6l fiigg, ami csak akkor
lehetséges, ha mindkét oldal egy k konstanssal egyenls. Ebbél az aldbbi két egyenletet
kapjuk:

(3.13)

. R”(r)+%-R’(r)) (3.14)



A (3.13) egyenletet atirhatjuk T7”(t) = kc* - T(t) alakba. Ennek a megoldésai k& > 0
esetén exponencidlisan nének vagy csokkennek, £ = 0 esetén linearisak, £k < 0 esetén
periodikusak. Fizikailag elvarhato, hogy a rezg6 dob probléméjara adott megoldas idében
periodikus legyen, ezért csak a harmadik esetet fogjuk nézni, amikor k = —\? alakt. Ekkor
az egyenlet T”(t) + A\?c® - T(t) = 0 alaki, aminek pedig az (1.1) tétel alapjan ismerjiik a
megoldésait:

T(t) =a-cos(Ac-t)+b-sin(Ac-t) (3.15)

A (3.14) egyenletet rendezziik a kivetkezSképpen k = —\? felhasznaldsaval:

Rb) - (R”(T) s R’(r)) T

R"(r) + % -R'(r) = =)\*- R(r)

1+ 1m0 =0

r-R'(r)+ R(r)+Xr-R(r)=0

Keressiik ennek az egyenletnek a megoldésat hatvanysor alakban, azaz tegyiik fel, hogy

R(r) = Z ™
m=0
ahol a ¢,,-ekre szeretnénk egy rekurziot megadni. Ekkor a derivaltak a kovtkezéképpen
néznek Kki:
R'(r) = Z Cnmr™ = + Z Cnya(n + 2)r™t! m=n-+1 helyettesitéssel
m=1 n=0

R'(r) = Z cmm(m — 1)r™ 2 = Z Cogo(n+2)(n+1)r"  m=n+2 helyettesitéssel
m=2 n=0

Ebb6l az egyenlet az alabbi modon irhato fel:

rR"(r) + R'(r) + N*rR(r) = Z Coso(m+2)(n+ 1)r"t ey + Z Cnyo(n 4+ 2)r" T + A2 Z cpr™ !
n=0 n=0 n=0

=+ ) (042 coga+ Ne) -7 =0

n=0
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Valasszuk c;-et 0-nak. Ekkor:

(n+2)%chi2 +Nc, =0 Vn , azaz

—)\2
Cnt2 = (

—n+2)2 *Cp

Valasszuk co-t 1-nek. Ekkor c,-ek a kovetkezGképpen alakulnak:

Cop = 1
C1 = 0
—)\2
Cy = 7
C3 = 0
_)\2 )\4
“=pE T e
_1>k . \2k
ok = TNz gk
(kD)2 -4
Coky1 =0
A megoldas tehat:
R =Y e =3 A e
m=0 m=0 (m|)2 -4m 7

ami pontosan a Jy(Ar) elséfaji Bessel-fiiggyvénnyel egyenld.
A (3.9) peremfeltétel szerint u(1,¢) = 0, ami akkor teljesiil, ha R(1) = 0. Ez a kévet-
kez6t jelenti:
R(1) = Jo(A) =0,

teh&t A lehetséges értékei pontosan a Bessel-fiiggvény gyokei lesznek. Ha egység helyett
a sugart néznénk, akkor a gyokok %—SZOYOS& lenne jo.

A Jy Bessel-fiiggvénynek végtelen sok pozitiv gydke van, jelolje az n-edik gyokot a Agy,
ekkor 0 < Agp < A2 < ...

A (3.14) egyenlet peremfeltételnek eleget tévs megoldasai tehat:

R(r) = Jo(Monr) n=12... (3.16)
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A (3.8) egyenletnek megoldasai tehat:

u(r,t) = R(r) - T(t) = a- cos(Aopc - t) + b - sin(Agpe - t) - Jo(AonT)

ahol Ao, a Jy Bessel-fiiggvény n-edik pozitiv gyokét jeloli.
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3.2. Altalanos eset

Ha u(r, ¢, t)-r6l nem tessziik fel, hogy kérszimmetrikus, a (3.2) egyenlettel és a (3.3) -
(3.7) perem- és kezdeti feltételekkel dolgozunk, annyi valtozassal, hogy most egységnyi a
sugér.

Keressiik a megoldast u(r,p,t) = R(r) - ®(¢) - T(¢t) alakban. Ekkor a derivaltak a

kovetkez6k:

(p) - T'(t)
Qiu r,p,t) = R(r) - ®"(p) - T(t)
A (3.2) egyenlet pedig a kiovetkez6képpen fog kinézni:
" 2 1 / 1 1 "
RO T'(0) = (1 R 00)  T(0) + R'(0) - 9(6) - T() + 75 Rlr) - () - T(0)

Osszuk az egyenlet mindkeét oldalat ¢ - R(r) - () - T'(¢)-vel:

¢ T(t) 7 R(r)  R(r) 2 dp)
A (3.17) egyenlet bal oldala csak t-t6l fiigg, a jobb oldala azonban fiiggetlen ¢-t6l. Ez

L T7(t) 1 R(r) R'(r) 1 @) (3.17)

csak akkor lehetséges, ha az egyenlet mindkét oldala egy [ konstanssal egyenld. Ebbdl az
alabbi két egyenletet kapjuk:

1 1)

[ = 2 T (3.18)
1 R(r)  R'(r) 1 2"(p)

I= r R(r) + R(r) r2 ®(p) (3.19)

Nééziik elszor a (3.18) egyenletet:

T"(t)=1-c*-T(t)
T"(t) —1*-T(t) =0

23



Mar korabban lattuk, hogy a fenti egyenletnek csak azok a megoldasai jok, ahol [ < 0.

Legyen tehat [ = —\2. Ekkor az egyenlet T”(t) + A2c? - T(t) = 0 alaku, ennek pedig (1.1)
allitas szerint tudjuk a megoldéasait:

T(t)=A-cos(Ac-t)+ B -sin(Ac- t) (3.20)

Most nézziik (3.19)-at és hasznaljuk fel, hogy [ = —\%:

e 1RO RG) 1 ()

r  R(r) R(r) 12 . O ()
22 — R'(r) 2 R'(r)  2"(p)

R TR T e
_(IJI/(@ . R'(r) 2 w 2 2
() Ry T R

A fenti egyenlet bal oldala csak ¢-t6l, jobb oldala csak r-t6l fiigg, ez pedig csak akkor
lehet, ha mindkét oldal egy k konstanssal egyenld:

Py
=500 (3.21)
k= TR O A (3.22)

(3.21)-at nézziik elgszor:

D"(p) = —k - O(p)
"(p) + k- O(p) =0

Ennek az egyenletnek csak azok a megoldasai periodikusak, ahol k£ > 0, nekiink pedig

csak a periodikus megoldasok jok csak. Legyen ezért k = m?. Ekkor (1.1) allitas alapjan
a megoldasai:

O(p) =C - cos(m- @)+ D -sin(m - p) (3.23)

Most nézziik (3.22)-et és hasznaljuk fel, hoogy k = m?*:
R (r) , R'(r) 2,2 2
. . A p—
r R(r) +r R(r) + AT m
Ri(r) 5, R'(r)

"R TTURE)




A kovetkezd egyenletet kapjuk tehat:
- R'(r)+r-R(r)+ (\r* —m?)R(r) =0 (3.24)

Ennek a korszimmetrikus esethez hasonloéan egy Bessel-fiiggvény lesz a megoldasa:
R(r) = Jn(Ar).
A peremfeltételek miatt:
R(1)=Jn,(A-1)=0,

teh&t A lehetséges értékei éppen a J,, Bessel-fiiggvény gyokei lesznek. Jeloljiik ezeket
Amn-nel, han =1,2, ...

A (3.24) egyenlet megoldésai tehat:
R(r) = Jpm(Amnt) m=0,1,2,...,n=1,2,... (3.25)
Azt kaptuk tehat, hogy a (3.2) egyenlet megoldasai (3.20), (3.23) és (3.25) alapjan:

u(r,p,t) = R(r)-®(p)-T(t) = (A-cos(Amnct)+B-sin(Apnct))-(C-cos(mp)+D-sin(mey) ) Jom (Amnt)

aholm =0,1,2,...,n =1,2,... és A\, a J,, Bessel-fliggvény n-edik pozitiv gyokét

jeloli.
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4. fejezet

Numerikus vizsgalat

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a rezgdé dob probléméajanak megoldasaban szerepelnek a

Bessel-fiiggvények. Az alabbi abran a korszimmetrikus esetben kapott J, Bessel-fiiggvény

lathato:

05
0

/\/\/\AAAA A
\/\/\/U\/\/ 7

4.1. abra. A Jy Bessel-fiiggvény

Az &bran is latszik, hogy Jy gyokeinél a fiiggvény elGjelet valt, ezért érdemes megnézni,

hogy hol vann

ak ezek az elGjelvaltasok. A MATLAB segitségével ezeket az alabbi modon

1 tizedesjegy pontossaggal tudjuk megbecsiilni a [0, 15] intervallumon:

x=0:0.1:15;
y=besselj(0,
y(y>0)=1;

x);
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y (y<0)=0;
find (diff(y)~=0)*0.1

ans =

2.5000 5.6000 8.7000 11.8000 15.0000

A gyokoket tehat a kapott értékek kozelében kell keresniink. Ezt a kovetkezéképpen
tehetjiik meg:

f=0(x) (besselj(0,x));
format long
lambda=zeros(1,5);
lambda(1)=fzero(f,2.5);
lambda(2)=fzero(f,5.6);
lambda (3)=fzero(f,8.7);
lambda(4)=fzero(f,11.8);
lambda (5)=fzero(f,15)

lambda =

2.404825557695773  5.520078110286311  8.653727912911013

11.7915634439014281 14.930917708487787

A 2. sorban szereplé format long parancs miatt a kapott eredmény 15 tizedesjegy

pontossaggal kozeliti meg Jy gyokeit.

27



trikus eset meg-

orszimme

Ha a a Jy Bessel-fiiggvény valamelyik gyokét jeloli, akkor a k

i

20

2

oldasait egy fix ¢ idGpillanatban a kivetkez6képpen lehet abrazoln

1
@(x) (besselj(0,x))

length(r)

0.01:

=0

r
f

3

b

n:

1) ;

linspace(0,2xpi

i=

ph
z
y
X

f(a*xr)’*ones(1,n);

3

axr’*sin(phi)

b

axr’*cos(phi)

surf(x,y,z)

P

Az els6 5 gyok esetében az alabbi dbrakat kapjuk

i
iy

1
4

5
. ..¢--__—_

i

-——-—

iy

2z

fix idépillanatban Ag; és Ag2 esetén

és egy

2

trikus rezg

. 4bra. A korszimme

4.2

rile

2z

fix idépillanatban A3 és A\gs esetén

,

és egy

trikus rezg

orszimme

bra. A k

!

4.3

28



4.4. dbra. A korszimmetrikus rezgés egy fix idépillanatban g5 esetén

Az Aaltaldanosabb esetben a J,, Bessel-fliggvényt kaptuk a megoldas részeként, ahol
m=0,1,2,.... Az alabbi 4bran az m = 0,1, 2, 3,4 eset lathato:

\
B

as | | | | |
b 5 10 15 20 P

4.5. abra. A J,, Bessel-fliggvények m = 0,1, 2, 3,4 esetén

Vizsgéaljuk most a J; Bessel-fiiggvényt. A gyokoket a Jy-nal latott modszerhez hason-
l6an fogjuk megkeresni, azzal a kiilonbséggel, hogy mivel J;(0) = 0, az elGjelvaltasoknal

0.1-t6l fogjuk inditani a keresést:

x=0.1:0.1:15;
y=besselj(1,x);
y(y>0)=1;
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y (y<0)=0;
find (diff(y)~=0)*0.1

ans =

3.8000 7.0000 10.1000 13.3000
Keressiik a gyokoket ezek az értékek kozelében:

£=0(x) (besselj(1,x));
format long
lambda=zeros(1,4);
lambda(1)=fzero(f,3.8);
lambda (2)=fzero(f,7);
lambda(3)=fzero(f,10.1);
lambda (4)=fzero(f,13.3)

lambda =

3.831705970207512  7.015586669815619 10.173468135062720 13.323691936314223

Ha a a J; Bessel-fiiggvény valamelyik gyokét jeloli, akkor a megoldast egy fix ¢ id6pil-

lanatban a kdvetkezSképpen lehet dbrazolni:

r=0:0.01:1;

f=0(x) (besselj(1,x));
n=length(r);
phi=linspace(0,2%pi,n) ;
z =f(a*r)’*cos(phi);

y = a*xr’*xsin(phi);

x = axr’*cos(phi);

surf (x,y,2)
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Az els6 4 gyok esetében az alabbi dbrakat kapjuk:
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abra. A kor alaku dob rezgése egy fix idépillanatban A;; és A12 esetén
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4.7. dbra. A korszimmetrikus rezgés egy fix idépillanatban A;3 és A14 esetén
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Fuggelék

Bessel-fiiggvények

A Bessel-fliggvények definicio szerint az alabbi, Gn. Bessel differencidlegyenlet megoldasai:

Mivel ez egy mésodrendii differencidlegyenlet, két linearisan fiiggetlen megoldasa kell,
hogy legyen. Ha m egész, akkor a két fliggetlen megoldast J,,-mel és Y,,-mel szokas je-
16Ini, ahol J,,-et els6faji, Y,,-et masodfaju Bessel-fliiggvénynek hivjuk. J,, az a megoldas,
amelyik a 0-ban véges, mig Y,,-nek O-ban szingularitasa van.

Mivel nekiink a feladatban csak olyan fiiggvények voltak jok, amelyek 0-ban végesek,
a megoldasokban csak J,,, szerepel.

Ha a Bessel differencidlegyenlet megoldésait hatvanysor alakban keressiik a Frobenius-

modszerrel|2], azaz

(o]
y=x*- E anx" |
n=0

akkor latni fogjuk, hogy o = m és a,-re a kovetkezd rekurziot kapjuk:

Ebbél kapjuk meg J,,, Taylor-sorat:

és ezt a Taylor-sor alakot hasznaltuk a rezgé dob problémajanak megoldésihoz.
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A feladat szempontjabol létfontossagia tovabba, hogy J,, aszimptotikusan az aladbbi

fliggvénnyel egyenls:
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