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Barnkopf Pal

1. Bevezetés

Az ember matematikaval foglalkozva hamar talalkozik a determinéns fogalméval, de ke-
vesebb figyelem jut a permanensre. Pedig ez minden hallgaté dlma: nem kell a kifejtés
soran a (—1)"-es szorzoval foglalkozni. Ennél természetesen tébbet is tud a permanens,
szamtalan kombinatorikai alakalmazasa van és a matematika mas teriileteivel foglalkozva
is sokszor jo szolgalatot tehet.

A szakdolgozatban elsg felében elGszor nemnegativ egész elemi (sokszor (0,1)) métri-
xokra latunk be egyenlStlenségeket, kés6bb a matrixok egy specialis osztalyara, a teljesen
felbonthatatlan matrixokra tériink at, a fogalmak és alapvetd Gsszefiiggések végiggondo-
lasa utan ezekre a méatrixokra is kiiloénféle fels6 és alsd becsléseket bizonyitunk. Fzek a
tételek sokszor kombinatorikai allitdsokkal allithatok péarba, erre is latunk majd példat,
de ahol nem taldlunk kombinatorikai analogont, ott is szép és érdekes algebrai ismere-
tekkel gazdagodhatunk.

Amikor az ember elGszor talalkozik a permanenssel, a nagy hasonlésig hataséra oha-
tatlanul is igyekszik valami kapcsolatot talalni a determinanssal. A szakdolgozat méaso-
dik felében egy altalanosabb fogalommal, a ¢-permanensekkel foglalkozunk, ami valéban
Osszekoti a determinanst és a permanenst. Ahhoz, hogy a ¢g-permanensekkel érdemileg
tudjuk foglalkozni, méar egy komolyabb eszkoztarra lesz sziikségiink, ennek kiépitése utéan

a g-permanensekre is belatunk egy-két alapvetd egyenlGtlenséget.
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2. Also6 becslések

2.1. Altalanos eredmények

1. Definici6. Legyen A = (a;;) egy m X n-es matrix, ahol m < n. Ebben az esetben A

permanensén (Per(A)), az alabbi Gsszeget értjiik:

Per(A) = Zala(l)GQU(Z) * Qmo(m)

g

ahol az Osszegzés az Osszes o : {1,...,m} — {1,...,n} injektiv fiiggvényre megy.

2. Definicié. Legyen A = (a;;) egy n X n-es métrix, S, az n-edfokt szimmetrikus

csoport, ekkor A permanense a kévetkez§ Gsszeg:

per(A) = Z A16(1)020(2) * * * Ano(n)-

O'Es'n.
1. Jel6lés. Legyen I',, azon w-k halmaza, melyekre w = (wy,...,w,),1 < w; < n,i =
1,...,r. Legyen G, , a I, ,-beli monoton névé sorozatok halmaza, @), , pedig a I'; ,-beli

szigorian monoton nové sorozatok halmaza, azaz

Gr,n:{(wlw"awr) EF7’,n|1 Swl S Swr <’I’L}

Q’r’,n:{(wlv"*7w7") Err,n“- Swl < s < Wy Sn}

2. Jelolés. Legyen A = (ai;) € Mpn, ¢s @ € Guppm, B € Gi,. Ekkor Ala|f] jelolje
azt a h X k-as matrixot, amelynek (7, j)-edik eleme aq,,. Ha @ € Qpm és B € Qpn,
akkor A[a|f] részméatrixa A-nak. Tovabba, ha o € Qp és 5 € Qp.n, akkor A(a|f) azt a
(m—h) X (n—k)-as részméatrixat jeloli A-nak, amely kiegészitGje Ala|5]-nak, azaz amely

A-bol az a-nak megfelels sorok és a -nak megfelel6 oszlopok elhagyéasaval keletkezik.

2.1.1. Tétel. (Laplace kifejtési tétele)
(1) Ha A egy m x n-es mdtriz, 2 <m <n, és a € Q,m, akkor

Per(A) = Z Per(Ala|w]) Per(A(a|w)).

weQ'r,m

(2) Valamint minden i-re, ahol 1 <1 <m, Per(A) = > ay Per(A(i|t)).
=1
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2.1.2. Tétel. (Frobenius-Kinig I): Legyen A egy n X n-es nemnegativ mdtriz. Ekkor
per(A) = 0 akkor és csak akkor, ha A tartalmaz egy s x (n — s+ 1) méretd csupa nulla

részmdtrizot valamely s € {1,...,n} esetén.

Bizonyitas. A sziikségességet n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Legyen per(A) =
0. n = l-re A = [0]. Tegyiik fel, hogy a feltétel sziikséges, minden kisebb, mint n x
n méretli nemnegativ matrixra. Nézziik meg, hogy ebbdl kiévetkezik-e n x n-esre: Ha
A minden eleme nulla, akkor nyilvan lesz megfelel6 méretd nulla részmatrix. Tegyiik
fel, hogy apr > 0. Ekkor 0 = per(A) = i ap; per(A(hly)) és mivel az ap; per(A(hly))
szorzatok mindegyike nem negativ és ayy ][:;Zitiv, igy per(A(h|k)) = 0 kell, hogy legyen.
Az indukcios feltétel miatt taldlhato egy s; x ¢, méretd csupa nulla részméatrixa A(h|k)-
nak, amelyre s; + ¢t; = (n — 1) + 1. Permutéaljuk meg A sorait és oszlopait ugy, hogy a

nulla részmartix a jobb fols6 sarokban jelenjen meg.

n—t1 tl

X 0
B=PAQ= "

n— 8 Y Z
(A sorok és oszlopok permutatlasa csak kényelmi szepmontokat szolgal, nem lényegi része
a bizonyitasnak.) Nyilvan, sem n — s;, sem n — t; nem lehet nulla, hiszen s;,t; pozitiv
szamok és Osszegiikk n. Mivel n — sy =t ésn —t; = sy, igy X és Y sy ill. £; méreti
négyzetes matrixok. Igy 0 = per(A) = per(X)per(Y), ebbsl kovetkezik, hogy per(X)
vagy per(Y) 0 kell, hogy legyen. Az &ltalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
per(X) = 0. Ekkor az indukcids feltétel miatt X tartalmaz egy u x v méretd csupa nulla
részmatrixot, ahol u+ v = s; 4 1. Feltehetd, hogy X|aq,. .., |61, ..., By] = 0, &m ekkor
Blog,...,aq|p1,....8,) = 0. Igy a C = X[ay,...,au|B1, ..., B, 51 + 1,81 +2,...,n]
csupa nulla részmétrix B-ben. Ennek u sora és (v+n — s;) oszlopa van, u+v+n—s; =

s1+ 14+ n—s; =n+ 1. Tehat a sziikségességet belattuk. [
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Az elégségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy A tartalmaz egy s x ¢t méretii csupa
nulla részmatrixot, ahol s+t = n+ 1. Permutaljuk A sorait és oszlopait a kévetkezskép-

pen:

B=PAQ= "

A Laplace kifejtési tétel szerint

per(A) = per(B) = Z per(Bl[l,...,s|w]|) per(B(1,...,s|w)).

weQSﬂL
De B[1,..., s|w] egy s x s méretii részmatrixa B[1,...,s|1,..., n]-nek, viszont ez utobbi,
csak n—t =s+t—1—t=s— 1 nem nulla oszlopot tartalmaz, igy minden B[, ..., s|w]
részméatrix tartalmaz nulla oszlopot, ezért per(BI[1,..., slw]) = 0, Yw € Qs,,—re. Ebbdl

kovetkezik, hogy per(A) = 0, az allitast ezzel belattuk. W

2.1.3. Tétel. (Frobenius-Kinig I1.): Legyen A egy mxn-es nemnegativ mdtriz, m < n.

Ekkor Per(A) = 0 akkor és csak akkor, ha a tartalmaz egy s x (n — s + 1) méretd

()

ahol C' egy (n —m) x n méretd matrix, amelynek minden eleme egy. Ekkor a Frobenius-

nullmatrizot.

Bizonyitas. Legyen

Konig 1. tétel szerint per(B) = 0 akkor és csak akkor, ha B (és ezzel A) tartalmaz egy
s X (n — s + 1) méreti csupa nulla részmatrixot, és per(B) = (n —m)! Per(A) akkor és
csak akkor 0, ha Per(A) =0. W

2.1.4. Megjegyzés. A fenti két Frobenius-Konig tétel valoban a grafelméletbdl mar is-
mert tételek: Legyen G péaros graf, A a G graf paros adjacencia matrixa, (azaz a;; = 1,
ha az els6 pontosztaly 7. és a masodik pontosztaly j. pontja kozott megy él, és 0 kii-
l16nben), ekkor per(A), ill. Per(A) a teljes parositasok, ill. a kisebb pontosztalyt fedd
parositasok szamat adja meg. Ez pontosan akkor nulla, ha nem teljesiil a Hall-feltétel,
azaz van s pont ugy az egyik pontosztalyban, hogy kevesebb, mint s elemi a szomszéd-
sdguk, ekkor legaldbb n — s + 1 pont nincs benne a szomszédsagukban, igy A-ban van

egy s X (n — s+ 1)-es 0 részmatrix.
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2.1.5. Tétel. ([5], [7]) Ha A egy mxn-es (0,1) mdtriz, m < n, és ha A sorosszegei
nagyobb egyenlék, mint m, akkor Per(A) > 0.

Bizonyitas. Ha minden sordsszeg nagyobb egyenlé m, akkor minden sorban van leg-
alabb m db 1-es, igy legfeljebb n — m db 0 van minden sorban. Ezért, ha A tartal-
maz egy s X t méretd nullméatrixot, akkor t < n — m és mivel m sor van s < m.
s+t <m+ (n—m)=n, tehat a Frobenius-Konig II. tétel miatt Per(A) nem tiinhet el.
|

2.1.6. Tétel. (/5], [6]) Legyen A egy mxn-es (0,1) mdtriz, m < n, és A minden sordban
legyen legaldbb t db 1-es. Amennyiben t > m, akkor Per(A) > (tf—;n),
Hat <m és Per(A) > 0, akkor Per(A) > tl.

Bizonyitas. Az allitast m szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az el6z6 tétel alapjan
feltehetjiik, hogy Per(A) > 0, mert, ha ¢t < m, akkor feltétel, ha pedig ¢t > m, akkor
minden sorban legalabb m db 1-es van.

m = l-re: Ha Per(A) > 0, akkor Per(A) > 1 = 0!, tehat az allitds masodik fele
biztosan igaz, és Per(A) ebben az esetben az egyesek szamaval lesz egyenls, ezért
Per(A) >t = (ti—'l),

Tegyiik fel, hogy m > 1 és a tétel teljesiil minden matrixra, amelynek m-nél keve-
sebb sora van. A permanense pozitiv, igy a Konig-Frobenius II. tétel alapjan minden
Alwy, .., wi]l, ... n],w € Qrm, k = 1,...,m tartalmaz legalabb k nemnulla oszlopot.
Tegyiik fel el6szor, hogy valamely h-ra, 1 < h < m — 1 és valamely w-ra, w € Qpnm,
az Alwi,...,wi|l, ..., n| részmatrixnak pontosan h nemnulla oszlopa van. Masképpen,

léteznek P, () permutéiciématrixok, melyekre

h
h(B 0

PAQ =
C D

PAQ els6 h soranak mindegyikében a t db pozitiv elem B-ben kell, hogy legyen, azaz
B minden sordban legalabb ¢ db 1-es kell, hogy legyen, igy ¢t < h < m — 1. Tehét,
Per(A) = Per(PAQ) = Per(B)Per(D) > 0. Ebbésl Per(B) > 0 és Per(D) > 0. De a
h x h-as B matrix teljesiti a tétel feltételeit, ezért az indukcié miatt Per(B) > tl. Igy
Per(A) = Per(B) Per(D) > t! Per(D) > tl.
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Ha A nem hozhato a fenti alakra, akkor minden k x n-es részmatrixaban (1 < k < m-—1)
van k+ 1 nemnulla oszlop. Szamoljuk a permanenst A elsd sora szerint kifejtve: Per(A) =

> ay; Per(A(1]7)). Mivel minden k x n-es részmatrixa A-nak tartalmaz k& + 1 nemnulla
7j=1

oszlopot, ezért minden k x (n—1)-es részmatrixaban van legalabb k nemnulla oszlop. Igaz
ez k = m — l-re is, igy a Konig-Frobenius II tétel szerint Per(A(1|j)) > 0,5 =1,...,n.

Innen az indukcids feltétel szerint

(t—1)! hat—1<m-1

Per(A(1]7)) =
= hat—1>m—1

Det—1<m-—1,hat<mést—12>m—1, hat > m. Ezért, hat < m, akkor az

eddigiek alapjan

Per(A) > ) ayj(t— 1)l = (t=1)1> ay; > t!,
j=1 j=1

mert 7, ay; > t.
Ugyanigy, ha t > m, akkor

n

t—1)! t—1)! & t!
Per(A) > ;aljé_?n))! = <(t_m))! ;au = P—.

3. Jelolés. Legyen o = (a,as,...,a,) egy valos szam n-es, jeldlje o=

(a1*, a0, ..., a,*) az a elemeinek monoton csokkend sorrendbe rendezettjét (a;*> ax™>
s> a,*) és o = (dy, d)y, ..., al) az a elemeinek monoton névekvs sorrendbe rendezett-

jét (@ <ap << al).

3. Definicié. Ha A egy n X n-es (0,1) méatrix, r1, 7o, ..., 1, sorosszegekkel, akkor jelolje
A azt a (0,1) matrixot, amely i-edik soranak az elsé r;* eleme egyes, a tobbi nulla,

1=1,2,...,n, ezt a matrixot maximalis matrixnak nevezziik.

2.1.7. Tétel. ([8/, [9]) Ha A egy n x n-es (0,1) mdtriz, és sordsszegei rendre
1,79 .., T, akkor per(A) > [[i_{ri+i—n}, ahol {r;+1—n} = max(0,r;+1—n), és ha
per(A) # 0, akkor egyenléség pontosan akkor teljesil, ha létezik eqy P permutdciomdtriz,
melyre AP = A.
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Bizonyitas. Ha r, = 0, akkor az &llitas nyilvan teljesiil. Ezzel a megallapitassal az
altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a,; = 1,7 = 1,...,r,. A bizonyitashoz
n szerinti indukciét hasznélunk.

A permanenst A utols6 sora szerint kifejtve azt kapjuk, hogy

rm n—1 rn n—1
per(4) =Y raper(A(nlj)) = Y [ —ay) +i— (=1} =Y [[{ri+i—nl,
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
ugyanis 1 — a;; > 0. gy
n—1 n
per(A) >, 1_[{7“7 +i—n}= H{TZ +1i—n}.
i=1 i=1

Az allitas elsG felével készen vagyunk, a kiovetkez6kben mar csak azt kell vizsgal-
nunk, hogyan tejesiilhet egyenlgség. Feltessziik, hogy per(A) = ﬁ(n +i—mn) >0 és
anjl,j=1,...,rpés an; =0,j =1, +1,...,n. Mivel a tételben siz:elreplé egyenlGtlenség
egyenlGséggel teljesiil, ezért a bizonyitas soran fontebb eléforduld egyenlétlenségeknek is
egyenl@séggel kell teljesiilnie, ebbdl kovetkezik, hogy a;; = 1,i =1,...,n,7 =1,...,7,.
Mas megfogalmazasban, az elsé r, oszlop 6sszes eleme 1 kell, hogy legyen. Ebbdl kévet-
kezik, hogy A(n|l) = --- = A(n|r,). Azaz,

Tn

0 < per(A) = Zper(A(nU)) = rnper(A(n[1)),

és igy per(A(n|1)) > 0. Mivel

per(A) =r, I:I(TZ +i—n)
és per(A) = r, per(A(n|1)) ezért
per(A(n[1)) = f[(n +i—n)= f[((n —1)+i—(n-1)),

az indukcios feltevés szerint az A(n|l) egy maximéalis matrix legfeljebb az utols6 n —r,
oszlopat megpermutalva. De A els§ oszlopanak minden eleme 1 és az utolso sor elsé r,
eleme 1, a tobbi 0. Tehat, ha A utols6 n — r, oszlopat ugy permutéljuk meg, A(n|1)
oszlopaival tettiik, akkor A-t kapjuk. Igy 3P permutacio matrix, melyre AP = A. O
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A kovetkezSkben az allitas megforditasat igazoljuk, ehhez elég belatnunk, hogy ha
A = A, akkor per(A) = [[{ri +i — n}. Itt a per(A) # 0 feltétel sem sziikséges, ha

z—l

= 0, akkor per(A) is és H{rZ + i —n} is nulla. Ezért feltehets, hogy r, > 0. A = A-

bol kévetkezik, hogy A(n|1) = A(n|r,), ebbdl
n—1
per(A Zper (nlj)) = rpper(A(n|l)) =r, H{(n—l)—ki— (n—1)}
i=1

az indukcios feltevés szerint és mivel

n

rnH{ 1) +i— (n—1)} = per(A) = [ [{ri +i —n},

=1

igy az allitds méasodik felét is belattuk. W

2.2. Teljesen felbonthatatlan matrixok

4. Definicié. Egy n x n-es A métrix részben felbonthat6, ha valamely pozitiv egész
s < n-re A tartalmaz egy s X (n — s) méretii csupa nulla részméatrixot. Ha nem létezik
ilyen részmatrix, akkor A teljesen felbonthatalan matrix. Az 1 x 1-es matrixot is teljesen
felbonthatatlannak tekintjiik, ha nemnulla méatrix. Az A méatrix csaknem felbonthato,
ha teljesen felbonthatatlan, de ha barmelyik nemnulla elemét nullara cseréljiik, a kapott

matrix részben felbonthato.

2.2.1. Allitas. Egy n x n-es nemnegaliv A mdtriz (n > 2) akkor és csak akkor teljesen
felbonthatatlan, ha per(A(ilj)) > 0 minden i-re és j-re.

Bizonyitas. Frobenius-Konig 1. tételbdl kovetkezik, hogy per(A(h|k)) = 0 valamely h-
ra és k-ra akkor és csak akkor, ha az A(h|k) részmatrix és ezzel az A matrix is tartalmaz
egy sxt méreti nullmatrixot, ahol s+t = (n—1)+1. Ez viszont a teljesen felbonthatatlan

matrix definici6ja miatt pontosan akkor teljesiil, ha A nem teljesen felbonthatatlan. W

4. Jel6lés. E;; jelolje azt a matrixot, melynek (i, j)-edik eleme 1, a t6bbi eleme pedig
0.

2.2.2. Tétel. (Az dsszeg permanensére vonatkozd tétel) ([2]) Ha A egy n x n-es
teljesen felbonthatatlan (0,1) mdtriz, akkor per(A + > E;;) > per(A) + m, ha
=1

il,...,im,jl,...,jmé{1,...,n}.

10
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Bizonyitas. Mivel A (0,1) méatrix, az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy per(A(i|j)) > 1
minden i-re és j-re. Ezért per(A+ E;, j,) = per(A)+per(A(ii|j1)) > per(A)+ 1. Vilagos,
hogy A + E; ;,
kovetkezik az allitas. W

is teljesen felbonthatatlan, igy az eredménybd6l m szerinti indukcidval

2.2.3. Allitas. Legyen

(4, B, 0 0 0
0 Ay By 0 0
Lo 0 4 0 0
0 0 0 -+ A, B,
B, 0 0 -~ 0 A

eqy nemnegativ n X n-es mdtriz, ahol A; teljesen felbonthatatlan n; X n; méretd mdtrix,

i=1,....,71 és B; £0,i =1,...,r. Ekkor A teljesen felbonthatatlan.

Bizonyitas. Indirekt médon tegyiik fel, hogy A részben felbonthaté métrix, azaz
Ala|f] = 0 valamely a € Qs, és B € Qi,-re, ahol s +¢ = n. Legyen s; azon so-
rok szama a-bol és t; azon oszlopok szama (-bol, amelyek metszik az A; részmatrixot,
Jj=1,...,r. Ekkor s; + sy +...,s, = s > 1, igy legalabb egy s; pozitiv és hason-
16an legalabb egy ¢; nemnulla. Mivel mindegyik A; részmatrix teljesen felbonthatatlan
és tartalmaz egy s; x t; méreti nulla részmatrixot (hacsak s; vagy t; nem nulla), ezért
s;j +t; < n; kell, hogy teljesiiljon mlnden 7- re és egyenloseg csak akkor allhat fenn, ha

si=0vagyt; =0 Den=s+t= Zsj+zt = Z(sj—i—t)< Enj—nesebbol
lathato, hogy s; +t; = n; minden ]—i‘g,l vagyljs inmdeil_}—re teljesiil 211; egyik egyenlGség
sj = 0 és t; = 0 koziil. Viszont nem lehet mindegyik s; nulla vagy mindegyik ¢; nulla,

ezért léteznie kell egy k szamnak gy, hogy s, = ny, és tgr1 = ngy1 (az indexeket modulo

r szamolva). Ebbgl pedig kovetkezik, hogy By egy nulla részmétrix, ami ellentmond a
feltételeknek. W

5. Definicié. Egy nemnegativ elemd matrixot dupldn sztochasztikusnak neveziink, ha

minden sordban és minden oszlopaban az elemek dsszege 1.

11
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6. Definicié. Egy nemnegativ matrixra azt mondjuk, hogy duplan sztochasztikus min-
tazatu, ha létezik egy duplan sztochasztikus métrix, amellyel azonos a nulla mintazatuk
(azaz az egyik matrixban egy adott elem pontosan akkor nulla, ha a mésik méatrixban is

a megfelel§ elem nulla).
2.2.4. Allitas. Minden teljesen felbonthatatlan mdtriz dupldn sztochasztikus mintdzati.

Bizonyitas. Legyen A = (a;;) egy n x n-es teljesen felbonthatatlan matrix. Ekkor a

teljes felbonthatatlansag ekvivalens atfogalmazéasa szerint per(A(i|7)) > 0 minden 1, j-

re. Legyen S = (s;;) a kivetkez6képpen definialt n x n-es matrix:
a;; per(A(ily)) .
= i=1,....n).
% per(A) (i, n)

Vilagos, hogy S nemnegativ és ugyanaz a nulla mintazata, mint A-nak. Valamint minden

1=1,...,nre
zn: Sij = Zn: a;; per(A(il7)) = ! per(A4) =1,
, per(A per(A)
Jj=1 j:l
és hasonldéan minden 7 =1,... n-re
Sij = a;; per(A 1.
> = oy Do pr(A) =

i=1
Tehat S duplan sztochasztikus matrix, ezért A dupléan sztochasztikus mintéazatia. W

2.2.5. Tétel. (Felbontdsi tétel) ([10]) Ha A csaknem felbonthatd nemnegativ mdtriz,

akkor léteznek P,(Q) permutdciomdtrizok és eqy r > 1 egész szam, hogy

(A, B, 0 0 0|
0 A, F 0 0
pag_ |0 0 A 0 0
0 0 0 Ay B
E. 0 0 0 A,

ahol minden E; részmdtriznak pontosan eqy pozitiv eleme van és minden A; négyzetes

blokk csaknem felbonthatatlan.

12
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Bizonyitas. Legyen A egy csaknem felbonthaté méatrix. Az el6z6 allitas szerint létezik
egy S = (s;;) duplan sztochasztikus matrix, amelynek A-val megegyezd nulla mintazata
van. Legyen S legkisebb pozitiv eleme c és s;, = c. Mivel S csaknem felbonthato, S —

Shr Eni tészben felbonthato, azaz léteznek a Pp, ()1 permuticiématrixok, hogy

t
X Y
P (S — spEBnk)Q1 = ( >
s\ 0 Z

ahol a nulla blokk s x t méretid, s +¢ = n. Masképpen

t

X Y
PlSle ( )7
s\ F Z

ahol F-nek pontosan egy nemnulla eleme van és az c.

Az igy kapott P;.SQ; duplan sztochasztikus (mert S az volt), ezért n = s(P1.SQ) =
S(X)+s(F)+s(Z2)+s(Y) = (t—c)+c+(s—c)+s(Y) =n—c+s(Y), ahol s(M) a matrix
elemeinek 6sszegét jeloli. Igy s(Y) = ¢, de mivel ¢ a minimalis elem volt, Y-nak pontosan
egy nemnulla eleme kell, hogy legyen. Ha X és Z mindketten teljesen felbonthatatlanok,
akkkor csaknem felbonthatok, mert tegyiik fel, hogy X vagy Z teljesen felbonthatatlan,
de nem csaknem felbonthato. Az altalanossdg megsértése nélkiil feltehets, hogy az X
matrix ilyen tulajdonsagi. Legyen (i,7) olyan, hogy i <n —s,j <t,s;; =1¢és A— E;;
teljesen felbonthatatlan. Ekkor S— El; részben felbonthato, mert S csaknem felbonthato,
viszont X — E;;, Z teljesen felbonthatatlanok, Y, F' nem nulldk és egy korabbi tétel szerint
az ilyen alakt matrixok teljesen felbontatatlanok. Itt ellentmondéasra jutottunk, igy X és
7, ha teljesen felbonthatatlanok, akkor részben felbonthatok is. Ez esetben pedig készen

vagyunk, hiszen P;SQi-nek és P AQi-nek ugyanaz lesz a nulla mintazata.

13
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Ha X vagy Z részben felbonthato, akkor a sorok és oszlopok permutédlasaval az S

matrix a kovetkezd alakra hozhato:

Al Bl2 B13 Blp
0 Ay By --- By,
0 0 As --- By, Y,

pag— |0 0 0 A

Ap+1 Bp+1,p+2 Bp+1,p+3 Bp+1,r

0 Ap+2 Bp+2,p+3 Bp+2,r

Yi 0 0 Ap+3 Bp+3,r

0 0 0 A,

ahol az A; matrixok n; x n; méretiiek és teljesen felbonthatatlanok és Yi-ek és Ys-nek
pontosan egy pozitiv eleme van és az c.

Vilagos, hogy Yi-ben a pozitiv elemnek a bal als6 n, x ni-es blokkba kell esnie, ellenkezé
esetben ugyanis az els6 n; oszlop tartalmazna egy (n—nq) X n; méret nullmatrixot vagy
az utolsé n, sor tartalmazna egy n, X (n — n,) méretid nullmatrixot, igy a PSQ méatrix
(és ezzel egyiitt S is) részben felbonthaté lenne. Hasonlo megfontolassal latszik, hogy
Y, egyetlen pozitiv elemének az A,-t tartalmazo sorok és A, ;-et tartalmazo oszlopok
valamelyikébe kell esnie.

PS@Q duplan sztochasztikus matrix, ezért A;-nek egy oszloptsszege 1 — ¢, a t6bbi 1. ¢
minimalitasdbol kévetkezik, hogy ez pont azt jelenti, hogy A;-ben pontosan egy sordsszeg
1 — ¢, a tobbi 1. Megint csak a ¢ minimalitdsabol kovetkezik, hogy Bis, Bis, ..., Bip
matrixok egy kivételével mind nullmatrixok, és a nemnulla méatrixnak pontosan egy eleme
nem nulla (és az ¢). Egyszertien latszik, hogy Bjs-nek kell lenni a nemnulla matrixnak,
kiilonben lenne egy (n — ng) X ne méreti nulla részméatrix PSQ-ban és igy az részben
felbonthato lenne. Ebbd6l hasonloé okok miatt kévetkezik, hogy Bos-nak egy pozitiv eleme
van és a Byy,..., By, matrixok mind nullmatrixok. A modszert tovabb folytatva azt
kapjuk, hogy PSQ, és igy PAQ is, olyan alaki, hogy a f6atloban teljesen felbonthatatlan
A; matrixok allnak, a f6atlo folotti atloban olyan méatrixok, amelyeknek pontosan egy
elemiik pozitiv és a bal als6 n, x ni-es blokk is pontosan egy pozitiv elemet tartalmaz

(a tobbi elem nulla). Mivel S-r6l (illetve A-rol) tudjuk, hogy csaknem felbonthato, igy
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egy korabbi tétel alapjan az A; méatrixok csaknem felbonthatok kell, hogy legyenek, igy
PAQ valoban a kivant alakiu. W

2.2.6. Tétel. ([11]) Ha A teljesen felbonthatatlan n x n-es (0,1) mdtriz, r1,...,r, sor-
dsszegekkel, akkor per(A) > maxr; és eqyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha legaldbb

n — 1 sordsszeq 2.

Bizonyitas. A teljes felbonthatatlansag ekvivalens atfogalmazésa szerint per(A(ilj)) >
1 minden i-re és j-re, mert egy (0,1) matrix permanensének legkisebb nemnulla értéke 1
lehet. Igy per(A) = Zn: a;; per(A(ily)) > Zn: a;; = r; minden i-re, ebbdl az egyenlGtlenség
kovetkezik. [ - -

Az egyenlGség teljesiilésének vizsgalatdhoz a kovetkezd tételt latjuk be:

2.2.7. Tétel. ([12]) Ha A = (a;j) teljesen felbonthatatlan n x n-es (0,1) mdtriz, akkor
per(A) > s(A) — 2n + 2, ahol s(A) az A dsszes elemének dsszegét jeloli.

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy A csaknem felbonthaté. Ekkor a felbontasi tétel

szerint léteznek P és () permutaciomatrixok gy, hogy

Ay By 0 - 0 0
0 Ay Ey --- 0 0
0 0 Az --- 0 0
PAQ =
0 0 0 Arfl ET‘*I
E. 0 O 0 A,
ahol minden ¢ =1,2,,--- ,r-re A; csaknem felbonhato és E;-nek pontosan egy eleme 1 és

r > 2. Alkalmazzunk n szerinti indukciot. Koénnyen latszik, hogy n = 1 és n = 2 esetén az
egyvenlStlenség egyenl@séggel teljesiil. Tegyiik f6l, hogy az allitas teljesiil, minden csaknem
felbonthato t x ¢ méreti matrixra, t < n. Legyen A; n; X n; méretd (i = 1,2,...,7). Az

Osszeg permanensére vonatkozo tétel és az indukcios feltevés szerint:

per(A) = per(PAQ) > Hper(Ai) +r> H(S(AZ) —2n; +2)+ 1.

=1

T s
Ha ay,...,a, pozitiv egész szamok, akkor [[a; > > a; — (r — 1).
i=1 i=1
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Ugyanis r szerinti teljes indukciot alkalmazva a; > a; trividlisan teljestil és az induk-

cios feltevés, a
T T

ai—(r—1)=) (a—1)+1

i=1 i=1
egyenldség és az a, > 1 egyenlGtlenség szem el6tt tartasaval:

ﬁai: <T1:[ai> a, > (Tz_:(ai—l)—kl) a, >

=1 =1
r—1 r
Z i — Da, + (a, — 1) —|—1>Z +1—Zai—(r—1).
i=1 i=1

Ezt a; = s(A;) —2n;+2,i = 1,...,r-re alkalmazva (alkalmazhato, mert s(A4;) > 2n;,
hai> 2 és s(A;) =1, ha n; = 1) azt kapjuk, hogy

per(A >Z i) —2n;+2)—(r—1) :ZS )—2n+2r—r+2=

=s(a)—r—2n+2r—r+2=s(A) —2n+2.

Most tegyiik fel, hogy A tetszéleges (a tétel feltételeinek megfelels) teljesen felbont-
hatatlan matrix. Ha A nem csaknem felbonthato, akkor kell, hogy legyen egy a;,;, = 1
matrix is teljesen felbonthatatlan (0,1) matrix. Ha A — E; ;, nem

- FE

1272

eleme, igy A —

1]1
csaknem felbonthato, akkor létezik egy aj;,;, = 1 eleme ugy, hogy A — L ;

is teljesen felbonthatatlan, és igy tovabb. Végiil egy csaknem felbonthaté B métri-

xot kapunk, amelyre A = B + Z E;, ;. Az Gsszeg permanensére vonatkozo tétel sze-

t]t
rint per(A) > per(B) + m és B Csaknem felbonthatatlan, ezért a csaknem felbontha-
tatlan matrixokra kapott becslést és az s(B) + m = s(A) egyenldséget felhasznélva:

per(A) > s(b) —2n + 2+ m = s(A) — 2n + 2. Ezzel a tételt belattuk. O

Visszatérhetiink az egyenlGség teljesiilésének vizsgilatdhoz. Feltehetjiik az altala-

nossag megsértése nélkiil, hogy r, > ro > --- > r, és ezt szeretnénk belatni,
hogy per(A) = r; akkor és csak akkor, ha ro = --- = 2. Az el6bbi tétel alapjan

per(A) > s(A) —2n+2 = r; + > _(r; — 2) ezért, ha a kivant egyenlgség teljesiil, ak-
i=2

kor 1 = per(A) > r; + i(n — 2), és mivel r; — 2 > 0 minden i-re (hiszen A teljesen
felbonthatatlan), ezért r;::z -+ =1, = 2 kell, hogy teljesiiljon.

Megforditva, legyen A teljesen felbonthatatlan (0,1) méatrix r; > 1y = -+ =1, = 2
sordsszegekkel. per(A) = 1y teljesiiléséhez elég lenne belatnunk, hogy per(A(1|5)) =

16



Barnkopf Pal 2.2 'Teljesen felbonthatatlan matrixok

amikor a;; = 1. Ennél egy valamivel erésebb allitas is teljesiil: per(A(1]j)) = 1,7 =
1,...,n. Ezt elég csaknem felbonthaté6 matrixokra belatni, ugyanis tegyiik fel, hogy A
teljesen felbonthatatlan, &m nem csaknem felbonthato, ekkor létezik egy ji, melyre a,;, =
1 és A — Eyj, teljesen felbonthatatlan (0,1) matrix. Ugyanigy, ha A — Ej; nem csaknem
felbonthato, akkor létezik egy jo szadm, melyre ay;, = 1 és A — Eyj, — Eyj, teljesen
felbonthatatlan, és igy tovabh. Végiil muszaj egy csaknem felbonthaté méatrixot kapnunk:
B =A- iEljt, amely sordsszegei 1 —m > ry = --- = r, = 2. Végil B(1]j) =
A(1)7),7 :t:i, ...,m, igy per(B(1]j)) = per(A(1]j)) tehat valoban elég csak csaknem
felbonthaté matrixokra vizsgélodnunk.

gy az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy A csaknem felbonthaté mat-
rix ry > ro = --- = r, = 2 sorosszegekkel. A ) és R permutaciomatrixokat valasszuk
meg Ugy, hogy a QAR matrix a felbontasi tételnek megfelels alaki legyen, azaz r > 2,
A1 n1 X ny; méreti csaknem felbonthaté matrix, A; = 1,7 = 2,...,n és minden F;
pontosan egy pozitiv elemet tartalmaz. Legyen () és R ugy valasztva, hogy F; és E, po-
zitiv eleme az (1,n; + 1) és az (n,1) cellakban legyen. ElGszor vizsgaljuk meg, hogy
mit kapunk r; = 2-re (ekkor n; = 1). Ebben az esetben QAR az n X n-es iden-
titds matrix (I,) és a f6atlo feletti atloban 1-eseket tartalmazé n X n-es permutacio
matrix (P,) Osszegeként. Konnyen belathatod, hogy ebben az esetben I, + P, minden
(n — 1) x (n — 1)-es részmatrixanak permanense 1 lesz. Vilagos, hogy QAR els6 sor-
Osszege 11 és igy A; els6 sorosszege 1 — 1, a tobbi sordsszege 2 és A; teljesen felbont-
hatatlan, igy per(A;(1|j)) = 1,7 = 1,...,n1. A QAR matrix felépitésébdl (A; felépité-
sére valo megkotes nélkiil) latszik, hogy per((QAR)(1]j)) = per(Ai(1]7)),j =1,...,m
és per(QAR(1]j7)) = per(Ai(1]1)),5j = nqy + 1,...,n, mert j > n; esetén a perma-
nens minden nem nulla kifejtési tagjaban szerepelnie kell az a,; elemnek. Igy valoban

per(A(1]j)) = 1,5 = 1,...,n, ezért per(A) = ry, tehat az &llitas igaz. W

2.2.8. Kovetkezmény. Ha A teljesen felbonthatatlan (0,1) mdtriz, gy, hogy a legna-
gyobb sajdatértéke r(A), akkor per(A) > r(A), és eqyenldség akkor és csak akkor dll fenn,

ha A minden sordsszege 2.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy r(A) < maxr;, és egyenlGség akkor és csak akkor all fenn,

ha minden sortsszeg megegyezik. Az el6z6 tétellel Gsszevetve pont az allitast kapjuk. W
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3. Egy kétoldali becslés

Egy also és fels6 becslést egy allitasba véve kénnyen kaphatunk egy kétoldali becslést,
de ez nem mutatna tdl azon, mint ha két kiilon allitast fogalmaznank meg. A kovetkezs
két egyenlGtlenséget azért érdemes egyben kezelni, mert két formailag analog kifejezéssel

tudjuk a pemanenst alulrél és foliilrél becsiilni.

3.0.9. Megjegyzés. Ha A = (a;;) n X n-es métrix, ahol ¢ = min a;; > 0, akkor nyilvan
17‘7
per(A) > nla™, ahol egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a;; = @ minden i-re és

j-re. Es per(A) > n! [] an™ és egyenldség akkor és csak akkor all fonn, ha minden sor

i=1
z (1,1,...,1) vektor pozitiv szamszorosa. (Ahol, a korabbi jeloléseknek megfelelGen,
ha Agy = (air,...,a) az i-edik sora A-nak, akkor (an™, an*, ..., a;") jeloli az Ag
sor elemeinek monoton cs6kkend sorrendbe rendezettjét és (al,, ajy, . .., al,) jeloli az A

sor elemeinek monoton névekvs sorrendbe rendezettjét. Igy a;,* az i-edik sor legkisebb
eleme.)
3.0.10. Tétel. (/8]) Legyen A = (ai;) n X n-es nemnegativ mdtriz. Ekkor

7 n 7

11D i <ver(4) <D a
=1t

=1 i=1 t=1

és ha A pozitiv, akkor eqyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha A elsé n — 1 sora az

(1,1,...,1) vektor pozitiv szdmszorosa.

Bizonyitas. Az allitast n szerinti indukciéval bizonyitjuk. n = 2-re kénnyen latszik,
hogy mindkét oldali egyenlétlenség és az egyenl@ségrsl megfogalmazott allitas is teljesiil.
Legyen n > 3 és tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil minden (n — 1) x (n — 1)-es matrixra.
A permanenst A utols6 sora szerint kifejtve és az indukcios feltevést hasznélva kapjuk,

hogy

per(A) = Y a,; per(A(nl))) >Z%JHZ (n17))is-
j=1

=1 t=1

Nyilvan

Z (nl5)) ,t>zzt i=1,....n—1,j=1,....n

t=1
(mert a masodik szummaban egy bovebb halmazbol valasztjuk ki az i legkisebb elemet),

igy

=i ({1550 ($50) TS0

i=1 t=1 =1 t=1 j=1 i=1 t=1
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A 16ls6 becslés hasonlo médon lathato be. O

Az egyenlGség feltétele nyilvan elégséges mindkét oldalon, hiszen ekkor

ayy (g + agg) -+ (agy + -+
:a'11-2-a’21-3-agl---(n—1)-a'(n_1)1-(a;ﬂ—l—---

= (n — Dlanag - ap-1y1(an1 + - + ann) = per(A).

Es ugyanigy a maésik oldalon. O

Most tegyiik fol, hogy az allitasban szerepls egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesiil.
Ekkor az egyenl6tlenség bizonyitasaban felirt két egyenlGtlenségnek is egyenlséggel kell
teljesiilnie, igy az els6 egyenl6tlenséghdl az indukcios feltevés miatt azt kapjuk, hogy
A(n|j) els6 n—2 sora az (1,1,...,1) vektor t6bbszordse. Ezért n > 3 esetben azt kapjuk,
hogy a;1 = ajp = -+ = ay, teljesiil i = 1,...,n — 2-re. A masik egyenl6tlenséget (amely

most szintén egyenlGséggel teljesiil a feltételek miatt) i = n — 1-re vizsgaljuk:

( (n]5)) nlt—zan Lt (j=1,...,n)

||MH

ebbdl pedig
n n—1
(Z an17t> — an,u = Z a;_Lt (] = 1, PN ,n).
t=1 t=1

Tgy Ap-11 = Gp_12 =+ = Qp_1,. A sziikségesség bizonyitasa a jobb oldalon is csaknem

ugyanigy mikodik, igy az allitas valoban teljesiil. H
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4. Fels6 becslések

4.0.11. Lemma. Ha tq,...,t. nemnegativ valds szamok, akkor
(14 ) ) < ot

(0°-t 1-nek tekintjik ebben az dllitdsban.)

Bizonyitas. Ez a lemma kozvetlen kévetkezménye az x log x fiiggvény konvexitasanak.

Hiszen a konvexitis miatt:

(t1+---+tr> (tl—l—---—i—tr) tilogty + -+t logt,
— ) log <
r r T

az egyenlGtlenséget r-rel végig szorozva (r > 0) és mindkét oldalt az e kitevGjébe helyezve

(e® szigortian monoton nové fiiggvény) a kivant egyenlGtlenséget kapjuk. W

5. Jel6lés. Ebben a fejezetben oi := o(i).

4.0.12. Lemma. Legyen A = (a;;) egy n x n-es (0,1) mdtriz, és legyen S azon o per-

mutdciok halmaza, melyekre HZ 1 Gioi = 1. Ekkor

H H (per(A(i|k)))PertAliR) HHper (1]oi)),

i=1 k:a;p=1 oges i=1
€s
n

[ = I

i=1 eSS i=1

Bizonyitas. Az allitas els6 fele azért teljesiil, mert ha a;; = 1, akkor vagy létezik o € S,
amelyre k = oi, ekkor per(A(ilk)) = |[{o € S|oi = k}|, vagy nem létezik ilyen, igy
per(A(ilk)) = 0, de ekkor per(A(i|k))PAER) = 1 fgy ezek a tényezSk nem jatszanak

szerepet a bal oldalon, igy az egyenlGség valoban teljesiil. [

Az allitds méasodik fele pedig azért teljesiil, mert per(A) = |S|, hiszen a permanens

most pont azoknak a permutécioknak a szama, ahol a diagonélis szorzat nem nulla. W

4.0.13. Tétel. ([13]) Legyen A egy n x n-es (0,1) mdtriz rq,...,m, > 0 sordsszegekkel,
ekkor .
per(A H 1/”

20



Barnkopf Pal

Bizonyitas. A tétel bizonyitasahoz teljes indukciot hasznalunk. A kettével ezelGtti

lemma szerint

n

n n kZZ:I a;, per A(i|k)
(per A)mPer4 — H(per A)perd H <Z a;j, per A(l|/€)> <

i=1 =1
zperA H perA(Z-‘k)perA(ﬂk))’

k:(likzl

VAN
—

ebbdl az el6z6 lemma szerint
(per A)nperA < H <(H Ti) (H per A(Z‘O’Z))) .
oceSs i=1 i=1

Az indukcios feltevést alkalmazva minden A(i|o7)-re:

n n
[IperAGlon <TT| TI =" IT (-
=1 =1 J#i, aj,0i=0 JF#i, aj,0i=1
n
— H H lel/rj H (Tj _ 1)!1/(7’3'*1)
j:l j#la aj,ai:O j#l, a/j7o'7::1

- Hrj!(n—m)/rj (r; — =D/ tr=1),
J=1

Az els6 egyenlGség azért teljesiil, mert csak a szorzésok sorrendjét cseréltiik meg, a
masodikat pedig tigy kaptuk, hogy megszamoltuk az 7;!Y/7i és (r; — 1)1Y/"5=D tényezsk
szamat. Vilagos, hogy fix o-ra és j-re azon i-k szdma, melyekre ¢ # j és a;,; = 0 teljesiil
n —r;, és azoknak a szama, melyekre i # j és a;,; = 1 teljesiil r; — 1 (mivel a;,; = 1).

Ebbdl viszont:

(per 4> < I ((H ) (ﬁ A - 1)!)) -

o€eS i=1

_ H ((H T,;fj/rj) ( r;n—rj)/7'j (r; — 1)!(n—rj)/rj (rj — 1)!rj/rj>> _
oes j=1 j=1

n n nper A

oS \i=1 =1

igy az allitast belattuk. W
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4.0.14. Megjegyzés. A bizonyités soran el6fordult, hogy (r; — 1)-el osztottunk, elvileg
semmi nem zarja ki, hogy legyen olyan j, amire r; = 1, &m ezt az esetet vissza tudjuk

vezetni arra az esetre, amikor minden r; > 1.

4.0.15. Lemma. (/3]) Legyenek r1,...,r. pozitiv egészek, ekkor

Zr HTH—

J =1

Bizonyitas. Jelolje Eg az 1/rq, ..., 1/r. szamok s-edik szimmetrikus polinomjat. Ekkor

o<J[a-1/r)=1-E +E—Es+--+ (-1)E,
t=1
ebbdl
l+E+FEy—Es+ -+ (=1)°E. > 2F,

ekkor nyilvan
&

[[a+1/m)>2E

t=1

és ebbhdl valoban kovetkezik az allitas. Il

4.0.16. Tétel. ([3]) Legyen A eqy n X n-es (0,1) mdtriz 1, ...,r, sordsszegekkel, ekkor

Tz'—i—l

A) <
per(A) < 5

n
1=

1

Bizonyitas. A bizonyitast n szerinti indukciéval végezziik. Mivel a permanens invarians
a sorok felcserélésére, feltehetjiik, hogy a;; =1 (i=1,...,¢)ésa;; =0 (i =c+1,...,n).

Ekkor az indukcios feltevés szerint

woan = T15 | (11257) -2 (1155 (

)

1<t<e j=c+1 j=1
t#i
1=1,...,c. A permanenst A els6 oszlopa szerint kifejtve:
Sri 1 Sri+1
A1) < ] < J

az el6z6 lemma szerint. W
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4.0.17. Tétel. ([4]) Legyen A egy n x n-es (0,1) mdtriz, amelynek minden sordsszege

r; > 3. Legyen N az A mdtriz pozitiv elemeinek szdma. Fkkor
per(A) < 28V,

Bizonyitas. Indukciéval kénnyen latszik, hogy k > 3 esetén (k+1)/2 < 272, Az el6z6
tétel és a fenti megallapitas szerint:

n

e+ 1 ‘ "o
per(A) < H L ; < H 92 = 9= i — gN-=2n
=1 =1

4.0.18. Lemma. ([/]) Legyen A egy teljesen felbonthatatlan nemnegativ egész elemd
mdtriz. Tegyik fel, hogy valamely i-re, j-re a;; > 2. Ekkor per(A) < per(A — E;;) — 1.

Bizonyitas. Mivel A teljesen felbonthatatlan, ezért 3l # j : a; > 1. Fejtsiik ki a

permanenst az i-edik sor szerint:

per(A) = ai; per(A(ilf)) + aq per(A(i[l)) + Y _ au per(A(ilk)) >
kil
> 2per(A(ilj)) +1
vagyis per(A(i]j)) < (per(A) — 1)/2. Masképp kifejtve az i-edik sor szerint:
per(A) = per(A — By) + per(A(ilj)) < per(A — Eyj) + (per(A) — 1)/2.
Ezt atrendezve pont az allitasban szereplé egyenlGtlenséget kapjuk. H

4.0.19. Tétel. (/}]) Legyen A n x n-es teljesen felbonthatatlan nemnegativ egész elemd
mdtriz, ekkor
per(A) < 25~ 41

ahol s(A) az A elemeinek dsszegét jelili.
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Bizonyitas. Az allitdst n-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk. Legyen a egy
n X n-es, nemnegativ egész elemi, teljesen felbonthatatlan méatrix. Ha n = 1, akkor
az eredmény konnyen latszik, ezért tegyiik fel, hogy n > 2. Ha létezik a;; > 2 eleme az
A matrixnak, akkor legyen Ay = A — E;;. Ekkor s(A;) = s(A) — 1 és az el§z6 lemma
szerint per(A) < 2per(A4;) — 1. Ha A;-nek van egy eleme, melyre ay > 2, akkor legyen
Ay = Ay — Ej. Ekkor per(4;) < 2per(Ay) — 1, igy per(A) < 22 per(As) — (2% — 1).

Az el6z6 lemma alkalmazasanak ismétlésével nemnegativ egész elemt, teljesen fel-
bonthatatlan méatrixok egy A = Ag, Ay, As, ... sorozatat kapjuk, melyekre per(A) <
2iper(A;) — (29 — 1) és s(A;) =s(A) —j (1 =0,1,2,...).

Végiil egy B (0,1) matrixot kapunk, amely B = A,, (m > 0). Legyen r; a B matrix
i-edik sorosszege (i = 1,...,n). Két esetet kiilonboztetiink meg:

(1) r; > 3 minden i-re. Ekkor az €l6z6 tétel értelmében
per(B) < 25B)=2n _
igy
per(A) < 2m(2sB)=2n _ 1) — (9m — 1) = 2572 ] _gmHl L 9s()=n 4

(2) Létezik egy 4, amire r; = 2, mondjuk legyen ez i = 1. Legyenek az els6 sorban
az egyesek az elsG és a méasodik oszlopban. Képezziik a B méatrixbdl a B’ matrixot ugy,
hogy adjuk 6ssze B els6 két oszlopéat, ez legyen az els6 oszlop, majd toroljiik az elss sort.
Igy B’ egy (n—1) x (n — 1)-es teljesen felbonthatatlan matrix lesz és per(B’) = per(B),
s(B') = s(B) — 2 valamint B’ elemei a {0; 1;2} halmazbol keriilnek ki, igy alkalmazhato

az indukcios feltevés:
pel"(B) = per(B,) S QS(B/)_Q(”_l) +1= 28(3)—2n +1.

Ebbdl
per(A) < 2m<23(3)*2n F1)—(2m—1) = 9s(A)=2n 4 1.

Tehat az allitast belattuk. H
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5. A permanens egy altalanositasa

5.1. Sziikséges ismeretek

Ebben a részben a determinanst (vagy a permanenst) szeretnénk altaldnositani, majd
lathatjuk, hogy tényleg egy kézenfekvé megoldas lesz a g-permanensek nyijtotta lehets-
ség, &m ahhoz, hogy ezzel érdemben tudjunk foglalkozni és alapvetd egyenlGtlenségeket

tudjunk itt is bizonyitani, egy-két sziikséges elGismeretet nem art felidézni.

7. Definicié. A vy, vs,...,v, € R™ vektorok tenzorszorzata, v, ® vy ® -+ ® v,, olyan
R™"-beli vektor, melynek az elemeit gy kapjuk, hogy minden vektornak egy elemét
kivalasztjuk, ezeket Osszeszorozzuk. Az Osszes igy elGallo szorzat tetszéleges, de elGre

rogzitett sorrendben egy vektorba irva alkotja a tenzorszorzatot.

5.1.1. Megjegyzés. Ismert tény, hogy két tenzorszorzatként el§allo vektor skalaris szor-

zata a tényez6k paronként vett skalaris szorzatainak szorzata, azaz
(VI ®V® BV, 21 ® 22 ® -+ ® 2,) = (V1,21)(V2, 22) =+ * (Un, 2n)

8. Definicio. A vy, vs,...,v, € R™ vektorok Gram-matrixa az A € M, (C) méatrix, ha

CLij = <’Ui, Uj>.

5.1.2. Megjegyzés. Egy A € M,(C) matrix akkor és csak akkor pozitiv szemidefi-
nit, ha alkalmas m-re léteznek vy, vs,...,v, € C™ vektorok, melyek Gram-matrixa A.
Ugyanis, ha A a vy,vg,...,v, € R™ vektorok Gram-matrixa, akkor A = BB*, ahol
B sorai a vy,vs,...,v, € R™ vektorok és a BB* alaka matrixokrol tudjuk, hogy po-
zitiv szemidefinitek, ha pedig A pozitiv szemidefinit, akkor 1étezik egy pozitiv szemi-
definit v A matrix, melyere \/Z2 = A (ugyanis A pozitiv szemidefinitsége miatt A
felbonthato S™'DS szorzatra, ahol S unitér és D = diag(dy,ds, ....d,), d; > 0, igy
VD = diag(v/dy,\/da, ...,\/d,) valasztassal VA = S"1DS teljesiti a a megadott felte-
teleket) igy VA sorait vy, vs, ..., vy-nek véalasztva A pont a vy, vs, ..., v, vektorok Gram-

matrixa lesz.

9. Definicio. Legyen S, az n-ed fokiu szimmetrikus csoport. Egy o € S,-re legyen [(c) a
o-ban eléfordulé inverziok szama. (o-ban egy (i, j) par inverzioban all, ha 1 < i< j <n

és o(i) > o(j).)
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6. Jel6lés. A kovetkezGkben egy négyzetes A matrix esetén az A > 0 jelolést arra fogjuk
hasznélni, ha az A matrix (6nadjungalt és) pozitiv szemidefinit, az A > B pedig azt jeloli,

hogy A, B és A — B is pozitiv szemidefinit.

10. Definicié. Legyen A egy n X n-es matrix, ¢ egy komplex szam, ekkor A g¢-

permanense (per, A) a kovetkezs Osszeg:

Z ql(g) H QAo (i)
i=1

O'ESn
5.1.3. Megjegyzés. g = —1-re a méar jol ismert determinanst kapjuk (per_; A = det A),
q = l-re a permanenst (per; A = per A), ¢ = O-ra pedig a f6atlobeli elemek szorzatat

(perg A = [, i), ha a 0° = 1 konvenciot hasznaljuk.

A kovetkez&kben bevezetjiik a Schur-hatvany métrix fogalmat. Egy A n X n-es mét-
rixra és 0 € S,-re legyen d,(A) = [['_, aivs) az A o-hoz tartozo diagonalis szorzata.
Legyen A egy n X m-es matrix, ekkor a Schur hatviany matrixot jeloljiik IT1(A)-val és
definidljuk a kovetkezGképpen: a sorait és oszlopait indexeljiik S, elemeivel és o, 7 € S,

esetén a (o, 7) helyen d,,-1(A) =[]}, @o)r@) alljon.

Koénnyen lathato, hogy TI(A) principalis részméatrixa lesz A n-szer 6nmagaval vett
Kronecker-szorzatanak (®"A = A® A®---® A), igy, ha A > 0, akkor II(A) > 0 is

teljesiil az alabbi lemma miatt.

5.1.4. Lemma. (1) A Kronecker-szorzds megtartja a pozitiv szemidefinitséget, azaz ha
Ae M,(C), Be Mg(C) A,B >0, akkor A® B > 0.

(2) A principdlis részmdtriz vétel is megtartja a pozitiv szemidefinitséget.

(3) Az Hadamard-szorzds is megtartja a pozitiv szemidefinitséget, azaz ha A € M, (C),
B e M,(C) A, B >0, akkor Ao B > 0.

Bizonyitas.
(1) Mivel A > 0, ezért léteznek vy, v, ..., v, vektorok, melyekre a;; = (v;, v;) és mivel

B >0, ezért 1éteznek wy, wo, ..., wy, vektorok, melyekre b,s = (w,, ws). Ekkor
(A® B)irjs = ijbrs = (vi, )Wy, ws) = (V; @ Wy, V; @ Ws) = (Wi, Ujs),

ahol u;; = (v;,w;). Tehat az A ® B matrix el6all az uyy, ui, ..., upy vektorok Gram-

maéatrixaként, igy valoban pozitiv szemidefinit. [
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(2) Legyen A € M,(C) és B € M,,(C) és legyen B principalis részmatrixa A-nak,
azaz iy, 19, ..., ln_m, hogy az A matrix iy, ..., 1, n,-edik sorait és oszlopait elhagyva a B
méatrixot kapjuk. Ez esetben tetszéleges v € C™ vektorra v*Bv = w*Aw, ahol w;, = 0,
ha k € {i1,%9,...,in_m}, a tobbi helyen pedig rendre a v vektor elemei allnak. Igy, ha
A > 0, akkor tetszéleges w € C" vektorra w*Aw > 0, igy tetszéleges v € C™ vektorra

v*Bv > 0, tehat a B matrix is pozitiv szemidefinit. [

(3) Mivel A > 0, ezért 1éteznek vy, . . ., v, vektorok, melyek Gram-matrixa A, és mivel
B > 0, ezért léteznek wy, ..., w, vektorok, melyek Gram-matrixa B. Ekkor (Ao B);; =
(vi, vj)(w;, wj) ez pedig egy korabban szerepelt megjegyzés szerint pont (v; @ w;, v; ®w;).
fgy Ao B pont a v; ® w; vektorok Gram-matrixa, tehat valoban pozitiv szemidefinit. W

Legyen ¢ egy komplex szam, definiadljuk az n! x n! méretd I', matrixot (nyilvan T,
fiigg az n-t6l, de most nem hasznaljuk ezt a tényt, hanem régzitett n-re definialjuk): I,
sorai és oszlopai legyenek S, elemeivel indexelve, ha o, 7 € S, akkor a (o, 7) pozicibban

¢ glljon.
5.1.5. Allitas. [, >0, ha q € [-1;1].

Bizonyitas. Legyen u,v € R? |u| = |v| = 1 és (u,v) = q (mivel ¢ € [—1,1], ilyen u és
v feltétlen létezik).

g .__
wy; =

u hao(i) < a(j)

v hao(i) > o(j)
w? = ® Wi,

i<j
ekkor
(we, w7y = [[ (g, wf) = qH<inAR) = oo _
i<j

azaz ['y el6all adott vektorok Gram-méatrixaként, igy valéban pozitiv szemidefinit. W

Legyen II,(A) = II(A) o I';, ahol o a Hadamard-szorzast jeloli. A fentieket hasznalva
1
per, A= (I1,(A)1, 1),
ahol 1 a csupa egyesbdl allo oszlopvektor.

5.1.6. Lemma. (1) Ha X1, X, Y1,Ys olyan mdtrizok, hogy X1Y1 és XoYs értelmes, ak-
kor X1Y1 ® XoYs = (X1 ® Xo)(Y1 ® Y3).
(2) A Kronecker-szorzds és az adjungdlds felcserélhetd, azaz A*@B*= (A ® B)*.
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Bizonyitas.

(1) Legyen X1 = (2 )ixis Vi = 4 ) isoms Xo = (25 )y Yo = (47 ) g ekkor

(X1Y1 ® XoYa)irjs = (X1V1)i5(X2Ya), Z i ysy Z 2y =

Lp
Z e ey = 3T (X0 ® Xa)inne (Y1 ® Ya)nes =
h,t=1,1 h,it=1,1

= (X1 ® X2)(Y1 ® Y2))irjs

(2) A= (a;), B = (bs), ekkor
(A* ® B*)":JS - az]b:s _ ajil_)ST - (A ® B)gs wr ((A ® B)*)ir,js-

5.2. Egyenl6tlenségek

Eljutottunk odaig, hogy a g-permanensekre is meg tudjunk fogalmazni fontos egyenlGt-
lenségeket, nekiink most a kovetkezd tételben szerepld két egyenlGtlenség lesz a fontos,
ezeket fogjuk belatni és majd azt is lathatjuk, milyen szép kovetkezményei vannak ennek

a tételnek.

5.2.1. Tétel. ([1]) Ebben a tételben a g-permanensekre két alapvetd egyenldtienséget fo-
gunk bizonyitana:

(1) Szuperadditivitis: Ha A >0, B> 0 és q € [—1,1], akkor

per, (A + B) > per,(A) + per (B).

(2) Cauchy-Schwarz egyenldtlenség: Ha q € [—1,1], akkor
*\ |2 * *
| per, (BC™)|* < per, (CC™) per, (BB").

Bizonyitas.

(1) Ehhez a bizonyitashoz el6szor egy segédallitast bizonyitunk:
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Barnkopf Pal 5.2  Egyenlétlenségek

5.2.2. Allitas. T1(A + B) > TI(A) + II(B), ha A, B > 0.

Bizonyitas. 1I(A+ B)-r6l és (II(A) +II(B))-r6l tudjuk, hogy pozitiv szemidefinitek, igy
az kell, hogy II(A+ B) —II(A) — II(B) is az.

A, B > 0 ezért legyen a;; = (v;,v5), bij = (w;, w;) legyen v, = év” és w, = ®wa @)
valaszthatjuk agy a v;-ket és w;-ket, hogy v; L w;Vi, j-re teljesuljon Ekkor a;; + bU =
(v; ® w;,v; B w,;) és

n

(@ w)e = QW) © Won) = Y (Vo) V Wo(1)) © -+ ® (Ug(m) V Wo(m));

i=1 v
ahol ez egy 2" tagli szumma 1igy, hogy minden tagban a V-vel elvalasztott vektorok koziil

az egyiket valasztom és az igy kaphato 0sszes kombinaciot képzem.

(H(A) + H(B))UT = <U07 UT> + <w07 w'r>

(II(A+ B))or = (v B W)y, (vBwW),) =

<Z(UU(1) \ wa(l)) K- ® (Ua(n) \% wa(n))7 Z(UT(l) \ wT(l)) X Ur(n \ Wr(n)

Y \Y%

\Y \

\/\/

> <Z(%<1> V Wo(1)) @+ @ (Vg(n) V Wa(n)), (Vr(1) V Wr(1)) @+ @ (Vr(n) V Wr(n)

Z«Ug(l) V wo(l)) R ® (Uo(n) V wU(n)), (U-r(l) V wT(l)) R Q (Ur(n V Wr(n

\

ahol az alahtzott vektorok ugyanazt a v — w mintazatot jelolik. Ebbé&l lathato, hogy
II(A + B) elgall 2" pozitiv szemidefinit matrix dsszegeként (a megfelel v — w mintazata
tenzorszorzatok Gram-matrixainak osszegeként) és ebbdl két matrixot hagyunk el, hogy
megkapjuk II(A+ B)—1I(A) —II(B)-t, nyilvan a maradék (2" —2) db pozitiv szemidefinit
matrix Osszege is pozitv szemidefinit lesz, igy az allitas valoban teljesiil. [

Az allitasbol egyszeriien kovetkezik, hogy I1,(A+ B) > I1,(A) 4+ II,(B), mert ez csak
mindkét oldal I'-val val6 Hadamard-szorzasat jelenti, és a Hadamard-szorzas megtartja

a pozitiv szemidefinitséget. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy

0 < {(Iy(A + B) = I,(A) = T, (B))1,1) =
= (y(A+ B)1,1) = (ll,(A)1,1) — (T,(B)1,1) = per(A + B) — per(A) — per(B),

és ebbdl valoban az allitas adédik. O
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(2) I'; > 0 miatt I, felirhato specialis diad szorzatok osszegeként:

Ly =mni + -+ 0y,

ez az el6allitas megkaphato példaul a matrix AA™ alaka felbontéasabol. Legyen & = 7, 1 =
1,2,..., m-re.

Ha x egy n! dimenzios vektor, amelynek elemei S,,-nel vannak indexelve, akkor legyen ¥
egy n" dimenziés vektor, amelynek elemei az (¢4, ..., 1,), i; € {1,2,...,n} szdmsorozatok-
kal vannak indexelve, tgy, hogy az (i1, ..., i,)-nek megfelelg elem T megfelel6 eleme, ha
(11, ...y 0n) az 1,...,n szamok egy permutécidja és nulla kiilénben.

Az eddig megallapitottak alapjan

n!| per,(BC™)| = [(Il,(BC)1,1)| =

> (I(BC™) o)1, 1)

i=1

= [{((II(BC™) o T'y)1, )| =

A matrixok szorzasat elvégezve és a skalarszorzatokat osszehasonlitva ez épp

m

S (I(BCE. &)

=1

Felhasznélva, hogy TI(A) principalis részmatrixa ®™A-nak, azt kapjuk, hogy ez egyenld

m

S {(@"BCE, &) .

i=1

Az el6z6 lemma és a haromszog-egyenlGtlenség szerint

> (@ BCE &) < D |(@ncg, @B E)|
i=1 =1

ez a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenség miatt kisebb vagy egyenld, mint

Y (@"CE, @"C E) 2 (@" B E, @" B E) V2,

i=1
Visszaalakitva ez ugyanaz, mint

m m

D ((®@"CCME, &) (@"BBY)&, &) = Y (I(CC)&, &)/ (TI(BB)g;, &)1

i=1 i=1
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és a kovetkezs egyenlGtlenség is igaz (nemnegativ tagokat adunk hozza):

i=1 i=1

m m m 1/2
> A(CC&, &) ((BBY)E, &)1 < (Z< (CC)&, &) Y ((BB*)&, & )
i=1
= n!{per, (CC") perq(BB*)}l/Z.
Ezzel az allitast belattuk. W
7. Jelolés. Tetsz6leges m > 2 egész és ¢ komplex szédmra
mlgl =1+ +a+q") - (I+ag+q +-+q")
és [0],! = [1],! = 1.

5.2.3. Megjegyzés. Legyen H a csupa egyesbél allo matrix, ekkor

Az els6 egyenlGség a definiciobol értelemszerd, mert mindig egy lesz ¢!(™ egyiitthatoja
(csupa egyesbdl allo szorzat). A masodik egyenlGség pedig azért teljesiil, mert az (14 g+

-+ ¢"71) tényezd feleljen meg a k. (a k. oszlopbol jové) elemnek a diadikus szorzatbol,
ha ez az elem 1 elGtte all6 elemmel all inverziéban, akkor a neki megfelels zardjelbdl

valasszuk a ¢' tagot. Igy a két oldalon ugyanazt az eredményt kapjuk.

5.2.4. K6évetkezmény. (1) Ha A négyzetes mdtriz, akkor |per, A]> < per,(AA*).
(2) Ho A= HU, ahol U unitér és H > 0, akkor | per, A]> < per,(H?).
(8) Ha A soridsszegei rendre 11,79, ..., Ty, akkor

n

per,(AA”)

(4) Ha A pozitiv szemidefinit mdtriz és q € [—1;1], akkor
per,(A) > det(A)

Bizonyitas. (1) Konnyen latszik a Cauchy-Schwarz egyenldtlenséget alkalmazva A-ra
és az egységmatrixra.

(2) Szintén a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenséghbdl adodik, ugyanis UU* = [ és HH* =
H?, hiszen H énadjungalt.
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(3) Tekintsiik a J, métrixot, melynek minden eleme <. Ekkor egyrészt

|
per(J,) = on
minden sorbol %—et kiemelve, masrészt
| perq(‘A‘]”)‘2 S perq(‘]z) perq(‘AA*)

a Cauchy-Schwarz egyenldtlenség szerint (hiszen J = J,,). Az AJ, méatrix i-edik soranak

minden eleme 7t igy

[n]q! a
AJn = X
per,(AJ,) = = gr

igy az eddigiekbdl a kovetkez6 egyenlétlenséget kapjuk:

[n]q! -
el 1K
=1

ami kis rendezés utan valéban a fent allitott egyenlGtlenség.

2
< [n]q!
S o

perq(AA*),

(4) Mivel A pozitiv szemidefinit méatrix, létezik egy T alsoharomszog matrix, melyre

A =TT*. Ekkor a determinansok szorzastétele szerint
det(A) = det(TT*) = det(T) det(T™).

De T' alsoharomszog matrix, igy det(T") = per,(T') és det(T™) = per, (T™). Ezért det(A) =
per,(T) per,(T%). Valamint az (1) kdvetkezmény szerint

per, (1) < y/per, (T'T*) = y/per,(A)
per, (T7) < /per (T'T*) = \/per,(A),

amib6l az allitas valoban adodik. W

és
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