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1. Eldszo

Ezen szakdolgozat eredeti cime "A sikbarajzolhato grafok reprezentacioi’ volt. Ahogy egyre tobbet olvas-
tam graf-reprezentaciokhoz kapcsolodo tételekrdl, nem csak mas matematikai teriiletekkel ismerkedtem
meg, de szadmos tudomany-hatarteriiletbeli szép alkalmazasaval talalkoztam. Részben ez adta az Gtletet
és batorsagot, hogy a szakdolgozatom ne tisztan matematikabol alljon, hanem helyet kapjon egy maésik
olyan téma is, ami kozel all a szivemhez, ez pedig a pedagogia. Evek 6ta tanitok és mindig igyekszek
az anyagot ugy atadni, hogy azzal egy hosszutavi, biztos tudast szerezzenek a tanitvanyaim. Kiilonb6z4
szemléletd, tudasbézisu és képességii gyerekekkel és felnSttekkel volt dolgom, ami segitett abban, hogy
megismerjem sokféle tanulé modszerét és gondolkodasat. Eddigi tapasztalataim azt igazoljék, hogy eh-
hez a tananyag mély megértése mellett a rendszer atlatasa a kulcs. A szakdolgozatom célja egy olyan
modell megtaldlasa, amivel ezt tudomanyosabb szintre lehetne emelni. A kapcsolatok hangstlyozasa és
a lényegi informacié kiemelése a feladat, melyet grafokkal és azok reprezentéltjaival szeretnék immaéaron

egy matematikai strukttaraként leirni.

2. Sikbarajzolhat6é grafok

A sikbarajzolhato grafok az elsé és egyben kiindul6 pontja ennek a dolgozatnak. Tanulményaim soran kii-
lonféle, latszélag nem grafelméleti feladat kapcesan is elSkeriiltek. Példa erre az uthalozatok modellezése,
kiilonbo6z6 adatstruktarak, illetve a folyamfeladatok fizikdban val6 alkalmazasai, elektromossagtannal valo
kapcsolata. Szamtalan graftulajdonsig meghatarozasara nem all rendelkezésiinkre olyan algoritmus, ami
kell6en hatékonyan vélaszt adna, azaz példaul nincs polinomialis futdsideji algoritmus ra. Sok esetben
azonban belathato, hogy sikbarajzolhato grafok esetén a tulajdonsig automatikusan kovetkezik, valami-
lyen korlat adhato ra, vagy ebben az esetben mér van alkalmas algoritmus. Ilyen tulajdonsag példaul a
grafok szinezhetGsége és az izomorfia eldontése.

Szamomra ezeknek a grafoknak azon vonésa lesz érdekes, hogy alkalmasak olyan strukturik abrazolasara,
melyek leirasat egy Osszefiiggs szbvegben olvasva nehéz, vagy akir lehetetlen volna atlatni, mig egy egy-
szerii pontokbol és vonalakbol 4ll6 rajz segitséget ad a megértéshez. Ennek a fejlettebb szintjeit jelentik
majd a reprezentaciok, amikor is a hagyomanyostol eltéré moédon abrazoljuk a grafokat.

Ehhez elGszor a sikbarajzolhato grafokhoz kapcsolodo alapdefiniciokat, allitasokat és tételeket kell atte-

kinteniink. Az alapvets grafelméleti fogalmakat ismertnek tekintjiik.

Alapveté definicidk és tételek

2.1. Definicié (Sikbarajzolhato graf - planar graph). Egy G = (V, E) grafot sikbarajzolhatonak ne-
veziink, ha lerajzolhaté tgy a sikban, hogy élei Jordan gorbék és azok csak a végpontjaikban metszik

egymast.

2.2. Definicié (Graf sikbarajzoltja - plane map). Egy graf sikbarajzoltjan a graf egy fix sikba valo
beagyazasat értjiik.
Ezt a kifejezést gyakran hasznaljuk a graf bedgyazasanak képére is, azaz a sik azon részhalmazara,

amely a cstucsoknak megfelel6 pontokat és az éleknek megfelels Jordan-gorbéket tartalmazza.

2.3. Definicié (Tartomany - face). Egy sikgraf beagyazottjanak komplementere olyan véges sok tarto-

manyt jelent a sikon, melyek ivekkel csatlakoznak egymashoz és paronként diszjunktak.



2.4. Allitas. Amennyiben 2-Gsszefiiggs grafokrol beszéliink, a tartomanyokat azonosithatjuk lapokkal.

Ez a megfelels poliéderes megfeleltetés kovetkezménye.
Egy G=(V,E) sikgraf pontjainak, éleinek és tartomanyainak szamat altalaban n, m és f jeloli.

2.5. Definicié (Dualis - dual). Minden sikbarajzolt G = (V, E) grafnak létezik egy G* = (V*, E*) dualis
grafja. Ennek pontjai az eredeti G graf lapjai, és amennyiben két lap k élen csatlakozik egymashoz,
G*-ban k él koti ossze Gket. Tehat minden E-beli élhez egy E*-beli él tartozik, igy |E*| = |E|.

G sikbarajzolt graf és G a dudlisaval

2.6. Definicié (Haromszogelés - triangulation). Egy graf sikbarajzoltjat haromszogelésnek neveziink, ha
minden lapjat pontosan 3 él hatarol. Megjegyzends, hogy egy haromszogelésben lehetnek parhuzamos

élek, de ezek koziil semelyik kettd nem hatarolhatja ugyanazt a lapot.

Minden egyszerii sikbarajzolhat6 grafba bevehetiink plusz éleket tigy, hogy minden lapja haromszig

legyen, de kézben egyszerd maradjon a graf.

2.7. Tétel (Euler formula). [3] Minden 6sszefiiggs sikbarajzolt grafra teljesiil, hogy n —m + f = 2, ahol

n a pontok, m az élek, f pedig a lapok szamat jeloli.

A matematikai allitdsoknak és tételeknek rend szerint nem csak egy bizonyitasa van. Ennek kiilonb6z6
okai lehetnek, akar egy ténylegesen egyszertibb magyarazat megtaldlasa, akar egy teljesen mas eszkoztar
hasznélata.

Erdés Pal egy 1993-as elGadasin a kovetkezSképpen fogalmazott: "Van ez a viccem, hogy Istennek van
egy végtelen... egy transzfinit kényve, amiben benn van minden tétel és a legszebb bizonyitasok.
Szoktam mondani, hogy istenben nem is kell hinni mindenkinek, de a kényvben kell hinni. Es még azt is
foltehetjiik, hogy a konyv az tulajdonképpen maga isten."
Az Euler formula bizonyitasok koziil a legszebbnek a lapokra vonatkozo indukciés bizonyitéast talaltam.
Ez ugyanis alapvetd eszkozoket hasznal és a matematikai bizonyitasok legtobbjéhez képest kifejezetten
rovid.
Bizonyitds: Legyen G-nek egyetlen lapja. Ekkor aciklikus, mivel ha lenne benne kor, akkor mar legaldbb
két lapja lenne. G Osszefiiggd is, ami feltétele a tételnek, ekkor G egy fa, amire teljesiil, hogy m =n — 1.
Ekkor természetesen teljesiil a tétel.

n—(Mn-1)+1=2



Tegyiik fel, hogy k — 1 (k > 2) lap esetén a tétel teljesiil. Legyen G olyan Gsszefiiggs sikbarajzolt graf,
melynek k darab lapja van. Ekkor vegyiink egy e élt, ami hatérol egy lapot, és ezt vegyiik ki a grafbol.
Jeloljiik ezt a grafot G — e-vel. Ezzel az a két lap, amit e valasztott el egymastol, egyesiilt. Igy G — e-nek
éppen k — 1 lapja lesz és Osszefiiggs sikbarajzolt graf marad. Ekkor a feltevés szerint érvényes a tétel,

azaz:

n(G—e)—m(G—e)+ f(G—e)=2.

Hasznalva az alabbi Gsszefiiggéseket
n(G —e) =n(G),m(G—-¢e)=m(G) -1, f(G—e) = f(G) — 1,

pont az Euler formulat kapjuk:
n(G) —m(G) + f(G) =21

2.8. Tétel (Tutte). |10] Ha G = (V, E) olyan 3-Osszefiiggs egyszert graf, amely nem tartalmaz felosztott
K-t és felosztott K3 3-at, akkor bedgyazhaté a sikba gy, hogy minden élt egyenes szakasz reprezental,

két élnek csak a végpontja lehet kozos, és a tartomanyok konvexek.

Bizonyitds: Amennyiben |V| = 4, ugy a graf a teljes négyes, amelynek létezik a kivant beagyazésa.
Tegyiik most fel, hogy |V| > 5.

2.9. Lemma. Legyen G = (V,E) egy legalabb 6t pontu 3-Osszefiiggs iranyitatlan graf. Ekkor G-nek

létezik olyan éle, amelyet Gsszehtuzva 3-Gsszefiiggs grafot kapunk.

A fenti lemma szerint létezik olyan z'x” él, amelyet Osszehtuzva egy G 3-Osszefliggs grafot kapunk,
amely a lemma szerint nem tartalmaz felosztott Ks-t és K3 3-at. Az Osszehtizott pontot jelolje x. Indukcié
folytan G1-nek létezik a kivant bedgyazasa. Mivel G — x 2-Gsszefiiggd, igy G1 —  minden tartomanyéat a
graf egy kore hatarolja. Ezek kozil jelolje K azon (esetleg végtelen) tartoméany hatarat, amelyik az z-et
belsejében tartalmazza. Allitjuk, hogy az 2’ és 2" egyikének van olyan (a masiktél kiilonb6z6) szomszédja,
amely nem szomszédja a mésiknak. Ha ugyanis nem ez volna a helyzet, akkor a 3-Osszefiiggdség miatt
léteznek u, v, z pontok melyek mind az z’-nek mind az x”-nek szomszédai. Ekkor viszont az z’, z”, u,
v, z pontok a K kor segitségével egy felosztott teljes 6tost hataroznak meg. Legyen tehat u mondjuk
az z'-nek egy olyan szomszédja, amely nem szomszédos x”’-vel. Az u-t6l indulva a K korén haladva
mindkét irdnyban lesz egy els6 pont, amely szomszédja x”-nek. Jeloljik ezt a két pontot s-sel illetve
t-vel. Mivel 2" legalabb harmadfoku, s és ¢ kiillonb6z6. Azt allitjuk, hogy x’' valamennyi szomszédja a
kornek ugyanazon az s és t kozotti ivén van, mint az v pont, mert ha mondjuk a v pont az atellenes iven
volna, akkor az 2/, #/, u, v, s, t a korrel egy felosztott K3 s-at hatdroznanak meg. Emiatt az = pontot

szét lehet "nyitni" dgy, hogy a G graf kivant sikba rajzolasat kapjuk. W
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2.10. Tétel (Kuratowski). [10] Egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhat6, ha nem tartalmaz sem

topologikus K5-6t, sem topologikus K3 3-mat.

Bizonyitds: Az Euler formula szerint f +n = m + 2, ahol f a lapok szama, n a cstcsoké, m pedig az
éleké. A teljes 6tos nem sikbarajzolhatd, mert ha indirekt az lenne, akkor f = 10 +2 — 5 = 7. Mivel
pedig minden tartoményt legalabb harom él hatarol, az élek szama legalabb 7 - 3/2, és igy legalabb 11
lenne, holott csak 10. A K3 3 sem sikbarajzolhat6, mert kiilénben f = 9+ 2 — 6 = 5 lenne. Mivel pedig
minden kor legalabb négyéld, igy az élek szama legalabb 4f/2 = 10 volna, holott csak 9. Kovetkezik,
hogy a felosztott K5 vagy K3 3 sem sikbarajzolhato, és igy egy ilyeneket tartalmazé graf sem az.

A megforditashoz tegyiik fel indirekt, hogy G egy ilyen részgrafokat nem tartalmazd graf, amely nem
rajzolhaté sikba. Feltehetd, hogy G minimalis csticsszamra, azon beliil élszdmra nézve. Nyilvan feltehetd,
hogy G 0Osszefiiggs, hiszen ha nem az, akkor a komponensei mar sikba rajzolhatok, és igy G maga is az
volna. Hasonléképp lathato, hogy G-ben nincsenek hurkok és parhuzamos élek, azaz G egyszert.
Allitjuk, hogy G 2-6sszefiiggs. Ha ugyanis ¢ elvago pont volna, akkor létezne V-nek két X, Y részhalmaza,
melyekre t € XNY,V = XUY,|X| > 2,]Y| > 2, nincs él X —Y és Y — X kozott, tovabba az X illetve az
Y altal feszitett G1 és Go részgrafok OsszefiiggGek. Ekkor mind G, mind G5 sikbarajzolhato, amelyeket
t-nél torténd Osszeillesztésével G egy sikbarajzolasit kapnank.

Most belatjuk, hogy G 3-Osszefiiggd. Mivel a teljes négyes sikbarajzolhato, ezért a legfeljebb négypontu
grafok is azok, igy |V| > 5. Tegyiik fel indirekt, hogy =,y elvagja a grafot. Ekkor létezik V -nek két X,
Y részhalmaza, melyekre X NY = {z,y}, V=X UY, |X| >3, |Y| > 3, nincs é1l X —Y és Y — X kozott,
tovabbéa X illetve az Y altal feszitett G és G5 részgrafok Osszefliggbek. Legyen Gx az X altal feszitett
graf plusz az e = xy él, mig Gy az Y altal feszitett graf plusz e. Allitjuk, hogy G'x nem tartalmaz sem
Ks, sem K3 3 részgrafot. Valoban, ha tartalmazna, akkor az sziikségképpen hasznalna az 1j e élt, hiszen
G-ben nincs a fenti részgrafok egyike sem. Ugyanakkor Gy-ban létezik at x és y koz6tt, és akkor az e élt
ezen utra cserélve egy G-beli Ky vagy K3 3 részgrafot kapnank. Analég kapjuk, hogy Gy sem tartalmaz
ilyen részgrafokat. Indukciéval adédik, hogy mind Gx, mind Gy sikbarajzolhaté. Raadasul mindkettének
létezik olyan sikbarajzolasa is, amelyben a szobanforgo e él a végtelen lap hataran van. (Ugyanis egy
sikgraf a gombre is felrajzolhatd, és akkor az e altal hatarolt egyik T' lap egy bels pontjabdl a gdmbot
egy tole diszjunkt sikra vetitve a kivant sikbarajzolast kapjuk.) emiatt a két sikbarajzolas Osszeilleszthetd
e mentén ugy, hogy a G + e egy sikbarajzolasat kapjuk.

Végiil 3-0sszefiiggs grafokra a tétel kovetkezik az elézd tételbsl. B



A Kuratowski tételt kdvetGen néhany évvel Wagner is publikilt egy hasonlé feltételt add tételt a

sikbarajzolhatosagra. Ehhez a kovetkez6 definicio sziikséges.

2.11. Definicié (Minor). Azt mondjuk, hogy egy G graf minorként tartalmaz egy H grafot (vagy hogy
a H G-nek minorja), ha G-bdl kiindulva élek 6sszehuzéséval és elhagyasaval el§ lehet allitani egy H-val

izomorf grafot.

2.12. Tétel (Wagner). [10] Egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhato, ha nem tartalmaz sem Kj,

@7 7
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sem K33 minort.

A két tétel ekvivalens, holott elsére Kuratowski allitdsa erdsebbnek tiinhet, ugyanis a felosztott K
és K33 is kénnyedén konvertadlhaté minorrd élek Osszehtzasaval. Ezzel szemben a minor nem mindig
alakithatoé a4t a megfelel6 felosztottd. A megoldast az adja, hogy a K5 és K3 3 esetében belathato, hogy
ha valamelyiket minorként tartalmazza a graf, akkor valamelyik felosztottjat is. Ebbdl pedig kovetkezik,
hogy a két allitas egyenértékd.

A Kuratowski és Wagner tételek bizonyitasabol a kovetkezd eredmény adodik.

2.13. Tétel (Fary-Wagner). Minden sikgraf lerajzolhat6 a sikra metszés nélkiil gy, hogy minden éle

egyenes szakasz.

A tételre David R. Wood bizonyitasa a kovetkezs cikkben jelent meg: [19].

Outerplanar grafok

A sikbarajzolhaté grafoknak egy sziikebb csoportjat alkotjak az outerplanar grafok. Ezek bemutatasa
kovetkezik.

2.14. Definicié (Outerplanar graf - outerplanar graph). Egy sikbarajzolhaté grafot outerplanarnak

neveziink, ha lerajzolhaté ugy a sikba, hogy minden csicsa ugyanazon a lapon van.



Outerplanar graf

Az outerplanar grafok is reprezentalhatéak kizart minorokkal es kizart topologikus részgrafokkal, mint

a sikgrafok.

2.15. Tétel (Chartrand and Harary). [5] Egy G graf akkor és csak akkor outerplanar, ha nem tartalmaz

sem topologikus K> 3-at, sem topologikus K4-et.

Bizonyitds: A tétel sziikséges és elégséges feltételt is ad, tehat mindkét iranyt be kell 1atni. A sziikségesség
magatol értet&dd, hiszen a Ky és K 3 nem outerplanar grafok. Valéban, ha outerplanar lenne, akkor egy
csucsot hozzdjuk adva a kiilsé tartoményban, azt minden korabbi cstuccsal 6sszekotve sikgrafot kapnank,
a de az nem lehet, mert a K5 és K33 nem azok.

A maésik iranyt, miszerint ez elégséges feltétel is, indirekt bizonyitjuk, azaz feltessziik, hogy G nem
tartalmaz sem topologikus K» s3-at, sem topologikus K4-et, mégsem outerplanar.

Ha a G graf nem sikbarajzolhato, akkor Kuratowski tétele alapjén biztosan tartalmaz vagy egy Ks5-0t
vagy egy K 3-at, kovetkezésképp tartalmaznia kell egy Ky-et vagy egy Ko 3-at is. Ezért G sikbarajzolhato
kell hogy legyen.

Ha G nem outerplanar, akkor tartalmaznia kell egy olyan B kétszeresen Osszefiiggé maximalis részgrafot,
ami szintén nem outerplanar és legalabb két cstcsa van. Vegyiik azt a sikbarajzoltjat B-nek, ahol a lehetd
legtobb cstics keriil a kiils§ korre (a kiils§ lapot hatérolo korre) Z. Z nem a Hamilton kor, hiszen akkor
outerplanar lenne. Ekkor van legaldbb egy u pont a Z belsejében. Legyen u olyan, hogy egy Z-n 1évé
vy csticesal szomszédos. Mivel B kétszeresen Osszefiiggs, deg(u) > 2. Ezért van egy P ut valamely vy
csucsba, mely szintén a Z-n van. Ekkor két esetet kell megvizsgalnunk.

Els6 eset: ha vy és vo egymast kdvets két cstics a Z-n.

Ebben az esetben kell hogy legyen egy vo-t6l kiilonb6z8 w cstics a P-n, aminek a foka legalabb 3, kiilonben
az u csucs, uvy él, P ut bevételével és a vivy él kihagyaséval egy hosszabb kort taldltunk volna, mint Z.
Ekkor van egy ut w-bél egy vs Z-n fekvs pontba. (Lasd adbra) A Z kor és a w pontbol indulé 3 ut altal
meghatéarozott részgraf topologikus K.

Masodik eset: ha vy és v nem egymaést kovetd cstcsok Z-n.

A Z kér és az u-n atmend Gt v1-bol va-be egy olyan részgrafot alkotnak, amely topologikus K5 3. (Lasd
abra) W



&

Topologikus K, Topologikus K, ,

A sikbarajzolhat6 grafokhoz hasonldan itt is igaz a Wagner tételbeli megkdzelités, miszerint egy G

graf akkor és csak akkor outerplanar, ha nem tartalmaz sem Ky, sem K5 3 minort.

Egy masik sziikséges és elégséges feltételt ad a kivetkezd tétel.

2.16. Tétel. Egy G graf akkor és csak akkor outerplanar, ha a dualisanak, G*-nak létezik olyan v csicsa,

melyre teljesiil, hogy a G* — v graf nem tartalmaz kort.

A tétel bizonyitasa megtaldlhaté a Maciej M. Syslo Characterizations of Outerplanar graphs cimd
cikkében. [16]

A kovetkez6 allitas az outerplanar grafok azon tulajdonsagat fogalmazza meg formalisan, hogy minden
outerplanar graf reprezentélhato ugy sikgrafként, hogy egy korre (egységkorre) rajzoljuk a pontjait, ezek
koziil néhanyat egyenes vonallal 6sszekdtiink, persze metszésmentesen, majd a kor ivei koziil néhanyat

elhagyunk.

Kérre rajzolt outerplanar graf

2.17. Allitas. Egy outerplanar graf akkor és csak akkor kétszeresen Osszefiiggs, ha a kiilsé lapot hatarolo

élek és pontok egyetlen egyszerd kort alkotnak ismétl§ds csicsok nélkiil.



Bizonyitds: Az allitas egyik iranya kénnyen belathatd. Ha a kiils6 lapot hatarolo élek és pontok egyetlen
egyszerd kort alkotnak ismétl6ds csicsok nélkiil és a graf outerplanar, akkor a kétszeres OsszefliggGség
garantalt, mivel barmely élt kivéve a grafbol az 6sszefiiggé marad.

A masik irdany, miszerint a kétszeres OsszefliggGséghdl kovetkezik, hogy egy outerplanar grafnak a kiilsé
lapot hatarolo élei és pontjai egyetlen egyszerd kort alkotnak ismétl§ds csicsok nélkiil, indirekt bizo-
nyithaté. Megmutatjuk, hogy ha nincs ez a bizonyos kiils kor, akkor nem is lehet az outerplanar graf
kétszeresen Osszefiiggs. Indirekt tegyiik fel, hogy G kétszeresen Osszefliggd outerplanar graf, de a kiilsé
lapot hatarolé élei és pontjai nem alkotnak kort.

Lerajzoljuk le G-t ugy, hogy egy kor (most geometriai értelemben) mentén helyezkedjenek el a pontjai,
de van legalabb ketts, v; és vs pont, melyek egyméas mellett helyezkednek el, és nincsenek Osszekotve.
Mivel a kétszeres Osszefliggéség adott, mind v1-bél, mind vo-bél indul még ki legalabb egy él, ami nem a
kor ive. Ekkor két eset lehetséges.

ElsG eset: vy és vy is a k6z0s vg csuicesal van Osszekdtve, am itt rogton sériil a 2-Gsszefiiggség, hiszen
vs-at elhagyva szétesik a graf.

Masodik eset: vy Gssze van kotve egy vy csticesal és vo egy vs-tel. Ilyenbdl lehet t6bb is. Vegyiik azokat,
melyek a legkdzelebb vannak egymashoz az iven. Ekkor v4-bdl és vs-bdl is csak olyan pontokba mehet
él, ami a kett6jiik kozti iven van. Igy ismét tudunk talalni egy olyan koztes csticsot, mely elhagyasaval a

graf nem lesz tobbé Osszefiiges. W

3 Uy
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Elvago pont az els6 és a masodik esetben

A kovetkezd éllitas egyszert, &m anndl érdekesebb kiovetkezménye a fent megfogalmazottaknak.

2.18. Allitas. Egy outerplanar grafban akkor és csak akkor van Hamilton-kor, ha kétszeresen sszefiiggs.

Ekkor a Hamilton-kor egyértelmii és éppen a kiils6 lapot hatarolé kor az.

Ennél &ltalanosabban azt is allithatjuk, hogy a leghosszabb kor hossza egy outerplanar grafban
megegyezik a legnagyobb kétszeresen Osszefiigg komponens pontjainak szamaval. Ebbdgl kifolyolag a
Hamilton-koér és leghosszabb kor keresési feladat lineéris id6ben megoldhat6 ebben a grafcsaladban, mig

tetszéleges grafok esetén, s6t sikbarajzolhaté grafok esetén is ez NP-teljes probléma.



3. Sikbarajzolhaté grafok reprezentaci6i

Egy grafot lerajzolhatunk a csicsainak megfelel§ pontokkal és ezeket Osszek6té vonalakkal, melyek ter-
mészetesen az éleknek felelnek meg. Egy graf ilyen moédon valé geometriai abrazolasa a legegyszertibb és
egyben a legnépszeriibb is. Ugyanakkor felmeriil a kérdés, hogy lehetne-e "jobban" abrézolni a gréfot.
Sok mulik azon, hogy mit varunk a graf geometriai képétsl. Ha bizonyos graftulajdonsigot szeretnénk
leolvasni vagy valamilyen grafalgoritmust futtatni, akkor eléfordulhat, hogy a hagyomanyos reprezenta-
ci6 mégsem a legalkalmasabb. Csupén a graf szerkezetének atlatésa is lehet a célunk, am ekkor sem
biztos, hogy ha a pontos-vonalas dbrazolast valasztjuk, akkor fogjuk a graf szamunkra érdekes tulajdon-
sagat megfelelGen latni. Mindemellett a hagyomanyos abrazolasmod sem egyértelmii. A késGbbiekben
bemutatésra keriil egy olyan modszer is, amely éppen azt a kérdést fogja megvélaszolni, hogyan érdemes
elhelyezni a graf cstucsait a sikon.

Ha alkalmazés-centrikusan tekintiink a problémara, akkor jelentds szerepet jatszik az is, hogy maga a
graf milyen jellegid informaciot hivatott abrézolni. Példaul lehetnek a csticsok varosok és az élek a ko-
zOttiik halado utak, vagy egy kozosségi oldal felhasznaldit feleltessiik meg a graf pontjainak és a koztiik
léve ismeretségek legyenek az élek. Ezekben az esetekben tokéletesen megelégsziink a pontok-vonalak
segitségével kapott dbrazolassal. Azonban ezeknél komplexebb rendszerek is leirhatdak grafokkal, melyek
reprezentaldsara mar 1Uj eszkozoket fog igényelni.

Célom egy olyan reprezentacié megtaldlasa, mellyel azt a grafot lehetne a legszemléletesebben abrézolni,
ami egy adott iskolai tananyag f6bb pontjait koti Ossze a koztiik hizodo kapcesolatok mentén. Az egyes
informécié darabkéakat szeretném a graf képébe be is irni, ezek lehetnek tételek, definiciok vagy barmi mas
kulcsmegjegyzés is. A kapcsolddo pontok legyenek a legkozelebb egymashoz vagy akar érintsék, metsszék
egymast. Igy a tananyag f6bb Gsszefiiggéseit is és magukat a kulesinformaciokat is abrazolni tudnank.
Ebben a fejezetben Gsszegytijtottem néhany grafreprezentaciot, melyek kiilonb6z6 eszkézoket hasznalnak,

kiilonbo6z6 feltételeket szabnak és nem elhanyagolhaté mddon kiilonbo6zé grafok dbrazolasara alkalmasak.

Miel6tt konkrét reprezentaciokat vizsgalnank meg, érdemes bevezetni egy jelolést. Ezt vektor-cimkézésnek
nevezziik. Egy G = (V, E) graf d-dimenzi6s vektor-cimkézése egy térbedgyazasa G-nek, z : V — R, To-
vabbé hasznaljuk még az x(i)-t rovidits (z; : i € V) jelolést is. Ez mutatja az egyes grafcsiucsok helyét
a d-dimenzios térben. Ezek alapjan az i — x; leképezésre gondolhatunk tgy, mint a graf egy lerajzola-
sa. Ekkor természetesen a megfelel6 pontok egyenes szakaszokkal vannak OsszekGtve, melyek az éleket
hivatottak reprezentélni. A késGbbiekben ezen megfeleltetéssel fogunk egyes reprezentacidkat definial-
ni. Esetiinkben grafok sikbeli reprezentaciot szeretnénk ilyen médon leirni, tehat d = 2, azaz a graf

csucsainak sikbeli koordinétait fogjuk érteni a nekik megfelel§ vektorok koordinatain.

Korpakolas

3.1. Definicié (Korpakolas - circle packing). Korpakolasnak nevezziik korok egy Osszefliggs halmazat,

ahol a korok belseje egymastol diszjunkt. Korok dsszefiiggésén azok érintkezését értjiik.

3.2. Definicié (Erint6 graf - tangency graph). Egy korpakoldsnak az érinté grafja az a graf, melynek

pontjai egy-egy korhoz tartoznak, és az élei pedig azokhoz a korparokhoz, amelyek érintik egymast.



Erints graf

Ha a korpakolés sikon, vagy ezzel ekvivalens médon a géombon van, akkor ennek az érinté grafjat érme
grafnak - coin graph hivjuk. Az érme grafok mindig egyszertek, osszefiiggGek és sikbarajzolhatok. Ezen

allitas masik iranyat az alabbi korpakolasrol szolo tétel/tételek biztositjak.

3.3. Tétel (Koebe). [2] Legyen G haromszorosan Osszefiiggd, sikbarajzolhato graf. Ekkor a graf pontjai
megfeleltethetGek koroknek, melyek belseje diszjunkt, és a graf két pontja pontosan akkor élszomszédos,

ha az 6ket reprezental6 kordk érintkeznek.
A tételt Koebe utan Andrejev és Thurston altalanositottak.

3.4. Tétel (Koebe-Andrejev-Thurston). [13] Ha a G véges graf sikbarajzoltja haromszogelés, akkor
egyértelmten létezik egy korpakolds, aminek éppen G az érint6 gréafja. Az egyértelmiiség Mobius transz-

formaciok és tiikrozések erejéig értendd.

A tétel bizonyitasa Lovasz Laszlo és Vesztergombi Katalin Geometric representations of graphs cimi
koényvében megtaldlhato. Sokszor az ilyen és ehhez hasonlo tételek esetében a bizonyitas a létezést és
egyértelmiséget csak "elméleti" szempontbdl vezeti le. Ezzel szemben a Koebe-Andrejev-Thurston tétel

bizonyitasa egy eljarast ad a reprezentacio elGéllitasara.

3.5. Definicié (Erint6 rendszer - contact system). Az érint6 rendszer olyan gorbék (nyilt vagy zart)
halmaza a sikon, melyek koziil semelyik ketts nem keresztezi, legfeljebb érintheti egymast. A rendszerben

érintési pontnak nevezziik a gdrbék metszéspontjat.

3.6. Definicié (Erint6 reprezentacio - contact representation). Egy G = (V, E) gréf érint6 reprezentaci-
ojanak nevezziik azt a C = {c(v) : v € V'} érint6 rendszert, ahol két gérbe pontosan akkor érinti egymaést,

ha a hozzajuk tartozo6 csicsok élszomszédosak.

3.7. Definicié (Primal-duél érintG-reprezentacio - primal-dual contact representation). Jeldlje a G =
(V,E) graf dualisat G* = (V*, E*). A primal-dudl érintd-reprezentacio (V,F) a G graf azon reprezen-
tacioja, ahol a V = {c(v) : v € V} és a F = {c(f) : f € V*} két kiilon reprezentéacio, V a G-hez, F
pedig a G*-hoz tartoz6. Ekkor minden uv élre, ami az f és g lapot hatarolja, a c(u) és c(v) ugyanabban

a pontban metszik egymast, mint c(f) és ¢(g).
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Andrejev belatta, hogy a fent definialt primal-duél érinté-reprezentacio is elkészithetd korokkel. Ezt

fogalmazza meg az alabbi tétel.

3.8. Tétel (Andrejev). [11] Minden haromszorosan Osszefiiggd sikbarajzolhat6é grafnak létezik primal-

duél reprezentacidja érintkezé korokkel.

Erintkezd haromszoges reprezentacid

Koebe korokkel valé reprezentacidja egyben azt is jelenti, hogy érintkezd sokszogekkel is reprezentalhatéd
minden sikbarajzolhat6 graf. Ez kdvetkezménye a fent leirt tételeknek, &m ennél tSbbet is allithatunk.
Fraysseix latta be, hogy a sikbarajzolhat6 grafok érintkezs haromszogekkel is dbrézolhatoak. A kiovetkezd

néhany tétel és allitas ezt fogalmazza meg.
3.9. Tétel (Fraysseix). [11] Minden sikbarajzolhaté graf reprezentalhaté érintkezs haromszogekkel.

Ennél tobbet is mondhatunk, ugyanis ahogy a korés reprezentaciondl, itt is beszélhetiink primal-dual
reprezentaciorol.

fedésnek nevezziik, ha a pontokhoz tartozé haromszogek és a zart lapokhoz tartozo haromszogek egy
haromszog fedését irjak le.
Szigoru fedésrdl beszéliink, ha minden érintkezési pont pontosan harom csicshoz vagy laphoz tartozo

haromszog pontja.

3.11. Tétel (Fraysseix). [11] Minden haromszorosan Osszefiiggd G sikbarajzolhato grafnak létezik olyan

priméal-dudl érinté-reprezentacidja hiromszdgekkel, ami szigori fedés.

Primal-dudl érint6-reprezentacio haromszéogekkel

Rubber band reprezentacid

A sikbarajzolhat6 grafok rubber band, mas néven gumiszalagos reprezentalasaval Tutte foglalkozott. Azt
vizsgalta, hogyan rajzolhato le egy 3-szorosan Osszefiiggs sikbarajzolhato graf egyenes élekkel és konvex
lapokkal.
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Legyen G = (V, E) egy Osszefliggs graf és vegyiik ekkor a () # S C V részhalmazt. Rogzitsiik d-t,

ami annak a térnek a dimenzi6ja, ahol a grafot abrazolni szeretnénk és egy z° : S — R? leképezést. Ezt
egészitjiik ki egy = : V — R reprezentaciova.
Miel6tt pontosan definidlnank a rubber band reprezentaciot, nézziink egy ugyan nem formalis, de annél
szemléletesebb leirast rd. Az S halmaz pontjait rogzitjiik az 20 szerint, a tobbi pontot pedig tigy helyezziik
el, mintha a pontokat Osszekotd élek rugok lennének, és ezek nyugalmi helyzete allt volna be. Mint
ahogyan azt Hooke torvényébdl tudjuk, az er§ ardnyos a rugdk megnyulasaval, az energia pedig annak
négyzetével. A rugok éppen ugy fognak beéllni, hogy ez az energia minimélis legyen. Késébb latni
fogjuk, hogy ez az elhelyezkedés egyértelmt lesz. Ezt hivjuk tehat a G graf 2°-t kiegészitd rubber band
reprezentacidjanak. Az S halmaz pontjait rogzitett, mig a V' \ S pontjait szabad pontoknak nevezziik.

Ennek a pontos leirdsa a kovetkezs:

3.12. Definicié (rubber band reprezentécié - Rubber band representation). Jelolje z; = (241, ..., 7ia)’ €
R? az i € V pont helyvektordt. Ekkor z; = 29 minden x; € S pontra. Ekkor definialhatjuk a reprezen-
taci6 energidjat tgy, mint e(z) = > . plvi — x| = > ijeE Zzzl(a:ik — z;;)%. A minimalis energiaju
0

reprezentaciot keressiik, ahol az a peremfeltétel, hogy z; = 2} minden x; € S pontra.

A Petersen-graf rubber band reprezentacidja

3.13. Lemma. Az e(x) fiiggvény szigoruan konvex.

Bizonyitds: Az €(z) fiiggvényt gy definialtuk, mint e(x) = >, p [2; — z;|? = dijen Zgzl(a?ik —xjp)2.
Ebben az (x;; — xjk)z rész nyilvan konvex. Konvexek 0sszege pedig szintén konvex marad.

A szigorti konvexitas pedig gy lathato be, hogy indirekt feltessziik, hogy az e((x + y)/2) = 1/2(e(x) +
e(y), z#y:V — R% Majd az e(z) definicidja alapjan arra jutunk, hogy ez csak akkor lehet, ha z = y,

ami pedig ellentmondés. W

Mindezt azért fontos megjegyezniink, mert igy valéban értelmes ezen fiiggvény minimalizalasarol beszél-

nink.
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Legyen G = (V, E) 3-szorosan Osszefliggs sikbarajzolhato graf és py egy tetsz6leges lapja. Tovabba
legyen Cy a po-t hatéarolo kor. Ekkor rogzitsiik Cy pontjait (ez lesz S a fenti terminologidban) egy konvex
sokszog csucsaiként a sikon gy, hogy a pontok sorrendje ne valtozzon. Igy megkapjuk az z° : S — R?
megfeleltetést. Ezzel megadhat6é az = : ¢ — v; bedgyazas is, ami éppen a rubber band reprezentacidja
G-nek, ami ezt az 2°-t egésziti ki. A korabbiakbol tudjuk, hogy azon pontok, amik nincsenek a Cp-on
az energiafiiggvénynek megfelelGen helyezkednek el, azaz €(z)-et minimalizalva. Tutte {6 eredménye a

téméaban a kovetkezs tétel:

3.14. Tétel (Tutte). [13] Ha G egy 3-szorosan Osszefiiggs sikbarajzolhaté graf, akkor minden rubber
band reprezentacioja G-nek (konvex sokszogként rogzitett po lap esetén) a G graf egy sikbarajzoltjat

adja.
A rubber band reprezentaciot hasznalhatjuk a k-szoros OsszefiiggGség tesztelésére is. Ebben az irany-
ban Linial, Lovasz és Wigderson eredményei érdemelnek figyelmet [12].

Téglalapos abrazolas - rectangle representation

3.15. Definicié (Téglalap-felosztas - rectangular dissection). Egy téglalapot osszunk tovabbi téglala-

pokra vizszintes és fiiggbleges szakaszokkal. Ezt a konfiguraciot jelolje R.

Téglalap-felosztas

3.16. Definicié (Vaz - skeleton). Legyen R téglalapok olyan osszefliggd halmaza, ahol a téglalapok
belseje diszjunkt egymastol. Ekkor a téglalapok éleinek unidja R véazat adja, ezt skel(R) jeldli.

csticsaibdl éll, mig E az ezeket Osszekots élek halmaza. Ezt a grafot Gipei(r) jeloli. Ggpey(r)-nek négy
ketts foki csticsa van, a tobbinek harom vagy négy a foka. Elei vizszintes és fiiggsleges szakaszokbol

allnak.

3.17. Definicié (Téglalapos abrazolés - rectangle representation). Ha egy G grafot az R reprezentalja,

azaz G = Ggpei(R), akkor ezt a G graf téglalapos abrazolasanak nevezziik.

Grafok reprezentélasakor nem csupadn maga a reprezentidlhatésig kérdése érdekes, hanem maga a

megvalositas is. A téglalapos adbrézolas esetén az egyik kulcs eredmény a kovetkezs:
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3.18. Tétel. [9] Legyen G olyan sikbarajzolhat6 graf, melynek négy kitiintetett (sarok)csicsanak foka
kettd, valamint a tSbbi csics foka is legfeljebb harom. Ekkor létezik olyan algoritmus, ami eldénti, hogy
G véza-e egy téglalapos reprezenticionak, és amennyiben igen, akkor el§ is allitja ezt a reprezentaciot

linearis idében.

A tétel bizonyitasa tObb részbdl all. Sziikség van hozza a G graf tgynevezett trimmed angle grafja-
ra, melyet ugy allitunk els, hogy az eredeti grafot és dualisat Gsszeolvasztjuk. Ebbgl a grafbol néhany
Osszefiiggést kiolvashatunk a téglalapos dbrazolashoz. Ezt kévetGen megiranyitjuk a grafot bizonyos sza-
bélyoknak megfelelGen és ezen irdny mentén haladva tudjuk felrajzolni a rectangular dissection-t. A
bizonyités szépsége itt is az, hogy nem csak eldonteni tudjuk egy input grafrél, hogy lehet-e ilyen médon
&brézolni, hanem eljarast is ad a reprezenticioé elGallitasara.

A teljes leiras megtalalhato Felsner Rectangle and Square Representations of Planar Graphs cimi cikkeé-
ben.

Az ide tartozo irodalomban kiilonb6z6 kiegészitett és altalanositott verzidi megtalalhatoak a tételnek,
illetve maganak a téglalapos reprezentacionak. Ilyen példaul, amikor megengedjiik, hogy az élek meg-
torjenek, azaz vizszintes és fiiggbleges szakaszokbol alljanak. Ezzel megérizziik az ortogondlis abrazolési
modot, mikdzben tagitjuk az igy reprezentalhaté grafok korét. Ekkor persze a téglalapot merdéleges
hatara idomokkal fedjiik. Egy masik megkdzelités, ami a fokszam szigoru kikotését enyhitené, a ponto-
kat is kis téglakkal abrazolja. Ha megengedjiik az élek megtorését és a téglakat is, akkor mar minden

sikbarajzolhat6 grafot le tudunk téglalapokkal rajzolni.

3.19. Definicié (Téglalapos duélis - rectangular dual). Legyen F(R) az R-ben szerepl§ téglalapok
halmaza, mely tartalmazza a kiilsG, a tobbit magaban foglalo téglalapot is. R dudlisa az a G*(R) graf,
mely pontjainak halmaza éppen F(R) és élei az olyan téglalap parok, melyeknek van kozos oldalszakaszuk.
Amennyiben G reprezentalhato, mint egy R rectangular dissection duélisa, azaz G = G*(R), G-t az R

téglalapos duélisanak nevezziik.

Megjegyzends, hogy ugyan szeretnénk azt hinni, hogy G*(R) a Gpey(r) dudlisa, ami majdnem igaz,

de a kiils6 lapba mend tobbszoros éleknél probléméba iitkoziink.

o

\,L\

R G*(R) G*(R")

Problémas esetek elkeriilése végett szokas egy ugynevezett keretet adni a téglalap-felosztashoz, ami
négy téglalapbol all. Az igy kapott G*(R™) kiegészitetthez a dudlis esetén a kiils6 laphoz tartozo cstcs,

ezt jelolje vy, ennek a foka pontosan négy lesz az abra szerint.
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3.20. Tétel. [9] Legyen G sikbarajzolhat6é haromszigelés egy kijelolt vs, cstcesal, melynek foka 4. Ekkor

G pontosan akkor téglalapos dudlis, ha négyszeresen sszefiiggd.

Négyzetes reprezenticid - square tilings

Vegyiink egy téglalapot és osszuk fel véges sok négyzetre, amik oldalai parhuzamosak a téglalap oldalaival.
Ehhez a kovetkezSképpen definidlhatunk egy grafot. Minden maximalis hosszu vizszintes szakasz, ami
a négyzetek oldalaibol all feleljen meg egy pontnak. (Valaszthatjuk éppen ezen szakaszok felezGpontjat
is.) Minden négyzet két ilyen vizszintes szakaszt kot Ossze, ami lehetGvé teszi, hogy ezeket a graf éleinek
feleltessiink meg. A graf éleit fentrol lefelé megiranyithatjuk, ekkor egyetlen forras (a téglalap felsg éle)

és egyetlen nyels (az also téglalap él) lesz az immaér iranyitott grafban.

i

N
C =

Négyzetes reprezentdcio és a hozza tartozé graf

Koénnyen lathato, hogy az igy kapott graf sikbarajzolhato. Am sokkal érdekesebb kérdés, hogy egy

grafot mikor tudunk a fenti médon reprezentalni. Erre ad valaszt a kovetkezd tétel.

3.21. Tétel. [13] Minden &sszefiiggs sikbarajzolhaté G grafhoz, aminek van két kiemelt csicsa a kiilsg

lapjén, egyértelmien létezik egy T négyzetes representacié, amire G = G

4. Boxicity

A kovetkezs szakaszban a grafok egy tulajdonsaga, a boxicity lesz a kézéppontban. Ez a graftulajdonsag
azt irja le, hogy egy grafot hany dimenzids Osszemetsz6 dobozokkal/téglakkal reprezentalhatunk. Ezek
koziil a kétdimenzids eset lesz érdekes a szakdolgozatom szempontjabol, hiszen ez éppen alkalmas lesz
a tananyagok mar emlitett mddon valod dbrazolaséara. Ahogyan minden kordbbi reprezentacional, sajnos
itt is csak kiillonb6z6 megkotések ardn kapunk kétdimenzios modellt. A kovetkez6kben bemutatésra
keriil néhany konkrét graf és annak boxicity-je, illetve olyan grafcsaladok melyeknél fels6 korlat adhato a

boxicity-re.
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4.1. Definicioé (Metszetgraf - intersection graph). Legyen S halmazok egy csaladja. Az S metszetgrafja
a G = (V, E), melynek pontjai S halmazaihoz tartoznak, valamint (v;,v;) € E, ha a megfelel6 S; N.S;

metszet nem tiires.

4.2. Definicié (Intervallumgraf - interval graph). A valos szamegyenes zart intervallumainak metszet-

grafja.
4.3. Allitas. Annak eldontése, hogy egy graf intervallumgraf-e, O(|E| + |V|) id6 alatt lehetséges.

Az erre vonatkozé algoritmus szépsége az egyszertiségében rejlik. Az eljaras lényege, hogy maximaélis
klikkek sorrendjét kell felallitanunk a csicsok tartalmazéasara nézve, igy magukat az intervallumokat fog-
juk megtalalni.

Az intervallumgrafoknak vannak kiilonb6z6 altaldnositott verzidi, illetve konnyen belathato, hogy bele-
tartoznak bizonyos nagyobb gréafcsaladokba, mint a merevkord grafok és a perfekt grafok. Részei annak
a grafcsaladnak is, melyet azon grafok alkotnak, amik egy kéron vett koriveknek a metszetgrafjai. Egy
altalanositast ad, ha olyan trapézok metszetgrafjat vessziik, amik parhuzamos oldalai ugyanazon a két
parhuzamos egyenesen fekszik.

Altalanositas és bovités helyett persze szikithetjiik is az intervallumgrafok korét. A kovetkezs fogalom

egy ilyen alosztalyt mutat be.

4.4. Definicié (Egység intervallumgraf - unit interval graph). A G intervallumgraf akkor egység inter-

vallumgraf, ha van olyan intervallumos reprezentacidja, ahol minden intervallum egységnyi hosszu.

4.5. Definici6é (Boxicity). Egy G = (V, E) graf boxicity-je az a legkisebb n egész szam, amire teljesiil,
hogy G eléall, mint R™-beli téglak metszetgrafja (ahol a téglak élei parhuzamosak a koordinata tenge-
lyekkel).

Ezzel ekvivalens modon gy is definidlhatjuk egy graf boxicity-jét, mint az a legkisebb n szam, melyre
létezik n darab intervallumgraf, hogy G; = (V, E;), 1 <i <mnés F = F1N..NE,, azaz G élei azon
élekbdl allnak, amik benne vannak mindegyik intervallumgrafban.

Egy G graf boxicity-jét box(G)-vel jeloljiik.

Kiilonbo6zo grafcsaladok boxicity-jére kiilonb6z6 alséd és fels6 becslések léteznek. A kovetkezd néhany

allitas és példa ezt hivatott illusztralni.
4.6. Allitas. Egy graf boxicity-je akkor és csak akkor 1, ha intervallumgraf.

Bizonyitds: A definiciobol kovetkezik. B

Most pedig a teljes grafok, a korok, a 2n csicst, n osztalyta Turdn-graf és a teljes paros grafok

boxicity-jét vizsgaljuk.
4.7. Allitas. Box(K,) = 1.

Bizonyitds: A teljes graf minden cstcsa Gssze van kotve az Osszes tObbivel, azaz a csticsokat abrazolo
téglak mindegyike metszi az Osszes tobbit. Ezt egy dimenzios téglakkal, azaz intervallumokkal is le tudjuk

irni. W
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A K, graf és annak intervallumokkal valo reprezentaltja

—
G

A C;graf és annak intervallumokkal valo reprezentaltja

4.8. Allitas. (i) Box(C3) = 1:

(i) Box(Cy,) =2, ha az n > 3:

s

A C,graf és annak téglalapokkal valo reprezentaltja

Bizonyitds: (i) A 3 pontu kor éppen a teljes 3-as, K3, ezért intervallumgraf.

(ii) A C,, graf reprezentalhato téglalapokkal az alabbi modon (paros és paratlan estre bontva):
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A C,gréf és annak téglalapokkal valo reprezentaltja

Ez mutatja hogy Boz(Cn) <2,han > 3. Be kell még latni, hogy nem intervallumgraf.

7. intervallum bal és jobb végpontjat Jelolje rendre a; és b;. Feltehets, hogy az i. és az i+ 1. a
metsz$ (ciklukusan véve), valamint az a; < a;4; minden i-re. Iy és I,,_1 diszjunkt, azaz by < a,_1, de
I.NI,1 # 0, azaz b, > a,_1. Azt is tudjuk, hogy Iy N I, # (), ami pedig azt jelenti, hogy b1 > a,.
Ellentmondésra ott jutunk, hogy b; € I5, ami diszjunkt I,,-t6l, mégis a b; pontnak mindkettében benne
kellene lennie. Ehhez még sziikséges megjegyezni, hogy a C,, esetén az intervallumok nem lehetnek

tartalmazoak.

Loegrs [

Z, Ry p oy Apr on Onca

A fenti intervallumok abrdzolasa szamegyenesen

4.9. Allitas. Box(Topnn) = n.
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Ez az eredmény Roberts nevéhez fiizédik, ezért gyakran nevezik ezt a grafot Roberts-grafnak is, de a

n-koktél parti graf elnevezés is ismert.

Y

7

]

A T, ,grdf és annak téglalapokkal valo reprezentaltja

4.10. Allitas. Box(K,,,) = 2, amennyiben n > 2 és m > 2. Ha az n vagy az m éppen 1, akkor

Box(K,m) = 1.

s
(mES

{:l

i

ms

TLJ

B

e

L

(

A K, ; graf és annak téglalapokkal val6 reprezentaltja

i,

A K, , grdf és annak intervallumokkal valé reprezentaltja

Erdekes megjegyezni, hogy mig sok graftulajdonsag monoton, példaul aj élek hozzaadasaval a graf

OsszefliggGsége monoton né, a boxicity nem lesz ilyen.

19



4.11. Allitas. A boxicity, mint graftulajdonsiag nem monoton.

Bizonyitds: Ha monoton volna, akkor vagy monoton néne, vagy monoton csokkenne. Vegyiik a Cy gréfot,
melynek boxicity-je 2, majd tekintsiik azt a grafot, melyet a Cy-bdl kapunk, ha egy élt elvesziink, ennek
boxicity-je mar csak 1. Ekkor ha a boxicity monoton volna, akkor névekvs kellene, hogy legyen. A Ky,

melyet élek hozzdadasaval kapunk, azonban ismét 1-es boxicity-vel rendelkezik.

& &3 Cs
7
et ]

—
—
—

Box(G;)=1 Box(G,)=2 BOX(G3)=7

A boxicity tehat nem lehet monoton. B

Adott G grafrol eldonteni, hogy box(G) = 1 teljesiil-e, lineéris id6ben megoldhat6 probléma, azonban
annak eldéntése, hogy box(G) < 2 teljesiil-e, mar NP-teljes feladat. Erdekes, hogy ismét az sikbarajzol-

hat6 és outerplanar grafok rendelkeznek ezt a problémat ativels tulajdonsiggal.

4.12. Allitas. Minden outerplanar graf boxicity-je legfeljebb 2, mig minden sikbarajzolhaté grafé legfel-
jebb 3.

4.13. Tétel (Chandran). [7] Minden legfeljebb A fokszamua G graf boxicity-jére teljesiil, hogy box(G) <
2A2.

A tétel bizonyitasdhoz Chandran alapotlete a kovetkezs. Ha G elgall, mint Gy, Gs, ..., G grafok
metszete, akkor box(G) < Zle(box(Gi)). A teljes levezetés megtalalhat6 Louis Esperet Boxicity of

graphs with bounded degree cimi cikkében.

5. Az iskolai tananyag Osszefiiggéseinek Abrazolasa
Motivacid

Ha egy témakorrel hosszu ideig foglalkozunk, fontos a megfelel6 motivacio és kitartas. A témam variala-

sa, illetve annak egy més irdnyba valo terelése adott lehetGséget arra, hogy egy kimerithetetlen forrasboél
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meritsek erét. Azokbdl a pillanatokbol, amikor a didkjaim egy rég 6ta kaotikusnak, értelmetlennek, misz-
tikumnak képzelt dolgot hirtelen megértenek. Elképeszté milyen 6romet okoz, amikor végre atlatunk a
kddon, ezt az alabbi, tanitvanyaimtol szdrmazé mondatok is mutatjak. "Ezt eddig miért nem mondta
igy senki?" - angol 6ra, feln6tt férfi. "Emese, amikor itt vagyok mindig azt érzem, hogy van remény!" -
matek vizsgara késziilg lany.

Az iskolaban elhangz6 anyag olyan Gsszetett struktira, melyet csupan folyoszovegbdl sokszor nehéz meg-
érteni. Sziikség van egy maésik szemszogbdl, valamiképp logikusabban szemlélni a rendszert. Ezt a
latasmodot hianyolom a tankonyvekbdl. Az egyes fejezetek végén szerepld Gsszefoglalas cimszé alatt 16ve
par sorban Gsszeszedett gondolatok sajnos nagyon ritkdn adnak erre megoldast, holott éppen aktualis
lenne az elmult néhany alfejezetben tanult informaciét rendszerezni, helyre tenni a fejekben. Gyakran
nem t6bb ez, mint a vastagbetiis részek Osszevigasa, képlettar vagy ennek egy hianyos kombinacidja.

A kovetkez§ fejezetben egy matematikai alapt modellt szeretnék bemutatni, ami a tanulds tamogatését
segitheti. Kézéppontban a tananyag "grafja" all, ami a kiillonb6zé informacié morzsédkat és a koztiik 1évé
kapcsolatokat mutatja. Ezeket a késGbbiekben pontosabban definialjuk. Ezen graf valamely reprezentalt-
ja alkalmas lenne egy olyan Gsszefoglalas megvalositasara, ami nem csak a lényeget kiemeli és Gsszeszedi
egy adott témakdrbdl, de logikusan abrazolja azt.

A cél tehat az, hogy a fentiekben hidnyolt logikai kapcsolatokra mutasson ra az abra, szemléletes legyen

és mindemellett tartalmas.

Konstruktiv pedagogia

A konstruktiv pedagogia egy meglehetSsen 1j pedagogiai iranyzat, az 1980-as években kezdtek el foglal-
kozni vele komolyabban. Tulajdonképpen sokkal ink&dbb szemléletmod, mint moédszertan. Lényege, hogy
tudoményos megfigyelésekre és eredményekre alapozva kivan egy olyan modellt felallitani, mely hatéko-
nyabbéa tenné az Gsszetett emberi tanulasi folyamatokat. Fellelhet6 benne szamos modern dgazat nyoma,
mint a fejlédéstan, kognitiv pszicholoégia, illetve a reformpedagégia.

A konstruktiv pedagogia szerint tudasunk bgvitésekor a meglévs rendszerhez igyeksziink integralni az 1j
informacidkat, az eddigi sémék, és keretek kozé, ha lehet; ha nem, bévitiink, 4j sémat hozunk létre. Min-
den, ami ezt az absztrakcios folyamatot, ami a megértést és a memoria-kezelést érintve segiti, Grommel
fogadunk.

Ebbdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy a tanulas folyamata alatt a befogadonak éppolyan nagy szerepe
van, s6t nagyobb mint az atadénak. A tanuloban meglévs kognitiv strukturdk (meglévs tudas, elGisme-
ret) igy a kozéppontba helyezsdik.

Jelen dllapotéban az iranyzat sokkal inkdbb elméleti, mintsem gyakorlati. Még nincs egy kifejlett konkrét
"recept" a fent leirt tanulasi folyamat leghatékonyabb elérésére, csupéan elméleti keretet ad az oktatashoz.
Ennek ellenére néhany gyakorlati alapelvet és irAnymutatot megfogalmazhatunk:

- Amikor 1j informéciot kell beépiteniink a mar meglévs tudasunkba, akkor fontos, hogy ezt helyesen
tegyiik és ne mosddjon at valami masba, mig integralni probaljuk.

- Valéban be is épiiljon az 4j informacié. Amikor tanulunk, hajlanddak vagyunk az j tudast csak mint
valami lebeg6 fogalom hozzakotni a tobbihez, tgymond latszatbeépiilés torténik. Ekkor persze tokélete-
sen vissza tudjuk adni az anyagot a tanarnak, am gyorsan a kognitiv lomtarba fog keriilni az informéacio.
Hasonl6 a helyzet, ha az Gj tudéaselem dgy tinik, hogy ellenkezik a kordbban megszerzettel, ekkor nem
tud megfelel§en integralodni, igy kétféle kimenetel is bekdvetkezhet. Vagy a kordbbi tudasunkba vetett

hitiink inog meg, vagy pedig az tjat dobjuk félre, igy hosszutavon egyiket sem fogjuk tudni megfelelGen
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hasznalni.

- Az egyéni valosaginterpretacionak jelentés szerepe van a konstruktiv tanuldsi folyamat soran, ehhez
azonban olyan egyedi modszerek megtaldlasa sziikséges, mely lehetGvé teszi ennek kialakulasét.

- A frontélis oktatasnak (erSsen sematizéalva: aktiv tanér, passziv, elsésorban befogad6 didk) van helye
a tanulasban, dm jelentGs szerep jut az egyéni vagy kis csoportos tanitasnak. A differencialt oktatés
lehetGséget ad az egyedi mddszerek alkalmazéasara. Egy osztaly csoportokra bontisa azonban kozel sem
egyszert feladat. A kiilonb6z6 képességii, nemt és lelkesedésti didkok szétosztésa a feladatunk. A cso-
portmunka, vagy akar paros munka aktiv segitGje lehet a kognitiv kapcsolatok kialakulasanak, hiszen a
didkoknak muszaj, hogy maguk épitsék fel a rendszeriiket, 6nallé gondolatokat kell megfogalmazniuk,
melyet tarsaikkal egyiitt technikailag is konnyebben tehetnek meg, valamint élvezetesebb lesz igy egy
tanodra, ennek révén nehezebben veszitik el figyelmiiket és motivicigjukat a targytol.

A kognitiv pszichologia hatasa erdsen érezhets, de fontos kiemelni, hogy a tanulds nem csupan kognitiv
folyamat. A tanul6 érzései, gondolatai és tapasztalatai mind kozrejatszanak. Ezt a komplex rendszert
kell atlatni, amikor tanitunk.

Ennek a konstruktiv tanulasi folyamatnak lehetne eszkéze az az Gsszefoglalds, mely a kapcsolatokat abré-
zolja és a lényegi informéciot tartalmazza. A didkoknak pedig segitség kell ahhoz, hogy a kapcsolatokra
rajojjenek és az Osszefiiggéseket megértsék. Ezért a megfeleld pedagogiai modszertan mellett az effajta

segédanyagok hasznéalata is pozitivan jarulna hozza a tudis megszerzéséhez.

Mind mapping

A mind map, mas néven gondolattérkép szorosan kapcsolodik a témahoz. Ennek lényege, hogy egy {6,
kozponti gondolatbol kiindulva felépitsiink logikai kapcsolatok révén egy olyan térképet, ami éppen azt
abrazolja, hogy mi mibdl kovetkezik, a legfontosabb Osszefiiggésektsl kezdve az aprobb részletekig.

A mind map elkészitésének legfGbb 1épései:

1. Megkeresni a kulcsgondolatot.

2. Ebbdl kidgaztatni a legfontosabb kapcsolodo fogalmakat.

3. Az igy kapott 4j végpontokbol ismét kidgaztatni a kapcsolodo otleteket.

4. Az el6z6 1épést iterdlni addig, amig ki nem fogyunk az abrazoland6 anyagbol.

A mind map-eknek fontos tulajdonsidga még, hogy szinesek, kiilonféle formakat és képeket hasznalnak,
ami egy plusz vizudlis ingert ad, ha nem is a megértést, de egy szintén nagyon fontos tényezét ad a kon-
cepcidhoz, ami pedig az, hogy szemléletes és konnyen megjegyezhets lesz. Gyakori eset, hogy pontosan
emlékeziink, hogy a konyvben melyik oldalon, melyik kép mellett és milyen bettitipussal volt irva az az
informacidédarabka, amire éppen sziikségiink van, de maga a sz0, vagy képlet nem fog esziinkbe jutni. Ha
viszont a kép, ami mellett ez volt kapcsolédik ahhoz, ami esziinkbe kell, hogy jusson, vagy éppen a lapon
val6 elhelyezkedése nem volt véletlen, akkor ha ezekre emléksziink azzal mintegy koriilirhatjuk a széban

forgd gondolatot, ami immaron jelentGsen tobb eséllyel fogjuk felidézni.

A mind mapping egy roppant hasznos kiegészités ugyan a tanulashoz és részben ez adta az Gtletet a
tankonyvi Gsszefoglalasok rendhagyé modon valé megkozelitésére, azonban egy az egyben nem lehet azt
mondani, hogy egy linearis vezetést dsszefoglalas helyett rajzoljunk egy mind map-et minden fejezet végé-
re a kdnyvekbe. A mind map hatékonysiganak kulcsa ugyanis abban rejlik, hogy mindenkinek maganak

kell elkésziteni. Nincs egy altalanos forma/szin/kép /betitipus az egyes informéciédarabokra, hogy arrol
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mindenki pontosan ugyanarra emlékezzen vissza.

Ez azonban nem véaltoztat a tényen, hogy a tananyag Osszefiiggéseit érdemes egy graffal 4brazolni, aminek
csucsai a kulcsfogalmak, legfontosabb allitdsok és {6 allomésok a tananyagban, élei pedig az ezek kozti
kapcsolatok.

A tananyag felépitése

Az egyes tantervek felépitése kiillonbozé lehet, de vannak altalanos sémak, amik alapjan dolgoznak. Ilyen
példaul a linearis vezetésd, amikor az egyes témakorok hierarchikusan egymaésra épiilnek. Ez lehet krono-
logia vagy bonyolultsag szerint, illetve akar a gyakorlati szinttsl az elvontabb elméleti anyag felé haladé is.
Egy masik véltozat a koncentrikus felépités, amikor gyakorlatilag két vagy harom egyre mélyebb linearis
vezetésd tanterv van egymaésra épitve. Ilyen lehet példdul az 5-8. évfolyamig tanult tananyag, majd a
9-12. évfolyamban tanult tananyag. Egy a kordbbi két verziotdl eltérd tanterv a moduléris, amikor is
a kiilonbo6z6 egységek nem szorosan kapcsolédnak egymashoz, elhatarolva tanitjak Sket. Ez persze nem
jeleni azt, hogy a modulok kbzt nem volnanak Gsszefiiggések, csupan azok sorrendje kevésbé kotott. Ez
ad lehetdséget a modularis tanitas soran a tanuldocsoportok sajatossidgaihoz valé alkalmazkodasra. Az
eddigiek bizonyos értelemben vett Osszeolvasztasa a teraszos tanmenet, amikor linedrisan haladunk egy
egy modulon beliil, de megvan az a szabadsagunk is, hogy egy sajat logikai sorrendet is kovessiink. Az
utolsé kiemelt metddus pedig a spirélis felépités, melynek lényege a folyamatos ismétlés, az alapfogalmak
és f6bb pontok tjra és ujra visszatérnek a tanagyagban elérehaladés soran.

Ha egy kisebb anyagra gondolunk és annak felépitését vizsgaljuk, ott is ezekhez hasonlé modellt figyel-
hetiink meg. Legnépszeriibb a linearis vezetés, az egyes fejezeteken beliil legtobb esetben apranként
ismerkediink meg az Gj téma elemeivel és azokat egymasra épitjiik fel. Ez az egymasra épiilés az, ami
nagyon fontos, hogy megfelelGen rogziiljon, illetve hogy valéban kétni tudjuk a kordbban megismert és
mar beépiilt egységekhez. Ezeket a kisebb egységeket flizhetjiik fel kiillonb6z6 mddokon, ezzel megalkotva

a tanmenetet.

4]

Reprezentalhatsag

léletesebbé tenni. Ehhez sziikséges definidlni, mit is értiink kapcsolat alatt és mik legyenek azok az
egységek, amiket mar nem szeretnénk még aprobb részekre szétbontani. Sok mulik a célunkon, hogy
kinek is készitjiik az abrat és mekkora anyagrol.

Ha a didk tudasat csak rendszerezni szeretnénk, akkor elegendd csak az adott anyagot tekinteniink, nem
sziikséges visszanyulni a korabbi témakorokhoz. Ezzel szemben ha elsédleges célunk, hogy az 4j tudas-
elemet bekapcsoljuk a rendszerbe, akkor érdemes egy korabbi ponttél vagy pontokbdl elindulni. Ha egy
nagyobb témakort szeretnénk atfogni, érdemes csupan a legfontosabb pontokat kiemelni. Ha ezek utan
egy-egy pont kérdéses, akkor ahhoz az al-anyaghoz is készithetiink egy arra specializalt verziét.

A graf csicsai olyan fogalmak, tételek, megjegyzések legyenek, amik 6nmagukban egységet alkotnak, azaz
ha csak azt a pontot olvassuk, akkor is legyen értelme. Az élek meghatérozasa ennél valamivel Gssze-
tettebb feladat, hiszen itt a logikai kapcsolatokat kell figyelembe venniink. Természetes médon ha egy
allitasbol kovetkezik egy masik vagy a két allitas ekvivalens, esetleg egy fogalom bevezetése utan egy azt

tartalmazo tételt fogalmazunk meg, egyértelmiien kapcsolatokat detektalhatunk. EttSl a ponttol kezdve
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azonban magunkra vagyunk utalva és mindenkinek a sajat logikdjanak megfelelGen kell a maradék Gssze-
fliggésbdl kivalasztania azokat, amik szdmara fontosak. Ez valamelyest szabadségot ad, &m ha példaul tal
sok élt szeretnénk bevenni, el6fordulhat, hogy tilzottan stird grafot kapunk, ami a reprezentalhatdsagot
neheziti.

A kovetkezkben a Box(G) < 2 tulajdonsagu grafokkal szeretnénk foglalkozni és azt ugy reprezental-
ni, hogy a dobozok metszetei csak a hatarokat tartalmazzak, mivel az egyes téglakba fog az informacio

keriilni.

6. Megvalositas

Az eddigi munkdm mind elméleti bemutatasa volt valaminek, ami valojdban egy nagyon is gyakorlati
probléma. Ezért a kovetkezGekben egy konkrét témahoz valositottam meg azt az Gsszefoglalot, ami be-
mutatnd a fenti elmélet alkalmazasat.

A valasztasom a komplex szamokra esett. Nem csupdn mert ez 6nmagéban is matematikdhoz kapcsolodik,
hanem mert ez egy olyan kérdéskor, melynek Gsszefiiggései kulcsfontossaguak, azok megértése elenged-
hetetlen, valamint szdmos matematikai tudoményteriilet hasznélja Sket. Az egyes pontok kapcsolodnak
egyméashoz, de nincs tilzottan sok Osszefiiggés sem. Ez fogja lehet&vé tenni a megfelel§ abrazolast.

Az elkészitett Osszefoglald valoban egy Osszefoglalas, azaz nem azt szolgalja, hogy az olvasoja ennek
segitségével épitse fel tudasat, hanem a mar meglévs elemeket rendszerezze. Végig megy a teljes anya-
gon, tehat az elméleti anyag egészét fedi, valamint a kapcsolatokra mutat ra, mellyel az anyag atfogobb

megértését segiti.

A komplex szamok

Ebben a részben tehét a komplex szamok témakoréhez kétféle Osszefoglalast készitettem el. Az egyik egy
Osszefiiggs leiras, a masik pedig a kapcsolati graf alapjan megvalésitott alternativ 6sszefoglald. Ehhez
az anyagot az IB (International Baccalaureate), egy nemzetkézi matematika érettségire készit§ konyv
szolgaltatta, a Cambridge University Press Mathematics Higher Level for the IB Diploma cimi kényve
[8]. Ez kozépiskolasoknak sz6l6, de emelt szintii tananyag, valamivel b6vebb, mint a magyar rendszerben

matematikit tanuldkeé.

Osszefiiggs leiras

Komplex szdmok:

(i) Komplex szamhalmaz jelolése: C

(ii) i? = —1.

(iii) A komplex szam altalanos alakja: z = x + iy, ahol x és y valos. Ezt az alakot nevezziik a komplex
szam algebrai alakjanak.

(iv) Valos rész: Re(z) = Re(z +iy) =«

(v) Képzetes (imaginarius) rész: Im(z) = Im(x +iy) = y.

(vi) Két komplex szamot egyenlének mondunk, ha megegyezik a valos és a képzetes résziik is.

(vil) Argand diagram: a hagyomanyos koordinata-rendszer z és y tengelyét megfeleltetjiik Re(z)-nek és
Im(z)-nek. A komplex szamokat abréazolni tudjuk a sikon, ahol a komplex szam valos és képzetes része

a pontok koordinétait jelentik. Ezt nevezziik a komplex szamsiknak.
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(viii) Trigonometrikus alak: a komplex szamot az origotol valo tévolsag (r) és a valos tengellyel bezart
sz0g (0) segitségével is meghatarozhatunk. Ekkor z = r - cisf, ahol cisd = cosf + isinf. Az r-et a z
szam hosszénak (modulusanak), a 0 szoget pedig a z szogének (argumentuménak, jel.: arg(z)) is szoktak
nevezni.

(ix) Két komplex szam egyenl@sége trigonometrikus alakban: ha megegyezik a modulusuk és az argu-
mentumuk is.

(x) Valtas az alakok kozott: algebrai alakrol trigonometrikus alakra: r = |z| = /22 + y2 és tand = y/x
és forditva: = = r - cosf és y = - sinf.

(xi) Konjugalt: a z = x + iy komplex szam konjugalt parja a Z = = — iy komplex szam, trigonometrikus
alakban a z = r - cisf konjugéltja a Z = r - cis(—0).

(xii) A konjugalas tulajdonsigai: z + Z és z - Z valds, tovabba z -z = |2|?. Ha z és w komplex, akkor
IFtw=Z4W, 2 W=% W, 2 —w=Z%—W, 2/w = Z/W, valamint 2" = z".

(xiii) Ha a méasodfoku egyenletnek (az? + bz +c = 0) a diszkriminansa (D = b? —4ac) negativ, nincs valds
megoldasa, de komplex igen. Ezt a megoldoképletbdl a kdvetkezSkeépp kapjuk: 219 = (—b+iyv/—D)/(2a).
(xiv) Ha egy valos egyiitthatos polinomnak (p(z)) egy komplex szam (z) gyoke, akkor annak konjugéltja
(%) is, azaz ha p(z) = 0, akkor p(Z) = 0 is teljesiil. S6t, ugyanannyi-szoros gyok z és Zz.

(xv) Az algebra alaptétele: egy n-edfoku polinomnak pontosan n darab gydke van a komplex szdmok
korében, a gydkoket multiplicitasaval szadmolva.

(xvi) Miveletek trigonometrikus alakban: z és w komplex szamok, ekkor z - w = |z| - |w| - cis(arg(z) +

arg(w)), z/w = |z|/|w| - cis(arg(z) — arg(w)) és z" = |z|" - cis(n - arg(z)). Ez utébbit De Moivre tételnek

is hivjak.

(xvii) Euler alak: a z = r - cisf felirhat6 a kovetkezd alakban is: 7 - €.

(xviii) Komplex gyokok: a z™ = 1 egyenlet megoldésait, z1, 22, ..., zn, az n. komplex egységgyokoknek
nevezziik. z1 = cis((2m)/n), zo = cis((4w)/n), ..., zn = cis((2nm)/n) = 1.

(xix) Gyokvonas komplex szamokbol, azaz a z™ = w egyenlet megoldasanak menete: irjuk fel a z és a w
szamokat trigonometrikus alakban, azaz z = r, - cisf, és w = ry, - cisf,,, majd haszniljuk a De Moivre
tételt a 2"-re. Ekkor r, = /7y, és n -0, = 0, adodik. A w szdm argumentuméhoz adjunk hozza 27-ket,
hogy az egyenletek rendezése utan megkapjuk az n darab kiilonb6z6 szoget. Az igy kapott megoldasok:
21 = YTy - cis(0/n), 2o = YTy - cis((0 4 2m)/n), ..., 2n = YTy - cis((0 + (n — 1) - 27m) /n).

(xx) A komplex gyokok segitségével egy egész egyiitthatos polinomot felirhatunk legfeljebb masodfoka
egész egylitthatos tényez6k szorzataként.

(xxi) Komplex szamok segitségével belathatunk kombinatorikai azonossdgokat. A binomidlis tételt és a
komplex szamok hatvanyait hasznalva tjabb Gsszefiiggéseket mutathatunk meg.

(xxii) Geometriai vonatkozas: a komplex szamsik megfeleltethetd az Euklideszi siknak. A 2-dimenzios
geometriai transzformaciok egységes és egyszert leirasat kaphatjuk meg. Pl.: komplex szam konjugalasa
az z-tengelyre valo tiikrozésnek, az egy hossza komplexszel valé szorzas pedig az origo koriili forgatésnak

felel meg.
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A graf és annak reprezentaltja

A fent leirt pontok Gsszefiiggéseit, kapcsolatait az alabbi graf abrazolja.

Ennek a grafnak a boxicity-je éppen 2, azaz alkalmas arra, hogy téglalapok metszetgrafjaként repre-
zentaljuk. Ezt a reprezentaciot készitettem el és toltottem ki a komplex szamokrol 6sszegyjtott informa-
ciéval. A néhany pontban tortént kisebb atfogalmazasoktol eltekintve a kétféle leirds pontosan ugyanazt
a mennyiségl és szinvonald anyagot tartalmazza.

A dobozok elhelyezésekor az Gsszemetszéseken kiviil mas szempontokat is figyelembe vettem. Termé-
szetesen a méreteiknek ardnyosnak kell lennie a beleirandé informécié mennyiségével, valamint az egész
elrendezés alkalmas kell legyen arra, hogy azt egy lapra le tudjuk rajzolni, azaz hogy ne nyuljon el tulzot-
tan egyik irdnyba sem. Egy mas jellegi észrevétel, hogy minthogy balrél jobbra és fentrél lefelé olvasunk,
igyekeztem ezt kovetni az abrazolaskor is. Nincs egy kiemelt kezd§ elem, ezért automatikusan a bal felsé

saroktoél indulva olvassuk.
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Komplex szamok segitségével belathatunk kombinatorikai
i mplex szamok
ket mutathatunk meg.

strikus alakban:

Valtas az alakok tt: z &5 w komplex szamok, ekkor
r=| = m és tand = y/x zew = |z| - |w| - cis(arg(z) + arg(w)).
- L ;

2w = |2|/w| - cis(arg(z) — arg(w)) és
2" = |z|" - cis(n - arg(z)). Ez utébbit
De Moivre tételnek is hivjak.

és forditva:
x=r-cosh és y=r-sind.

Komplex
szdmhalmaz
jelolése: C

Trigonometrikus alak:

5 ) a komplex szdmot meghatirozza az Két komplex szdm
I\()mpl(‘x Szam origotdl valo tavolsag (r) és a valds egyenldsége
algebrai alakja: | tengellyel bezart satg (6). Ekkor trigonometrikus )

2 =r-cisd, ahol cisd = cos® + isinf. alakban: ha megegyezik

z = x + ty, ahol

a modulusuk és az

Az r-et a z szam hosszdanak (modulusanak),

Tesy valos. a # sziget pedig a z szogének argumentumuk is.

Valos rész: (argumentumanak, arg(z)) is szoktak nevezni.

Re(z) = Re(zx +iy) =« - Euler alak:
- - Argand diagram: a hagyomanyos A komplex a z =r-cisf felirhato
Két komplex szamot Koordinit ) | megfeleltethetd az kivetkezs alakban i

. coordinata-rendszerben a a kivetkezo alakban is:

egvenldnek mondunk, e o Euklideszi siknak. A a “::” ez alakban is

; tengelyek Re(z)-nek és Im(z)-nek r-elf,

ha megegyezik a valos
és a képzetes résziik is.

2-dimenzios geometriai

elelnek oE. £ 30)] K ¢ g
felelnek meg, A pontok transzformaciok:

koordin4

v komplex szam valos és | — " s - -
- 4 ek Z = a-tengelyre Komplex gyokok: a 2" = 1 egyenlet
Képzetes képzetes részét jelentik. val6 titkre ésha |z =1 o )
e P < 55 58 AN | » megoldasait, Zn, AZ M.
(imaginarius) Ez a komplex szamsik. -z —+ az origd ; @
rész: Kbriili formatas komplex egységgyokoknek nevezziik.
Sz gatas.
im(z) = ‘ - z = eis((27) [/n), zp = cis((4dm)/n),
Im(zx +iy) Konjugélt: a z = & + iy konjugdlt parja ey 20 = cis((2nm) /) = 1.
=v. az=uw—iy, illetve a z =r-cisf — Gydkvonas komplex szamokbol, a
konjugdltja a z = r - cis(—6). A komplex gydkok =" = w egyenlet megoldasanak menete:
- " E égével egy 1. Irjuk fel a z és a w
Tl—‘id—ylmll:»"l““k H“If‘ MJ.J l\\.“l“s (L:m'"r;h“mh egtsz cayitthatos at trigonometrikus alakban:
z alos, solinomnak a z komplex i 2lirha i) o :
x pol nak z mp pnhm‘mml fc'lnlnuu{k L cist, €5 W = Iy - Cishhy.
|z, szam gyoke, akkor % is. legfeljebb masodfoki znaljuk a De Moivre tételt a 2"-re.
z és w komplex, Sét, ugyanannyi-szoros egész egyiitthatos Sratsn-b, =0,
z =ZxW, gyvok z és Z. tényezbk szorzataként. | 4 A 4 szam argumentumihoz adjunk hozzi
7 < W, 2x-ket, hogy az egyenletek rend, 1
Az algebra alaptétele: Haaz az* +br+c=0 utin megkapjuk az n darab kiilénbozs szoget.
egy n-edfoki polinomnak -nak a diszkriminansa 21 = YT cis(f/n), zp = Ty - cis((6 + 2m) fn),
pontosan n darab gyvoke (D = b — dac) negativ, ves Zn = YTy - cis((0 + (n — 1) - 2m)/n).

van a komplex
kiirében, a
multiplicitas

a komplex megoldasok:

110 = (=b+iv=D)/(2a)

Elemzés

Az els6 verzio el6nyei:

- Az Gsszes sziikséges definicio, allitds és tétel Gssze van gytjtve.

- Ezek tulajdonsigai, valamint az alkalmazasukhoz sziikséges elmélet is kiemelésre kertil.

- Az egyes elemek a tankonyvnek megfelel§ sorrendbe vannak rendezve.

Ha mindGssze ennyivel tobb éllna a gyerekek rendelkezésére, az is hasznos lenne, mivel egy felmeriils
kérdésre egyszertibben taldlnak valaszt egy tomor Osszefoglaloban, mint a teljes kdnyvben keresgélve.

A mésodik megvaldsitas tovabbi pozitivumai:

- Megjelennek a logikai kapcsolatok.

- Kiemeli a tanagyag alappilléreit, onnan vezeti le az Gsszetettebb elemeket.

Az els6 korben emlitett elényok ugyantugy vonatkoznak a dobozos abrazolasra is. Amivel ez tGbbet ad a
tanulénak az az, hogy amikor kérdése meriil fel, akkor gyakran a probléma egy kordbbi részlet meg nem
értésébdl fakad. Példaul ha a trigonometrikus alakban végzett miiveleteket szeretné attekinteni, el6bb
sziikséges a megfelels jelolések értelmezése, amiket éppen az alatta szerepld dobozban talal. Hasonlo-
an ha a konjugaltak fogalmat vizsgaljuk, érdemes megnézni a beldle kidgazo dobozokat, melyek annak

tulajdonsagait irjék le, illetve a gyakorlatban valé megjelenésére mutat példat.
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