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El®szó

Jelen szakdolgozat célja az, hogy betekintést nyújtson a funkcionálanalízis legfontosabb függvénytereinek

világába. Tekintettel arra, hogy az egyes fejezetekben, illetve alfejezetekben tárgyalt függvényosztályok

önmagukban is olyan hatalmas és szerteágazó területei a matematikának, hogy teljességre törekv® össze-

foglalásuk nem férne bele a szakdolgozat kereteibe, számos alapvet® eredményt csak felsorolásszer¶en,

bizonyítás nélkül említek meg, valamint néhány érdekesebb segédtétel, illetve állítás bizonyításától is el

kell tekinteni, de ezen bizonyítások hiányát mindig jelezni fogom.

A legf®bb kérdések, amelyek a szakdolgozat fejezeteit végigkísérik, a teljesség, prekompaktság, szeparábi-

litás, valamint a duális terek karakterizálása. Számos olyan állítást is szerepelni fog, melynek bizonyítása

egy vagy több korábban tárgyalt eredményre épül, így érzékeltetve a témakörök er®s koherenciáját.

Az 1. fejezetben, mint speciális függvénytereket, külön vizsgáljuk a sorozatok tereit. A 2. fejezetben a

klasszikus analízisben megismert legfontosabb függvénytereket vesszük sorba, ezzel is megalapozva a 3.

fejezetben tárgyalt Hölder- és Szoboljev-tereknek, melyek különböz® di�erenciálegyenletek megoldható-

ságának kérdésében és megoldásában játszanak igen fontos szerepet, amely a 4. fejezet témája.

Budapest, 2014. december 20.

Gy®rbíró Tamás

3



1. fejezet

Sorozatterek

Jelölje KN az a : N→ K sorozatok halmazát, ekkor a KN halmaz vektortér a sorozatok körében szokásos

a+ b := (an + bn)n∈N, λa := (λan)n∈N (a, b ∈ KN, λ ∈ K) (1.1)

m¶veletekre nézve. A továbbiakban a KN vektortér altereit vizsgáljuk.

1.1. De�níciók, alapvet® tulajdonságok

Ebben a pontban áttekintjük a legfontosabb sorozattereket, és azok alapvet® tulajdonságait.

1.1.1. De�níció. Vezessük be a következ® jelöléseket:

1. c :=
{
a ∈ KN : ∃A ∈ K : limn→∞ an = A

}
(konvergens sorozatok)

2. c0 :=
{
a ∈ KN : limn→∞ an = 0

}
(nullsorozatok)

3. c00 :=
{
a ∈ KN : ∃N ∈ N : an = 0 (n ≥ N)

}
(kvázinullsorozatok)

4. lp :=
{
a ∈ KN :

∑∞
n=1 |an|p <∞

}
(0 < p <∞)

5. l∞ :=
{
a ∈ KN : supn∈N |an| <∞

}
(korlátos sorozatok)

1.1.2. Megjegyzés. Elemi számításokkal igazolható, hogy az 1.1.1 De�nícióban megadott halmazok az

(1.1) m¶veletekkel ellátva mind lineáris alterei a KN vektortérnek, továbbá tetsz®leges 0 < p < q < ∞
esetén teljesülnek a következ® relációk:

lp ( lq ( c0 ( c ( l∞

1.1.3. De�níció. Adott a := (an) ∈ lp sorozatra jelölje

‖a‖p :=

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1
p

(0 < p <∞), illetve ‖a‖∞ := sup
n∈N
|an|.
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1.1.4. Megjegyzés. Az 1.1.3 De�nícióban bevezetett ‖·‖p függvény nemnegatív, abszolút homogén, és

csak a konstans 0 sorozaton veszi fel a 0 értéket. A háromszög-egyenl®tlenség belátása a következ® két

fontos egyenl®tlenséggel történik.

1.1.5. Tétel. (Hölder-egyenl®tlenég) Legyen a := (an) ∈ lp, b := (bn) ∈ lq, ahol 1 ≤ p ≤ ∞, illetve q

a p-hez tartozó konjugált kitev®. Ekkor

ab := (anbn)n∈N ∈ l1, és ‖ab‖1 ≤ ‖a‖p ‖b‖q .

1.1.6. Tétel. (Minkowski-egyenl®tlenség) Legyen a := (an), b := (bn) ∈ lp, ahol 1 ≤ p ≤ ∞, ekkor

‖a+ b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p .

1.1.7. Megjegyzés. Az

(x+ y)p ≤ xp + yp ≤ 21−p(x+ y)p (x, y ∈ R+
0 , 0 < p < 1) (1.2)

elemi egyenl®tlenségekb®l rögtön következnek az alábbi becslések:

‖a+ b‖p ≤ 2
1
p−1

(
‖a‖p + ‖b‖p

)
, ‖a+ b‖pp ≤ ‖a‖

p
p + ‖b‖pp (a, b ∈ lp, 0 < p < 1) (1.3)

Jelölje tetsz®leges a ∈ KN sorozatra supp(a) ⊂ N azt a halmazt, amelyen az a sorozat 0-tól különböz®

értéket vesz fel, ekkor ha (1.3)-ban ‖a‖p = ‖b‖p, és supp(a) ∩ supp(b) = ∅, akkor a becslések nyilván

élesek, tehát 0 < p < 1 esetben csak a háromszög-egyenl®tlenségnél gyengébb megkötést jelent® (1.3)

teljesül, ilyenkor az (lp, ‖·‖p) teret p-normált térnek nevezzük.

1.1.8. Megjegyzés. Az egyszer¶bb jelölés érdekében tetsz®leges n ∈ N esetén jelölje a továbbiakban

1, n := {1, . . . , n}.

Az (lp, ‖·‖p) normált terek legfontosabb tulajdonságait írja le a következ® tétel:

1.1.9. Tétel.

1. Az (lp, ‖·‖p) pár minden 1 ≤ p ≤ ∞ esetén Banach-teret alkot.

2. Ez a Banach-tér 1 ≤ p < ∞ esetén szeparábilis - ekkor egy mindenütt s¶r¶ megszámlálható altér

például a

cQ00 :=
{
a ∈ c00 : an ∈ Q (n ∈ N)

}
halmaz -, de p =∞ esetén nem szeparábilis.

3. Tetsz®leges A ⊂ lp (1 ≤ p <∞) halmaz pontosan akkor prekompakt, ha korlátos, és

sup
a∈A

∞∑
j=n

|aj |p −→ 0 (n→∞) (1.4)

teljesül.

4. 0 < p ≤ q ≤ ∞ esetén minden a ∈ KN sorozatra teljesül, hogy ‖a‖q ≤ ‖a‖p, továbbá tetsz®leges

a ∈ l1 sorozat esetén limp→∞ ‖a‖p = ‖a‖∞ .
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Bizonyítás. Csak a 2. és a 3. pont bizonyítását részletezzük.

(2.) : 1 ≤ p <∞ esetén evidens, hogy cQ00 ⊂ lp, és tetsz®leges a := (an) ∈ lp sorozatra

∀ε > 0 ∃m0 ∈ N :

∞∑
k=m

|ak|p < ε (m ≥ m0).

Legyen

ã := (a1, . . . , am0 , 0, . . .) ∈ c00 ⇒ ‖a− ã‖pp < ε,

tehát a tetsz®legesen approximálható c00-beli sorozattal, és világos, hogy cQ00 megszámlálható, és s¶r¶

c00-ban.

Ha p = ∞, akkor felhasználhatjuk a 2.1.6 Állítást, ugyanis ekkor l∞ = B(N) �gyelembe vételével

rögtön következik, hogy az (l∞, ‖·‖∞) tér nem szeparábilis.

(3.′) : Tegyük fel, hogy az A halmaz prekompakt. Ekkor A korlátos, és minden ε > 0-ra létezik

véges fed® ε
1
p -háló A-hoz, legyen egy ilyen ε

1
p -háló M = {m1, . . . ,mr} ⊂ lp. Mivel M véges halmaz, és

tetsz®leges j ∈ 1, r esetén mj ∈ lp, ezért

∃nε ∈ N :
∞∑

k=nε

|mj
k|
p < ε (j ∈ 1, r).

Legyen a ∈ A tetsz®leges, és legyen mj ∈M olyan sorozat, mellyel
∥∥a−mj

∥∥
p
< ε

1
p , ekkor

∞∑
k=n

|ak|p ≤ 2p−1

( ∞∑
k=n

|ak −mj
k|
p +

∞∑
k=n

|mj
k|
p

)
< 2pε (n ≥ nε) ,

tehát (1.4) is teljesül, így a feltétel szükségességét beláttuk.

(3.′′) : Tegyük fel, hogy A ⊂ lp korlátos, illetve (1.4) teljesül A-ra. Az egyszer¶ség kedvéért a továb-

biakban legyen p = 1, de a bizonyítás menete bármely 1 < p <∞ értékre teljesen hasonló. Legyen (ak)k

tetsz®leges sorozat A-ban, ekkor mivel az A halmaz korlátos, ezért (ak)k korlátos l1-ben, így minden rög-

zített j ∈ N-re (akj )k ⊂ K korlátos sorozat, tehát alkalmazható a Bolzano-Weierstrass tétel, ami szerint

rekurzíve megadható a következ® tulajdonságú részsorozatok sorozata és egy b := (bk) ⊂ K sorozat:

(a0,k)k := (ak)k, m ∈ N �x ⇒ ∃ (am,k)k ⊂ (am−1,k)k : am,kj
k→∞−→ bj (j ∈ 1,m)

Tekintsük a (dk)k := (ak,k)k átlós részsorozatot, ekkor a konstrukció miatt

(dk)∞k=r = (ak,k)∞k=r ⊂ (ar,k)∞k=r (r ∈ N) ⇒ dkr = ar,lkr
lk→∞−→ br (r ∈ N),

ahol a dkr = ar,lkr egyenl®ség elegend®en nagy k ∈ N indext®l teljesül. Ezek alapján pedig

∀ε > 0 ∀n ∈ N ∃k0 := k0(ε, n) ∈ N : |dkr − br| <
ε

2n
(k ≥ k0, r ∈ 1, n),

ezért ∀ε > 0 ∀n ∈ N ∃m0 := m0(ε, n) ∈ N : |dkr − dmr | <
ε

n
(k ≥ m ≥ m0, r ∈ 1, n).

Az eddigi eredményeket �gyelembe véve már következik az alábbi fels® becslés:∥∥dk − dm∥∥
1

=

n∑
r=1

|dkr − dmr |+
∞∑

r=n+1

|dkr − dmr |︸ ︷︷ ︸
≤2 supa∈A

∑∞
j=n+1|aj |<2ε

< 3ε (k ≥ m ≥ m0, n ≥ n0),

ahol n0 a feltételb®l választott, az egyenl®tlenséget teljesít® szám. Mindezek szerint (dk)k Cauchy-sorozat

l1-ben, ezért az 1. pont szerint konvergens, tehát az A halmaz valóban prekompakt. �
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1.1.10. Állítás. A (c, ‖·‖∞), illetve (c0, ‖·‖∞) alterek zárt, szeparábilis alterei az (l∞, ‖·‖∞) Banach-

térnek, így maguk is Banach-terek, viszont (c00, ‖·‖∞) nem zárt altér, ebben az esetben a c00 = c0 egyen-

l®ség teljesül.

1.1.11. Megjegyzés. Legyen a := (an) ∈ c, ekkor jelölje Lim(a) := limn→∞ an a limesz funkcionált.

Evidens, hogy Lim folytonos és lineáris, valamint Ker(Lim) = c0, tehát c0 zárt altér.

1.1.12. De�níció. Jelölje

ζ :=
{

(n1, n2, . . . , nr) : n1 < . . . < nr, r ∈ N
}

az N felosztásainak halmazát, ekkor a

J :=

{
a ∈ c0 : sup

Z∈ζ

{(
r−1∑
k=1

|ank+1
− ank |2 + |anr − an1

|2
) 1

2
}
<∞

}
halmazt az

‖a‖J := sup
Z∈ζ

{(
r−1∑
k=1

|ank+1
− ank |2 + |anr − an1

|2
) 1

2
}

(a ∈ J)

normával James-térnek nevezzük.

1.1.13. Megjegyzés. Az 1.1.12 De�nícióban bevezetett J térre J ( c0, ugyanis tekintsük az

a := (an), an := (−1)n+1 1√
n

(n ∈ N)

módon de�niált sorozatot, ekkor nyilván a ∈ c0, de a /∈ J .

1.1.14. Állítás. (J, ‖·‖J) Banach-tér.

Bizonyítás. Elemi számításokkal igazolható, hogy (J, ‖·‖J) normált teret alkot, ezért rátérünk a teljesség

bizonyítására. Jelölje tetsz®leges Z := (n1, . . . , nr) ∈ ζ és a := (an) ∈ KN esetén

|a|Z :=

(
r−1∑
k=1

|ank+1
− ank |2 + |anr − an1

|2
) 1

2

.

Legyen (an)n Cauchy-sorozat J-ben, ekkor

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ‖am − an‖J <
√

2ε (m ≥ n ≥ N). (1.5)

Tetsz®leges j > i (i, j ∈ N) esetén a speciális (i, j) ∈ ζ felosztással

2|amj − anj − ami + ani |2 ≤ ‖am − an‖
2
J < 2ε (m ≥ n ≥ N).

Mivel tetsz®leges k ∈ N esetén ak ∈ c0, ezért a j →∞ határátmenettel azt kapjuk, hogy |ani − ami |2 ≤ ε,
azaz bármely i ∈ N-re az (ani )n ⊂ K Cauchy-sorozat, tehát konvergens. Jelölje a := (an) az így kapott

határsorozatot, ekkor tetsz®leges Z ∈ ζ felosztás esetén érvényes, hogy limn→∞ |an|Z = |a|Z . Indirekt
tegyük fel, hogy az

{
|a|Z : Z ∈ ζ

}
halmaz nem korlátos, ekkor

∃Z : |a|Z > 1 + sup
n∈N
{‖an‖J}, de |a|Z = lim

n→∞
|an|Z ≤ lim inf

n→∞
‖an‖J ≤ sup

n∈N
{‖an‖J},

ami természetesen ellentmondás, tehát a ∈ J , valamint (1.5)-b®l az m→∞ határátmenettel

lim
n→∞

‖a− an‖J = 0,

amivel az állítást beláttuk. �
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Végül egy olyan sorozattérre mutatunk példát, amely izometrikusan izomorf az (l1, ‖·‖1) térrel.

1.1.15. De�níció. Jelölje

bv :=

{
a ∈ KN : |a1|+

∞∑
n=2

|an − an−1| <∞

}

a korlátos változású sorozatok vektorterét, és lássuk el a bv halmazt az

‖a‖bv := |a1|+
∞∑
n=2

|an − an−1| (a ∈ bv)

normával.

1.1.16. Állítás. A (bv, ‖·‖bv) pár Banach-tér, amely izometrikusan izomorf az (l1, ‖·‖1) térrel.

Bizonyítás. Tetsz®leges a := (an) ∈ KN esetén vezessük be az a0 := 0 segédtagot, illetve legyen ψ a

ψ : bv → l1, ψ(a) := (ak − ak−1)k∈N (a ∈ bv)

módon de�niált leképezés, ekkor ψ nyilván lineáris, valamint izometrikus is, mivel

‖a‖bv = |a1|+
∞∑
k=2

|ak − ak−1| = ‖ψ(a)‖1 (a ∈ bv).

Legyen b := (bk) ∈ l1 tetsz®leges, ekkor a

d := (dn), dn :=

n∑
k=1

bk (n ∈ N)

módon de�niált sorozatra nyilván ‖d‖bv = ‖b‖1 < ∞, így d ∈ bv, illetve ψ(d) = b, tehát ψ szürjektív.

Továbbá ψ injektív is, mivel izometrikus, így bv izometrikusan izomorf az l1 térrel, amely Banach-tér. �

1.2. Duális terek

Ebben a pontban az eddig bevezetett sorozatterek duális, illetve biduális tereivel foglalkozunk.

1.2.1. Tétel.

1. Legyen 1 ≤ p <∞, illetve q a p-hez tartozó konjugált kitev®. Ekkor a

T : lq → (lp)
∗ : a 7→ ξa, ahol ξa(b) :=

∞∑
n=1

anbn (b ∈ lp)

leképezés egy izometrikus izomor�zmus.

2. Az

S : l1 → (c0)∗ : a 7→ ψa, ahol ψa(b) :=

∞∑
n=1

anbn (b ∈ c0)

leképezés szintén izometrikus izomor�zmus.
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Bizonyítás. A két bizonyítás nagyon hasonló, ezért csak az els®t részletezzük.

A T : lq → (lp)
∗ leképezés nyilván lineáris, és az 1.1.5 Tétel miatt folytonos is, valamint a ‖ξa‖ ≤ ‖a‖q

egyenl®tlenség is teljesül. T injektív, ugyanis legyen a ∈ lq olyan sorozat, amelyre ξa(b) = 0 minden b ∈ lp
esetén. Jelölje (xi)i ⊂ lp azokat a sorozatokat, melyekre xin := δi,n (i, n ∈ N), ekkor

0 = ξa(xi) = ai ⇒ a ≡ 0.

Legyen ξ ∈ (lp)
∗, és de�niáljuk az a := (ai) sorozatot az ai := ξ(xi) módon. Azt kell belátnunk, hogy

a ∈ lq, illetve ξ = ξa teljesül. Ehhez vezessük be a következ® segédsorozatot:

zn =

{
|an|q
an

ha an 6= 0

0 különben

Ekkor rögzített N ∈ N esetén

N∑
i=1

|zi|p =

N∑
i=1

|ai|p(q−1) =

N∑
i=1

|ai|q
(∗)
=

N∑
i=1

aizi =

N∑
i=1

ziξ(x
i) =

= ξ

(
N∑
i=1

zix
i

)
≤ ‖ξ‖

(
N∑
i=1

|zi|p
) 1
p

(∗∗)
= ‖ξ‖

(
N∑
i=1

|ai|q
) 1
p

.

Ebb®l (∗) és (∗∗) alapján (
N∑
i=1

|ai|q
)1− 1

p

=

(
N∑
i=1

|ai|q
) 1
q

≤ ‖ξ‖ (N ∈ N),

ahonnan az N → ∞ határátmenetet elvégezve kapjuk, hogy a ∈ lq, és a normák egyenl®sége is teljesül.

Már csak azt kell belátnunk, hogy ξa = ξ, de ez igaz, ugyanis mindkét leképezés folytonos, valamint az

(xi)i sorozatok által kifeszített s¶r¶ altéren megegyeznek. �

1.2.2. Következmény. Az 1.2.1 Tétel szerint 1 ≤ p <∞ esetén (lp)
∗ ∼= lq teljesül, ahol q a p-hez tartozó

konjugált kitev®, így tetsz®leges 1 < p <∞ értékre az lp tér re�exív Banach-tér.

1.2.3. Következmény. A (c, ‖·‖∞) tér minden folytonos lineáris funkcionálja a következ® alakba írható:

ψ(a) = αLim(a) + ξx(a) (ψ ∈ c∗, α ∈ K, a ∈ c, x ∈ l1)

Bizonyítás. Jelölje e := (1, 1, . . .) a konstans 1 sorozatot, ekkor nyilvánvalóan a ∈ c pontosan akkor

teljesül, ha a− Lim(a)e ∈ c0, azaz

c =
{
a = b+ λe, ahol b ∈ c0, λ := Lim(a) ∈ K

}
. (1.6)

Legyen ψ ∈ c∗ tetsz®leges, ekkor ψ-nek c0-ra történ® megszorítása is korlátos lineáris funkcionál, ezért az

1.2.1 Tétel és (1.6) szerint

ψ(a) = ψ(b) + Lim(a)ψ(e)︸︷︷︸
=:M

= MLim(a) +

∞∑
k=1

xkbk,

ahol x ∈ l1 az 1.2.1 Tételben látott reprezentáns sorozat. Ebb®l a bk = ak − Lim(a) helyettesítéssel a

keresett el®állítást kapjuk. �
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1.2.4. Következmény. A c0 tér nem re�exív Banach-tér, ugyanis az 1.2.1 Tétel alapján (c0)∗∗ ∼= l∞,

viszont az 1.1.9 és 1.1.10 Állítások szerint c0 szeparábilis, míg l∞ nem szeparábilis.

Az (l∞)∗ tér meghatározása további el®készületeket igényel.

1.2.5. De�níció. Jelölje

m̃(N;K) :=
{
µ : P(N)→ K : A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

}
halmazt, azaz a P(N)-en értelmezett additív leképezéseket, és legyen tetsz®leges µ ∈ m̃(N;K) függvényre

|µ|(N) := sup

{
m∑
j=1

|µ(Aj)| : {Aj}mj=1 páronként diszjunktak, és
m⋃
j=1

Aj = N

}
.

Jelölje továbbá

m(N;K) :=
{
µ ∈ m̃(N;K) : |µ|(N) <∞

}
.

1.2.6. Megjegyzés. A továbbiakban jelölje τ(N) az N partícióinak halmazát, azaz

τ(N) :=
⋃
m∈N

τm(N) :=
⋃
m∈N

{
{Aj}mj=1 ⊂ P(N) páronként diszjunktak, és

m⋃
j=1

Aj = N
}
.

1.2.7. Állítás. Az
(
m(N;K), ‖·‖m(N;K)

)
pár, ahol ‖µ‖m(N;K) := |µ|(N), egy Banach-tér.

Bizonyítás. Könnyen belátható, hogy
(
m(N;K), ‖·‖m(N;K)

)
normált tér, ezért rátérünk a teljesség bizo-

nyítására. Legyen (µn)n Cauchy-sorozat m(N;K)-ban, ekkor tetsz®leges A ⊂ N halmazra {A,Ac} ∈ τ(N),

így ‖·‖m(N;K) de�níciója miatt

‖µn − µm‖m(N,K) ≥ |µn(A)− µm(A)|+ |µn(Ac)− µm(Ac)| ≥ |µn(A)− µm(A)|,

tehát a (µn(A))n ⊂ K sorozat Cauchy, ezért a

µ(A) := lim
n→∞

µn(A)

határérték létezik, és a limesz tulajdonságai miatt nyilván µ ∈ m̃(N;K). Legyen ε > 0 adott, ekkor

tetsz®leges {Ai}ri=1 ∈ τ(N) esetén

∃N ∈ N : |µm(Ai)− µ(Ai)| ≤
ε

r
(m ≥ N, i ∈ 1, r).

Ha m ≥ N , akkor

r∑
i=1

|µ(Ai)| ≤
r∑
i=1

|µ(Ai)− µm(Ai)|+
r∑
i=1

|µm(Ai)| ≤ ε+ |µm|(N) ≤ ε+ sup
n∈N
‖µn‖m(N;K)︸ ︷︷ ︸

=:K

,

ahol K a (µn)n sorozat Cauchy-tulajdonsága miatt véges, így µ ∈ m(N;K). �

1.2.8. De�níció. Jelölje

t :=
{
a ∈ l∞ : az {an}n∈N halmaz véges

}
a lépcs®s sorozatok halmazát.
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1.2.9. Tétel.

1. A lépcs®s sorozatok halmaza a ‖·‖∞ normával s¶r¶ az l∞ térben.

2. Tetsz®leges a ∈ t sorozatra és µ ∈ m(N;K) halmazfüggvényre legyen

µ̃(a) :=

r∑
j=1

ξjµ(Aj), ahol Aj :=
{
i ∈ N : ai = ξj

}
(j ∈ 1, r).

Ekkor

|µ̃(a)| ≤ ‖a‖∞ ‖µ‖m(N;K) .

3. Legyen a ∈ l∞, és konvergáljon egy (bk)k ⊂ t sorozat ‖·‖∞ normában az a-hoz, ekkor létezik a

limk→∞ µ̃(bk) ∈ K határérték, és ez nem függ a választott lépcs®s sorozattól, ezért a

µ̂(a) := lim
k→∞

µ̃(bk) (a ∈ l∞) (1.7)

módon kitrejeszthetjük a µ̃ függvényt az egész l∞ térre.

Bizonyítás. Az els® állítás nyilvánvaló, a második állítás pedig rögtön következik abból az egyszer¶

észrevételb®l, hogy {Aj}rj=1 ∈ τ(N), ezért rátérünk az utolsó pont bizonyítására.

Ha limk→∞
∥∥a− bk∥∥∞ = 0, akkor a második pont alapján

(
µ̃(bk)

)
k
Cauchy-sorozat K-ban, ugyanis (bk)k

Cauchy-sorozat l∞-ben. Az egyértelm¶séghez elegend® azt belátni, hogy

lim
k→∞

∥∥bk∥∥∞ = 0
(
(bk)k ⊂ t

)
⇒ lim

k→∞

∣∣µ̃(bk)
∣∣ = 0,

ami szintén a második állításból következik. �

1.2.10. Tétel. A

T : m(N;K)→ (l∞)∗ : µ 7→ µ̂ (µ ∈ m(N;K))

leképezés izometrikus izomor�zmus, ahol µ̂ az (1.7)-ben látott módon van értelmezve.

Bizonyítás. Könnyen látható, hogy T lineáris leképezés, illetve tetsz®leges µ ∈ m(N;K) estén µ̂ ∈ (l∞)∗.

Az 1.2.9 Tétel 2. pontjából következik, hogy T folytonos, valamint a ‖µ̂‖ ≤ ‖µ‖m(N;K) egyenl®tlenség

teljesül. Jelölje tetsz®leges A ⊂ N esetén χA := (χAn )n az A halmaz karakterisztikus sorozatát. Adott

ξ ∈ (l∞)∗ funkcionál esetén de�niáljuk a µξ halmazfüggvényt a

µξ(A) := ξ(χA) (A ⊂ N) (1.8)

módon, ekkor µξ nyilván addítív, valamint

‖µξ‖m(N;K)

(1.8)
= sup

{
n∑
k=1

ξ(χAk) : {Ak}nk=1 ∈ τ(N)

}
= sup

{
ξ

(
n∑
k=1

(χAk)

)
: {Ak}nk=1 ∈ τ(N)

}
≤ ‖ξ‖ ,

tehát µξ ∈ m(N;K), és ‖µξ‖m(N;K) = ‖ξ‖ is teljesül, továbbá ξ folytonossága és linearitása miatt µ̂ξ = ξ,

így T izometrikus izomor�zmus m(N;K) és (l∞)∗ terek között. �

Végül az 1.1.12 De�nícióban bevezetett J térnek említjük meg egy érdekes tulajdonságát.

1.2.11. Megjegyzés. (James-tétel) A J tér izometrikusan izomorf biduális terével, viszont nem ref-

lexív Banach-tér, ugyanis a J̃ : J → J∗∗ kanonikus beágyazás esetén Im(J̃) kodimenziója J∗∗-ban 1.
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2. fejezet

Alapvet® függvényterek

Ebben a fejezetben olyan önmagukban is fontos függvénytereket fogunk vizsgálni, amelyek ismerete nélkü-

lözhetetlen lesz a kés®bbi fejezetek szempontjából. A továbbiakban is a különböz® függvényekhalmazokon

mindig a szokásos pontonkénti m¶veleteket tekintjük.

2.1. Korlátos, folytonos és egyenletesen folytonos függvények

2.1.1. De�níció. Legyen (X, d) metrikus tér, (Y, ‖·‖Y) normált tér, ekkor

1. B(X,Y) :=
{
f : X→ Y : supx∈X ‖f(x)‖Y <∞

}
(korlátos függvények)

2. C(X,Y) :=
{
f : X→ Y : f folytonos X-en

}
(folytonos függvények)

3. UCB(X,Y) :=
{
f ∈ B(X,Y) : f egyenletesen folytonos X-en

}
(korlátos és egyenletesen folyto-

nos függvények)

Az el®z® halmazokat lássuk el az

‖f‖∞ := sup
x∈X
‖f(x)‖Y

leképezéssel.

2.1.2. Állítás. Legyen (X, d) metrikus tér, (Y, ‖·‖Y) Banach-tér, ekkor

1. (B(X,Y), ‖·‖∞) Banach-tér.

2. (C(X,Y) ∩B(X,Y), ‖·‖∞) zárt altere a B(X,Y) térnek.

3. (UCB(X,Y), ‖·‖∞) zárt altere a B(X,Y), valamint a C(X,Y) ∩B(X,Y) térnek is.

2.1.3. Megjegyzés. Jelölje Y = K esetén

B(X) := B(X,K), C(X) := C(X,K), UCB(X) := UCB(X,K).

2.1.4. Megjegyzés. Ha (X, d) kompakt metrikus tér, akkor a Heine-tétel alapján

UCB(X,Y) = C(X,Y) ∩B(X,Y) = C(X,Y).
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2.1.5. Megjegyzés. A 2.1.1 De�níció 1. pontja akkor is értelmes, ha nem tesszük fel, hogy az X téren

értelmezve van valamilyen metrika, hanem egyszer¶en egy H 6= ∅ halmazt tekintünk. Ekkor továbbra is

érvényben marad, hogy a B(H) := B(H,K) tér az ‖f‖B(H) := ‖f‖∞ normával Banach-teret alkot.

2.1.6. Állítás. Ha H végtelen halmaz, akkor a (B(H), ‖·‖∞) Banach-tér nem szeparábilis.

Bizonyítás. Mivel H végtelen halmaz, ezért

∃x := (xn) ⊂ H : xi 6= xj (i, j ∈ N : i 6= j).

Evidens, hogy a B(H) tér végtelen elem¶. Legyen {fn}∞n=1 ⊂ B(H) tetsz®leges megszámlálható halmaz,

és de�niáljuk a g ∈ B(H) függvényt a következ®képpen:

g(x) :=

{
fn(xn) + 1 ha x = xn : |fn(xn)| < 1

0 különben

Ekkor nyilván ‖g − fn‖∞ ≥ 1 (n ∈ N), tehát a g ∈ B(H) függvényt nem lehet tetsz®legesen approximálni

{fn} elemeivel, ezért {fn} nem s¶r¶ B(H)-ban. �

A következ®ekben a C[a, b] := C([a, b],R) (a, b ∈ R) tér szeparábilitását vizsgáljuk a Bernstein-féle

polinomok segítségvel. A kés®bbiekben ennél egy sokkal általánosabb eredményt is be fogunk látni.

2.1.7. De�níció. Adott f : [0, 1] → R folytonos függvény és n ∈ N index esetén az f -hez tartozó n-edik

Bernstein-polinomot a következ®képpen de�niáljuk:

Bnf(x) :=

n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k (x ∈ [0, 1])

2.1.8. Lemma. Jelölje hn(x) := xn (x ∈ [0, 1], n ∈ N0), ekkor

Bnh0(x) = h0(x), Bnh1(x) = h1(x), (Bnh2)(x) = x2 +
x(1− x)

n
(x ∈ [0, 1], n ∈ N)

Bizonyítás. Jelölje

pnk(x) :=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k (k ∈ N0, n ∈ N : 0 ≤ k ≤ n, x ∈ [0, 1]) (2.1)

• Bnh0(x) = h0(x) azt jelenti, hogy
n∑
k=0

pnk(x) = 1,

ami triviális a binomiális tételb®l.

• Bnh1(x) = h1(x) azt jelenti, hogy
n∑
k=0

k

n
pnk(x) = x,

ami teljesül, ugyanis

n∑
k=0

k

n
pnk(x) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk+1(1− x)n−k−1 = x

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−k−1︸ ︷︷ ︸
pn−1,k(x)

= x.
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• (Bnh2)(x) = x2 + x(1−x)
n azt jelenti, hogy

n∑
k=0

(
k

n

)2

pnk(x) = x2 +
x(1− x)

n
,

ekkor az el®z® esethez hasonlóan

n∑
k=0

(
k

n

)2

pnk(x) = x

n−1∑
k=0

k + 1

n

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−k−1.

Ha n = 1, akkor az állítás nyilvánvalóan teljesül, n > 1 esetén pedig

k + 1

n
=
n− 1

n
· k + 1

n− 1
⇒

n∑
k=0

(
k

n

)2

pnk(x) = x
n− 1

n

n−1∑
k=0

k + 1

n− 1
pn−1,k(x) =

= x
n− 1

n

(
n−1∑
k=0

k

n− 1
pn−1,k(x) +

n−1∑
k=0

1

n− 1
pn−1,k(x)

)
= x

n− 1

n

(
x+

1

n− 1

)
= x2 +

x(1− x)

n
,

amivel az összes esetet beláttuk. �

2.1.9. Lemma. Legyen n ∈ N, x ∈ [0, 1], ekkor

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2

· pnk(x) =
x(1− x)

n
<

1

4n

Bizonyítás. A zárójel felbontása után a 2.1.8 Lemmából rögtön következik az állítás. �

2.1.10. Tétel. (Weierstrass-féle approximációs tétel)

Jelölje

P :=
{
f : [a, b]→ R : ∃p : R→ R polinom : f = p|[a,b]

}
,

ekkor minden f ∈ C[a, b] függvény tetsz®leges pontossággal egyenletesen közelíthet® polinomokkal, azaz

∀f ∈ C[a, b] ∀ε > 0 ∃p ∈ P : ‖f − p‖∞ < ε.

Bizonyítás. Mint az könnyen belátható, átparaméterezés segítségével az állítást visszavezethetjük a [0, 1]

intervallumra, ezért a bizonyítást elegend® csupán ebben az esetben elvégezni.

Legyen tehát f ∈ C[0, 1], ekkor a 2.1.4 Megjegyzés alapján

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x, y ∈ [0, 1], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

2
.

Ha x ∈ [0, 1], n ∈ N, akkor

|Bnf(x)− f(x)| 2.1.8
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

f

(
k

n

)
pnk(x)− f(x)

n∑
k=0

pnk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣ pnk(x).

Jelölje x ∈ [0, 1] esetén

Nδ(x) :=

{
k ∈ N0 : 0 ≤ k ≤ n,

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ < δ

}
, Mδ(x) :=

{
k ∈ N0 : 0 ≤ k ≤ n,

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ ≥ δ

}
,
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ekkor ∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ < δ ⇒

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣ < ε

2
, és

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣ ≤ 2 ‖f‖∞ (x ∈ [0, 1])

felhasználásával ∑
k∈Nδ(x)

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣ pnk(x) ≤ ε

2

n∑
k=0

pnk(x)
2.1.8
=

ε

2
,

valamint ∑
k∈Mδ(x)

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣ pnk(x) ≤ 2 ‖f‖∞ ·
∑

k∈Mδ(x)

(
1

δ

(
k

n
− x
))2

· pnk(x)
2.1.9
≤
‖f‖∞
2δ2n

.

Legyen N ∈ N olyan index, hogy
‖f‖∞
2δ2n

<
ε

2
(n ≥ N),

ekkor az el®z®ek alapján

‖Bnf − f‖∞ ≤
ε

2
+
‖f‖∞
2δ2n

< ε (n ≥ N, x ∈ [0, 1]),

amivel az állítást beláttuk. �

2.1.11. Következmény. A 2.1.10 Tétel szerint tetsz®leges a, b ∈ R (a 6= b) számokkal a C[a, b] tér

szeparábilis, ugyanis a valós együtthatós polinomok halmaza s¶r¶ C[a, b]-ben, amelyek nyilván tetsz®-

leges pontossággal egyenletesen approximálhatóak racionális együtthatós polinomokkal, melyek viszont

megszámlálhatóak.

A folytonos függvények duális terének vizsgálatát is a speciális C[a, b] esetben végezzük, de az erre vo-

natkozó tétel kimondása további el®készületeket igényel.

2.1.12. De�níció. Legyen a, b ∈ R (a ≤ b), valamint f : [a, b]→ R, ekkor jelölje

V ba (f) := sup

{
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| : n ∈ N, a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b

}

az f függvény teljes megváltozását az [a, b] intervallumon. Ezzel a jelöléssel élve legyen

BV [a, b] :=
{
f : [a, b]→ R : V ba (f) <∞

}
az [a, b] intervallumon korlátos változású függvények halmaza. Továbbá jelölje

‖f‖BV := |f(a)|+ V ba (f) (f ∈ BV [a, b]).

2.1.13. Megjegyzés. Az egyszer¶bb jelölés érdekében legyen

τ [a, b] :=
{

(x0, . . . , xn) : n ∈ N, x0 = a, xn = b, x0 ≤ . . . ≤ xn
}

az [a, b] intervallum felosztásainak halmaza.

2.1.14. Megjegyzés. Elemi számításokkal igazolható, hogyBV [a, b] lineáris altér aB[a, b] := B([a, b],R)

vektortérben, (BV [a, b], ‖·‖BV ) normált teret alkot, és tetsz®leges f ∈ BV [a, b] függvényre teljesül az

‖f‖∞ ≤ ‖f‖BV egyenl®tlenség.
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2.1.15. Állítás. (BV [a, b], ‖·‖BV ) Banach-tér.

Bizonyítás. A 2.1.14 Megjegyzés alapján maradt a teljesség bizonyítása. Legyen (fn)n Cauchy-sorozat

(BV [a, b], ‖·‖BV )-ben, ekkor szintén a 2.1.14 Megjegyzés miatt (fn)n Cauchy-sorozat (B[a, b], ‖·‖∞)-ben,

ezért a 2.1.2 Tétel alapján

∃f ∈ B[a, b] : lim
n→∞

‖f − fn‖∞ = 0. (2.2)

Mivel tetsz®leges g ∈ BV [a, b] függvény esetén V ba (g) ≤ ‖g‖BV , ezért minden ε > 0 esetén van olyan

N ∈ N index, amelyre

k∑
j=1

|(fm(xj)− fn(xj))− (fm(xj−1)− fn(xj−1))| < ε

2
(n,m ≥ N, (x0, . . . , xk) ∈ τ [a, b]).

Ezért ha (x0, . . . , xk) ∈ τ [a, b], akkor (2.2) miatt

∃nk ∈ N : ‖fn − f‖∞ <
ε

4k
(nk ≤ n),

ezek alapján pedig

k∑
j=1

|(fn(xj)− f(xj))− (fn(xj−1)− f(xj−1))| < ε

2
+ 2

k∑
j=1

‖fnk − f‖∞ < ε (N ≤ nk ≤ n). (2.3)

Szuprémumot véve adódik, hogy V ba (fn−f) ≤ ε (N ≤ n), azaz fn−f ∈ BV [a, b], így mivel BV [a, b] vektor-

tér, f ∈ BV [a, b] is teljesül. Továbbá (2.3) alapján limn→∞ V ba (fn−f) = 0, ezért limn→∞ ‖f − fn‖BV = 0,

amivel az állítást beláttuk. �

2.1.16. Lemma. (Jordan-tétel) f ∈ BV [a, b] pontosan akkor teljesül, ha f el®állítható két monoton

növekv® függvény különbségeként.

Bizonyítás. Legyen f ∈ BV [a, b], és tekintsük a

g(x) := V xa (f) (x ∈ (a, b]), g(a) := 0

módon de�niált függvényt, ekkor könnyen láthatóan mind g, mind g + f monoton növekv® az [a, b]

intervallumon. A másik irány következik abból az elemi észrevételb®l, hogy a monoton függvények korlátos

változásúak. �

2.1.17. De�níció. Legyen f, g ∈ B([a, b],R), F := (x0, . . . , xn) ∈ τ [a, b], tk ∈ [xk−1, xk] (k ∈ 1, n) tet-

sz®leges, ekkor az f függvény F felosztáshoz és tk (k ∈ 1, n) értékekhez tartozó, g-re vonatkozó Riemann-

Stieltjes integrálközelít® összegét a következ®képpen de�niáljuk:

σF (f ; g) :=

n∑
k=1

f(tk) |g(xk)− g(xk−1)|

Tegyük fel, hogy

(Fn)n ⊂ τ [a, b], lim
n→∞

δ(Fn) = 0 ⇒ ∃ lim
n→∞

σFn(f ; g) ∈ R,

ekkor azt mondjuk, hogy az f függvény Riemann-Stieltjes integrálható a g-re vonatkozóan [a, b]-n, és a

határértéket az f g-re vonatkozó Riemann-Stieltjes integráljának nevezzük, jelölésben∫ b

a

fdg := lim
n→∞

σFn(f ; g).
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A Riemann-Stieltjes integrálokkal kapcsolatban az alábbi eredményekre lesz szükségünk, melyek bizonyí-

tásától eltekintünk:

2.1.18. Lemma.

1. f ∈ C[a, b], g ∈ BV [a, b] függvények esetén létezik az f -nek a g-re vonatkozó Riemann-Stieltjes

integrálja.

2. Legyen g ∈ BV [a, b], ekkor ∫ b

a

fdg = 0 (∀f ∈ C[a, b])

pontosan akkor teljesül, ha a g függvénynek az a és b végpontokban, valamint minden folytonossági

pontjában ugyanaz az értéke.

2.1.19. De�níció. Az

NBV [a, b] :=
{
fN ∈ BV [a, b] : fN (a) = 0, fN (t) = fN (t+ 0) (t ∈ (a, b))

}
halmazt az ‖fN‖NBV := V ba (fN ) leképezéssel normált korlátos változású függvényeknek nevezzük.

2.1.20. Megjegyzés. Megmutatható, hogy (NBV [a, b], ‖·‖NBV ) zárt lineáris altere a (BV [a, b], ‖·‖BV )

térnek, így maga is Banach-tér.

Ennyi el®készület után már rátérhetünk a (C[a, b])∗ tér meghatározására.

2.1.21. Tétel. (Riesz-tétel) A

T̃ : NBV [a, b]→ (C[a, b])∗ : gN 7→ ψ, ahol ψ(f) :=

∫ b

a

fdgN (f ∈ C[a, b])

leképezés izometrikus izomor�zmus.

Bizonyítás. Legyen ψ ∈ (C[a, b])∗ tetsz®leges. El®ször belátjuk, hogy található ψ-hez olyan z ∈ BV [a, b]

függvény, melyre V ba (z) ≤ ‖ψ‖, valamint

ψ(f) =

∫ b

a

fdz (∀f ∈ C[a, b]). (2.4)

Mivel C[a,b] lineáris altere a B[a, b] vektortérnek, ezért a Hahn-Banach tétel szerint ψ kiterjeszthet® az

egész B[a, b] térre normatartó módon, azaz

∃Ψ ∈ (B[a, b])∗ : Ψ(f) = ψ(f) (∀f ∈ C[a, b]), és ‖Ψ‖ = ‖ψ‖ .

De�niáljuk a z(t) := Ψ(χ[a,t]) (t ∈ [a, b]) függvényt, ekkor nyilván z(a) = 0. Tetsz®leges (x0, . . . , xn) ∈
τ [a, b] esetén legyen λi := sgn

(
z(xi)− z(xi−1)

)
(i ∈ 1, n). Ezekkel a jelölésekkel

n∑
i=1

|z(xi)− z(xi−1)| =
n∑
i=1

λi
(
z(xi)− z(xi−1)

)
=

n∑
i=1

λi
(
Ψ(χ[a,xi])−Ψ(χ[a,xi−1])

)
=

=

n∑
i=1

λi
(
Ψ(χ(xi−1,xi])

)
= Ψ

(
n∑
i=1

λiχ(xi−1,xi]

)
︸ ︷︷ ︸

=:w

≤ ‖Ψ‖ = ‖ψ‖ ,

ugyanis ‖w‖∞ = 1, ha van olyan i ∈ 1, n, melyre λi 6= 0, de az egyenl®tlenség nyilván λ1 = . . . = λn = 0

esetben is teljesül. Ekkor az egyenl®tlenségben szuprémumot véve azt kapjuk, hogy z korlátos változású,

és V ba (z) ≤ ‖ψ‖.
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(2.4) belátásához legyen f ∈ C[a, b], illetve Fn := (x0, . . . , xn) ∈ τ [a, b] tetsz®leges, ekkor

fn(t) :=

n∑
i=1

f(xi)
(
χ[a,xi](t)− χ[a,xi−1](t)

)
⇒ Ψ(fn) =

n∑
i=1

f(xi)
(
z(xi)− z(xi−1)

)
. (2.5)

Ha (Fn)n olyan felosztássorozat, melyre limn→∞ δ(Fn) = 0, akkor a 2.1.18 Lemma szerint (2.5) jobb

oldalára
n∑
i=1

f(xi)
(
z(xi)− z(xi−1)

) n→∞−→ ∫ b

a

fdz,

valamint f ∈ C[a, b] miatt f egyenletesen folytonos, ezért

sup
t∈[a,b]

|fn(t)− f(t)| ≤ max
i∈1,n

sup
t∈(xi−1,xi]

|f(xi)− f(t)| n→∞−→ 0 ⇒ ‖fn − f‖∞
n→∞−→ 0,

így Ψ folytonossága miatt Ψ(fn)
n→∞−→ Ψ(f), ezért f folytonossága és (2.5) alapján

ψ(f) = Ψ(f) =

∫ b

a

fdz (∀f ∈ C[a, b]),

amivel (2.4)-et beláttuk.

A probléma az, hogy a z függvény nincs egyértelm¶en meghatározva. Megmutatjuk, hogy ha a z függvényt

egy megfelel® zN ∈ NBV [a, b] függvénnyel helyettesítjük, akkor az így kapott T leképezés már bijekció

(C[a, b])∗ és NBV [a, b] terek között.

Normáljuk a z függvényt a következ® módon:

zN (t) :=


0 ha t = a

z(t+ 0) ha t ∈ (a, b)

z(b) ha t = b

Mivel z korlátos változású, ezért a 2.1.16 Lemma alapján minden t ∈ (a, b) esetén létezik a z(t+ 0) ∈ R
határérték, így zN jól de�niált. Belátjuk, hogy zN ∈ NBV [a, b], V ba (zN ) ≤ V ba (z), valamint

ψ(f) =

∫ b

a

fdzN =

∫ b

a

fdz (∀f ∈ C[a, b]). (2.6)

Legyen (x0, . . . , xn) ∈ τ [a, b] tetsz®leges, ekkor nyilván

∀ε > 0 ∃ci > xi : |z(xi + 0)− z(ci)| <
ε

2n
(i ∈ 1, n− 1),

így

|zN (xi)− zN (xi−1)| = |z(xi + 0)− z(xi−1 + 0)| ≤ |z(ci)− z(ci−1)|+ ε

n
(i ∈ 1, n− 1),

ahonnan a c0 := a, cn := b végpontokkal együtt

n∑
i=1

|zN (xi)− zN (xi−1)| ≤
n∑
i=1

|z(ci)− z(ci−1)|+ ε ≤ V ba (z) + ε.

Itt szuprémumot véve azt kapjuk, hogy zN korlátos változású, amib®l zN konstrukciója alapján következik,

hogy zN ∈ NBV [a, b]. Továbbá mivel ε tetsz®leges volt, ezért az ε → 0 határátmenetet elvégezhetjük,

ahonnan V ba (zN ) ≤ V ba (z) is adódik.
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(2.6) bizonyításához vegyük �gyelembe, hogy zN de�níciója miatt z folytonossági pontjaiban, valamint

az a és b végpontokban is teljesül a zN (t)− z(t) = 0 egyenl®ség, ezért a 2.1.18 Lemmából éppen (2.6)-ot

nyerjük. Teljesül továbbá, hogy

|ψ(f)| =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdzN

∣∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[a,b]

|f(t)|V ba (zN ) = V ba (zN ) ‖f‖∞ (f ∈ C[a, b]),

ezért ‖ψ‖ ≤ V ba (zN ), amib®l a korábban nyert V ba (zN ) ≤ ‖ψ‖ eredménnyel összevetve kapjuk, hogy

‖ψ‖ = V ba (zN ) = ‖zN‖NBV .

Továbbá ψ egyértelm¶en meghatározza a zN függvényt, ugyanis ha létezik egy olyan z̃N ∈ NBV [a, b]

függvény, amellyel

ψ(f) =

∫ b

a

fdzN =

∫ b

a

fdz̃N (∀f ∈ C[a, b]) ⇒
∫ b

a

fd(zN − z̃N ) = 0 (∀f ∈ C[a, b]),

így ismét a 2.1.18 Lemma miatt zN (t)− z̃N (t) = 0 az a és b végpontokban, valamint a zN − z̃N függvény

folytonossági pontjaiban. Mivel zN−z̃N korlátos változású, és a 2.1.16 Lemma alapján a korlátos változású

függvények folytonossági pontjai s¶r¶n helyezkednek el [a, b]-ben, ezért

zN (t+ 0) = z̃N (t+ 0) (∀t ∈ (a, b)) ⇒ zN (t) = z̃N (t) (∀t ∈ [a, b]).

Összefoglalva az eddigi eredményeket azt kaptuk, hogy létezik egy T : (C[a, b])∗ → NBV [a, b] leképe-

zés, mely tetsz®leges ψ ∈ (C[a, b])∗ funkcionálhoz egyértelm¶en hozzárendel egy olyan zN ∈ NBV [a, b]

függvényt, amelyre

ψ(f) =

∫ b

a

fdzN (f ∈ C[a, b]), és ‖ψ‖ = ‖zN‖NBV .

Evidens, hogy tetsz®leges yN ∈ NBV [a, b] esetén a

ξ(f) :=

∫ b

a

fdyN (f ∈ C[a, b])

funkcionálra ξ ∈ (C[a, b])∗, és T (ξ) = yN . Továbbá T izomor�zmus is, mivel a Riemann-Stieltjes integrál

linearitása miatt teljesül, hogy

T (ψ1) = uN , T (ψ2) = vN ⇒ T (λ1ψ1 + λ2ψ2) = λ1uN + λ2vN (λ1, λ2 ∈ R).

Mindezek alapján T : (C[a, b])∗ → NBV [a, b] egy izometrikus izomor�zmus, tehát az állítást bebizonyí-

tottuk. �

A következ® tétel tetsz®leges (X, d) kompakt metrikus tér esetén ad szükséges és elégséges feltételt egy

A ⊂ C(X) halmaz prekompakt voltára.

2.1.22. De�níció. Legyen (X, d) kompakt metrikus tér, ekkor egy A ⊂ C(X) részhalmazt egyenl® mér-

tékben egyenletesen folytonosnak nevezünk, ha

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x, y ∈ X, d(x, y) < δ ⇒ sup
f∈A
|f(x)− f(y)| < ε.
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2.1.23. Tétel. (Arzela-Ascoli tétel) Legyen (X, d) kompakt metrikus tér, ekkor egy A ⊂ C(X) halmaz

pontosan akkor prekompakt, ha korlátos, és egyenl® mértékben egyenletesen folytonos.

Bizonyítás. A bizonyítás menete nagyon hasonlít az 1.1.9 Tétel 3. pontjának bizonyításához.

Legyen A ⊂ C(X) tetsz®leges prekompakt halmaz, ekkor korlátos is, és minden ε > 0 esetén létezik

Mε := {f1, . . . , fm} ⊂ C(X) véges fed® ε-háló A-hoz. M véges, és elemei egyenletesen folytonosak, ezért

∃δ > 0 : x, y ∈ X, d(x, y) < δ ⇒ max
j∈1,m

|fj(x)− fj(y)| < ε.

Legyen x, y ∈ X, melyekre d(x, y) < δ, illetve legyen f ∈ A tetsz®leges, ekkor

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fj(x)|+ |fj(x)− fj(y)|+ |fj(y)− f(y)| < 3ε (‖f − fj‖∞ < ε).

Mivel f ∈ A tetsz®leges volt, ezért A egyenl® mértékben egyenletesen folytonos.

A másik irány belátásához legyen (fk)k tetsz®leges sorozat A-ban, ekkor A egyenl® mértékben egyen-

letes folytonossága miatt rögzített ε > 0 esetén

∃δ > 0 : ∀x, y ∈ X, d(x, y) < δ ⇒ |fk(x)− fk(y)| < ε (k ∈ N).

(X, d) kompakt metrikus tér, ezért szeparábilis is, így

∃N = {xj}j∈N ⊂ X : N = X ⇒ X =
⋃
j∈N

Kδ(xj), (2.7)

ahol Kδ(xj) jelöli az xj középpontú δ sugarú nyílt gömbi környezetet. Ekkor X kompaktsága folytán

(2.7)-ben kiválasztható véges fedés, azaz

∃m ∈ N : X =

m⋃
j=1

Kδ(xj). (2.8)

Ekkor A korlátossága miatt (fk(xj))k ⊂ K minden j ∈ N esetén korlátos sorozat, ezért alkalmazhatjuk a

Bolzano-Weierstrass tételt, miszerint rekurzíve kiválaszthatóak az (fk)k sorozat alkalmas részsorozatai,

és egy y := (yn) ⊂ K sorozat, melyekkel

(f0
k )k := (fk)k, j ∈ N �x ⇒ ∃(f jk)k ⊂ (f j−1

k )k : f jk(xi)
k→∞−→ yi (i ∈ 1, j).

Tekintsük a (gk)k = (fkk )k átlós sorozatot, ekkor nyilvánvalóan

(gk)∞k=l ⊂ (f lk)∞k=l (l ∈ N) ⇒ gk(xi)
k→∞−→ yi (i ∈ 1,m). (2.9)

A (gk)k ⊂ (fk)k és a (2.8) eredményeket �gyelembe véve adódik, hogy

∀x ∈ X ∃k ∈ 1,m : |gj(x)− gj(xk)| < ε (j ∈ N), (2.10)

továbbá (2.9) miatt

∃N := N(ε) ∈ N : |gj(xk)− gr(xk)| < ε (j, r ≥ N, k ∈ 1,m). (2.11)

A (2.10) és (2.11) eredményekb®l már következik, hogy tetsz®leges x ∈ X esetén

|gj(x)− gr(x)| ≤ |gj(x)− gj(xk)|+ |gj(xk)− gr(xk)|+ |gr(xk)− gr(x)| < 3ε (j, r ≥ N, d(x, xk) < δ).

Tehát ‖gj − gr‖∞ ≤ 3ε (j, r ≥ N), azaz (gk)k Cauchy-sorozat C(X)-ben, ezért a 2.1.2 Tétel és a 2.1.4

Megjegyzés alapján konvergens. �

20



2.2. Folytonosan di�erenciálható függvények

2.2.1. Megjegyzés. A továbbiakban jelölje tetsz®leges α := (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 multiindex esetén

|α| :=
n∑
i=1

αi, illetve Dα := ∂α1
x1
. . . ∂αnxn .

Adott β ∈ Nn0 multiindex esetén α ≤ β jelentse azt a részbenrendezést, hogy αi ≤ βi (i ∈ 1, n), továbbá(
β

α

)
:=

n∏
i=1

(
βi
αi

)
(α ≤ β).

2.2.2. De�níció. Legyen Ω ⊂ Rn nyílt, m ∈ N0, ekkor

1. Cm(Ω) :=
{
f : Ω→ K : ∃Dαf ∈ C(Ω) (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m)

}
, illetve C∞(Ω) :=

⋂
k∈N0

Ck(Ω)

2. Cmc (Ω) :=
{
f ∈ Cm(Ω) : supp(f) ⊂ Ω kompakt

}
, illetve C∞c (Ω) :=

⋂
k∈N0

Ckc (Ω)

3. C
m

(Ω) :=
{
f ∈ Cm(Ω) : Dαf ∈ UCB(Ω) (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m)

}
, valamint

‖f‖Cm(Ω) :=
∑
|α|≤m

‖Dαf‖∞
(
f ∈ Cm(Ω)

)
4. Ha Ω korlátos is, akkor

Cm(Ω) :=
{
f ∈ Cm(Ω) : Dαf folytonosan kiterjed Ω-ra (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m)

}
2.2.3. Megjegyzés. A 2.1.4 Megjegyzéshez hasonlóan, ha m ∈ N0, valamint Ω ⊂ Rn korlátos és nyílt

halmaz, akkor Cm(Ω) = C
m

(Ω).

2.2.4. Állítás. Legyen Ω ⊂ Rn nyílt, m ∈ N0, ekkor
(
C
m

(Ω), ‖·‖Cm(Ω)

)
Banach-tér.

Bizonyítás. Ha (fk)k Cauchy-sorozat C
m

(Ω)-ban, akkor minden α ∈ Nn0 , |α| ≤ mmultiindexre (Dαfk)k

Cauchy-sorozat C(Ω)-ban, ezért a 2.1.2 Tétel alapján

∀α ∈ Nn0 , |α| ≤ m ∃fα ∈ C(Ω) : ‖Dαfk − fα‖∞
k→∞−→ 0.

Jelölje f := f (0,...,0), ekkor elegend® azt megmutatni, hogy Dαf = fα (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m). Ezt elég minden

els®rend¶ deriváltra belátni, mivel abból indukcióval minden magasabb rend¶ deriválthoz eljuthatunk.

Az egyszer¶ség kedvéért legyen α1 := (1, 0, . . . , 0), erre tudjuk, hogy

lim
k→∞

‖Dα1fk − fα1‖∞ = 0.

Ekkor (x0
1, . . . , xn) ∈ Ω esetén kell®en kis h > 0 számmal a Newton-Leibniz tétel alapján

fk(x0
1 + h, x2, . . . , xn)− fk(x0

1, x2, . . . , xn)

h
=

1

h

∫ x0
1+h

x0
1

Dα1fk(s, x2, . . . , xn)ds (k ∈ N)

teljesül, mivel fk ∈ C
1
(Ω) (k ∈ N). Itt elvégezhetjük a k →∞ határátmenetet, ekkor

f(x0
1 + h, x2, . . . , xn)− f(x0

1, x2, . . . , xn)

h
=

1

h

∫ x0
1+h

x0
1

fα1(s, x2, . . . , xn)ds,

ahonnan a h→ 0 határátmenet után a kívánt állítást kapjuk. �
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2.2.5. Megjegyzés. A 2.2.3 Megjegyzés alapján m ∈ N0, Ω ⊂ Rn korlátos és nyílt halmaz esetén(
Cm(Ω), ‖·‖Cm(Ω)

)
szintén Banach-tér.

A 2.1.10 Tétel C(X) := C(X,R) térre való általánosításához, ahol (X, d) tetsz®leges kompakt metrikus

tér, a Weierstrass-Stone tételt fogjuk felhasználni, ám ennek kimondásához szükségünk lesz az alábbi

eredményekre, melyek bizonyításától eltekintünk:

2.2.6. De�níció. Legyen A ⊂ C(X) tetsz®leges halmaz, ekkor azt mondjuk, hogy A szétválasztó, ha

x, y ∈ X, x 6= y ⇒ ∃f ∈ A : f(x) 6= f(y).

2.2.7. Lemma. Legyen V ⊂ C(X) olyan vektortér, amelyre 1 ∈ V . Ekkor V pontosan akkor szétválasztó,

ha

x, y ∈ X, x 6= y, a, b ∈ R ⇒ ∃f ∈ V : f(x) = a, f(y) = b.

2.2.8. Lemma. Legyen A ⊂ C(X) olyan részalgebra C(X)-ben, melyre 1 ∈ A. Ekkor tetsz®leges véges

F ⊂ A részhalmaz esetén a maxf∈F {f}, illetve minf∈F {f} fels®, illetve alsó burkoló függvényekre teljesül,

hogy maxf∈F {f},minf∈F {f} ∈ A.

2.2.9. Tétel. (Weierstrass-Stone tétel) Legyen (X, d) kompakt metrikus tér, valamint A ⊂ C(X)

olyan szétválasztó részalgebra C(X)-ben, melyre 1 ∈ A, ekkor az A halmaz s¶r¶ C(X)-ben.

Bizonyítás. Legyen f ∈ C(X) tetsz®leges, ekkor elegend® belátnunk, hogy

∀ε > 0 ∃fε ∈ A : ‖fε − f‖∞ < ε.

Legyen tehát ε > 0 rögzített, valamint x, y ∈ X, x 6= y, ekkor a 2.2.7 Lemma alapján van olyan hx,y ∈ A
függvény, melyre hx,y(x) = f(x), hx,y(y) = f(y). De�niáljuk az

Ωx,y :=
{
z ∈ X : hx,y(z) < f(z) +

ε

2

}
⊂ X (x, y ∈ X)

halmazokat. Ekkor nyilván minden x, y ∈ X esetén x, y ∈ Ωx,y, valamint hx,y folytonossága miatt Ωx,y

nyílt, ugyanis egy nyílt halmaz hx,y szerinti ®sképeként de�niáltuk. Teljesül továbbá, hogy

X =
⋃

y∈X,y 6=x
{x, y} ⊂

⋃
y∈X,y 6=x

Ωx,y ⊂ X ⇒ X =
⋃

y∈X,y 6=x
Ωx,y (x ∈ X).

Itt X kompakt, az Ωx,y halmazok pedig nyíltak, így minden x ∈ X esetén kiválasztható egy véges Fx ⊂ X
részhalmaz, melyre X =

⋃
y∈Fx Ωx,y. Legyen hx := miny∈Fx{hx,y} (x ∈ X). Ekkor tetsz®leges x ∈ X

esetén a 2.2.8 Lemma szerint hx ∈ A, valamint

hx(z) ≤ f(z) +
ε

2
(x, z ∈ X) (2.12)

is teljesül hx konstrukcióját �gyelembe véve. De�niáljuk ezek után az

Ωx :=
{
z ∈ X : hx(z) > f(z)− ε

2

}
⊂ X (x ∈ X)

halmazokat. Ekkor felhasználva azt az egyszer¶ észrevételt, hogy x ∈ Ωx (x ∈ X), az imént látott gon-

dolatmenet mintájára következik, hogy létezik egy olyan F ⊂ X véges halmaz, amelyre X =
⋃
x∈F Ωx.
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Legyen fε := maxx∈F {hx}, ekkor ismét a 2.2.8 Lemmából következik, hogy fε ∈ A, valamint fε konst-

rukciója miatt

fε(z) ≥ f(z)− ε

2
(z ∈ X), (2.13)

így (2.12) és (2.13) alapján a kíván tulajdonságú fε függvényt kaptuk. �

2.2.10. Következmény. Legyen Ω ⊂ Rn korlátos és nyílt halmaz. Ekkor a

PQ :=
{
p(x) =

m∑
|α|=0

aαx
α : aα ∈ Q, m ∈ N0, α ∈ Nn0

}
racionális együtthatós polinomok halmaza s¶r¶ C(Ω)-ban, ugyanis a 2.2.9 Tétel feltételei könnyen látha-

tóan teljesülnek PQ-ra, így C(Ω) szeparábilis.

A folytonosan di�erenciálható függvények duális terének vizsgálatát a speciális C1[a, b] esetben végezzük,

felhasználva a korábban látott 2.1.21 Tételt, valamint az alábbi segédtételt:

2.2.11. Lemma. Legyenek X,Y,Z Banach-terek, valamint ψ : X → Y, ξ : X → Z folytonos lineáris

operátorok. Tegyük fel, hogy ξ szuperjektív, valamint Ker(ξ) ⊂ Ker(ψ), ekkor létezik olyan µ : Z → Y
folytonos lineáris operátor, amelyre ψ = µξ.

Bizonyítás. Legyen z ∈ Z tetsz®leges, és tekintsük z-nek az Xz := ξ−1[z] ⊂ X ®sképét. Nyilvánvaló,

hogy a Ker(ξ) ⊂ Ker(ψ) feltételb®l következik, hogy ψ minden x ∈ Xz elemhez ugyanazt az yz ∈ Y
elemet rendeli. De�niáljuk a µ : Z→ Y operátort a µ(z) := yz hozzárendeléssel, ekkor az el®z®ek szerint

µ jól de�niált. Evidens, hogy µ lineáris, valamint folytonos is, ugyanis tekintsünk egy tetsz®leges G ∈ Y
nyílt halmazt. Ekkor a µ operátor konstrukciója miatt a µ−1[G] ®skép felírható ξ(ψ−1[G]) alakban. Itt

azonban a ψ operátor folytonos, ezért tetsz®leges nyílt halmaz ψ szerinti ®sképe nyílt, valamint a ξ

operátor szuperjektív, így a Banach-féle nyíltleképezés tétel miatt tetsz®leges nyílt halmaz ξ szerinti

direkt képe szintén nyílt, ezért a ξ(ψ−1[G]) halmaz is nyílt lesz, tehát µ folytonos. �

2.2.12. Tétel. A C1[a, b] tér minden folytonos lineáris funkcionálja egyértelm¶en a

ν(f) = αf(a) +

∫ b

a

f ′dgN
(
ν ∈ (C1[a, b])∗, f ∈ C1[a, b], α ∈ R, gN ∈ NBV [a, b]

)
alakba írható.

Bizonyítás. De�niáljuk a C̃1[a, b] ⊂ C1[a, b] alteret a következ®képpen:

C̃1[a, b] :=
{
f ∈ C1[a, b] : f integrálfüggvénye valamely g ∈ C[a, b] függvénynek, és f(a) = 0

}
Ekkor nyilvánvaló, hogy a

D :=
d

dx
: C̃1[a, b]→ C[a, b]

korlátos lineáris operátor szuperjektív. Legyen ν ∈ (C1[a, b])∗ tetsz®leges, és szorítsuk meg ν-t a C̃1[a, b]

altérre, jelölje ezt a funkcionált ν̃. A ψ := ν̃ és ξ := D szereposztással teljesül a 2.2.11 Lemma feltétele,

ugyanis ha f ∈ Ker(D), akkor f konstans függvény, ezért az f(a) = 0 feltételb®l következik, hogy f ≡ 0,

ami nyilván eleme Ker(ν̃)-nak. A 2.2.11 Lemma szerint tehát

∃µ ∈ (C[a, b])∗ : ν̃(h) = µ(Dh) (h ∈ C̃1[a, b]). (2.14)
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Evidens, hogy

∀f ∈ C1[a, b] ∃h ∈ C̃1[a, b] : f(x) = f(a) + h(x) (x ∈ [a, b]) ⇒ ν(f) = ν(f(a)) + ν(h), (2.15)

továbbá a 2.1.21 Tétel alapján

ν(h) = ν̃(h)
(2.14)

= µ(Dh)
2.1.21

=

∫ b

a

h′dgN (h ∈ C̃1[a, b], gN ∈ NBV [a, b]) (2.16)

alakba írható. Mivel h = f − f(a), ezért f ′ = h′, így ha α := ν(1), akkor (2.15) és (2.16) felhasználásával

pont a kívánt el®állítást kapjuk. �

2.3. Lp-terek

A pont elején feltesszük, hogy (X,A, µ) tetsz®leges mértéktér, (Y, ‖·‖Y) Banach-tér, és röviden összefog-

laljuk az Lp(X;Y)-terek azon eredményeit, melyekre a kés®bbiekben szükségünk lesz.

2.3.1. De�níció. Egy f : X → Y függvényt lényegében korlátosnak nevezünk, ha

∃M ∈ R : µ
({
x ∈ X : ‖f(x)‖Y > M

})
= 0,

és minden ilyen tulajdonságú M ∈ R számot az f függvény lényeges korlátjának mondunk. Továbbá jelölje

ess sup ‖f‖Y := inf
{
M > 0 : M lényeges korlátja f -nek

}
az f függvény lényeges szuprémumát.

2.3.2. De�níció.

1. Legyen 1 ≤ p <∞, ekkor

Lp(X;Y) :=

{
f : X → Y : f mérhet®, és

∫
X

‖f‖pY dµ <∞

}
,

és tetsz®leges f ∈ Lp(X;Y) függvényre legyen

‖f‖p;X :=

(∫
X

‖f‖pY dµ
) 1
p

.

2. Ha p =∞, akkor

L∞(X;Y) :=
{
f : X → Y : f lényegében korlátos

}
,

és tetsz®leges f ∈ L∞(X;Y) függvényre legyen

‖f‖∞;X := ess sup ‖f‖Y .

2.3.3. Megjegyzés. Az egyszer¶bb jelölés érdekében az általános esetben jelölje

Lp := Lp(X;Y), és ‖·‖p := ‖·‖p;X (1 ≤ p ≤ ∞),

kivéve azokat az eseteket, amikor fontos az X halmaz.
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Az lp sorozatterekben látott 1.1.5 és 1.1.6 Tételek az Lp-terekben is érvényben vannak:

2.3.4. Tétel. (Hölder-egyenl®tlenség) Legyen f ∈ Lp, g ∈ Lq, ahol 1 ≤ p ≤ ∞, valamint q a p-hez

tartozó konjugált kitev®. Ekkor

fg ∈ L1, és ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

2.3.5. Tétel. (Minkowski-egyenl®tlenség) Legyen f, g ∈ Lp, ahol 1 ≤ p ≤ ∞, ekkor

f + g ∈ Lp, és ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

2.3.6. Megjegyzés. Az (Lp, ‖·‖p) pár minden 1 ≤ p ≤ ∞ esetén félnormált teret alkot, ez következik

az integrálható függvények alapvet® tulajdonságaiból, valamint a 2.3.5 Tételb®l.

2.3.7. Állítás. Jelölje tetsz®leges 1 ≤ p ≤ ∞ esetén

Rp :=
{
f ∈ Lp : ‖f‖p = 0

}
,

ekkor Rp zárt altere az Lp vektortérnek. Tekintsük az Lp := Lp/Rp faktorteret, ekkor az (Lp, ‖·‖p) pár

minden 1 ≤ p ≤ ∞ esetén normált teret alkot. (Itt ‖f‖p az [f ] = f +Rp osztály tetsz®leges reprezentáns

elemének normáját jelöli.)

2.3.8. Megjegyzés. Ezentúl az f ∈ Lp jelölés arra utal, hogy az [f ] = f + Rp ekvivalencia-osztályra

[f ] ∈ Lp, továbbá ha T tetsz®leges tulajdonság az X tér pontjaira, akkor azt mondjuk, hogy T µ-m.m.

igaz, ha

∃A ∈ A : µ(A) = 0, és T (x) = igaz (x ∈ Ac).

Ezzel a jelöléssel élve tetsz®leges 1 ≤ p ≤ ∞ esetén

f, g ∈ [f ] ⇐⇒ ‖f − g‖p = 0 ⇐⇒ f = g µ-m.m.

A továbbiakban az Lp-terekben vett tulajdonságokat mindig µ-m.m. értelemben értjük.

2.3.9. Tétel. (Riesz-Fischer tétel) Legyen 1 ≤ p ≤ ∞, (fn)n ⊂ Lp Cauchy-sorozat, ekkor

∃f ∈ Lp : lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0,

és egy alkalmas (nk)k indexsorozattal teljesül, hogy f(x) = limk→∞ fnk(x) (x ∈ X).

2.3.10. Tétel. (Lebesgue-tétel) Legyen 1 ≤ p < ∞, (fn)n ⊂ Lp olyan függvénysorozat, amelynek

létezik az f(x) = limn→∞ fn(x) (x ∈ X) pontonkénti határfüggvénye, valamint az F := supn∈N ‖fn‖Y
függvényre F ∈ Lp, ekkor

f ∈ Lp, és lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0.

2.3.11. Állítás. Tegyük fel, hogy a µ mérték véges, azaz µ(X) <∞, ekkor

1. Lq ⊂ Lp, ‖f‖p ≤ µ(X)
1
p−

1
q ‖f‖q (1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, f ∈ Lq).

2. Ha minden 1 ≤ p < ∞ esetén teljesül, hogy f ∈ Lp, és ‖f‖p ≤ K valamely K ∈ R konstanssal,

akkor f ∈ L∞, valamint ‖f‖∞ ≤ K.
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A továbbiakban feltesszük, hogy Ω ⊂ Rn (n ≥ 1) tetsz®leges tartomány, valamint (Ω,A, λ) a Lebesgue-féle

mértéktér. Ezentúl az Lp(Ω), illetve az
∫

Ω
fdx jelölésekkel fogunk élni.

Az Lp(Ω)-tér szeparábilitásának vizsgálatához szükségünk van a következ® lemmára, aminek bizonyítása

hosszadalmas és összetett, ezért mell®zzük.

2.3.12. Lemma. Tetsz®leges 1 ≤ p <∞ esetén C0
c (Ω) s¶r¶ Lp(Ω)-ban.

2.3.13. Tétel. Tetsz®leges 1 ≤ p <∞ esetén az Lp(Ω)-tér szeparábilis, viszont L∞(Ω) nem szeparábilis.

Bizonyítás.

Legyen 1 ≤ p <∞, és legyen f ∈ Lp(Ω) tetsz®leges, ekkor a 2.3.12 Lemma szerint

∃ϕf ∈ C0
c (Ω) : ‖f − ϕf‖p;Ω ≤

ε

2
.

De�niáljuk a

Km :=
{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ 1

m
, |x| ≤ m

}
(m ∈ N)

és a

PmQ :=
{
pχKm : p ∈ PQ

}
(m ∈ N)

halmazokat, ahol χKm jelöli a Km halmaz karakterisztikus függvényét. Ekkor Km ⊂ Ω kompakt (m ∈ N),

és Ω =
⋃∞
m=1Km. A 2.2.10 Következmény valamint ϕf ∈ C0

c (Ω) alapján teljesül, hogy

∃mf ∈ N : supp(ϕf ) ⊂ Kmf , és ∃pf ∈ P
mf
Q : ‖ϕf − pf‖∞;Kmf

≤ ε

2
λ(Kmf )−

1
p .

A 2.3.11 Állítás 1. pontja alapján már következik, hogy

‖f − pf‖p;Ω ≤ ‖f − ϕf‖p;Ω + ‖ϕf − pf‖p;Kmf ≤
ε

2
+ λ(Kmf )

1
p ‖ϕf − pf‖∞;Kmf

≤ ε.

Mivel PmQ minden m ∈ N esetén megszámlálható, ezért
⋃
m∈N PmQ is megszámlálható, tehát Lp(Ω) szepa-

rábilis.

Ha p =∞, akkor mivel Ω végtelen halmaz, ezért a 2.1.6 Állítás alapján L∞(Ω) nem szeparábilis. �

2.3.14. De�níció. Egy η ∈ C∞c (Rn), η ≥ 0 függvényt, melyre supp(η) = B1(0), egységapproximációnak

nevezünk, ha teljesül rá, hogy ∫
Rn
η(x)dx = 1. (2.17)

2.3.15. Megjegyzés. De�niáljuk a következ® függvényt:

η(x) :=

{
ke
− 1

1−|x|2 ha |x| < 1

0 különben

Ha a k konstanst úgy választjuk meg, hogy η-ra (2.17) teljesüljön, akkor η egy egységapproximáció.

Legyen ηε(x) := cεη(xε ), ahol a cε konstanst hasonló módon választjuk. Ekkor az így kapott függvényre

ηε ∈ C∞c (Rn), és supp(η) = Bε(0). A továbbiakban jelölje ηε ezt a konkrét függvényt.

További approximációs eredményt nyerhetünk a 2.3.15 Megjegyzésben bevezetett ηε függvény segítségével,

melynek a kés®bbi pontokban lesz igen fontos szerepe.
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2.3.16. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f függvény lokálisan integrálható az Ω ⊂ Rn halmazon, ha

f ∈ L1(K) teljesül minden K ⊂ Ω kompakt halmazra, jelölésben f ∈ Lloc
1 (Ω).

2.3.17. De�níció. Tetsz®leges f ∈ Lloc1 (Ω) esetén, ha f -et Ω-n kívül 0-ként kiterjesztjük az egész Rn-re,
de�nálhatjuk az alábbi függvényt:

fε(x) := f ∗ ηε(x) :=

∫
Rn
f(y)ηε(x− y)dy (x ∈ Rn)

Ekkor a de�nícióban szerepl® integrál nyilván minden x ∈ Rn esetén értelmes, valamint supp(fε) egy

ε-környezete supp(f)-nek.

2.3.18. Megjegyzés. A továbbiakban tetsz®leges A,B ⊂ Rn halmazok esetén jelölje A ⊂⊂ B azt, hogy

A relatívan kompakt B-ben, azaz A kompakt, és A ⊂ B.

2.3.19. Lemma. Legyen f : Ω→ R függvény, és terjesszük ki f -et Ω-n kívül 0-ként Rn-re, ekkor

1. f ∈ L1(Ω), supp(f) ⊂⊂ Ω ⇒ ∃δ > 0 : fε ∈ C∞c (Ω) (0 < ε ≤ δ)

2. f ∈ C(Ω), K ⊂⊂ Ω ⇒ ‖fε − f‖∞
ε→0−→ 0 K-n

3. f ∈ Lp(Ω) (1 ≤ p <∞) ⇒ fε ∈ Lp(Ω), ‖fε‖p;Ω ≤ ‖f‖p;Ω , és limε→0 ‖fε − f‖p;Ω = 0

2.3.20. Következmény. Tetsz®leges 1 ≤ p <∞ esetén C∞c (Ω) s¶r¶ Lp(Ω)-ban.

Az Lp(Ω)-terek duális terének meghatározásánál az 1 ≤ p <∞ esetre szorítkozunk, de az ide vonatkozó

tétel kimondása el®tt szükségünk lesz több segédtételre.

2.3.21. Lemma. (Clarkson-egyenl®tlenségek) Legyen 1 < p <∞, q a p-hez tartozó konjugált kitev®,

valamint f, g ∈ Lp(Ω), ekkor

1. 1 < p ≤ 2 esetén ∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥f − g2

∥∥∥∥q
p

≤

(
‖f‖pp + ‖g‖pp

2

)q−1

, (2.18)

∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥f − g2

∥∥∥∥p
p

≥
‖f‖pp + ‖g‖pp

2
. (2.19)

2. 2 ≤ p <∞ esetén ∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥f − g2

∥∥∥∥p
p

≤
‖f‖pp + ‖g‖pp

2
, (2.20)

∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥f − g2

∥∥∥∥q
p

≥

(
‖f‖pp + ‖g‖pp

2

)q−1

. (2.21)

A 2.3.21 lemma belátása hosszadalmas, a valós számokra vonatkozó hasonló egyenl®tlenségeken alapul,

ezért bizonyítását mell®zzük.

2.3.22. Lemma. Legyen 1 < p < ∞, ekkor az Lp(Ω)-tér egyenletesen konvex, azaz tetsz®leges ε > 0

számhoz van olyan δ > 0 szám, amellyel

∀f, g ∈ Lp(Ω), ‖f‖p = ‖g‖p = 1, ‖f − g‖p ≥ ε ⇒
∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥
p

≤ 1− δ.
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Bizonyítás. Az állítás rögtön következik a 2.3.21 Lemma (2.18) és (2.20) egyenl®tlenségeib®l. �

2.3.23. Lemma. Legyen 1 < p < ∞ tetsz®leges, ψ, ξ ∈ (Lp(Ω))∗, melyekre ‖ψ‖ = ‖ξ‖ = 1, valamint

legyen f ∈ Lp(Ω) olyan függvény, melyre ‖f‖p = 1, és ψ(f) = ξ(f) = 1 teljesül, ekkor ψ = ξ.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy a lemma feltételei teljesülnek, de van egy olyan g ∈ Lp(Ω) függvény,

melyre ψ(g) 6= ξ(g). Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy ψ(g) = 1, ξ(g) = −1. Legyen

t ≥ 0 tetsz®leges paraméter, ekkor

‖ψ‖ = ‖ξ‖ = 1, ψ(f + tg) = 1 + t, ξ(f − tg) = 1 + t ⇒ ‖f + tg‖p ≥ 1 + t, ‖f − tg‖p ≥ 1 + t,

ezért ha 1 < p ≤ 2, akkor

1 + tp ‖g‖pp =

∥∥∥∥ (f + tg) + (f − tg)

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥ (f + tg)− (f − tg)

2

∥∥∥∥p
p

(2.19)

≥
‖f + tg‖pp + ‖f − tg‖pp

2
≥ (1 + t)p,

illetve 2 ≤ p <∞ esetén

1+tq ‖g‖qp =

∥∥∥∥ (f + tg) + (f − tg)

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥ (f + tg)− (f − tg)

2

∥∥∥∥q
p

(2.21)

≥

(
‖f + tg‖pp + ‖f − tg‖pp

2

)q−1

≥ (1+t)q

fennáll minden t ≥ 0 paraméter esetén, ami tekintve az egyenl®tlenségben szerepl® függvényeket ellent-

mondás, tehát az állítást beláttuk. �

2.3.24. Tétel. Legyen 1 ≤ p <∞, valamint q a p-hez tartozó konjugált kitev®, ekkor a

T : Lq(Ω)→ (Lp(Ω))∗ : f 7→ ψf , ahol ψf (g) :=

∫
Ω

fgdx (g ∈ Lp(Ω))

leképezés izometrikus izmor�zmus.

Bizonyítás. Tetsz®leges 1 ≤ p < ∞ esetén nyilvánvaló, hogy minden f ∈ Lq(Ω) függvényre a ψf

leképezés lineáris, valamint a 2.3.4 Tétel alapján teljesül, hogy ‖ψf‖ ≤ ‖f‖q, azaz ψf ∈ (Lp(Ω))∗. (Ez az

eredmény természetesen p =∞ esetén is érvényes.)

A tétel nehezebb fele az izometria és a szuperjektivitás belátása. El®ször tegyük fel, hogy 1 < p < ∞,

valamint legyen ψ ∈ (Lp(Ω))∗ tetsz®leges funkcionál, melyre ‖ψ‖ = 1. Ekkor az operátornorma de�níciója

szerint (esetleges skalárral való szorzás után)

∃(fk)k ⊂ Lp(Ω) : ‖fk‖p = 1 (k ∈ N), és lim
k→∞

ψ(fk) = 1.

Ekkor (fk)k Cauchy-sorozat Lp(Ω)-ban, ugyanis ha indirekt feltesszük, hogy

∃ε > 0 : ∀N ∈ N ∃mN ≥ nN ≥ N : ‖fmN − fnN ‖p ≥ ε, (2.22)

akkor tetsz®leges (mi)i, (ni)i (2.22) tulajdonságú indexsorozatokkal a 2.3.22 Lemmából következik, hogy

∃δ > 0 :

∥∥∥∥fmi + fni
2

∥∥∥∥
p

≤ 1− δ (i ∈ N),

de ekkor ezzel a δ > 0 számmal teljesül, hogy

1 ≥ ψ

(
fmi + fni
‖fmi + fni‖p

)
≥ 1

1− δ
· ψ(fmi) + ψ(fni)

2
(i ∈ N). (2.23)
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Ha (2.23)-ban elvégezzük az i→∞ határátmenetet, akkor azt kapjuk, hogy 1 ≥ 1
1−δ , ami természetesen

ellentmondás, ezért (fk)k Cauchy-sorozat. Ekkor a 2.3.9 Tétel szerint (fk)k konvergál egy f0 ∈ Lp(Ω)

függvényhez, melyre az eddigiek miatt ψ(f0) = 1, illetve ‖f0‖p = 1.

De�niáljuk az f = |f0|p−1 függvényt, valamint f segítségével a

ξ(g) =

∫
Ω

fgdx (g ∈ Lp(Ω)) (2.24)

leképezést. Ekkor f értelmezéséb®l rögtön következik, hogy ‖f‖q = 1, így a korábban mondottak értel-

mében ξ ∈ (Lp(Ω))∗, valamint nyilvánvaló, hogy ξ(f0) = 1, ezért a 2.3.23 Lemma feltételei teljesülnek,

tehát igaz a ψ = ξ egyenl®ség.

Ezek alapján tehát az (Lp(Ω))∗ térben az egységgömb minden eleme el®áll a (2.24) alakban, és ez a hoz-

zárendelés egy izometria is egyben. Az általános eset visszavezethet® az egységgömbre megfelel® skalárral

való szorzás után, így a kapott leképezés izometrikus izomor�zmus az Lq(Ω) és (Lp(Ω))∗ terek között.

A p = 1 esetet külön kell vizsgálni, mert ekkor nem alkalmazhatóak a segédtételek. Legyen ξ ∈ (L1(Ω))∗

tetsz®leges funkcionál, melyre ‖ξ‖ = 1. El®ször tekintsük azt az esetet, amikor λ(Ω) <∞, ekkor a 2.3.11

Állítás 1. pontja szerint tetsz®leges p > 1 esetén Lp(Ω) ⊂ L1(Ω), valamint

|ξ(g)| ≤ ‖g‖1 ≤ λ(Ω)1− 1
p ‖g‖p (g ∈ Lp(Ω)).

Ezek szerint ha ξp jelöli az Lp(Ω) térre megszorított ξ funkcionált, akkor ξp ∈ Lp(Ω)∗, így a tétel els® fele

szerint

∀p > 1 ∃fp ∈ Lq(Ω) : ‖fp‖q ≤ λ(Ω)1− 1
p , és ξp(g) = ξ(g) =

∫
Ω

fpgdx (g ∈ Lp(Ω)). (2.25)

Mivel tetsz®leges p > 1 esetén L∞(Ω) ⊂ Lp(Ω), így a ξ funkcionál ξp megszorításai az L∞(Ω) téren

megegyeznek, azaz

∀p, p̂ > 1 :

∫
Ω

fpgdx =

∫
Ω

fp̂gdx (g ∈ L∞(Ω)). (2.26)

Ha (2.26)-ban a speciális sgn(fp− fp̂) ∈ L∞(Ω) függvényt tekintjük, akkor az fp = fp̂ eredményt kapjuk,

tehát az fp függvény független a p > 1 kitev® választásától, ezért ezt a közös függvényt jelölheti f . A

2.3.11 Lemma 2. pontja alapján

f ∈ L∞(Ω), illetve ‖f‖∞ ≤ lim
p→1

λ(Ω)1− 1
p = 1.

Tetsz®leges 1 < p < ∞ esetén Lp(Ω) s¶r¶ L1(Ω)-ban - ez látható például a 2.3.20 Következményb®l -,

ezért a p → 1 határátmenet elvégezhetjük (2.25)-ben, amivel az állítást ebben az esetben beláttuk. Ha

λ(Ω) = ∞, akkor λ σ-végessége miatt Ω felbontható megszámlálható véges mérték¶ résztartományra,

melyek mindegyikén elvégezhetjük az eddigi konstrukciót. Az, hogy ez a leképezés kiterjed izometrikus

izomor�zmussá az egész (L1(Ω))∗ téren, a bizonyítás els® felében lev® gondolatmenettel analóg módon

belátható, így a bizonyítás már teljes. �

2.3.25. Következmény. A 2.3.24 Tétel szerint tetsz®leges 1 ≤ p < ∞ esetén Lq(Ω) ∼= (Lp(Ω))∗,

amennyiben q a p-hez tartozó konjugált kitev®, ezért 1 < p <∞ esetben Lp(Ω) re�exív Banach-tér.

2.3.26. Megjegyzés. Az is belátható, hogy egy Banach-tér pontosan akkor re�exív, ha egyenletesen

konvex, de ennek bizonyításával nem foglalkozunk.
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3. fejezet

Hölder- és Szoboljev-terek

Ebben a fejezetben olyan speciális függvénytereket fogunk vizsgálni, melyek különböz® parciális di�eren-

ciálegyenletek megoldhatóságában és megoldásában játszanak fontos szerepet.

3.1. Hölder-terek

3.1.1. De�níció. Legyen Ω ⊂ RN nyílt, k ∈ N0, ekkor egy 0 < α ≤ 1 számra és f ∈ C(Ω) függvényre a

Hölder-konstanst a következ®képpen de�niáljuk:

hölΩ,αf := sup
x 6=y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

,

míg legyen lipΩf := hölΩ,1f az f -hez tartozó Lipschitz-konstans. Egy f függvényt véges Hölder-, illetve

Lipschitz-konstanssal Hölder-, illetve Lipschitz-folytonosnak nevezünk, továbbá a

Ck,α(Ω) :=
{
f ∈ Ck(Ω) : ‖Dγf‖∞ + hölΩ,αD

γf <∞ (γ ∈ Nn0 , |γ| ≤ k)
}

módon de�niált teret az

‖f‖Ck,α(Ω) :=
∑
|γ|≤k

(‖Dγf‖∞ + hölΩ,αD
γf)

normával Hölder-térnek nevezzük.

3.1.2. Megjegyzés. Egyszer¶ számítással adódik, hogy ha a 3.1.1 De�nícióban tetsz®leges α > 1 szá-

mot tekintünk, akkor a hölΩ,αf < ∞ feltételb®l az következik, hogy f minden összefügg® komponensen

konstans függvény.

3.1.3. Állítás. A
(
Ck,α(Ω), ‖·‖Ck,α(Ω)

)
pár Banach-teret alkot.

Bizonyítás. Könnyen belátható, hogy
(
Ck,α(Ω), ‖·‖Ck,α(Ω)

)
normált tér, ezért rátérünk a teljesség

bizonyítására. Legyen (fj)j Cauchy-sorozat Ck,α(Ω)-ban, ekkor a 2.1.2 Állítás következtében minden

γ ∈ Nn0 , |γ| ≤ k multiindex esetén (Dγfj)j egy korlátos és folytonos függvényhez konvergál Ω-n ‖·‖∞
normában, jelölje ezt a függvényt fγ . A 2.2.4 Állítás bizonyításában látott módon igazolható, hogy

Dγf = fγ (γ ∈ Nn0 , |γ| ≤ k), ahol f := limj→∞ fj .
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Annak belátására, hogy a Hölder-konstansok végessége is teljesül, tetsz®leges |γ| ≤ k multiindex esetén

tekintsük a (
Dγfj(x)−Dγfj(y)

|x− y|α
)
j

(
(x, y) ∈ Ω× Ω : x 6= y

)
folytonos függvénysorozatot, amely korlátos is, mivel hölΩ,αDγfj Cauchy-sorozat, ezért szintén a 2.1.2

Állítás miatt egyenletesen konvergál egy ugyanilyen tulajdonságú függvényhez, ami nyilván egybeesik a

Dγf(x)−Dγf(y)

|x− y|α
(
(x, y) ∈ Ω× Ω : x 6= y

)
pontonkénti határértékkel, tehát (fj)j egy f ∈ Ck,α(Ω) függvényhez konvergál ‖·‖Ck,α(Ω) normában,

amivel az állítást beláttuk. �

Két Hölder-folytonos függvény szorzata szintén Hölder-folytonos lesz, pontosabban:

3.1.4. Állítás. Legyen k ∈ N0, 0 < α ≤ 1, ekkor

1. hölΩ,α(fg) ≤ hölΩ,αf ‖g‖∞ + ‖f‖∞ hölΩ,αg (f, g ∈ C0,α(Ω))

2. ‖fg‖Ck,α(Ω) ≤ c(k) ‖f‖Ck,α(Ω) ‖g‖Ck,α(Ω) (f, g ∈ Ck,α(Ω))

Bizonyítás.

1. Tetsz®leges x, y ∈ Ω esetén teljesül, hogy

|fg(x)− fg(y)| ≤ |f(x)− f(y)| g(x) + f(y) |g(x)− g(y)| ≤

≤ (hölΩ,αf ‖g‖∞ + ‖f‖∞ hölΩ,αg) |x− y|α ,

ahonnan |x− y|α-nal való osztás után adódik az állítás.

2. Az általánosított Leibniz-tétel szerint

Dγ(fg) =
∑

0≤β≤γ

(
γ

β

)
(Dβf)(Dγ−βg)

(
γ ∈ Nn0 , |γ| ≤ k, f, g ∈ Ck(Ω)

)
,

aminek segítségével az 1. pontot felhasználva adódik, hogy

‖fg‖Ck,α(Ω) =
∑
|γ|≤k

(‖Dγ(fg)‖∞ + hölΩ,αD
γ(fg)) ≤

≤
∑
|γ|≤k

∑
0≤β≤γ

(
γ

β

)(∥∥(Dβf)(Dγ−βg)
∥∥
∞ + hölΩ,α(DβfDγ−βg)

)
≤

1.
≤
∑
|γ|≤k

∑
0≤β≤γ

(
γ

β

)
︸︷︷ ︸
:=cγ,β

(∥∥Dβf
∥∥
∞

∥∥Dγ−βg
∥∥
∞ + hölΩ,αD

βf
∥∥Dγ−βg

∥∥
∞ +

∥∥Dβf
∥∥
∞ hölΩ,αD

γ−βg
)
,

ahol a c(k) := max{cγ,β : 0 ≤ β ≤ γ, |γ| ≤ k} tag kiemelése után már következik az állítás. �

Ezek után a 2.1.23 Tétel alkalmazásaként belátjuk az alábbi beágyazási tételt:
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3.1.5. Tétel. Legyen Ω ⊂⊂ Rn nyílt, valamint legyen 0 < β < α, ekkor a következ® beágyazások kom-

paktak:

C0,α(Ω) ↪→ C0,β(Ω) ↪→ C0(Ω)

Bizonyítás. Egy f ∈ C0,α(Ω) függvény a Hölder-folytonosság miatt egyenletesen is folytonos Ω-n, ezért

egyértelm¶en kiterjeszthet® folytonosan Ω-ra. A C0,α(Ω) ↪→ C0(Ω) beágyazás a normák de�níciója miatt

nyilván folytonos. Tekintsünk egy korlátos sorozatot C0,α(Ω)-ban, ekkor szintén a Hölder-folytonosság

következtében ez a sorozat egyenl® mértékben egyenletesen folytonos, ezért Ω kompaktsága miatt a 2.1.23

Tétel szerint létezik konvergens részsorozata C0(Ω)-ban, tehát a beágyazás kompakt.

Legyen 0 < β < α, x 6= y ∈ Ω, valamint δ > 0, ekkor teljesül, hogy

|f(x)− f(y)|
|x− y|β

≤ δα−βhölΩ,αf (|x− y| ≤ δ),

|f(x)− f(y)|
|x− y|β

≤ 2δ−β ‖f‖∞ (|x− y| ≥ δ).

Innen δ ≥ diam(Ω) választással rögtön következik a C0,α(Ω) ↪→ C0,β(Ω) beágyazás folytonossága.

Tekintsünk ismét egy (fk)k korlátos sorozatot C0,α(Ω)-ban, ekkor az el®z® meggondolás szerint (fk)k egy

(f1
k )k részsorozata egyenletesen konvergál egy f függvényhez C0(Ω)-ban. Tetsz®leges δ > 0 számra

lim sup
i,j→∞

hölΩ,β(f1
i − f1

j ) ≤ lim sup
i,j→∞

δα−β(hölΩ,αf
1
i + hölΩ,αf

1
j ) + lim sup

i,j→∞
2δ−β

∥∥f1
i − f1

j

∥∥
∞ ≤

≤ δα−β lim sup
i,j→∞

(hölΩ,αf
1
i + hölΩ,αf

1
j ) ≤ δα−β2 sup

m∈N
‖fm‖Ck,α(Ω) ≤Mδα−β .

Ezek szerint (f1
k )k Cauchy-sorozat C0,β(Ω)-ban, így a 3.1.3 Állítás következtében konvergens is, ezért a

C0,α(Ω) ↪→ C0,β(Ω) beágyazás is kompakt. �

A kés®bbiekben szükségünk lesz az Ω tartomány határának egy speciális simasági fogalmára:

3.1.6. De�níció. Jelöljünk tetsz®leges x ∈ Rn pontot az x = (x′, xn) (x′ ∈ Rn−1, xn ∈ R) alakban.

Legyen m ∈ N0, α ∈ [0, 1], ekkor egy Ω ⊂ Rn korlátos tartomány esetén azt mondjuk, hogy ∂Ω ∈ Cm,α,
ha minden x0 ∈ ∂Ω határpontnak van olyan Ũx0

környezete, és egy r > 0 szám, hogy a koordináta-rendszer

alkalmas elforgatása, illetve eltolása után kapott Ux0 tartomány U ′x0
vetületéhez létezik egy olyan

hx0
: U ′x0

→ R
(
U ′x0
⊂ Rn−1, h ∈ Cm,α(U ′x0

)
)

függvény, mellyel teljesül, hogy

Ux0 =
{

(x′, xn) ∈ Rn : x′ = y′, xn = yn + hx0(y′) (y′ ∈ U ′x0
, |yn| < r)

}
,

ahol Ux0
∩Ω pontjaira az yn > 0, Ux0

∩∂Ω pontjaira az yn = 0, illetve Ux0
∩Ωc pontaira az yn < 0 feltétel

teljseül. Egy Ω ⊂ Rn korlátos tartományt, melyre ∂Ω ∈ C0,1, Lipschitz-tartománynak nevezünk.
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3.1.7. Lemma. (Egységosztás tétel) Legyen A ⊂ Rn tetsz®leges halmaz, Γ tetsz®leges indexhalmaz,

valamint {Uγ}γ∈Γ olyan nyílt halmazok, melyekkel A ⊂
⋃
γ∈Γ Uγ . Ekkor létezik egy olyan Ψ függvényhal-

maz, hogy minden ψ ∈ Ψ függvényre ψ ∈ C∞c (Rn), továbbá

• ∀ψ ∈ Ψ, ∀x ∈ Rn : 0 ≤ ψ(x) ≤ 1

• K ⊂⊂ A esetén legfeljebb véges sok ψ ∈ Ψ nem nulla K-n

• ∀ψ ∈ Ψ ∃γ ∈ Γ : supp(ψ) ⊂ Uγ

• ∀x ∈ A :
∑
ψ∈Ψ ψ(x) = 1

3.1.8. Megjegyzés. Mivel a 3.1.6 De�nícióban Ω korlátos tartomány, így ∂Ω kompakt halmaz, ezért

a
{
hx0

}
x0∈∂Ω

függvényhalmazból kiválasztható olyan {h1, . . . , hl} véges részhalmaz, hogy a megfelel®

{U1, . . . , Ul} környezetekre U :=
⋃l
i=1 Ui környezete ∂Ω-nak, így a 3.1.7 Lemma szerint

∃
{
ϕi ∈ C∞c (Ui)

}l
i=1

:

l∑
i=1

ϕi(x) = 1 (x ∈ U).

Ekkor az {(Ui, ϕi)}li=1 halmazt Ω Cm,α-lokalizációjának nevezzük.

A 3.1.6 De�níció segítségével már ki tudjuk mondani az áltlános eredményt a Hölder-terek beágyazásaival

kapcsolatban, de ennek bizonyításától eltekintünk.

3.1.9. Tétel. Legyen Ω ⊂⊂ Rn Lipschitz-tartomány, k ≥ l (k, l ∈ N0), valamint 0 < α, β ≤ 1, melyekre

teljesül, hogy k + α > l + β. Ekkor a Ck,α(Ω) ↪→ Cl,β(Ω) beágyazás kompakt.

3.2. Szoboljev-terek

Ebben a pontban a gyenge értelemben vett derivált segítségével de�niáljuk a Wm,p(Ω) Szoboljev-tereket,

majd belátjuk a témában alapvet® fontosságúnak számító Meyers-Serrin tételt. A továbbiakban feltesszük,

hogy Ω ⊂ Rn (n ≥ 1) tetsz®leges nyílt halmaz.

3.2.1. De�níció. Legyen α ∈ Nn0 tetsz®leges multiindex, f ∈ Lloc1 (Ω), ekkor egy g ∈ Lloc1 (Ω) függvényr®l

azt mondjuk, hogy f α rend¶ gyenge (vagy disztribúció) értelemben vett deriváltja, ha teljesül rá, hogy∫
Ω

fDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

gϕdx (∀ϕ ∈ C∞c (Ω)).

3.2.2. Megjegyzés. Ha egy f függvénynek valamely α ∈ Nn0 multiindexre létezik Dαf gyenge deriváltja,

akkor ez egyértelm¶, továbbá tetsz®leges f ∈ Cm(Ω) függvény esetén minden α ∈ Nn0 , |α| ≤ m multiindex

esetén létezik a Dαf gyenge derivált, és ez megegyezik f α rend¶ klasszikus deriváltjával.

3.2.3. Megjegyzés. A továbbiakban tetsz®leges f ∈ Lloc1 (Ω) függvény és α ∈ Nn0 multiindex esetén

jelölje Dαf az f függvény α rend¶ gyenge deriváltját, de ez a jelölés a 3.2.2 Megjegyzés következtében

nem fog zavart okozni.
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3.2.4. De�níció. Legyen m ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞, ekkor a

Wm,p(Ω) :=
{
f ∈ Lp(Ω) : ∃Dαf ∈ Lp(Ω) (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m)

}
teret Szoboljev-térnek nevezzük. Tetsz®leges f ∈Wm,p(Ω) esetén legyen

‖f‖m,p;Ω :=

 ∑
|α|≤m

‖Dαf‖pp

 1
p

(1 ≤ p <∞),

‖f‖m,∞;Ω := max
|α|≤m

‖Dαf‖∞ .

3.2.5. Megjegyzés. A de�nícióból nyilvánvaló, hogy Lp(Ω) = W 0,p(Ω). Az egyszer¶bb jelölés érdekében

a normánál az Ω indexet elhagyjuk, kivéve akkor, amikor fontos, hogy melyik Ω tartományról van szó.

3.2.6. Állítás. Tetsz®leges m ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞ esetén
(
Wm,p(Ω), ‖·‖m,p

)
Banach-tér.

Bizonyítás. Könnyen látható, hogy
(
Wm,p(Ω), ‖·‖m,p

)
normált tér, ezért rátérünk a teljesség bizonyí-

tására. Legyen (fk)k Cauchy-sorozat Wm,p(Ω)-ban, ekkor nyilván minden α ∈ Nn0 , |α| ≤ m multiindexre

(Dαfk)k Cauchy-sorozat Lp(Ω)-ban, így a 2.3.9 Tétel alapján

∃fα ∈ Lp(Ω) : lim
k→∞

‖Dαfk − fα‖p = 0.

Jelölje f := f (0,...,0) és legyen ϕ ∈ C∞c (Ω) tetsz®leges, ekkor a 2.3.11 Állítás miatt

lim
k→∞

‖Dαfk − fα‖1;supp(ϕ) = 0 (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m), (3.1)

így ∫
Ω

fkD
αϕdx = (−1)|α|

∫
Ω

Dαfkϕdx
(3.1)⇒

∫
Ω

fDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

fαϕdx,

azaz fα = Dαf , tehát f ∈Wm,p(Ω), valamint limk→∞ ‖fk − f‖m,p = 0. �

A Meyers-Serrin-tétel kimondásához további segédtételek szükségesek.

3.2.7. Lemma. Legyen ϕ ∈ C∞c (Ω), f ∈ Wm,p(Ω), ekkor ϕf ∈ Wm,p(Ω), valamint érvényes az általá-

nosított Leibniz-tétel, azaz

Dβ(ϕf) =
∑
α≤β

(
β

α

)
(Dαϕ)(Dβ−αf) (β ∈ Nn0 , |β| ≤ m).

Bizonyítás. Nyilván elegend® az állítást |α| = 1 esetén belátni, utána indukcióval már következik az

általános eset. Legyen tehát i ∈ 1, n rögzített, αi := (δi,1, . . . , δi,n), és jelölje Di := Dαi . Ekkor tetsz®leges

φ ∈ C∞c (Ω) esetén ∫
Ω

(ϕf)(Diφ)dx =

∫
Ω

f
(
Di(ϕφ)− φDiϕ

)
dx =

= −
∫

Ω

(Dif)ϕφdx−
∫

Ω

fφDiϕdx = −
∫

Ω

(
ϕDif + fDiϕ

)
φdx,

tehát Di(ϕf) = fDiϕ+ ϕDif , és mivel ϕ,Diϕ ∈ C∞c (Ω), ezért korlátosak, így ϕf ∈ H1,p(Ω). �
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3.2.8. Lemma. Legyen f ∈Wm,p(Ω), 1 ≤ p <∞, valamint K ⊂⊂ Ω, ekkor

Dαfε := Dα(ηε ∗ f) = ηε ∗Dαf (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m), és lim
ε→0
‖fε − f‖m,p;K = 0.

Bizonyítás. Legyen ε < dist(∂K, ∂Ω), ϕ ∈ C∞c (Ω) tetsz®leges, valamint terjesszük ki az f függvényt

az Ω halmazon kívül 0-ként Rn-re, ekkor tetsz®leges α ∈ Nn0 , |α| ≤ m multiindexre a Fubini-tétel

felhasználásával∫
Ω

fε(x)Dαϕ(x)dx :=

∫
Ω

∫
Rn
ηε(x− y)f(y)Dαϕ(x)dydx =

∫
Rn

∫
Ω

ηε(z)f(x− z)Dαϕ(x)dxdz =

= (−1)|α|
∫
Rn

∫
Ω

ηε(z)D
αf(x− z)ϕ(x)dxdz = (−1)|α|

∫
Ω

(
ηε ∗Dαf

)
(x)ϕ(x)dx,

tehát Dαfε = ηε ∗Dαf , és mivel minden α ∈ Nn0 , |α| ≤ m multiindex esetén Dαf ∈ Lp(Ω), ezért a 2.3.19

Lemma szerint

lim
ε→0
‖Dαfε −Dαf‖p;K (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m) ⇒ lim

ε→0
‖fε − f‖m,p;K ,

amivel az állítást beláttuk. �

3.2.9. Tétel. (Meyers-Serrin tétel) Minden 1 ≤ p <∞ esetén C∞(Ω)∩Wm,p(Ω) s¶r¶Wm,p(Ω)-ban.

Bizonyítás. De�niáljuk az

Ωk :=
{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >

1

k
, |x| < k

}
(k ∈ N)

halmazokat. Ekkor nyilván minden k ∈ N esetén Ωk korlátos és nyílt, valamint Ω =
⋃∞
k=1 Ωk. Legyen

Uk := Ωk+1 ∩ (Ωk−1)c (k ∈ N), ahol Ω0 := ∅,

Ω sávokra való felosztása. A 3.1.7 Lemma szerint

∃ϕk ∈ C∞c (Uk) : 0 ≤ ϕk ≤ 1 (k ∈ N),

és ezekre a ϕk (k ∈ N) függvényekre

∞∑
k=1

ϕk(x) = 1 (x ∈ Ω).

Tetsz®leges f ∈Wm,p(Ω) esetén a ϕkf függvényre supp(ϕkf) ⊂ Uk ⊂ Ω kompakt, illetve a 3.2.7 Lemma

alapján ϕkf ∈Wm,p(Ω). Legyen ε > 0 és k ∈ N adott, ekkor mivel supp
(
(ϕkf)ε

)
ε-környezete supp(ϕkf)-

nek, ezért létezik olyan εk1 > 0 szám, amelyre supp
(
(ϕkf)εk1

)
⊂⊂ Uk, így a 3.2.8 Lemma szerint

∃εk2
> 0 :

∥∥(ϕkf)εk2
− ϕkf

∥∥
m,p;Uk

=
∥∥(ϕkf)εk2

− ϕkf
∥∥
m,p;Ω

< 2−kε.

Legyen εk := min{εk1
, εk2
} (k ∈ N), és de�niáljuk a

φ(x) :=

∞∑
k=1

(ϕkf)εk(x) (x ∈ Ω)
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függvényt, ekkor ebben a végtelen sorban minden x ∈ Ω esetén csak véges sok tag nem 0, mivel Ω nyílt.

Tehát φ lokálisan C∞(Ω) ∩Wm,p(Ω) függények véges összege, ezért φ globálisan is ilyen tulajdonságú.

Figyelembe véve Ωk, ϕk, valamint εk (k ∈ N) értelmezéseit,

f(x) =

k+2∑
j=1

ϕj(x)f(x), φ(x) =

k+2∑
j=1

(ϕjf)εj (x) (x ∈ Ωk).

Ezek alapján

‖f − φ‖m,p;Ωk ≤
k+2∑
j=1

∥∥(ϕjf)εj − ϕjf
∥∥
m,p;Ω

< ε,

ahol a Beppo-Levi konvergenciatétel alapján elvégezhetjük a k → ∞ határátmenetet, amivel az állítást

bebizonyítottuk. �

3.2.10. Megjegyzés. A 3.2.9 Tétel alapján a Wm,p(Ω) Szoboljev-tereket bevezethettük volna olyan

módon is, hogy m ∈ N0, 1 ≤ p <∞ értékekre tekintjük

H̃m,p(Ω) :=
{
f ∈ Cm(Ω) :

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαf |p <∞
}
,

illetve

‖f‖H̃m,p :=

 ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαf |p
 1

p

(f ∈ H̃m,p(Ω))

esetén a
(
H̃m,p(Ω), ‖·‖H̃m,p

)
normált teret, és ezt tesszük teljessé. Jelölje az így kapott Banach-teret(

Hm,p(Ω), ‖·‖m,p
)
. Ekkor könnyen belátható, hogy Hm,p(Ω) ⊂ Wm,p(Ω), valamint 3.2.9 Tétel miatt a

fordított irányú reláció is fennáll, ezért Hm,p(Ω) = Wm,p(Ω). A matematikusok jelent®s része sokáig úgy

gondolta, hogy a 3.2.9 Tétel csak akkor teljesül, ha Ω határa elegend®en sima, innen erednek a különböz®

jelölések.

A 3.2.9 Tétel alkalmazésaként belátjuk az alábbi két állítást:

3.2.11. Állítás. Legyen f, g ∈W 1,2(Ω), ekkor fg ∈W 1,1(Ω), továbbá

Di(fg) = gDif + fDig (i ∈ 1, n).

Bizonyítás. A 3.2.9 Tétel szerint

∃(fk)k, (gk)k ⊂ C∞(Ω) ∩W 1,2(Ω) : lim
k→∞

‖fk − f‖1,2 = lim
k→∞

‖gk − g‖1,2 = 0.

Ekkor tetsz®leges i ∈ 1, n esetén a 2.3.4 Tétel felhasználásával

‖(Dif)g − (Difk)gk‖1 ≤ ‖Di(f − fk)g‖1 + ‖Difk(g − gk)‖1 ≤ ‖Di(f − fk)‖2 ‖g‖2 + ‖Difk‖2 ‖g − gk‖2 ≤

≤ max
{
‖g‖2 , sup

j∈N
‖Difj‖2

}(
‖Di(f − fk)‖2 + ‖g − gk‖2

) k→∞−→ 0.

Hasonlóan belátható, hogy minden i ∈ 1, n esetén

lim
k→∞

‖fk(Digk)− f(Dig)‖1 = lim
k→∞

‖fkgk − fg‖1 = 0,
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így az ∫
Ω

(fkgk)Diϕdx = −
∫

Ω

(Difk)gkϕdx−
∫

Ω

fk(Digk)ϕdx (ϕ ∈ C∞c (Ω))

egyenl®ségben a k →∞ határátmenet elvégezhet®, amib®l pont a bizonyítandó állítást kapjuk. �

3.2.12. Tétel. (Láncszabály) Legyen f ∈ C1(R) olyan függvény, melyre supx∈R |f ′(x)| ≤M (M ∈ R),

valamint tegyük fel, hogy vagy az f(0) = 0, vagy a µ(Ω) < ∞ feltétel teljesül. Ekkor ha 1 ≤ p < ∞, és

g ∈W 1,p(Ω) tetsz®leges, akkor f(g) ∈W 1,p(Ω), továbbá

Di(f(g)) = f ′(g)Dig (i ∈ 1, n).

Bizonyítás. Legyen i ∈ 1, n és 1 ≤ p <∞ rögzített, illetve legyen g ∈W 1,p(Ω) tetsz®leges. Ekkor mivel

f ∈ C1(R), ezért f ′(g) mérhet®, valamint f ′ korlátosságából f ′(g) korlátossága is következik, továbbá

könnyen belátható, hogy f ′(g)Dig ∈ Lp(Ω). A Lagrange-középértéktétel alapján

|f(g)| ≤ |f(0)|+M |g| , (3.2)

így ha (3.2)-ben f(0) = 0, akkor f(g) ∈ Lp(Ω), különben pedig a µ(Ω) < ∞ feltétel is kell ahhoz, hogy

f(g) ∈ Lp(Ω) teljesüljön.

A 3.2.9 Tétel szerint van olyan (gk)k ⊂ C∞(Ω)∩H1,p(Ω) sorozat, melyre limk→∞ ‖gk − g‖1,p = 0, ekkor

nyilván minden k ∈ N esetén igaz az∫
Ω

f ′(gk)Digkϕdx = −
∫

Ω

f(gk)Diϕdx (ϕ ∈ C∞c (Ω)) (3.3)

összefüggés. Rögzített ϕ ∈ C∞c (Ω) függvény esetén Kϕ := supp(ϕ) ⊂⊂ Ω, így a 2.3.11 Állítás alapján

‖f(gk)− f(g)‖1;Kϕ
≤M ‖gk − g‖1;Kϕ

≤ cpM ‖gk − g‖p;Kϕ
k→∞−→ 0,

ezért (3.3) jobb oldalán elvégezhet® a k →∞ határátmenet, valamint a cϕ := maxKϕ |ϕ| jelöléssel∣∣∣∣∫
Ω

(
f ′(gk)Digk − f ′(g)Dig

)
ϕdx

∣∣∣∣ ≤ cϕ ∫
Kϕ

|f ′(gk)Digk − f ′(gk)Dig| dx+

+cϕ

∫
Kϕ

|f ′(gk)Dig − f ′(g)Dig|dx ≤ cϕM
∫
Kϕ

|Digk −Dig|dx︸ ︷︷ ︸
=:A

+ cϕ

∫
Kϕ

|f ′(gk)− f ′(g)| |Dig|dx︸ ︷︷ ︸
=:B

.

Itt nyilván A-ban limk→∞ ‖Digk −Dig‖1;Kϕ
= 0, B-re pedig alkalmazható a 2.3.10 Tétel, ugyanis

|f ′(gk)− f ′(g)| |Dig|dx ≤ 2M |Dig| ∈ L1(Kϕ),

tehát egy megfelel® L1(Kϕ)-beli függvénnyel majorálható, illetve a 2.3.9 Tétel alalpján van olyan (kl)l

indexsorozat, amellyel gkl
l→∞−→ g pontonként, ezért f folytonossága miatt f ′(gkl)

l→∞−→ f ′(g) pontonként,

tehát a 2.3.10 Tétel alkalmazható, így az összes szükséges határátmenet elvégezhet®. �

A 3.1.6 De�nícióban bevezetett simasági fogalom segítségével tetsz®leges Ω korlátos tartomány esetén ki

tudjuk mondani a 3.2.9 Tétel egy er®sebb alakját.
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3.2.13. Tétel. Legyen Ω olyan korlátos tartomány, melyre ∂Ω ∈ C0 teljesül, ekkor tetsz®leges m ∈ N0

és 1 ≤ p <∞ esetén a C∞c (Rn) tér Ω-ra vett megszorítása s¶r¶ Wm,p(Ω)-ban.

Bizonyítás. Tekintsük Ω-nak egy M := {(Ui, ϕi)}li=1 C0-lokalizációját. A 3.1.8 Megjegyzés alapján

könnyen meggondolható, hogy létezik olyan U0 ⊂⊂ Ω halmaz, melyre a

ϕ0(x) := 1−
l∑
i=1

ϕi(x) (x ∈ Ω)

módon de�niált függvénnyel ϕ0 ∈ C∞c (U0) teljesül. Ekkor ezzel a ϕ0 függvénnyel M -et kiegészítve

l∑
i=0

ϕi(x) = 1 (x ∈ Ω1),

ahol Ω ⊂⊂ Ω1 :=
⋃l
i=0 Ui. Ekkor elegend® belátni, hogy adott f ∈ Wm,p(Ω) függvény esetén tetsz®leges

ε > 0 számra

∀j ∈ {0, . . . , l} ∃φj ∈ C∞c (Rn) : ‖ϕjf − φj‖m,p;Ω <
ε

l + 1
, (3.4)

ugyanis ekkor a

φ :=

l∑
j=0

φj ∈ C∞c (Rn), és fj := ϕjf (j ∈ {0, . . . , l})

jelölésekkel az

‖f − φ‖m,p;Ω =

∥∥∥∥∥∥
l∑

j=0

fj −
l∑

j=0

φj

∥∥∥∥∥∥
m,p;Ω

≤
l∑

j=0

‖fj − φj‖m,p;Ω < ε

becslés alapján az állítást bebizonyítottuk.

Legyen tehát ε > 0 rögzített. A 3.2.7 Lemma következtében f0 ∈ Wm,p(Ω), és U0 konstrukciója alapján

supp(f0) ⊂⊂ Ω, ezért a 3.2.8 Lemmát felhasználva létezik olyan δ > 0 szám, amelyre φ0 := (f0)δ := f0∗ηδ
választása esetén (3.4) teljesül.

Ha j ∈ 1, l, akkor terjesszük ki az fj függvényt supp(fj) halmazon kívül 0-ként, továbbá tegyük fel, hogy

a koordináta-rendszer a 3.1.6 De�nícióban látott módon módosítva lett. Tekintsük az

fj,t(x) := fj(x+ ten) (t > 0)

módon az n-edik koordináta-tengely mentén eltolt fj függvényt, ekkor supp(fj,t) ∩ Ω ⊂⊂ supp(fj,t)

teljesül, ezért alkalmazható a 3.2.8 Lemma, ami alapján

∃δ > 0 : (fj,t)δ ∈ C∞c (Rn), és lim
δ→0
‖fj,t − (fj,t)δ‖m,p;Ω = 0. (3.5)

Mivel Lp(Ω)-ban az eltolás folytonos operátor, ezért

lim
t→0
‖Dαfj,t −Dαfj‖p;Ω = 0 (α ∈ Nn0 , |α| ≤ m) ⇒ lim

t→0
‖fj,t − fj‖m,p;Ω = 0. (3.6)

Ekkor (3.5) és (3.6) alapján léteznek olyan δ, t > 0 számok, melyekkel a φj := (fj,t)δ ∈ C∞c (Rn) válasz-

tással (3.4) teljesül, így az állítást beláttuk. �

A kés®bbiekben szükségünk a Wm,p(Ω) tér egy speciális alterére:
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3.2.14. De�níció. Legyen m ∈ N, valamint 1 ≤ p < ∞, ekkor jelölje Wm,p
0 (Ω) a C∞c (Ω) tér lezárását

Wm,p(Ω)-ban.

3.2.15. Megjegyzés. A 3.2.9 Tétel és a 3.2.10 Megjegyzés alapján teljesül, hogy 1 ≤ p < ∞ esetén

Wm,p(Ω) megegyezik Wm,p(Ω)∩C∞(Ω) lezárásával, így Wm,p
0 (Ω) lineáris altere Wm,p(Ω) vektortérnek.

3.2.16. Megjegyzés. Amennyiben tetsz®leges Ω ⊂ Ω1 tartományok esetén a C∞c (Ω)-beli függvénye-

ket 0-ként kiterjesztjük Ω1-re, nyilván C∞c (Ω) ⊂ C∞c (Ω1), ez alapján pedig a Wm,p
0 (Ω) ⊂ Wm,p

0 (Ω1)

tartalmazás is teljesül.

3.2.17. Állítás. Legyen 1 ≤ p < ∞, m ∈ N tetsz®leges, valamint legyen ϕ ∈ C∞c (Ω). Ekkor bármely

f ∈Wm,p(Ω) függvény esetén ϕf ∈Wm,p
0 (Ω).

Bizonyítás. Az állítás a 3.2.7 és 3.2.8 Lemmákból következik. �
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4. fejezet

Alkalmazások

Ebben a fejezetben az eddig tárgyalt függvényterek segítségével fogalmazunk meg egzisztencia tétele-

ket különböz® típusú di�erenciálegyenletekkel kapcsolatban, de tekintve ezen témakörök önmagukban is

terjedelmes voltát, törekedni fogunk a vázlatos, ám teljes kidolgozásra.

4.1. Kezdetiérték-probléma megoldhatósága

Legyen d ∈ N, (Rd, ‖·‖) normált tér adott, valamint tetsz®leges f : [a, b]→ Rd függvény esetén jelölje∫ b

a

f(t)dt :=

(∫ b

a

f1(t)dt, . . . ,
∫ b

a

fd(t)dt

)
.

Di�erenciálegyenletek megoldhatóságával kapcsolatban ismert a következ® eredmény:

4.1.1. Tétel. (Picard-Lindelöf tétel) Legyen f ∈ C(R× Rd,Rd), illetve legyen

H := [τ − a, τ + a]×Bb(ξ) ⊂ R× Rd (τ ∈ R, a, b ∈ R+, ξ ∈ Rd).

Tegyük fel, hogy létezik egy olyan L ∈ R+ állandó, amellyel

‖f(x, y)− f(x, y)‖ ≤ L ‖y − z‖ (x ∈ [τ − a, τ + a], y, z ∈ Bb(ξ)).

Jelölje M := maxH ‖f‖, ekkor ha r < min
{
a, bM , 1

L

}
, akkor egyetlen olyan ϕ : (τ − r, τ + r) → Rd

függvény létezik, amelyre

ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)), ϕ(τ) = ξ.

4.1.2. Megjegyzés. A 4.1.1 Tétel feltételei között jól látható probléma, hogy a megoldás értelmezési

tartományának r sugara függ az f függvény L Lipschitz-konstansától, amit általában igen nehézkes meg-

határozni. Ezt a problémát segít kiküszöbölni a jelen pontban tárgyalt módszer, ugyanis belátjuk, hogy

az f függvény második változóbeli lokális Lipschitz-tulajdonsága már elegend® a globális megoldás egy-

értelm¶ létezéséhez.
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4.1.3. Állítás. Legyen p ∈ C([a, b],R), p(x) > 0 (x ∈ [a, b]), valamint X := C([a, b],Rd). Ekkor az

‖f‖p∞ := max
x∈[a,b]

{
‖f(x)‖ p(x)

}
(f ∈ X)

módon de�niált (súlyozott norma) függvénnyel (X, ‖·‖p∞) normált teret alkot.

Bizonyítás. A bizonyítás rögtön következik abból, hogy p(x) > 0 (x ∈ [a, b]), valamint (Rd, ‖·‖) normált

tér . �

4.1.4. Állítás. Legyen I ⊂ R intervallum, ξ ∈ Rd, továbbá f ∈ C(I × Rd,Rd) olyan függvény, amelyre

alkalmas L ∈ C(I,R) függvénnyel teljesül, hogy

‖f(x, y)− f(x, z)‖ ≤ L(x) ‖y − z‖ (x ∈ I, y, z ∈ Rd).

Tetsz®leges J ⊂ I kompakt intervallum és τ ∈ J esetén a C(J,Rd) vektorteret lássuk el a ‖·‖p∞ súlyozott

normával, ahol p a

p(x) := exp

(
−
∣∣∣∣∫ x

τ

L(s)ds

∣∣∣∣) (x ∈ I) (4.1)

módon van értelmezve. Ekkor az alábbi A : C(J,Rd)→ C(J,Rd) leképezés kontrakció:

A(g)(x) := ξ +

∫ x

τ

f(s, g(s))ds (x ∈ J)

Bizonyítás. Legyen g, h ∈ C(J,Rd), x ∈ J , ekkor

‖A(g)(x)−A(h)(x)‖ =

∥∥∥∥∫ x

τ

f(s, g(s))ds−
∫ x

τ

f(s, h(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∣∣∣∣∫ x

τ

‖f(s, g(s))− f(s, h(s))‖ ds
∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∫ x

τ

L(s) ‖g(s)− h(s)‖ ds
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ x

τ

L(s)

p(s)
‖g − h‖p∞ ds

∣∣∣∣ = ‖g − h‖p∞

∣∣∣∣∫ x

τ

L(s)

p(s)
ds

∣∣∣∣
Jelölje α := minx∈J p(x), ekkor x ≥ τ esetén∣∣∣∣∫ x

τ

L(s)

p(s)
ds

∣∣∣∣ =

∫ x

τ

(
1

p(s)

)′
ds =

1

p(x)
− 1

p(τ)
=

1− p(x)

p(x)
≤ 1− α

p(x)
,

valamint x ≤ τ esetén∣∣∣∣∫ x

τ

L(s)

p(s)
ds

∣∣∣∣ =

∫ τ

x

(
− 1

p(s)

)′
ds = − 1

p(τ)
+

1

p(x)
=

1− p(x)

p(x)
≤ 1− α

p(x)
,

ezért tetsz®leges x ∈ J-re

p(x) ‖A(g)(x)−A(h)(x)‖ ≤ (1− α) ‖g − h‖p∞ ⇒ ‖Ag −Ah‖p∞ ≤ (1− α) ‖g − h‖p∞ ,

amivel az állítást beláttuk. �

4.1.5. Tétel. Legyen I ⊂ R intervallum, τ ∈ I, ξ ∈ Rd, továbbá f ∈ C(I × Rd,Rd), amelyre alkalmas

L ∈ C(I,R) függvény esetén

‖f(x, y)− f(x, z)‖ ≤ L(x) ‖y − z‖ (x ∈ I, y, z ∈ Rd).

Ekkor pontosan egy olyan ϕ ∈ C1(I,Rd) függvény létezik, amelyre

ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) (x ∈ I), ϕ(τ) = ξ. (4.2)
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Bizonyítás. Legyen τ ∈ J ⊂ I kompakt, ekkor ϕ : J → Rd függvényre (4.2) pontosan akkor teljesül, ha

folytonos, és

ϕ(x) = ξ +

∫ x

τ

f(s, ϕ(s))ds (x ∈ J) (4.3)

Legyen ugyanis ϕ : J → Rd, melyre (4.2) teljesül, ekkor ϕ nyilván folytonos és minden x ∈ J-re

ϕ(x)− ξ = ϕ(x)− ϕ(τ) =

∫ x

τ

ϕ′(s)ds =

∫ x

τ

f(s, ϕ(s))ds,

illetve ha ϕ ∈ C(J,Rd), és ϕ-re (4.3) teljesül, akkor x = τ helyettesítéssel, valamint (4.3) deriválásával

adódik (4.2).

Láttuk, hogy az

A : C(J,Rd)→ C(J,Rd), A(g)(x) := ξ +

∫ x

τ

f(s, g(s))ds (x ∈ J)

leképezés kontrakció a (4.1) módon de�niált ‖·‖p∞ normára nézve. Legyen ϕ0 ∈ C(I,Rd) tetsz®leges, va-
lamint τ ∈ J ⊂ I kompakt, ekkor a Banach-féle �xponttétel miatt a ϕn+1 := A(ϕn) (n ∈ N0) sorozat

J-re való lesz¶kítései konvergálnak A egyetlen C(J,Rd)-beli �xpontjához. Evidens, hogy a C(J,Rd) téren
a ‖·‖p∞ és ‖·‖∞ normák ekvivalensek, ezért (ϕn)n egyenletesen is konvergál a �xponthoz, amire A értel-

mezése miatt (4.3), így (4.2) is teljesül. Továbbá τ ∈ J ⊂ I tetsz®leges, ezért (ϕn)n I minden pontjában

konvergens. Az így kapott határfüggvényre minden J ⊂ I kompakt részintervallumon (4.2) igaz, ezért

magán I-n is teljesül. �

4.2. Általánosított peremérték-feladatok

Ebben a pontban Szoboljev-terek segítségével de�niáljuk az ellipitikus peremérték-feladatokra vonatkozó

általánosított els® peremérték-feladatot, majd a megoldhatósággal kapcsolatban kimondunk egy fontos

eredményt.

A továbbiakban feltesszük, hogy Ω ⊂ Rn korlátos Lipschitz-tartomány (a ∂Ω ∈ C0,1 feltételt nem mindig

fogjuk kihasználni, ahol szükségünk lesz rá, ott megemlítjük, hogy Ω határa elég sima), valamint jelölje

tetsz®leges k ∈ N esetén Hk(Ω) := W k,2(Ω) Szoboljev-teret, ahol azért szokás a H jelölést használni,

mert Hk(Ω) az 〈
f, g
〉
k,2

:=

∫
Ω

∑
|α|≤k

(Dαf)(Dαg)dx =
∑
|α|≤k

〈
Dαf,Dαg

〉
2

(4.4)

skaláris szorzattal Hilbert-teret alkot, ami a 3.2.10 Megjegyzésben látott konstrukcióból rögtön következik.

Hasonlóan legyen Hk
0 (Ω) := W k,2

0 (Ω), amely a (4.4) skaláris szorzattal szintén Hilbert-tér.

A 3.2.16 Megjegyzés nyilván továbbra is érvényben lesz az alábbi formában:

4.2.1. Megjegyzés. Legyen Ω′ ⊂ Ω, f ∈ Hk
0 (Ω′), és jelölje f1 azt a függvényt, amelyet úgy kapunk,

hogy f -et Ω′-n kívül azonosan 0-ként kiterjesztjük. Ekkor nyilván

f1 ∈ Hk
0 (Ω), és ‖f‖k,2;Ω′ = ‖f1‖k,2;Ω .

A továbbiakban a H1(Ω) és H1
0 (Ω) terekkel foglalkozunk.
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4.2.2. Megjegyzés. Tetsz®leges f ∈ H1(Ω) függvény esetén a (4.4) skaláris szorzat által indukált norma

‖f‖1,2 =

∫
Ω

|f |2 +

n∑
j=1

|Djf |2 dx

 1
2

alakú. Ez természetesen minden f ∈ H1
0 (Ω) függvényre is igaz.

4.2.3. De�níció. Tetsz®leges f ∈ H1
0 (Ω) függvény esetén jelölje

‖f‖′1,2 :=

∫
Ω

n∑
j=1

|Djf |2 dx

 1
2

.

4.2.4. Tétel. Ha Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, akkor ‖·‖1,2 és ‖·‖′1,2 normák ekvivalensek a H1
0 (Ω) téren,

azaz

∃c1, c2 ∈ R+ : c1 ‖f‖′1,2 ≤ ‖f‖1,2 ≤ c2 ‖f‖
′
1,2 (f ∈ H1

0 (Ω)). (4.5)

Bizonyítás. A normák de�níciói miatt nyilvánvaló, hogy (4.5)-ben a c1 := 1 választás megfelel®, továbba

ha belátjuk, hogy

∃K > 0 :

∫
Ω

|f |2 dx ≤ K2

∫
Ω

n∑
j=1

|Djf |2 dx (f ∈ H1
0 (Ω)), (4.6)

akkor (4.5)-ben könnyen láthatóan a c2 :=
√

1 +K2 választás is megfelel® lesz.

Mivel Ω korlátos tartomány, ezért van olyan T := (a1, b1)×. . .×(an, bn) nyílt tégla, amellyel Ω ⊂ T teljesül.

Legyen f ∈ H1
0 (Ω) tetsz®leges, és terjesszük ki f -et Ω-n kívül azonosan 0-ként. Jelölje a továbbiakban f

ezt a kiterjesztett függvényt, ekkor a 4.2.1 Megjegyzés szerint

f ∈ H1
0 (T ), ‖f‖1,2;T = ‖f‖1,2;Ω , és

∫
T

n∑
j=1

|Djf |2 dx =

∫
Ω

n∑
j=1

|Djf |2 dx. (4.7)

(4.7) eredményeit �gyelembe véve az állítást elegend® Ω = T esetben igazolni. Jelölje tetsz®leges x ∈ Rn

esetén x = (x1, x
′), ahol x′ := (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1, ekkor a Newton-Leibniz tétel szerint

g(x1, x
′) =

∫ x1

a1

D1g(y1, x
′)dy1 (g ∈ C1

c (T )).

Ekkor a 2.3.4 Tétel alapján

|g(x1, x
′)|2 ≤

∫ x1

a1

|D1g(y1, x
′)|2 dy1

∫ x1

a1

1dy1 ≤ (x1 − a1)

∫ b1

a1

|D1g(y1, x
′)|2 dy1 (g ∈ C1

c (T )), (4.8)

így ∫
T

|g(x1, x
′)|2 dx1dx

′
(4.8)

≤
∫ b1

a1

(x1 − a1)dx1 ·
∫ b2

a2

. . .

∫ bn

an

(∫ b1

a1

|D1g(y1, x
′)|2 dy1

)
dx2 . . . dxn =

=

[
x2

1

2
− a1x1

]b1
x1=a1

·
∫
T

|D1g|2 dx =
(b1 − a1)2

2

∫
T

|D1g|2 dx (g ∈ C1
c (T )),

ahonnan rögtön látszik, hogy például a K := b1 − a1 választás megfelel®, így az állítást a g ∈ C1
c (T )

esetben beláttuk.
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Mivel f ∈ H1
0 (T ), ezért

∃(gk)k ⊂ C1
c (T ) : lim

k→∞
‖f − gk‖1,2;T = 0.

Ekkor (4.6)-ban a becslés minden k ∈ N esetén teljesül a gk ∈ C1
c (T ) függvényre, így a norma folytonossága

miatt a határátmenetet elvégezhetjük, amivel az állítást beláttuk. �

4.2.5. Megjegyzés. Jelölje a továbbiakban L az

Lu := −div(pgradu) + qu

operátort.

4.2.6. Megjegyzés. Tekintsük a klasszikus els® peremérték-feladatot, azaz{
Lu = f Ω-n

u|∂Ω = ϕ
(4.9)

ahol p ∈ C1(Ω), p(x) ≥ m > 0 (x ∈ Ω) teljesül valamely m ∈ R+ x-t®l független állandóval, valamint

q ∈ C(Ω), q(x) ≥ 0 (x ∈ Ω), és keressünk olyan u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) függvényt, amely megoldása a

fenti di�erenciálegyenletnek. Ezt a feladatot szeretnénk általánosabb függvényterekb®l vett függvényekkel

kit¶zni, de ehhez szükségünk lesz az úgynevezett nyom operátorra.

4.2.7. Megjegyzés. A 3.2.13 Tétel alapján tetsz®leges Ω ⊂ Rn, ∂Ω ∈ C0 korlátos tartomány esetén

C1(Ω) s¶r¶ H1(Ω)-ban, azaz

∀f ∈ H1(Ω) ∃(fj)j ⊂ C1(Ω) : lim
j→∞

‖f − fj‖1,2 = 0.

A problémát az jelenti, hogy adott f ∈ H1(Ω) függvény esetén f -nek nem értelmezhet® a peremen

felvett értéke, mivel ∂Ω 0-mérték¶ halmaz, viszont tetsz®leges g ∈ C1(Ω) esetén g|∂Ω értelmes, valamint

g|∂Ω ∈ L2(∂Ω). Tekintsük a

T : C1(Ω)→ L2(∂Ω) : g 7→ g|∂Ω

peremre való megszorítás operátort. Ennek a T leképezésnek a tulajdonságait foglalja össze a következ®

tétel, melynek bizonyításától eltekintünk.

4.2.8. Állítás. A T : C1(Ω) → L2(∂Ω) operátor korlátos és lineáris, ezért egyértelm¶en kiterjeszthet®

korlátos lineáris operátorként az egész H1(Ω) térre. Az így kapott T̃ : H1(Ω)→ L2(∂Ω) leképezést nyom

operátornak nevezzük, valamint tetsz®leges f ∈ H1(Ω) függvény esetén T̃ (f) az f nyoma ∂Ω-n. Egy

f ∈ H1(Ω) függvényre pontosan akkor teljesül, hogy f ∈ H1
0 (Ω), ha T̃ (f) = 0.

4.2.9. Megjegyzés. Legyen Ω sima perem¶ korlátos tartomány, és szorozzuk meg a (4.9) egyenletet egy

tetsz®leges v ∈ C1
c (Ω) próbafüggvénnyel, majd integráljuk Ω-n, azaz∫

Ω

(Lu)vdx =

∫
Ω

fvdx.

Ebb®l L értelmezése és az antiszimmetrikus Green-formula alapján azt kapjuk, hogy∫
Ω

(
p
〈
gradu, gradv

〉
+ quv

)
dx︸ ︷︷ ︸

:={u,v}

−
∫
∂Ω

pv∂νudσ︸ ︷︷ ︸
=0, mivel v|∂Ω=0

=

∫
Ω

fvdx. (4.10)
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Mivel (4.10) minden v ∈ C1
c (Ω) esetén fennáll, ezért tetsz®leges v ∈ H1

0 (Ω) függvényre is teljesülni fog,

ugyanis H1
0 (Ω) a C1

c (Ω) altér lezártja. Ezek alapján ha u ∈ C2(Ω) klasszikus megoldása (4.9)-nek, akkor

{u, v} =

∫
Ω

fvdx (v ∈ H1
0 (Ω)) (4.11)

teljesül.

4.2.10. De�níció. Általánosított els® peremérték-feladatnak nevezzük azt a feladatot, ahol keresend® egy

olyan u ∈ H1(Ω) függvény, amelyre{
{u, v} =

∫
Ω
fvdx (v ∈ H1

0 (Ω))

u|∂Ω = ϕ nyom értelemben
(4.12)

ahol p ∈ L∞(Ω), p ≥ m > 0 valamely m ∈ R+ x-t®l független állandóval, q ∈ L∞(Ω), q ≥ 0, f ∈ L2(Ω),

valamint ϕ ∈ L2(∂Ω). Ilyenkor u-t a feladat gyenge megoldásának szokás nevezni.

4.2.11. Állítás. Ha u ∈ C2(Ω) klasszikus megoldása (4.9)-nek, akkor gyenge megoldása (4.12)-nek, va-

lamint ha u ∈ H1(Ω) ∩ C2(Ω) gyenge megoldása (4.12)-nek, akkor klasszikus megoldása (4.9)-nek.

4.2.12. Megjegyzés. A (4.12) feladatban a homogén peremfeltétel esete a 4.2.8 Állítás szerint úgy is

fogalmazható, hogy keresend® egy u ∈ H1
0 (Ω) gyenge megoldás. A továbbiakban a homogén peremfeltétel

esetét vizsgáljuk.

4.2.13. Állítás. Tetsz®leges p ∈ L∞(Ω), p ≥ m > 0 (m ∈ R+), illetve q ∈ L∞(Ω), q ≥ 0 függvények

esetén a (4.10)-ben de�niált {·, ·} leképezés skaláris szorzat a H1
0 (Ω) téren, mely skaláris szorzat által

indukált norma ekvivalens a H1
0 (Ω) tér ‖·‖′1,2 normájával.

Bizonyítás. Könnyen belátható, hogy {·, ·} valóban skaláris szorzat, ezért rátérünk az ekvivalencia bi-

zonyítására.

Mivel p ≥ m > 0, q ≥ 0 az Ω halmazon, ezért

{u, u} ≥ m(‖u‖′1,2)2 (u ∈ H1
0 (Ω)),

valamint p, q ∈ L∞(Ω), így

{u, u} ≤ max{‖p‖∞ , ‖q‖∞}︸ ︷︷ ︸
:=K

· ‖u‖21,2
4.2.4
≤ cK(‖u‖′1,2)2 (u ∈ H1

0 (Ω))

is teljesül, amivel az állítást beláttuk. �

4.2.14. Tétel. A (4.12) homogén peremfeltétel¶ általánosított els® peremérték-feladatnak egyértelm¶en

létezik u ∈ H1
0 (Ω) gyenge megoldása, amely folytonosan függ f -t®l abban az értelemben, hogy létezik (csak

az Ω tartománytól függ®) c > 0 konstans, amellyel ‖u‖′1,2 ≤ c ‖f‖2.

Bizonyítás. Tekintsük a

B : H1
0 (Ω)→ R : B(v) :=

∫
Ω

fvdx
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funkcionált, ez nyilván lineáris, valamint korlátos a {·, ·} skaláris szorzat által indukált normára nézve,

ugyanis

|B(v)|
2.3.4
≤ ‖f‖2 ‖v‖2

4.2.4
≤ K ‖f‖2 ‖v‖

′
1,2

4.2.13
≤ KM ‖f‖2︸ ︷︷ ︸

const

{v, v} 1
2 (v ∈ H1

0 (Ω)),

így B valóban korlátos, ezért a Riesz reprezentációs tétel alapján egyértelm¶en létezik egy F ∈ H1
0 (Ω)

függvény, mellyel

B(v) = {F, v}, valamint ‖B‖ = {F, F} 1
2 .

Ezek alapján a feladat a következ® alakba írható:

{u, v} = {F, v} (v ∈ H1
0 (Ω)),

tehát az u = F függvény egyértelm¶ gyenge megoldása a feladatnak, továbbá a megoldás f -t®l való

folytonos függése is teljesül, ugyanis

‖B‖ = {u, u} 1
2 , ‖B‖ ≤ KM ‖f‖2 ⇒ {u, u} 1

2 ≤ KM ‖f‖2 ,

amivel a tételt beláttuk. �
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