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El6sz6

Jelen szakdolgozat célja az, hogy betekintést nytjtson a funkcionédlanalizis legfontosabb fiiggvénytereinek
vildgaba. Tekintettel arra, hogy az egyes fejezetekben, illetve alfejezetekben targyalt fliggvényosztalyok
onmagukban is olyan hatalmas és szertedgazoé teriiletei a matematikanak, hogy teljességre torekvs Ossze-
foglaldsuk nem férne bele a szakdolgozat kereteibe, szamos alapvetd eredményt csak felsoroldsszertien,
bizonyitas nélkiil emlitek meg, valamint néhany érdekesebb segédtétel, illetve allitas bizonyitasatol is el
kell tekinteni, de ezen bizonyitasok hidnyat mindig jelezni fogom.

A legf6bb kérdések, amelyek a szakdolgozat fejezeteit végigkisérik, a teljesség, prekompaktsig, szeparabi-
litds, valamint a dudlis terek karakterizalasa. Szamos olyan allitast is szerepelni fog, melynek bizonyitésa
egy vagy tobb kordbban targyalt eredményre épiil, igy érzékeltetve a témakorok erds koherencidjat.

Az 1. fejezetben, mint specialis fiiggvénytereket, kiilon vizsgéljuk a sorozatok tereit. A 2. fejezetben a
klasszikus analizisben megismert legfontosabb fiiggvénytereket vessziik sorba, ezzel is megalapozva a 3.
fejezetben targyalt Holder- és Szoboljev-tereknek, melyek kiilénbozé differencidlegyenletek megoldhato-

sdganak kérdésében és megoldasidban jatszanak igen fontos szerepet, amely a 4. fejezet téméja.

Budapest, 2014. december 20.

Gydrbire Tamds



1. fejezet

Sorozatterek

Jelolje KN az a : N — K sorozatok halmazat, ekkor a K halmaz vektortér a sorozatok kérében szokisos
a+b:=(an+by)nen, Aa:=(Aap)nen  (a,b € KN, X €K) (1.1)

miiveletekre nézve. A tovabbiakban a KN vektortér altereit vizsgaljuk.

1.1. Definiciék, alapvetd tulajdonsiagok
Ebben a pontban attekintjiik a legfontosabb sorozattereket, és azok alapvetd tulajdonsagait.
1.1.1. Definici6. Vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

1. ¢c:= {a eKV: JA4eK: lim, oo an = A} (konvergens sorozatok)

2. ¢cg = {a e KNV limy, o0 apn = 0} (nullsorozatok)

3. cop:={acK": INeN: a, =0 (n>N)} (kvdzinullsorozatok)

4ol ={aeKN: 37 la,P <o} (0<p<o0)

5. loo == {a € KN: sup,eylan| < oo}  (korldtos sorozatok)

1.1.2. Megjegyzés. Elemi szamitasokkal igazolhat6, hogy az 1.1.1 Definiciéban megadott halmazok az
(1.1) miveletekkel ellatva mind linearis alterei a KV vektortérnek, tovabba tetszdleges 0 < p < ¢ < oo

esetén teljesiilnek a kovetkezs relaciok:

1.1.3. Definicié. Adott a := (a,) € I, sorozatra jeldlje

p

o0
llall, == (Z |an|p> (0<p<o0), illetve |all,, :=sup|ay,|.
n=1 neN



1.1.4. Megjegyzés. Az 1.1.3 Definiciéban bevezetett ||-|, fliggvény nemnegativ, abszolit homogén, és
csak a konstans 0 sorozaton veszi fel a 0 értéket. A haromszog-egyenlGtlenség belatasa a kovetkezd két

fontos egyenlGtlenséggel torténik.

1.1.5. Tétel. (Ho6lder-egyenlStlenég) Legyen a := (a,) € Iy, b:= (bn) € lg, ahol 1 < p < oo, illetve g
a p-hez tartozo konjugdlt kitevd. Ekkor

ab:= (anbn)nen € i, € |lablly < lall, [0l
1.1.6. Tétel. (Minkowski-egyenlStlenség) Legyen a := (a,),b:= (b,) € I, ahol 1 < p < oo, ekkor
lla+0ll, < llall, + [, -
1.1.7. Megjegyzés. Az
(z+y)P <aP +y? <2"P(z+y)P (r,yeRT, 0<p<1) (1.2)
elemi egyenlétlenségekbdl rogton kovetkeznek az alabbi becslések:
a5, <257 (lall, + 181,) . lla+ b2 < lall + B2 (abel, 0<p<1) (13

Jelolje tetszoleges a € KN sorozatra supp(a) C N azt a halmazt, amelyen az a sorozat 0-t6l kiilonbozd
érteket vesz fel, ekkor ha (1.3)-ban [af, = [/b],,
élesek, tehat 0 < p < 1 esetben csak a haromszog-egyenlGtlenségnél gyengébb megkotést jelentd (1.3)

és supp(a) N supp(b) = 0, akkor a becslések nyilvan

teljesiil, ilyenkor az (I, [|||,,) teret p-normalt térnek nevezziik.

1.1.8. Megjegyzés. Az egyszeriibb jelolés érdekében tetsz6leges n € N esetén jelolje a tovabbiakban
I,n:={1,...,n}.
Az (lp, ||-]|,) normalt terek legfontosabb tulajdonsdgait irja le a kévetkezd tétel:
1.1.9. Tétel.
1. Az (L, ||ll,) pdr minden 1 < p < oo esetén Banach-teret alkot.

2. Ez a Banach-tér 1 < p < oo esetén szepardbilis - ekkor eqy mindeniitt sirid megszamldlhato altér
példaul a
c%l)o:: {aECOO: aneQ(neN)}

halmaz -, de p = oo esetén nem szepardbilis.

3. Tetszdleges A C 1, (1 < p < 00) halmaz pontosan akkor prekompakt, ha korldtos, és

sup Z la;[P — 0 (n— o0) (1.4)

a€A i=n

teljestil.

4.0 < p<q< oo esetén minden a € KV sorozatra teljesiil, hogy lall, < llall,, tovdbbd tetszileges

a € Iy sorozat esetén limy, . [|all, = [lal|, -



Bizonyitas. Csak a 2. és a 3. pont bizonyitisat részletezziik.

(2.): 1< p < oo esetén evidens, hogy ¢y C I, és tetsz6leges a := (a,) € I, sorozatra

oo
Ve >0 Img € N : Z|ak|p<e (m > my).
k=m
Legyen
@:= (a1, Gm,,0,...) €Ecoo = la—al} <e,

tehat a tetszélegesen approximalhatd cgg-beli sorozattal, és vilagos, hogy c((% megszamlalhato, és strid
coo-ban.

Ha p = oo, akkor felhasznalhatjuk a 2.1.6 Allitast, ugyanis ekkor l,, = B(N) figyelembe vételével
rogton kovetkezik, hogy az (Is, ||| ) tér nem szeparabilis.

(3.)) : Tegyiik fel, hogy az A halmaz prekompakt. Ekkor A korlatos, és minden ¢ > O-ra létezik
véges fedd ¢7-halo A-hoz, legyen egy ilyen ¢v-halo M = {m!,...,m"} C l,. Mivel M véges halmaz, és

tetszoleges j € 1,7 esetén m? € 1, ezért
i .
IneeN: > |mifP<e (jeTLn).
k=n.

Legyen a € A tetszéleges, és legyen m’ € M olyan sorozat, mellyel Ha —mJ ||p < e%, ekkor

o0 oo . oo .
Sl <2 (Slow s i) <2 200
k=n k=n k=n

tehat (1.4) is teljesiil, igy a feltétel sziikségességét belattuk.

(3.”) : Tegyiik fel, hogy A C [, korlatos, illetve (1.4) teljesiil A-ra. Az egyszeriiség kedvéért a tovab-
biakban legyen p = 1, de a bizonyitds menete barmely 1 < p < oo értékre teljesen hasonlé. Legyen (a*)y,
tetszdleges sorozat A-ban, ekkor mivel az A halmaz korlatos, ezért (a*); korldtos I;-ben, igy minden rog-
zitett 7 € N-re (af)k C K korlatos sorozat, tehat alkalmazhatd a Bolzano-Weierstrass tétel, ami szerint
rekurzive megadhato6 a kovetkezd tulajdonsagu részsorozatok sorozata és egy b := (by) C K sorozat:

(@) = (@), meNfix = 3 (@™, C (@ ) ot ¥y (jeTm)
Tekintsiik a (d¥);, := (a**); atlos részsorozatot, ekkor a konstrukcié miatt
(@), = (@2, € @M, (reN) = df=ap " b, (reN),
ahol a d¥ = a”'* egyenlSség elegenden nagy k € N indext6l teljesiil. Ezek alapjan pedig
Ve>0Vn e N 3k :=ko(e,n) eN:  |d¥ —b,| < % (k > ko, 7 € T,n),
ezért Ve > 0 Vn € N Img := mo(e,n) e N:  |dF —d™| <% (k>m>mg, r€1,n).

Az eddigi eredményeket figyelembe véve mar kévetkezik az alabbi fels becslés:

n oo
|d¥ —am||, =Dl —dri+ > |dE—dr| <3¢ (k>m>mg, n>mng),
r=1 r=n-+1

<2sup,ca Z?in-ﬂ laj|<2e
ahol ng a feltételbdl valasztott, az egyenltlenséget teljesitd szam. Mindezek szerint (d¥), Cauchy-sorozat

l1-ben, ezért az 1. pont szerint konvergens, tehat az A halmaz valoban prekompakt. [



1.1.10. Allitas. A (c,|||.), illetve (co,||.,) alterek zdirt, szepardbilis alterei az (loo,||||,,) Banach-
térnek, igy maguk is Banach-terek, viszont (coo, ||-||,) nem zdrt altér, ebben az esetben a ¢oo = co egyen-

loség teljesiil.

1.1.11. Megjegyzés. Legyen a := (a,) € ¢, ekkor jelolje Lim(a) := lim, o a, a limesz funkcionalt.

Evidens, hogy Lim folytonos és linearis, valamint Ker(Lim) = ¢, tehat ¢y zart altér.
1.1.12. Definicié. Jeldlje
¢:= {(nl,ng,...,nr): ny <...<ng, TEN}

az N felosztdsainak halmazdt, ekkor a

1
r—1 2
J:=<a€cy: sup E [ —ank|2—4—|anr—an1|2 < 00
Zec (| \k=1

1
r—1 2
||aHJ ‘= sup § |a"k+1 — Qny, ‘2 =+ |am~ — Qn, ‘2 (aeJ)
Zec L \k=1

normdval James-térnek nevezzik.

halmazt az

1.1.13. Megjegyzés. Az 1.1.12 Definicibban bevezetett J térre J C cg, ugyanis tekintsiik az
1
a:= (an), ay 1= (—1)"“% (n €N)
modon definialt sorozatot, ekkor nyilvan a € ¢g, de a ¢ J.
1.1.14. Allitas. (J, ||| ;) Banach-tér.

Bizonyitas. Elemi szamitasokkal igazolhato, hogy (J, [|-|| ;) normalt teret alkot, ezért ratériink a teljesség

bizonyitaséra. Jeldlje tetszdleges Z := (ni,...,n,) €  és a := (a,) € KV esetén

r—1
la|z = <Z @y — an, ‘2 + |an, — an, |2>
k=1

Legyen (a™),, Cauchy-sorozat J-ben, ekkor

1
2

Ve>03INe€N: [a™—a"|, < V2 (m>n>N). (1.5)
Tetszoleges j > i (i,7 € N) esetén a specialis (i,7) € ¢ felosztassal

2|a}" —aj —a;" +a* < [la™ — a"||3 <2 (m>n>N).

Mivel tetszéleges k € N esetén a® € ¢y, ezért a j — oo hatérétmenettel azt kapjuk, hogy |a? — a*|? < ¢,
azaz barmely ¢ € N-re az (al'), C K Cauchy-sorozat, tehat konvergens. Jelolje a := (a,,) az igy kapott
hatarsorozatot, ekkor tetszSleges Z € ( felosztas esetén érvényes, hogy lim,, . |a"|z = |a|z. Indirekt

tegyiik fel, hogy az {|a|Z 1 Z € C} halmaz nem korlatos, ekkor
32+ Jal > 1+ sup{la”l, ). de ol = Jim Ja”|; < liminf ], < sup(ja”].,}
ami természetesen ellentmondés, tehat a € J, valamint (1.5)-b6l az m — oo hataratmenettel
. oy
Jim fla —a"[[; =0,

amivel az allitast belattuk. O



Végiil egy olyan sorozattérre mutatunk példat, amely izometrikusan izomorf az (i1, ||-||,) térrel.

1.1.15. Definicié. Jeldlje

bv = {a cKN: ay +Z lan — an—1| < OO}

n=2

a korldtos vdltozdsi sorozatok vektorterét, és lassuk el a bv halmazt az
(o)
lally, == las] + ) lan = ana|  (a € bv)
n=2
normdval.
1.1.16. Allitas. A (bv, |-|,,) pdr Banach-tér, amely izometrikusan izomorf az (11, ||||,) térrel.
Bizonyitas. Tetszéleges a := (a,) € KN esetén vezessiik be az ag := 0 segédtagot, illetve legyen v a

b=y, P(a) == (ar — ap—1)ken (a € bv)

modon definialt leképezés, ekkor 1 nyilvan linearis, valamint izometrikus is, mivel

lally, = la1| + Z lar — ar—1] = ||¥(a)|; (a € bv).

k=2

Legyen b := (bg) € l; tetszoleges, ekkor a

3

d = (dy), dy = by (neN)
k=1

modon definilt sorozatra nyilvan ||d||,, = [|bl|; < oo, igy d € bv, illetve 1)(d) = b, tehat 1 sziirjektiv.
Tovabba 1 injektiv is, mivel izometrikus, igy bv izometrikusan izomorf az [ térrel, amely Banach-tér. [

1.2. Dualis terek

Ebben a pontban az eddig bevezetett sorozatterek duélis, illetve bidualis tereivel foglalkozunk.

1.2.1. Tétel.

1. Legyen 1 < p < o0, illetve q a p-hez tartozo konjugdlt kitevd. Ekkor a
T:ly— (1) : ar &, ahol &a(b):=) anb, (b€l
n=1

leképezés eqy izometrikus izomorfizmus.

2. Az -
Sily—(co)* s arrta,  ahol Pa(b) =Y anby (b€ co)
n=1

leképezés szintén izometrikus izomorfizmus.



Bizonyitas. A két bizonyitds nagyon hasonld, ezért csak az els6t részletezziik.
AT :ly — ()" leképezés nyilvan linedris, és az 1.1.5 Tétel miatt folytonos is, valamint a ||| < [|all,
egyenldtlenség is teljesiil. T injektiv, ugyanis legyen a € [, olyan sorozat, amelyre £,(b) = 0 minden b € [,

esetén. Jelolje (z'); C I, azokat a sorozatokat, melyekre z?, := d;,, (i,n € N), ekkor
Ozfa(zi):ai = a=0.

Legyen £ € (l,)*, és definialjuk az a := (a;) sorozatot az a; := £(x") modon. Azt kell belatnunk, hogy

a € lg, illetve { = &, teljesiil. Ehhez vezessiik be a kovetkezd segédsorozatot:

{ Iaa—lq ha a, #0
Zn = n

0 kiilonben

Ekkor rogzitett NV € N esetén

N N N N N
Z |2 [P = Z |a; [P0 = Z la;|? © Z a;z; = Zzig(xi) =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N ‘ N %(**) N b
—5<sz)§||5| <Z|zi|p) =) e (Daiq) .
i=1 i=1 i=1

Ebbdl (x) és (xx) alapjan

N 1-3 N 2
<Z|aiq> = (ZW‘I) <&l (N eN),
i=1 i=1

ahonnan az N — oo hatardtmenetet elvégezve kapjuk, hogy a € [, és a normék egyenlGsége is teljesiil.
Mar csak azt kell belatnunk, hogy &, = £, de ez igaz, ugyanis mindkét leképezés folytonos, valamint az

(x%); sorozatok &ltal kifeszitett stird altéren megegyeznek. [

1.2.2. K6vetkezmény. Az 1.2.1 Tétel szerint 1 < p < oo esetén (,)* = [, teljesiil, ahol ¢ a p-hez tartozo

konjugalt kitevs, igy tetszéleges 1 < p < oo értékre az [, tér reflexiv Banach-tér.
1.2.3. K6vetkezmény. A (c, ||-||.,) tér minden folytonos linearis funkcionalja a kovetkezs alakba irhato:
Y(a) = alim(a) + &(a) (Y ec, a€eK, ace, zely)

Bizonyitas. Jelolje e := (1,1,...) a konstans 1 sorozatot, ekkor nyilvanvaléan a € ¢ pontosan akkor

teljesiil, ha a — Lim(a)e € cg, azaz
c= {a =b+ Xe, ahol b € ¢y, A := Lim(a) € K} (1.6)

Legyen ¢ € c* tetsz6leges, ekkor i-nek cg-ra térténé megszoritésa is korlatos linearis funkcional, ezért az
1.2.1 Tétel és (1.6) szerint

W(a) = p(b) + Lim(a)yp(e) = MLim(a) + Y _ wbr,
v k=1
=M
ahol x € Iy az 1.2.1 Tételben latott reprezentans sorozat. Ebbdl a by, = ar — Lim(a) helyettesitéssel a

keresett elgallitast kapjuk. O



1.2.4. Kovetkezmény. A ¢y tér nem reflexiv Banach-tér, ugyanis az 1.2.1 Tétel alapjan (co)** = lo,

viszont az 1.1.9 és 1.1.10 Allitasok szerint ¢y szeparébilis, mig [ nem szeparabilis.

Az (I)* tér meghatarozasa tovabbi elSkésziileteket igényel.
1.2.5. Definicié. Jeldlje
(N K) := {M:P(N) SK: ANB=0 = u(AUB) :u(A)—i—u(B)}
halmazt, azaz a P(N)-en értelmezett additiv leképezéseket, és legyen tetszéleges p € m(N;K) fiiggvényre
||(N) := sup { Z ln(Aj)] : {A;}]L, pdronként diszjunktak, és U Aj = N}.
j=1 j=1
Jelélje tovibba
m(N;K) := {p € m(N; K) : |u|(N) < oo}.
1.2.6. Megjegyzés. A tovabbiakban jelolje 7(N) az N particidinak halmazat, azaz

T7(N) := U Tm(N) == U {{Aj};-n:l C P(N) paronként diszjunktak, és U A; = N}.
meN meN j=1

1.2.7. Allitas. Az (m(N;K), ||~||m(N;K)) pdr, ahol |||, k) = |u[(N), egy Banach-tér.

Bizonyitas. Konnyen belathato, hogy (m(N; K), H-||m(N;K)> normélt tér, ezért ratériink a teljesség bizo-
nyitasara. Legyen (uy, ), Cauchy-sorozat m(N; K)-ban, ekkor tetszéleges A C N halmazra {A, A°} € 7(N),

18y [l k) definici6ja miatt

llpen — Nm”m(N,K) 2 |pn(A) = pm (A)] + |1 (A%) = pm (A%)] = [0 (A) — pm (A)],
tehat a (n(A)), C K sorozat Cauchy, ezért a

p(A) = Tim g, (A)

n—oo

hatarértéek létezik, és a limesz tulajdonsdgai miatt nyilvan p € m(N;K). Legyen ¢ > 0 adott, ekkor
tetszdleges {A4;}7_; € 7(N) esetén

AN eN:  |um(A;) — p(A)] < (m>N, ielr).

S|

Ha m > N, akkor

r

D (AN <D (A = pan (A D | (Ai)] < €+ || (N) < €+ sup ([l ;56
i=1 i=1 n

=1 N——
=K

ahol K a (), sorozat Cauchy-tulajdonsaga miatt véges, igy pu € m(N;K). O

1.2.8. Definici6. Jeldlje
t:= {a €loo: 0z {antnen halmaz véges}

a lépcsds sorozatok halmazdt.

10



1.2.9. Tétel.
1. A lépesds sorozatok halmaza a ||-||,, normdval sird az l térben.

2. Tetszdleges a € t sorozatra és p € m(N;K) halmazfiggvényre legyen
T
i(a) == iju(Aj), ahol Aj:={ieN: a;=¢} (jelr).
j=1

Ekkor
[(a)| < llall o etll ) -

3. Legyen a € lo, és konvergdljon egy (b*)x C t sorozat |||, mormdban az a-hoz, ekkor létezik a

limg_s o0 f21(b%) € K hatdrérték, és ez nem fiigg a vdlasztott lépcsds sorozattdl, ezért a

f(a) == lim m(b®) (a €ls) (1.7)

k—o0

maodon kitrejeszthetjik a [ fligguényt az egész I térre.

Bizonyitas. Az elsg allitas nyilvanvalo, a mésodik allitas pedig rogton kovetkezik abbdl az egyszerd
észrevételbol, hogy {A;}7_; € 7(N), ezért ratériink az utolsé pont bizonyitéasara.
Ha limj_,o |la — b*|| _ = 0, akkor a méasodik pont alapjén (7i(b¥)), Cauchy-sorozat K-ban, ugyanis (b*)p,
Cauchy-sorozat l..-ben. Az egyértelmiiséghez elegendd azt belatni, hogy

lim ||oF|| =0 ((¥")x C ¢ lim |a(b")| =0

Jim (o =0 (e ct) = lim [205)] =0,
ami szintén a masodik allitasbol kovetkezik. O
1.2.10. Tétel. A

T:m(N;K) = (loo)": p—= 4 (e m(N;K))

leképezés izometrikus izomorfizmus, ahol fi az (1.7)-ben ldtott mdédon van értelmezve.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy T lineéris leképezés, illetve tetszéleges u € m(N; K) estén i € (Ioo)*.
Az 1.2.9 Tétel 2. pontjabol kovetkezik, hogy T folytonos, valamint a [|4l| < [|ul,, k) egyenlStlenség
teljesiil. Jeldlje tetszoleges A C N esetén x? := (x2), az A halmaz karakterisztikus sorozatat. Adott
€ € (lo)* funkcional esetén definidljuk a pe halmazfiiggvényt a

pe(4) :=£E(x*) (ACN) (1.8)

modon, ekkor p¢ nyilvan additiv, valamint

n

1t Nl ) =4 sup { Zé(XAk) : {Ar}io € T(N)} = sup {5 <Z(XAk)> : {Ar}io € T(N)} < &l
k=1

k=1
tehat pe € m(N;K), és ||u5||m(N_K) = ||€]| is teljesiil, tovabba & folytonosséga és linearitdsa miatt e = &,

igy T izometrikus izomorfizmus m(N;K) és (Io)* terek kozott. O

Végiil az 1.1.12 Definiciéban bevezetett J térnek emlitjiik meg egy érdekes tulajdonsigéit.

1.2.11. Megjegyzés. (James-tétel) A J tér izometrikusan izomorf biduélis terével, viszont nem ref-

lexiv Banach-tér, ugyanis a J : J — J** kanonikus bedgyazés esetén Im(J) kodimenzidja J**-ban 1.
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2. fejezet

Alapveté fuggvényterek

Ebben a fejezetben olyan énmagukban is fontos fiiggvénytereket fogunk vizsgalni, amelyek ismerete nélkii-
l6zhetetlen lesz a kés6bbi fejezetek szempontjabol. A tovabbiakban is a kiillonb6z6 fiiggvényekhalmazokon

mindig a szokasos pontonkénti mdveleteket tekintjiik.

2.1. Korlatos, folytonos és egyenletesen folytonos fiiggvények

2.1.1. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, (Y, ||-|ly) normdlt tér, ekkor

1. BX)Y) := {f X =Y sup,ex | f(2)|ly < oo} (korldtos fiigguények)

2. C(X,Y) :

{f X = Y: f folytonos X—en} (folytonos fiiggvények)
3. UCB(X,Y) := {f € B(X,Y) : f egyenletesen folytonos X-en} (korldtos és egyenletesen folyto-
nos fiigguények)

Az el6z6 halmazokat ldssuk el az
1flloo = sup [.f()lly
reX

leképezéssel.
2.1.2. Allitas. Legyen (X,d) metrikus tér, (Y,|-||y) Banach-tér, ekkor

1. (BX)Y),|'|lo) Banach-tér.

2. (CX,Y)NB(X,Y),||.,) zdrt altere a B(X,Y) térnek.

3. (UCB(X,Y), |||l ) zdrt altere a B(X,Y), valamint a C(X,Y)N B(X,Y) térnek is.
2.1.3. Megjegyzés. Jelolje Y = K esetén

B(X) := BX,K), (C(X):=CXK), UCB(X):=UCB(XK).

2.1.4. Megjegyzés. Ha (X, d) kompakt metrikus tér, akkor a Heine-tétel alapjan

UCB(X,Y) = C(X,Y) N B(X,Y) = C(X,Y).
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2.1.5. Megjegyzés. A 2.1.1 Definicié 1. pontja akkor is értelmes, ha nem tessziik fel, hogy az X téren
értelmezve van valamilyen metrika, hanem egyszertien egy H # () halmazt tekintiink. Ekkor tovabbra is

érvényben marad, hogy a B(H) := B(H,K) tér az || f| 5z := || /||, normaval Banach-teret alkot.
2.1.6. Allitas. Ha H végtelen halmaz, akkor a (B(H),|-||,.) Banach-tér nem szepardbilis.
Bizonyitas. Mivel H végtelen halmaz, ezért

= (x,) CH: z#z; (i,j €eN: i#j).

Evidens, hogy a B(H) tér végtelen elemid. Legyen {f,}52; C B(H) tetszSleges megszamlalhaté halmaz,
és definidljuk a g € B(H) fuggvényt a kovetkezképpen:

fa(xn)+1 haz=ux,:|fu(z,)] <1
9(x) = e
0 kiilénben

Ekkor nyilvan ||g — fn| ., > 1 (n € N), tehat a g € B(H) fiiggvényt nem lehet tetsz6legesen approximalni
{fn} elemeivel, ezért {f,} nem stird B(H)-ban. O

A koévetkezGekben a Cla,b] := C([a,b],R) (a,b € R) tér szeparabilitasat vizsgaljuk a Bernstein-féle

polinomok segitségvel. A kés6bbiekben ennél egy sokkal altalanosabb eredményt is be fogunk latni.

2.1.7. Definicié. Adott f : [0,1] — R folytonos figguény és n € N index esetén az f-hez tartozé n-edik

Bernstein-polinomot a kévetkezdképpen definidljuk:

B, f(x) = kfj_of (5) (})sta-ar* wew

2.1.8. Lemma. Jeldlje h,(x) := 2" (z €[0,1], n € Ny), ekkor

1_
Buho(2) = ho(z), Buhi(z) = hi(z), (Buhe)(z) =22 + y (z€[0,1], neN)
Bizonyitas. Jelolje
Prk(T) == (Z)xk(l —2)"* (keNyg,neN: 0<k<n, z]0,1]) (2.1)
e B,ho(z) = ho(z) azt jelenti, hogy
k=0
ami trividlis a binomialis tételbdl.
e B,hi(z) = hi(z) azt jelenti, hogy
~k
Z Epnk:(x) =z,
k=0
ami teljesiil, ugyanis
n n—1 n—1
k _ =1\ ji1 —k—1 _ n—1\ —k—1 _
annk(m)—Z( § )a: (1—2a)" =z L (I—a)" =x.
k=0 k=0 k=0
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e (Byho)(x) = 22 + w(l 2) azt jelenti, hogy
"R\ z(l—x
> () Pok(@) = 2 + wd-s),
n n
k=0
ekkor az €l6z6 esethez hasonldéan

31 (I ST G I

k=0 =0

Ha n =1, akkor az allitas nyilvanvaloan teljesiil, n > 1 esetén pedig

E+1 n—1 k+1 LN n—1"2k+1
= : = Z(n> pnk(z) =2 kz —Pn-1(2) =

n n n—1 n
k=0

n—1
_ on—1 k _ on-—1 1 o z(l—x)
e (8 o+ 5 i) <o (e ) o 2,

n n—
k=0
amivel az Osszes esetet belattuk. O
2.1.9. Lemma. Legyen n € N, z € [0,1], ekkor

i(i‘x)z.pnk(x)zm(lgfﬂ)<41n

k=0

Bizonyitas. A zardjel felbontédsa utdn a 2.1.8 Lemméabol rogton kovetkezik az allitas. O

2.1.10. Tétel. (Weierstrass-féle approximacios tétel)

Jelélje
P = {f [a,b) > R: Jp: R — R polinom : f :p|[a,b}},

ekkor minden f € Cla,b] figgvény tetszdleges pontossiggal egyenletesen kozelithetd polinomokkal, azaz
VfeCla,b]Ye>03IpeP: |f—-pl,<e

Bizonyitas. Mint az konnyen belathato, atparaméterezés segitségével az allitast visszavezethetjiik a [0, 1]
intervallumra, ezért a bizonyitast elegendd csupén ebben az esetben elvégezni.

Legyen tehat f € C[0,1], ekkor a 2.1.4 Megjegyzés alapjan
Ve>030>0: a,ye[0,1], t—yl <8 = |f(z)— fy)| < %

Ha z € [0,1], n € N, akkor

| Bn.f(x) — =t

Jelolje z € [0, 1] esetén

k
——z
n

N,;(z):{kENo: 0<k<n,



ekkor

k € k
Eed<o s (B -sw| <5 1)@ <2l @eba)
felhasznélasaval N
> |f (:) — f(@)| par(@) < 5 Y punle) =" 3,
keN;(x) k=0
valamint

D

keMs(x)

2
@ <20l ¥ (5(5-2)) o2 Ul

keMs(x)

(%)~ s

Legyen N € N olyan index, hogy

11l

€
2620 2 (n = N),
ekkor az el6z6ek alapjan
€ oo
1Buf = flloo < 5 + ”25!71 <e (n>N, zel0,1]),

amivel az allitast belattuk. O

2.1.11. Kovetkezmény. A 2.1.10 Tétel szerint tetszéleges a,b € R (a # b) szamokkal a Cla,b] tér
szeparabilis, ugyanis a valos egyiitthatés polinomok halmaza stird Cla, bl-ben, amelyek nyilvan tetszo-
leges pontossaggal egyenletesen approximalhatdak raciondlis egyiitthatds polinomokkal, melyek viszont

megszamlalhatoak.

A folytonos fliggvények dualis terének vizsgéalatat is a specialis C|a, b] esetben végezziik, de az erre vo-

natkozo6 tétel kimondasa tovabbi el6késziileteket igényel.

2.1.12. Definicié. Legyen a,b € R (a < b), valamint f : [a,b] — R, ekkor jelilje

VE(f) ::sup{2|f(xk)—f(xk1): neN, a=xy<a <. gxn:b}
k=1

az [ fiigguény teljes meguvdltozdsdt az [a,b] intervallumon. Ezzel a jeldléssel élve legyen
BV[a,b] :=={f:[a,b] > R: VI(f) < o0}
az [a, b] intervallumon korldtos vdltozdsu figguények halmaza. Tovdbbd jeldlje
1 llpy = 1f(@)+VZ(f) (f € BV]a,b]).
2.1.13. Megjegyzés. Az egyszertibb jel6lés érdekében legyen
Tla,b] == {(mo,...,xn): neN, xo=a, x,=b, 19 < ... an}
az [a, b] intervallum felosztasainak halmaza.

2.1.14. Megjegyzés. Elemi szamitasokkal igazolhato, hogy BV [a, b] lineéris altér a Bla, b] :== B([a, b],R)
vektortérben, (BVa,b], ||-|| gy,) normalt teret alkot, és tetszéleges f € BVa,b| fiiggvényre teljesiil az
[fllse < 115y egyenlGtlenseg.
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2.1.15. Allitas. (BV(a,b],|||3y,) Banach-tér.

Bizonyitas. A 2.1.14 Megjegyzés alapjan maradt a teljesség bizonyitasa. Legyen (f,), Cauchy-sorozat
(BVla,b], ||| gy, )-ben, ekkor szintén a 2.1.14 Megjegyzés miatt (f,,), Cauchy-sorozat (Ba,b], ||-||)-ben,
ezért a 2.1.2 Tétel alapjan

3f € Bla,b] : h_{n If— fallo = 0. (2.2)
Mivel tetszéleges g € BV |a,b] fiiggvény esetén V.2(g) < |9l gy ezért minden € > 0 esetén van olyan
N € N index, amelyre

k
Do UFmlag) = faei)) = (Fmlrg) = falag) < 5 (nom > N, (2o, n) € 7la b)),

Ezért ha (zo,...,zk) € 7T[a,b], akkor (2.2) miatt

€
: - — <
I €N: lfa—floo < g (k< m),

ezek alapjan pedig
k k
S 1(falay) = @) = (alwo) = Flam)) < 5423 fue =l <€ (N<me<n). (23)
j=1 J=1

Szuprémumot véve adodik, hogy V2 (f,—f) < e (N < n), azaz f,—f € BV|a,b], igy mivel BV [a, b] vektor-
tér, f € BV|[a, b] is teljesiil. Tovabba (2.3) alapjan lim,,_,o V.2 (f,,— f) = 0, ezért lim, o0 || f — full gy = 0,

amivel az allitast belattuk. O

2.1.16. Lemma. (Jordan-tétel) f € BV]a,b| pontosan akkor teljesil, ha f elddllithaté két monoton

novekvd fiigguény kilonbségeként.
Bizonyitas. Legyen f € BV[a,b], és tekintsiik a

9(x) ==V (f) (z € (a,0]), g(a):=0

modon definiélt fiiggvényt, ekkor kénnyen lathatéan mind ¢, mind g + f monoton névekvs az [a, b]
intervallumon. A masik irdny kovetkezik abbol az elemi észrevételbdl, hogy a monoton fiiggvények korlatos

valtozasuak. O

2.1.17. Definicié. Legyen f,g € B([a,b],R), F := (x¢,...,2,) € T[a,b], tx € [xr—1,2x] (k € 1,n) tet-
széleges, ekkor az f figgvény F felosztdshoz és ty, (k € 1,n) értékekhez tartozd, g-re vonatkozd Riemann-

Stieltjes integrdalkozelitd dsszegét a kovetkezdképpen definidljuk:
or(fig) =Y f(te)lg(xr) — g(zk1)]
k=1

Tegyiik fel, hogy
(Fo)n C 7la,b], lim 6(F,)=0 = 3 le or,(f;9) €R,

n—oo
ekkor azt mondjuk, hogy az [ fiigguény Riemann-Stieltjes integrdlhaté a g-re vonatkozdan [a,b]-n, €s a

hatdrértéket az f g-re vonatkozd Riemann-Stieltjes integrdljanak nevezzik, jelélésben

b
/ fdg = lim op, (f:9).
a n—oo
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A Riemann-Stieltjes integralokkal kapcsolatban az alabbi eredményekre lesz sziikségiink, melyek bizonyi-

tasatol eltekintiink:
2.1.18. Lemma.

1. f € Cla,b], g € BV]a,b| figgvények esetén létezik az f-nek a g-re vonatkozé Riemann-Stieltjes

integralja.
2. Legyen g € BV |[a,b], ekkor
b
[ tag=0 (1 eclab)
a

pontosan akkor teljesil, ha a g fliggvénynek az a és b végpontokban, valamint minden folytonossdgi

pontjaban ugyanaz az értéke.
2.1.19. Definicié. Az
NBV[a,b] := {fN € BV[a,b: fx(a)=0, fn(t)=fy(t+0)(te (a,b))}
halmazt az | fnllygy = VE(fN) leképezéssel normdlt korldtos vdltozdsi fiigguényeknek nevezziik.

2.1.20. Megjegyzés. Megmutathato, hogy (NBV[a,b], ||-|| y5) zart linearis altere a (BV[a,b], ||| 5y)

térnek, igy maga is Banach-tér.
Ennyi elgkésziilet utdn mar ratérhetiink a (Cla, b])* tér meghatarozéséra.

2.1.21. Tétel. (Riesz-tétel) A

b
T:NBV(a] = (Clab) s gy b, abol 0(f)i= [ fdgw (€ Clat)
leképezés izometrikus izomorfizmus.

Bizonyitas. Legyen 1) € (Cla,b])* tetszéleges. Elgszor belatjuk, hogy talalhato ¢-hez olyan z € BV|a, b]
fiiggvény, melyre V,*(z) < ||¢||, valamint

b
B(f) = / fdz (Yf € Cla,b)). (2.4)

Mivel CJa,b] linearis altere a Bla, b] vektortérnek, ezért a Hahn-Banach tétel szerint 1 kiterjeszthets az

egész Bla, b] térre normatart6 modon, azaz

IV e (Bla,b])" = W(f) =4(f) (Vf €Clad]), & V] =]

Definidljuk a z(t) := ¥(x(a,q) (¢ € [a,b]) fiiggvényt, ekkor nyilvédn z(a) = 0. Tetsz6leges (xo,...,2,) €
7la, b] esetén legyen \; := sgn(z(x;) — z(2;-1)) (i € I,n). Ezekkel a jelolésekkel

n n

D la(@) = a(zic) =Y Nilz(zi) = 2(2im1)) = DAY Xaws) = ¥ X)) =
i=1

i=1 i=1

= Z)\i(\I](X(fEi—lﬂji])) =V (Z )‘iX(mihzi]) < || =[]l
=1

i=1

=:w

ugyanis ||w||, = 1, ha van olyan i € 1,n, melyre \; # 0, de az egyenlStlenség nyilvan Ay = ... =\, =0
esetben is teljesiil. Ekkor az egyenl6tlenségben szuprémumot véve azt kapjuk, hogy z korlatos valtozasu,
és V2(2) < [[4].
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(2.4) belatasahoz legyen f € Cla,b], illetve F, := (xo,...,2,) € T[a,b] tetszoleges, ekkor

n n

falt) == Z F(@) Xawd () = Xiawi (D) = ©(fn) = Z fl@i) (2(2i) = 2(xi1)). (2.5)

i=1 i=1
Ha (F,), olyan felosztassorozat, melyre lim,_, . §(F,) = 0, akkor a 2.1.18 Lemma szerint (2.5) jobb

oldalara

n b

Zf(xz)(z(xz) — 2(zi-1)) [ty / fdz,

i=1 a
valamint f € Cla,b] miatt f egyenletesen folytonos, ezért

sup [fa(t) — f(t)] <max  sup  [f(z) = fF(O)] =0 = |fa—flle =50,
te[a,b] Zel,nte(wi,l,mi]

n—oo

igy W folytonossaga miatt WU(f,) — W(f), ezért f folytonossiga és (2.5) alapjan

b
B(f) = W(f) = / fdz (Yf € Cla,b),

amivel (2.4)-et belattuk.

A probléma az, hogy a z fliggvény nincs egyértelmien meghatarozva. Megmutatjuk, hogy ha a z fliggvényt
egy megfelel§ zy € NBV|[a,b] fiiggvénnyel helyettesitjiik, akkor az igy kapott T leképezés méar bijekcio
(Cla,b])* és NBV|a, b] terek kozott.

Normaéljuk a z fliggvényt a kévetkez6 modon:

0 hat=a
zn(t) =4 2(t+0) hatée(a,b)
z(b) hat=5b

Mivel z korlatos véltozasu, ezért a 2.1.16 Lemma alapjan minden ¢ € (a,b) esetén létezik a z(t +0) € R

hatarérték, igy zy jol definialt. Belatjuk, hogy zy € NBV|a,b], V.’(2x) < V*(2), valamint

b b
W) = / oy = / fdz (Vf € Cla,b]). (2.6)
a a
Legyen (zg,...,x,) € T[a,b] tetszsleges, ekkor nyilvan
Ve >0 de; > ;- |Z(aci—|—0)—z(ci)|<2i (tel,n—1),
n

igy
I
|zn (@) = 2n(@i-1)l = [2(2i +0) = 2(zi-1 + 0)] < |2(ei) — 2(cia)| + (1€ L,n—1),
ahonnan a ¢y := a, ¢, := b végpontokkal egyiitt
n n

D lan(@) — an(@ic) <D Jaler) — 2(ei)| + e < VI(2) + e

i=1 =1
Itt szuprémumot véve azt kapjuk, hogy zn korlatos valtozasi, amib6l zn konstrukcidja alapjan kovetkezik,

hogy zy € NBV]a,b]. Tovabba mivel e tetszSleges volt, ezért az e — 0 hataratmenetet elvégezhetjiik,
ahonnan V?(zx) < V2(2) is adodik.
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(2.6) bizonyitasahoz vegylik figyelembe, hogy 2y definicidja miatt 2 folytonossagi pontjaiban, valamint
az a és b végpontokban is teljesiil a zy(t) — 2(t) = 0 egyenlGség, ezért a 2.1.18 Lemmabol éppen (2.6)-ot
nyerjiik. Teljesiil tovabba, hogy

/abdeN

ezért ||| < V2(2n), amibdl a korabban nyert V.(2x) < ||1|| eredménnyel &sszevetve kapjuk, hogy

< sup |F(O)IV(en) = Vi (ew) I fllo (f € Cla,b)),

t€la,b]

(NI =

1]l = Vab(ZN) = HZNHNBV‘

Tovabba v egyértelmtien meghatérozza a zy fliggvényt, ugyanis ha létezik egy olyan Zy € NBV]a,]
fiiggvény, amellyel

b b b
B(f) = / Jden = / fdiv (W eClat) = / fd(zx —Zn) =0 (Vf € Cla,b]),

igy ismét a 2.1.18 Lemma miatt 2y (t) — Zy(t) = 0 az a és b végpontokban, valamint a zy — Zy fliggvény
folytonosségi pontjaiban. Mivel zy —Zzn korlatos véltozasi, és a 2.1.16 Lemma alapjan a korlatos valtozasu

fiiggvények folytonossagi pontjai strtin helyezkednek el [a, b]-ben, ezért
Nt +0)=2Zy({t+0) (Vt€ (a,b) = 2zn(t) =2Zn(t) (Yt € [a,b]).

Osszefoglalva az eddigi eredményeket azt kaptuk, hogy létezik egy T : (Cla,b])* — NBV|a,b] leképe-
7és, mely tetszSleges ¢ € (Cla, b])* funkcionalhoz egyértelmiien hozzarendel egy olyan zy € NBV|a,b]

fliggvényt, amelyre \
O(f) = / fden (FeClat), 6 1ol = lanlygy

Evidens, hogy tetszéleges yy € NBV]a,b] esetén a

b
£(f) = / fdyx (f € Cla,b)

funkcionalra ¢ € (Cla,b])*, és T(§) = yn. Tovabba T izomorfizmus is, mivel a Riemann-Stieltjes integral

linearitasa miatt teljesiil, hogy

T(1) =un, T(2) =vn = T(M1 + Aah2) = Miuny + vy (A1, A2 € R).
Mindezek alapjan T : (C[a,b])* — NBV]a,b] egy izometrikus izomorfizmus, tehéat az allitast bebizonyi-
tottuk. O
A kovetkezs tétel tetszéleges (X, d) kompakt metrikus tér esetén ad sziikséges és elégséges feltételt egy
A C C(X) halmaz prekompakt voltara.

2.1.22. Definicié. Legyen (X,d) kompakt metrikus tér, ekkor eqy A C C(X) részhalmazt egyenld mér-

tékben egyenletesen folytonosnak neveziink, ha

Ye>030>0: =zyeX dlz,y)<d = sup|f(z)— f(y)] <e.
feA
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2.1.23. Tétel. (Arzela-Ascoli tétel) Legyen (X,d) kompakt metrikus tér, ekkor egy A C C(X) halmaz

pontosan akkor prekompakt, ha korldtos, és egyenld mértékben egyenletesen folytonos.

Bizonyitas. A bizonyitas menete nagyon hasonlit az 1.1.9 Tétel 3. pontjanak bizonyitasahoz.

Legyen A C C(X) tetsz6leges prekompakt halmaz, ekkor korlatos is, és minden e > 0 esetén létezik
M. :={f1,..., fm} C C(X) véges feds e-halo A-hoz. M véges, és elemei egyenletesen folytonosak, ezért
3>0: wzyeX dxy) <= max |f;j(z) - fi(y) <e

JjE1l,M

Legyen z,y € X, melyekre d(z,y) < 0, illetve legyen f € A tetsz6leges, ekkor

[f(@) = fF)l < |f(2) = fi(a)| + | fi(2) = f;)l +1£5(y) = Fw)l <3e (If = fillx <€)

Mivel f € A tetszéleges volt, ezért A egyenlé mértékben egyenletesen folytonos.
A maésik irdny belatasahoz legyen (fi)x tetszoleges sorozat A-ban, ekkor A egyenl6 mértékben egyen-

letes folytonossiga miatt rogzitett € > 0 esetén
3>0: Vre,yeX, dlz,y) <o = |fu(z)— frly)|<e (keN).
(X, d) kompakt metrikus tér, ezért szeparabilis is, igy
AN ={z;}jenCX: N=X = X=|[]JKs()), (2.7)
jEN
ahol Kj(z;) jeloli az x; kdzéppontu ¢ sugart nyilt gdmbi kornyezetet. Ekkor X kompaktsaga folytan

(2.7)-ben kivalaszthato véges fedés, azaz

m
ImeN: X=|]JKsx). (2.8)

j=1
Ekkor A korlatossaga miatt (fx(z;))r C K minden j € N esetén korlatos sorozat, ezért alkalmazhatjuk a
Bolzano-Weierstrass tételt, miszerint rekurzive kivalaszthatoak az (fi)x sorozat alkalmas részsorozatai,

és egy y := (yn) C K sorozat, melyekkel

Ok = (f)rr JENfix = 3w (e ) =y (GeTj).

Tekintsiik a (gx)r = (fF)r atlos sorozatot, ekkor nyilvinvaléan

k—o0

(070 C U TEN) = gulen) =F i (€ T, (2.9
A (gx)r C (fx)r €s a (2.8) eredményeket figyelembe véve adodik, hogy
VeeX3dkel,m: |gj(x)—gj(zr) <e (jEN), (2.10)
tovabba (2.9) miatt
IN:=N(e) eN: |gj(zg) —gr(zi)| <€ (j,r >N, k€1,m). (2.11)
A (2.10) és (2.11) eredmeényekbd] mar kovetkezik, hogy tetszbleges = € X esetén
195(2) — r(@)] < 195(2) — 95 (1) + g5 (@) — 9o )] + lgn(w) — go(@)] < 3¢ (o7 = N, dl, ) < 6).
Tehat ||g; — gl < 3¢ (j,7 > N), azaz (gr)r Cauchy-sorozat C(X)-ben, ezért a 2.1.2 Tétel és a 2.1.4

Megjegyzés alapjan konvergens. [
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2.2. Folytonosan differencialhat6 fiiggvények
2.2.1. Megjegyzés. A tovabbiakban jelolje tetszbleges o := (aq, ..., a,) € Nij multiindex esetén

n
la] := Zai, illetve D :=07"...05".

=1

Adott 3 € NI multiindex esetén o < 3 jelentse azt a részbenrendezést, hogy o; < 3; (i € 1,n), tovabba

()-1L() w=n

2.2.2. Definicié. Legyen Q@ C R"™ nyilt, m € Ny, ekkor

1. C™(Q) = {f Q> K: ADfeC(Q) (€N, |af < m)}, illetve C*(Q) := Myen, C* ()

2. C () = {f e C™(Q): supp(f) CQ kompakt}, illetve  C2°(Q2) = 1en, Ck ()

—m

3. C () = {f eC™(Q): D*f e UCB(R) (aeNg, |of < m)}, valamint

Il = D> IDfll  (f€CT ()

lal<m

4. Ha Q korldtos is, akkor
c™(Q) = {f € C™(Q) : D*f folytonosan kiterjed Q-ra (o € NZ, |a| < m)}
2.2.3. Megjegyzés. A 2.1.4 Megjegyzéshez hasonléan, ha m € Ny, valamint Q C R™ korldtos és nyilt
halmaz, akkor C" () = C"" (Q).
2.2.4. Allitas. Legyen Q C R™ nyilt, m € Ny, ekkor (5m(Q), H'”E””(Q)) Banach-tér.

Bizonyitas. Ha (f),) Cauchy-sorozat C' (Q)-ban, akkor minden @ € N, |a| < m multiindexre (D® f},)x
Cauchy-sorozat C(Q)-ban, ezért a 2.1.2 Tétel alapjan

Va €N, o] <m 3f*€C9Q): [ID*fir — 1] "= 0.
Jelolje f := f(020) ekkor elegends azt megmutatni, hogy D*f = f® (o € N3, |a| < m). Ezt elég minden

els6rendd derivaltra belatni, mivel abboél indukciéval minden magasabb rendd derivalthoz eljuthatunk.

Az egyszertiség kedvéért legyen aq := (1,0,...,0), erre tudjuk, hogy

lim [[D* fi — f*]| = 0.
k—o0

Ekkor (z9,...,2,) € Q esetén kellGen kis h > 0 szammal a Newton-Leibniz tétel alapjan
Ot hyxa,. .. wn) — fr(@, 2o, .. 1 [eiEh
Iu(@i + by 22, ’x”})L Po(@1, 22y s 2n) ﬁ/ D fi(s,xa,...,xy)ds (k€ N)
@l

teljesiil, mivel fi € ' () (k € N). Itt elvégezhetjiik a k — oo hataratmenetet, ekkor

f@Y+hma, .. my) — f(2% 20, ... 2) 1/x?+h

(s, e, ..., x,)ds,

h h

0
1

ahonnan a h — 0 hataratmenet utan a kivant allitast kapjuk. O
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2.2.5. Megjegyzés. A 2.2.3 Megjegyzés alapjan m € Ny, @ C R”™ korlatos és nyilt halmaz esetén
(cm@), -/l o @) szintén Banach-ter.

A 2.1.10 Tétel C(X) := C(X,R) térre valo altalanositasdhoz, ahol (X, d) tetsz6leges kompakt metrikus
tér, a Weierstrass-Stone tételt fogjuk felhasznalni, &m ennek kimondasdhoz sziikségiink lesz az aldbbi

eredményekre, melyek bizonyitasatol eltekintiink:

2.2.6. Definicié. Legyen A C C(X) tetszdleges halmaz, ekkor azt mondjuk, hogy A szétvdlasztd, ha

ryeX, z#y = 3feA: f(z)# fly).

2.2.7. Lemma. Legyen V C C(X) olyan vektortér, amelyre 1 € V.. Ekkor V pontosan akkor szétvilasztd,
ha
z,yeX, z#£y, a,beR = JfeV: f(x)=a, f(y) =0

2.2.8. Lemma. Legyen A C C(X) olyan részalgebra C(X)-ben, melyre 1 € A. Ekkor tetszdleges véges

F C A részhalmaz esetén a maxysep{f}, illetve mingcp{f} felsd, illetve alsé burkold figguényekre teljesi,

hogy maxscp{f}, mingcp{f} € A.

2.2.9. Tétel. (Weierstrass-Stone tétel) Legyen (X,d) kompakt metrikus tér, valamint A C C(X)

olyan szétvdlaszto részalgebra C(X)-ben, melyre 1 € A, ekkor az A halmaz sird C(X)-ben.
Bizonyitas. Legyen f € C(X) tetsz6leges, ekkor elegendd belatnunk, hogy
Ve>03feeA: |fe—fll. <e

Legyen tehat € > 0 rogzitett, valamint x,y € X, = # y, ekkor a 2.2.7 Lemma alapjan van olyan h, , € A
fiiggvény, melyre hy ,(z) = f(), hay(y) = f(y). Definidljuk az

Oy = {z EX: hay(z) < f(2)+ %} CX (z,y€X)

halmazokat. Ekkor nyilvdn minden z,y € X esetén z,y € Q,,, valamint h, , folytonossiga miatt €2, ,

nyilt, ugyanis egy nyilt halmaz h, , szerinti 6sképeként definialtuk. Teljesiil tovabba, hogy

X= |J {zypc | QycX = X= (J %, @eX).

yeX y#z yeX,y#z yeX,y#z

Itt X kompakt, az €2, , halmazok pedig nyiltak, igy minden = € X esetén kivalaszthat egy véges F,, C X

részhalmaz, melyre X = J Q. Legyen hy := mingep, {hsy} (¢ € X). Ekkor tetszéleges x € X

yEF,
esetén a 2.2.8 Lemma szerint h, € A, valamint

ha(2) < f(2) + % (2,2 € X) (2.12)
is teljesiil h, konstrukcidjat figyelembe véve. Definidljuk ezek utén az
Qr::{ZEX:hw(z)>f(z)—§}CX (x € X)

halmazokat. Ekkor felhasznélva azt az egyszeri észrevételt, hogy x € Q% (x € X), az imént latott gon-

dolatmenet mintajara kovetkezik, hogy létezik egy olyan F' C X véges halmaz, amelyre X = (J . Q*.
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Legyen f. := max,cr{hs}, ekkor ismét a 2.2.8 Lemmabol kivetkezik, hogy f. € A, valamint f. konst-
rukcidja miatt

f(2) 2 f2) -5 (z€X), (2.13)
igy (2.12) és (2.13) alapjan a kivan tulajdonsagu f. fliggvényt kaptuk. O

2.2.10. Kévetkezmény. Legyen Q) C R™ korlatos és nyilt halmaz. Ekkor a
Pg = {p(x) = Z o aq €Q, meNy, a€ Ng}

racionalis egyiitthatos polinomok halmaza siirt C'(Q)-ban, ugyanis a 2.2.9 Tétel feltételei konnyen latha-

toan teljesiilnek Pg-ra, igy C(Q) szeparabilis.

A folytonosan differencidlhato fiiggvények duélis terének vizsgalatat a speciélis C'[a, b] esetben végezziik,

felhasznalva a korabban latott 2.1.21 Tételt, valamint az alabbi segédtételt:

2.2.11. Lemma. Legyenek X,Y,Z Banach-terek, valamint ¢ : X = Y, £ : X — Z folytonos linedris
operdtorok. Tegyiik fel, hogy & szuperjektiv, valamint Ker(§) C Ker(v), ekkor létezik olyan p : Z — Y

folytonos linedris operdtor, amelyre b = ué.

Bizonyitas. Legyen z € 7Z tetszéleges, és tekintsiik z-nek az X, := £7![z] C X &sképét. Nyilvanvalo,
hogy a Ker(§) C Ker(¢) feltételbsl kovetkezik, hogy ¢ minden x € X, elemhez ugyanazt az y, € Y
elemet rendeli. Definidljuk a p: Z — Y operatort a u(z) := y, hozzarendeléssel, ekkor az el6z6ek szerint
w jol definialt. Evidens, hogy u lineéris, valamint folytonos is, ugyanis tekintsiink egy tetszéleges G € Y
nyilt halmazt. Ekkor a p operator konstrukcidja miatt a p~1[G] 6skép felirhato &(~1[G]) alakban. Itt
azonban a 1 operator folytonos, ezért tetszéleges nyilt halmaz 1) szerinti Gsképe nyilt, valamint a &
operator szuperjektiv, igy a Banach-féle nyiltleképezés tétel miatt tetszéleges nyilt halmaz £ szerinti

direkt képe szintén nyilt, ezért a £(1p~![G]) halmaz is nyilt lesz, tehéat u folytonos. O

2.2.12. Tétel. A C'[a,b] tér minden folytonos linedris funkciondlja egyértelmien a

v(f) = af(a)+ /bf’dgN (v e (C'a,b])*, feC'a,b], a €R, gn € NBV|a,b])
alakba irhato.
Bizonyitas. Definisljuk a C'[a,b] C C'[a, b] alteret a kivetkezsképpen:
% [a,b] := {f € Cla,b] : f integralfiiggvénye valamely g € C[a, b] fiiggvénynek, és f(a) = 0}
Ekkor nyilvanvalo, hogy a

_ 94 &
D := I C*la,b] = Cla, b]

korlatos linearis operator szuperjektiv. Legyen v € (Ct[a,b])* tetszéleges, és szoritsuk meg v-t a él[a, b]
altérre, jelolje ezt a funkcionalt v. A ¢ := v és £ := D szereposztassal teljesiil a 2.2.11 Lemma, feltétele,
ugyanis ha f € Ker(D), akkor f konstans fiiggvény, ezért az f(a) = 0 feltételbdl kovetkezik, hogy f = 0,

ami nyilvan eleme Ker(7)-nak. A 2.2.11 Lemma szerint tehat

Ju e (Cla,b))* : (k) = w(Dh) (heCa,b)). (2.14)
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Evidens, hogy
VfeC'a,b] Fh e CMa,b): f(z) = fla)+h(x) (x € [a,b]) = v(f)=v(f(a)+v(h), (2.15)
tovabba a 2.1.21 Tétel alapjan

oy (210) 2121 7 ~1
v(h) =v(h) =" u(Dh) "= /hdgN (h € C'la,b], gy € NBV]a,b]) (2.16)

alakba irhato. Mivel h = f — f(a), ezért f' = b/, igy ha o := v(1), akkor (2.15) és (2.16) felhasznalasaval

pont a kivant elgallitast kapjuk. [

2.3. L,-terek

A pont elején feltessziik, hogy (X, A, 1) tetszdleges mértéktér, (Y, ||-||y) Banach-tér, és réviden Gsszefog-

laljuk az L,(X;Y)-terek azon eredményeit, melyekre a késébbiekben sziikségiink lesz.
2.3.1. Definicié. Egy f: X — Y figgvényt lényegében korldtosnak neveziink, ha
IMeR: p({zeX: |fl@)|y>M}) =0,
és minden ilyen tulajdonsdgi M € R szdmot az f fligguény lényeges korldtjinak mondunk. Tovdbbd jeldlje
esssup || flly :=inf {M > 0: M lényeges korldtja f-nek}
az [ fiigguény lényeges szuprémumidt.
2.3.2. Definicié.

1. Legyen 1 < p < oo, ekkor

L,(X;Y) = {f:X—>Y: f mérhets, és /||f||§du<oo},
b

és tetszdleges f € L,(X;Y) figgvényre legyen

Il = ([ 11 a0) "

Loo(X;Y) = {f : X > Y: f lényegében korldtos},

2. Ha p = oo, akkor

és tetszdleges [ € Loo(X;Y) fiigguényre legyen
[floo;x = esssup [ ]y -

2.3.3. Megjegyzés. Az egyszertibb jeldlés érdekében az altalanos esetben jeldlje
Ly :=Lp(X5Y), e |, :=1,x (1<p<oo),

kivéve azokat az eseteket, amikor fontos az X halmaz.
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Az [, sorozatterekben latott 1.1.5 és 1.1.6 Tételek az L,-terekben is érvényben vannak:

2.3.4. Tétel. (H6lder-egyenlStlenség) Legyen f € L,, g € L4, ahol 1 < p < oo, valamint g a p-hez
tartozo konjugadlt kitevd. Ekkor

foe Ly, és |fglly <1, lgll,-

2.3.5. Tétel. (Minkowski-egyenl6tlenség) Legyen f,g € L,, ahol 1 < p < oo, ekkor

fragely, é |f+gll, <IfI,+llgll,

2.3.6. Megjegyzés. Az (L,, H||p) par minden 1 < p < oo esetén félnormélt teret alkot, ez kovetkezik

az integralhato fliggvények alapvetd tulajdonsigaiboél, valamint a 2.3.5 Tételbdsl.

2.3.7. Allitas. Jeldlje tetszdleges 1 < p < oo esetén

Ry ={feLy: |Ifll, =0},

ekkor Ry, zdrt altere az L, vektortérnek. Tekintsik az L, := L,/R,, faktorteret, ekkor az (Ly, [|-||,) pdr
minden 1 < p < oo esetén normdlt teret alkot. (Itt || f||, az [f] = f + R, osztdly tetszdleges reprezentdns

elemének normdjat jeloli.)

2.3.8. Megjegyzés. Ezentul az f € L, jelolés arra utal, hogy az [f] = f + R, ekvivalencia-osztalyra
[f] € Lp, tovabba ha T tetszéleges tulajdonsag az X tér pontjaira, akkor azt mondjuk, hogy T' p-m.m.
igaz, ha

JAe A: pu(A) =0, és T(z) =igaz (z € A°).

Ezzel a jeloléssel élve tetszéleges 1 < p < oo esetén

Lgelfl = If-4ll,=0 <= f=gpmm
A tovabbiakban az L,-terekben vett tulajdonsagokat mindig y-m.m. értelemben értjiik.
2.3.9. Tétel. (Riesz-Fischer tétel) Legyen 1 < p < oo, (fn)n C L, Cauchy-sorozat, ekkor
fery: dim |lf = full, =0,
és egy alkalmas (ny)y indexsorozattal teljesiil, hogy f(x) = limg_ 00 [, (2) (z € X).

2.3.10. Tétel. (Lebesgue-tétel) Legyen 1 < p < o0, (fn)n C L, olyan figgvénysorozat, amelynek
létezik az f(x) = lim, oo fr(z) (x € X) pontonkénti hatdrfiggvénye, valamint az F := sup, oy || fnlly
fiiggvényre F € Ly, ekkor

feL, é If = full, = 0.

lim
n—oo
2.3.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy a i mérték véges, azaz i(X) < oo, ekkor

1_

1
1. Ly C Ly, ||f||p§:“(X)p K ||qu (1<p<g<oo, fELy.

2. Ha minden 1 < p < oo esetén teljesiil, hogy f € Ly, és ||f||l, < K valamely K € R konstanssal,
akkor f € Lo, valamint || f|| < K.
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A tovabbiakban feltessziik, hogy @ C R™ (n > 1) tetszdleges tartomany, valamint (€2, A, \) a Lebesgue-féle
mértéktér. Ezentul az L,(Q), illetve az [, fdx jelolésekkel fogunk élni.

Az L,())-tér szeparabilitasanak vizsgalatahoz sziikségiink van a kévetkezs lemmara, aminek bizonyitasa

hosszadalmas és Osszetett, ezért mellGzziik.

2.3.12. Lemma. Tetszdleges 1 < p < oo esetén CO(Q) siri L,(2)-ban.
2.3.13. Tétel. Tetszdleges 1 < p < 0o esetén az L,(Q)-tér szepardbilis, viszont Lo (2) nem szepardbilis.

Bizonyitas.
Legyen 1 < p < 00, és legyen f € L,(2) tetszbleges, ekkor a 2.3.12 Lemma szerint
€
B0 €CUQ): S~ prlyg < 5
Definialjuk a

K,, = {x € Q: dist(z,00) > —, |z| < m} (meN)

L
m
és a

Py = {pXKm :pé€ ’P@} (m e N)
halmazokat, ahol x,, jeloli a K, halmaz karakterisztikus figgvényét. Ekkor K, C Q kompakt (m € N),
és Q= _, Ky A 2.2.10 Kovetkezmény valamint ¢ € C2(€2) alapjan teljesiil, hogy

D=

4 m € _
Simg €N: supp(os) C Ko 65 3pr € PLY oy — bl < 5MEm,) 5.
A 2.3.11 Allitas 1. pontja alapjan mar kovetkezik, hogy

€ 1

1f = sl < Uf = eslpo + les =prllp,, <5+ AEn)? lor = prlc,, <€
Mivel Pg' minden m € N esetén megszamlalhato, ezért |,y Py’ is megszamlalhato, tehat L, (Q2) szepa-
rébilis.

Ha p = oo, akkor mivel © végtelen halmaz, ezért a 2.1.6 Allitas alapjan Lo () nem szeparabilis. [J

2.3.14. Definicié. Egy n € C(R™), n > 0 fiigguényt, melyre supp(n) = B1(0), egységapprozimdcionak
nevezunk, ha teljesil rd, hogy

/" n(z)de = 1. (2.17)

2.3.15. Megjegyzés. Definidljuk a kovetkezs fiiggvényt:

ke T  ha lz] <1
n(z) = o
0 kiilonben

Ha a k konstanst tgy valasztjuk meg, hogy n-ra (2.17) teljesiiljon, akkor n egy egységapproximacio.
Legyen nc(x) := cen(%), ahol a c. konstanst hasonlé médon valasztjuk. Ekkor az igy kapott fiiggvényre
ne € C°(R™), és supp(n) = B.(0). A tovabbiakban jeldlje 7. ezt a konkrét fiiggvényt.

Tovabbi approximaciés eredményt nyerhetiink a 2.3.15 Megjegyzésben bevezetett 7. fliggvény segitségével,

melynek a késébbi pontokban lesz igen fontos szerepe.
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2.3.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény lokdlisan integrdlhaté az Q C R™ halmazon, ha
f € Li(K) teljesiil minden K C Q kompakt halmazra, jeldlésben f € L¢(Q).

2.3.17. Definicié. Tetszéleges f € L°°(Q) esetén, ha f-et Q-n kiviil 0-ként kiterjesztjiik az egész R™-re,
defindlhatjuk az aldbbi fiigguényt:

fe(x) := frme() = - fWne(z —y)dy (z €R")

FEkkor a definicidban szerepld integrdl nyilvin minden x € R™ esetén értelmes, valamint supp(fe) egy

e-kirnyezete supp(f)-nek.

2.3.18. Megjegyzés. A tovabbiakban tetszéleges A, B C R™ halmazok esetén jelolje A CC B azt, hogy
A relativan kompakt B-ben, azaz A kompakt, és A C B.

2.3.19. Lemma. Legyen f: Q) — R fiigguény, és terjessziik ki f-et Q-n kivil 0-ként R™-re, ekkor
1. f e Li(Q), supp(f) cCQ = F6>0: feCXr(Q) (0<e<d)
2. feC@), KccQ = ||f.—fll. =20 K-n
5. FEL®) (1<p<o) = fo€Lp@), fillya < Ifllas é lmeollfe = fll,q =0
2.3.20. Kovetkezmény. Tetszbleges 1 < p < oo esetén C2°(Q) stird L,(2)-ban.

Az L,(92)-terek dudlis terének meghatarozasanal az 1 < p < oo esetre szoritkozunk, de az ide vonatkozd

tétel kimondasa el6tt sziikségiink lesz tobb segédtételre.

2.3.21. Lemma. (Clarkson-egyenlétlenségek) Legyen 1 < p < 0o, q a p-hez tartozé konjugdlt kitevd,
valamint f,g € L,(Q), ekkor

1. 1 < p <2 esetén

q _gll? by AN
Hf;rg +Hfzg §<||f||,,2||g||,,> 7 (2.18)
P p
p —qll? b4 b
Hf;g +Hf2g zlﬂggﬁk, (2.19)
P p
2. 2<p< oo esetén
P —qll? P+t
Hf;g +Hfzg Slﬂggﬁ%7 (2.20)
p p
q —all? P+ lgll? !
Hf;g +Hf2g Z<Wﬂg;mb> | (221)
P p

A 2.3.21 lemma beldtasa hosszadalmas, a valos szamokra vonatkozd hasonld egyenlGtlenségeken alapul,

ezért bizonyitasat mellGzziik.

2.3.22. Lemma. Legyen 1 < p < oo, ekkor az L,()-tér egyenletesen konvez, azaz tetszdleges € > 0

szamhoz van olyan 6 > 0 szdm, amellyel

f+g
Vf.g € L), Ifll, = llgll, =1, If —gl,>¢ = H?

<1-4.
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Bizonyitas. Az allitas rogton kovetkezik a 2.3.21 Lemma (2.18) és (2.20) egyenlStlenségeibsl. O

2.3.23. Lemma. Legyen 1 < p < oo tetszdleges, ,& € (Lp(2))*, melyekre ||¢|| = ||&|| = 1, valamint
legyen f € L,(Q) olyan figguény, melyre ||f||p =1, és(f) =&(f) =1 teljesiil, ekkor ¢ = €.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy a lemma feltételei teljesiilnek, de van egy olyan g € L,(2) fiiggvény,
melyre 1(g) # £(g). Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy (g) = 1, £(g9) = —1. Legyen

t > 0 tetszGleges paraméter, ekkor

[0l =Nl =1 o(f +tg) =141t &(f —tg) =1+t = |f+tgll, =1+¢ [If —tgl, =21 +1,
ezért ha 1 < p <2, akkor

(f +1tg) + (f —tg) 7o) |If +tglly + 11/ tally

p
+tg) — (f —tg)
1 p p_ (f > p
re gl = | 2 P | ' > (140,
p p
illetve 2 < p < co esetén
qg—1
+1tg) + (f —tg) || +tg) — (f —tg)||” @20 (If +tgll, +IIf —tgll;
" ”gHg:HU 9) ! (f —tg) +H(f 9) : (f —tg)||" 22 (II ||p2 [ AN (L)
p P

fennall minden ¢ > 0 paraméter esetén, ami tekintve az egyenlGtlenséghen szerepld fiiggvényeket ellent-

mondas, tehat az allitast belattuk. O

2.3.24. Tétel. Legyen 1 < p < oo, valamint q a p-hez tartozo konjugdlt kitevd, ekkor a
T3 Ly(@) > (L) frovy aol vylo) = [ fado (g L)
leképezés izometrikus izmorfizmus.

Bizonyitas. Tetszéleges 1 < p < oo esetén nyilvanvalé, hogy minden f € L, (Q) fiiggvényre a oy
leképezés linedris, valamint a 2.3.4 Tétel alapjan teljesiil, hogy [|¢¢]| < || f]l,, azaz ¢y € (Lp(2))". (Ez az
eredmény termeészetesen p = oo esetén is érvényes.)

A tétel nehezebb fele az izometria és a szuperjektivitas belatasa. Elgszor tegyiik fel, hogy 1 < p < oo,
valamint legyen ¢ € (L,(Q))* tetszéleges funkcional, melyre ||7|| = 1. Ekkor az operatornorma definici6ja

szerint (esetleges skalarral valo szorzas utéan)
ik C L@ c fell, =1 (kEN), es lim w(fi) = 1.
Ekkor (fx)r Cauchy-sorozat L,(£2)-ban, ugyanis ha indirekt feltessziik, hogy
Je>0: VNeNImy >ny >Nt |fimy = fanll, 2 € (2.22)

akkor tetsz6leges (m;);, (n;); (2.22) tulajdonsagt indexsorozatokkal a 2.3.22 Lemmabol kovetkezik, hogy

35 >0: HM <1-4 (ieN),
2 P
de ekkor ezzel a § > 0 szammal teljesiil, hogy
Jmi + [fn, L o(fm) T0(n) .
1> : ! > . : : i € N). 2.23
<||fmi+fm p) =5 > (i €N) (2.23)
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Ha (2.23)-ban elvégezziik az i — oo hatératmenetet, akkor azt kapjuk, hogy 1 > 1=, ami természetesen

ellentmondas, ezért (fi)r Cauchy-sorozat. Ekkor a 2.3.9 Tétel szerint (f;), konvergdl egy fo € L,(2)
fiiggvényhez, melyre az eddigiek miatt ¥(fy) = 1, illetve ||f0||p =1.

Definidljuk az f = |fo|” - fiiggvényt, valamint f segitségével a

£g) = / fode (g€ L) (2.24)

leképezést. Ekkor f értelmezésebdl rogton kovetkezik, hogy || f||, = 1, igy a kordbban mondottak értel-
mében ¢ € (L,(R))*, valamint nyilvanvalo, hogy £(fo) = 1, ezért a 2.3.23 Lemma feltételei teljesiilnek,
tehat igaz a ¢ = £ egyenlGség.

Ezek alapjan tehat az (L,(Q))* térben az egységgémb minden eleme el6all a (2.24) alakban, és ez a hoz-
zarendelés egy izometria is egyben. Az altalanos eset visszavezethets az egységgémbre megfelels skalérral
valo szorzas utan, igy a kapott leképezés izometrikus izomorfizmus az Lq(2) és (L,(€2))* terek kozott.
A p =1 esetet kiilon kell vizsgalni, mert ekkor nem alkalmazhatoak a segédtételek. Legyen & € (L1(£2))*
tetszoleges funkcional, melyre ||£|| = 1. ElGszor tekintsiik azt az esetet, amikor A\(Q2) < oo, ekkor a 2.3.11

Allitas 1. pontja szerint tetszdleges p > 1 esetén L,(Q) C Ly(f), valamint

€@ < llgly < M7 llgll, (9 € Ly()).

Ezek szerint ha ¢, jeloli az L, () térre megszoritott £ funkcionalt, akkor £, € L,(Q)*, igy a tétel els6 fele

szerint
Vp>13f, € Ly(Q): | fpll, < )\(Q)l_%, és &p(g) =¢&(9) = /prgdx (9 € Lp(Q)). (2.25)

Mivel tetszdleges p > 1 esetén Lo () C L,(2), igy a & funkciondl £, megszoritasai az Lo, (§2) téren
megegyeznek, azaz
o> 1 [ fede= [ frode (g€ L)) (2.26)
Q Q

Ha (2.26)-ban a specialis sgn(f, — f5) € Lo () fiiggvényt tekintjik, akkor az f, = f; eredményt kapjuk,
tehat az f, fliggvény fiiggetlen a p > 1 kitevs valasztasatol, ezért ezt a kozos fliggvényt jelolheti f. A
2.3.11 Lemma 2. pontja alapjan

feLo(Q), illetve |f]. <lmAQ)'"F =1
p—1

Tetsz6leges 1 < p < oo esetén L, () stird Lq(2)-ban - ez lathat6 példaul a 2.3.20 Kévetkezménybdl -,
ezért a p — 1 hataratmenet elvégezhetjitk (2.25)-ben, amivel az &llitast ebben az esetben belattuk. Ha
A(2) = oo, akkor A o-végessége miatt 2 felbonthaté megszamlalhaté véges mértéki résztartomanyra,
melyek mindegyikén elvégezhetjiik az eddigi konstrukciot. Az, hogy ez a leképezés kiterjed izometrikus
izomorfizmussa az egész (L1(€2))* téren, a bizonyitéas elss felében levd gondolatmenettel analog modon

belathatoé, igy a bizonyitas mar teljes. O

2.3.25. Kovetkezmény. A 2.3.24 Tétel szerint tetszSleges 1 < p < oo esetén Ly (Q) = (L,(Q))*,

amennyiben ¢ a p-hez tartozé konjugalt kitevs, ezért 1 < p < oo esetben L, () reflexiv Banach-tér.

2.3.26. Megjegyzés. Az is belathato, hogy egy Banach-tér pontosan akkor reflexiv, ha egyenletesen

konvex, de ennek bizonyitasaval nem foglalkozunk.
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3. fejezet

Holder- és Szoboljev-terek

Ebben a fejezetben olyan specidlis fiiggvénytereket fogunk vizsgélni, melyek kiilonb6z6 parcialis differen-

cidlegyenletek megoldhatdsdgaban és megoldasaban jatszanak fontos szerepet.

3.1. Holder-terek

3.1.1. Definicié. Legyen Q C RN nyilt, k € Ny, ekkor egy 0 < a < 1 szamra és f € C(Q) fiigguényre a
Hélder-konstanst a kévetkezéképpen definidljuk:

Wil of = sup L& =W

TAYEN lz —y|* 7

mig legyen lipo f := holo 1 f az f-hez tartozo Lipschitz-konstans. Egy f figgvényt véges Holder-, illetve

Lipschitz-konstanssal Hélder-, illetve Lipschitz-folytonosnak neveziink, tovdbbd a
Che (@)1= {f € CHQ): D[l +hiloaDf <00 (vENG, bl < k)

modon definidlt teret az
Ifllerny = D (D fllo + hélo.a D f)

[vI<k

normdval Holder-térnek nevezzik.

3.1.2. Megjegyzés. Egyszeri szamitassal adodik, hogy ha a 3.1.1 Definiciéban tetszéleges o > 1 szé-
mot tekintiink, akkor a holg o f < oo feltételbdl az kovetkezik, hogy f minden Osszefiiggd komponensen

konstans fiiggvény.

3.1.3. Allitas. A (Ck’“(ﬂ), ||'||ck’a(sz)) pdr Banach-teret alkot.

Bizonyitas. Konnyen belathato, hogy (C’kva(Q), H'”ck,a(m) normélt tér, ezért ratériink a teljesség
bizonyitasira. Legyen (f;); Cauchy-sorozat C*®(Q)-ban, ekkor a 2.1.2 Allitas kivetkeztében minden
v € Ny, |7| < k multiindex esetén (D7 f;); egy korlatos és folytonos fiiggvényhez konvergal Q-n ||-||_
normaban, jeldlje ezt a fiiggvényt f7. A 2.2.4 Allitas bizonyitasaban latott modon igazolhaté, hogy
DVf = f7 (y €NE, |y| < k), ahol f = lim;_,s0 f;-
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Annak belatasara, hogy a Holder-konstansok végessége is teljesiil, tetszéleges |y| < k multiindex esetén

tekintsiik a

(D”fj(éﬂ) —D"f(y)

|z —y|*

)4 (z,y) €QxQ: x#y)

folytonos fliggvénysorozatot, amely korlatos is, mivel hélg D" f; Cauchy-sorozat, ezért szintén a 2.1.2

Allitas miatt egyenletesen konvergal egy ugyanilyen tulajdonsagu fiiggvényhez, ami nyilvan egybeesik a

DY f(x) — DV f(y)
|z —y|*

(z,y) €QxQ: x#y)

pontonkénti hatarértékkel, tehét (f;); egy f € CH*(Q) fiiggvényhez konvergal [l gr.a () normaban,
amivel az allitast belattuk. O
Két Holder-folytonos fliggvény szorzata szintén Holder-folytonos lesz, pontosabban:
3.1.4. Allitas. Legyen k € Ny, 0 < a < 1, ekkor
1. hélo,a(fg) < hilo.af 9l + /]l iloag  (f,9 € C*(Q))
2. |fgllor.aiay < (&) | fllcraoy lglloray (f9€ CH*(Q)
Bizonyitas.

1. Tetsz6leges x,y € € esetén teljesiil, hogy

[f9(x) = F9)l < 1f(x) = F)l9(z) + f(y) l9(x) — g(y)| <
< (W8la.a f 19l + 1 fllo hBla.ag) [z — y|* |
ahonnan |z — y|”-nal valé osztés utan adodik az allités.

2. Az altalanositott Leibniz-tétel szerint

v - n
D= 3 ()@ N0 (eN bl <k fgect@),
0<B< B
<B<y
aminek segitségével az 1. pontot felhasznalva adodik, hogy

1fglcray = 3 (1D (f9)l.. + holo.aD(fg)) <
[vI<k

<3 % (3) U0t n@ ol + w07 <

lvI<k 0<B<~vy

1.
£Y 3 (3) U1+ itaaD s D7 D] il 0D ),
[v|<k0<B<~y

=Cy.8
ahol a c¢(k) := max{c,p5: 0 <3 <7, |y| <k} tag kiemelése utan mar kovetkezik az allitas. O

Ezek utan a 2.1.23 Tétel alkalmazasaként belatjuk az aldbbi beagyazasi tételt:
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3.1.5. Tétel. Legyen 2 CC R™ nyilt, valamint legyen 0 < B < «, ekkor a kévetkezd bedgyazdsok kom-
paktak:
CO(Q) — C"P(Q) — C°(Q)

Bizonyitas. Egy f € C%?(Q) fiiggvény a Holder-folytonosség miatt egyenletesen is folytonos {2-n, ezért
egyértelmiien kiterjeszthetd folytonosan Q-ra. A C%%(Q) < C°(Q) beagyazas a normak definicidja miatt
nyilvan folytonos. Tekintsiink egy korlatos sorozatot C%<(§)-ban, ekkor szintén a Hélder-folytonossig
kovetkeztében ez a sorozat egyenld mértékben egyenletesen folytonos, ezért  kompaktsaga miatt a 2.1.23
Tétel szerint létezik konvergens részsorozata C°(€2)-ban, tehat a bedgyazas kompakt.

Legyen 0 < 8 < «, x # y € Q, valamint § > 0, ekkor teljesiil, hogy

M < 5 Phslgaf (Jz—y| <0),
|z —yl

PO =IO < o551, (=1 2 ).
|z =y

Innen 6 > diam(f2) valasztassal 16gton kovetkezik a C%(Q) — C%8(Q) beagyazas folytonossiga.
Tekintsiink ismét egy (fx)x korlatos sorozatot C%%(Q)-ban, ekkor az el6z6 meggondolas szerint (fx)5 egy

(f1)k részsorozata egyenletesen konvergél egy f fiiggvényhez C°(Q)-ban. Tetszéleges § > 0 szamra

lim sup hélg g (f; — fjl) < lim sup 60‘_5(h619,afi1 + hélgyafjl) + limsup 26 ~° ||f21 — ijHOO <
1,]—>00

1,J—>00 1,J—+00 ,J
< 6° P limsup(hol o f! +holo.af)) < 092 sup || fnllcre o) < M7,
1,]—>00 meN
Ezek szerint (f}), Cauchy-sorozat C*#(Q)-ban, igy a 3.1.3 Allitas kovetkeztében konvergens is, ezért a
CO(Q) — C%8(Q) beagyazas is kompakt. [

A késébbiekben sziikségiink lesz az 2 tartomény hataranak egy specialis simaséagi fogalméra:

3.1.6. Definici6. Jeldljink tetszdleges x € R™ pontot az v = (2/,z,) (' € R""!, x, € R) alakban.
Legyen m € Ny, o € [0,1], ekkor egy Q C R™ korldtos tartomdny esetén azt mondjuk, hogy 092 € C™*,
ha minden xq € 0N hatdrpontnak van olyan ﬁxo kérnyezete, és eqy r > 0 szam, hogy a koordindta-rendszer

alkalmas elforgatdsa, illetve eltoldsa utdn kapott Uy, tartomdny U;O vetiiletéhez létezik egy olyan
hay : U, =R (UL, CR", heC™*(U,))
fiigguény, mellyel teljesil, hogy
Usy = {(&,20) €R™ 5 &' =/, 20 =y + ha ') (4 € ULy, Iyl < 1)}

ahol Uy, NQ pontjaira az y, > 0, Uy, NOQ pontjaira azy, = 0, illetve Uy, NQ°¢ pontaira az y, < 0 feltétel
teljseiil. Egy Q@ C R™ korldtos tartomdnyt, melyre 02 € C%1, Lipschitz-tartomdnynak neveziink.
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3.1.7. Lemma. (Egységosztas tétel) Legyen A C R™ tetszdleges halmaz, T tetszéleges indexhalmaz,
valamint {Uy } er olyan nyit halmazok, melyekkel A C UvEF U, . Ekkor létezik egy olyan V figgvényhal-
maz, hogy minden 1 € U fiigguényre ¢ € C°(R™), tovdbbd

e V) e U, Ve eR": 0<¢(x)<1
e K CC A esetén legfeljebb véges sok v € ¥ nem nulla K-n
o Ve U Iyel: supp(yp) CU,

eV EeA: Y y¥(z)=1

3.1.8. Megjegyzés. Mivel a 3.1.6 Definiciéban 2 korlatos tartomany, igy 99 kompakt halmaz, ezért
a {h%}xo N fiiggvényhalmazbol kivéalaszthato olyan {hi,...,h;} véges részhalmaz, hogy a megfelels

{U1,...,U;} kirnyezetekre U := Uézl U; kornyezete 0Q2-nak, igy a 3.1.7 Lemma szerint

l
i € CEUNY_, - Z%(z) =1 (zel).

Ekkor az {(U;, ¢;)}._; halmazt Q C™-lokalizaciéjanak nevezziik.

A 3.1.6 Definicio segitségével mar ki tudjuk mondani az 4ltlanos eredményt a Holder-terek beagyazasaival

kapcsolatban, de ennek bizonyitésatol eltekintiink.

3.1.9. Tétel. Legyen Q CC R™ Lipschitz-tartomdny, k > 1 (k,l € Ny), valamint 0 < o, 8 < 1, melyekre
teljesiil, hogy k + o > 1 + (3. Ekkor a C*(Q) — C18(Q) bedgyazis kompakt.

3.2. Szoboljev-terek

Ebben a pontban a gyenge értelemben vett derivalt segitségével definialjuk a W™P(Q) Szoboljev-tereket,
majd belatjuk a témaban alapvetd fontossidgunak szamito Meyers-Serrin tételt. A tovibbiakban feltessziik,

hogy Q@ C R™ (n > 1) tetsz6leges nyilt halmaz.

3.2.1. Definicié. Legyen o € N} tetszéleges multiindex, f € L°(Q), ekkor egy g € LY°(Q) fiigguényrdl

azt mondjuk, hogy [ o rendid gyenge (vagy disztribicic) értelemben vett derivdltja, ha teljesiil rd, hogy

/ D% pdi = (~1)l°! / gode (Y € C2()).
Q Q

3.2.2. Megjegyzés. Haegy f fliggvénynek valamely o € Nj multiindexre létezik D f gyenge derivaltja,
akkor ez egyértelmt, tovabba tetszéleges f € C™(Q) fiiggvény esetén minden o € Njj, || < m multiindex

esetén létezik a D f gyenge derivalt, és ez megegyezik f « rendi klasszikus derivaltjaval.

3.2.3. Megjegyzés. A tovabbiakban tetszéleges f € Li°¢(Q) fiiggvény és o € NP multiindex esetén
jelolje D% f az f fiiggvény « rendii gyenge derivaltjat, de ez a jelolés a 3.2.2 Megjegyzés kovetkeztében

nem fog zavart okozni.
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3.2.4. Definicié. Legyen m € Ny, 1 < p < oo, ekkor a
WmP(Q) = {f €L,(Q): IDf € L(Q) (aeND, |a| < m)}

teret Szoboljev-térnek nevezzik. Tetszdleges f € W™P(Q) esetén legyen

P

Hf”m,p;(l = Z ||D05f||§ (1 S p< 00)7
|| <m
1l o0s2 = max [|1D% flloo -

3.2.5. Megjegyzés. A definiciobdl nyilvanvals, hogy L,(Q) = WOP(Q). Az egyszeriibb jelslés érdekében

a normandl az €2 indexet elhagyjuk, kivéve akkor, amikor fontos, hogy melyik © tartomanyrol van szo.

3.2.6. Allitas. Tetszileges m € Ny, 1 < p < oo esetén (Wm’p(Q), ||-||m7p) Banach-tér.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy (Wmvp(ﬂ)
tasara. Legyen (fi)r Cauchy-sorozat W™ P(Q)-ban, ekkor nyilvan minden « € Nfj, |a| < m multiindexre

(D fi)r Cauchy-sorozat L,(€2)-ban, igy a 2.3.9 Tétel alapjan

, ||~||m7p> normélt tér, ezért ratériink a teljesség bizonyi-

A€ Lp(): lim [[D%fi — £, = 0.
Jelolje f := f©:20) ¢s legyen ¢ € C°(9) tetszoleges, ekkor a 2.3.11 Allitas miatt
klinolo ||Dafk - fa”l;supp(g;) = O (O[ € N6L7 ‘O[l S m)7 (31)

igy
3.1)

a _ 1\l o (3. @ _ (_ 1\l el
/kaD pdz = (1) /QD fepde /QfD pdz = (1) /Qf ode,

azaz f* = D*f, tehat f € W™P(Q), valamint limyoo || fr — fll,,,, = 0. O

A Meyers-Serrin-tétel kimondasahoz tovabbi segédtételek sziikségesek.

3.2.7. Lemma. Legyen ¢ € C°(Q), f € W™P(Q), ekkor of € W™P(Q), valamint érvényes az dltald-

nositott Leibniz-tétel, azaz

D(en =X (S) oo 0*ep) (Beng, 18] <m)

a<p
Bizonyitas. Nyilvan elegendd az allitast || = 1 esetén belatni, utana indukcioval mar kévetkezik az
altalanos eset. Legyen tehét ¢ € 1, n rogzitett, oy := (8;1,...,0in), és jeldlje D; :== D%, Ekkor tetsz6leges
¢ € C(Q) esetén
| eniions = [ £(Diteo) - oDig)ar =
= */Q(Dif)wdx - /quﬁDz«pdx = */Q (¢Dif + [Dip)pdz,

tehat D;(pf) = fDip + @D, f, és mivel ¢, D;p € C2°(Q), ezért korlatosak, igy pf € HMP(Q2). O
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3.2.8. Lemma. Legyen f € W™P(Q), 1 < p < oo, valamint K CC Q, ekkor
D%fe:=D%nex f) =nex D*f (o €Ng, |af <m), & lim|fe— [l . =0

Bizonyitas. Legyen ¢ < dist(0K,00), ¢ € C(N) tetsz6leges, valamint terjessziik ki az f fiiggvényt
az  halmazon kiviil 0-ként R™-re, ekkor tetszéleges o € Nf, |a| < m multiindexre a Fubini-tétel

felhasznalaséaval

/Qfe(x)Dago(m)dm = /Q/ﬂ Ne(x —y) f(y) DYp(z)dydx = /ﬂ / Ne(2) f(x — 2)D%p(x)dadz =

0 [ [ D" @ = ptadads = () [ (g« D) @)pla)da,

tehat D f. = 1 * D f, és mivel minden o € Njj, || < m multiindex esetén D f € L,(2), ezért a 2.3.19

Lemma szerint
i [ D°f, — Dl (@€ NG, Jal <m) = m[fe— Fllp o
amivel az allitast belattuk. O
3.2.9. Tétel. (Meyers-Serrin tétel) Minden1 < p < oo esetén C(Q)NW™P(Q) sird W™P(Q)-ban.
Bizonyitas. Definidljuk az
Q= {z € Q: dist(z,00Q) > %, lz| <k} (ke€N)
halmazokat. Ekkor nyilvan minden k € N esetén Qj korlatos és nyilt, valamint Q = (J; | Q. Legyen
U := Q1 N (1) (k € N), ahol Qp := 0,
Q savokra valo felosztasa. A 3.1.7 Lemma szerint
Jpr € C(Ug): 0<pr <1 (keN),

és ezekre a @y, (k € N) fiiggvényekre

Z(pk(x) =1 (ze€).
k=1

Tetszbleges f € W™P(Q) esetén a ¢y, f fliggvényre supp(pr f) C Ux C Q kompakt, illetve a 3.2.7 Lemma
alapjén ¢y, f € W™P(12). Legyen € > 0 és k € N adott, ekkor mivel supp ((¢r.f)e) e-kornyezete supp(¢x f)-
nek, ezért 1étezik olyan €5, > 0 szam, amelyre supp((apkf)ekl) CC Uy, igy a 3.2.8 Lemma szerint

Jer, >0 ||(rf)er, — xSl = ||(exf)er, — erf|| 27 Fe.

m,p;Ug m,p; Q

Legyen ¢, := min{eg, , €x, } (k € N), és definidljuk a

Z Ok f)e ( (x € Q)
k=1
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fliggvényt, ekkor ebben a végtelen sorban minden x € €2 esetén csak véges sok tag nem 0, mivel Q nyilt.
Tehat ¢ lokalisan C'°(Q) N W™P(Q) fiiggények véges Osszege, ezért ¢ globalisan is ilyen tulajdonsagu.

Figyelembe véve Qi, ¢, valamint €, (k € N) értelmezéseit,

k+2 k42
F@) =Y wi@f @), @) =Y (eiPe) (e,
Ezek alapjan .

1 = Ol e < DN 05)es = 25l upicr <
j=1

ahol a Beppo-Levi konvergenciatétel alapjan elvégezhetjiik a k — oo hatdratmenetet, amivel az allitast
bebizonyitottuk. [

3.2.10. Megjegyzés. A 3.2.9 Tétel alapjan a W™P(Q) Szoboljev-tereket bevezethettiik volna olyan
modon is, hogy m € Ny, 1 < p < oo értékekre tekintjiik

H™P(Q) = {f com@): Y /Q|Daf|p < oo},

o] <m

illetve .
I Do fpp e
171 e a|2<m / s | (e Bmre)

esetén a (ﬁm’p(Q), H||ﬁmp) normélt teret, és ezt tessziik teljessé. Jellje az igy kapott Banach-teret
(Hm’p(Q), H‘Hm,p) . Ekkor koénnyen belathato, hogy H™P(Q) C W™P(Q), valamint 3.2.9 Tétel miatt a

forditott iranyu relacio is fennall, ezért H™P(Q) = W™P(Q)). A matematikusok jelentGs része sokaig tgy
gondolta, hogy a 3.2.9 Tétel csak akkor teljesiil, ha  hatara elegendGen sima, innen erednek a kiilonb6z6

jelolések.
A 3.2.9 Tétel alkalmazésaként belatjuk az alabbi két allitast:
3.2.11. Allitas. Legyen f,g € W'2(Q), ekkor fg € WH(Q), tovibbd
Di(fg) = gDif + fDig (i € L,n).
Bizonyitas. A 3.2.9 Tétel szerint
A fa)ks (gr)k € C(QNWH2(Q) : A [ fie = flly o = lim [lge —gll, 5 =0.
—00 k—o0
Ekkor tetszéleges ¢ € 1,n esetén a 2.3.4 Tétel felhasznalasaval

1(Dif)g — (Difi)glly < I1Di(f = f)glly + 1Dife(g — g)lly S NDi(f = f)lla 19l + 1Di fella lg — gll> <
k—

< max { [lgll, Sup D fil, HUD:(f = fu)lla + llg — gklly) = 0.
J

Hasonléan bel4thatd, hogy minden i € 1,n esetén

i [| fe(Dige) = f(Dig)lly = lim || frge — fall, =0,
00 k—o0
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igy az
/ (frgn) Dipda = / (Di fi)gpda — / fe(Digi)pdz (o € C())
Q Q Q

egyenléségben a k — oo hataratmenet elvégezhets, amibél pont a bizonyitandé allitast kapjuk. O

3.2.12. Tétel. (Lancszabaly) Legyen f € C*(R) olyan fiiggvény, melyre sup, g |f'(z)| < M (M € R),
valamint tegyik fel, hogy vagy az f(0) = 0, vagy a u(Q) < oo feltétel teljesil. Ekkor ha 1 < p < oo, és
g € WHP(Q) tetszileges, akkor f(g) € WHP(Q), tovdbbd

Di(f(9)) = f'(9)Dig (i € T,n).

Bizonyitas. Legyen i € 1,n és 1 < p < oo rogzitett, illetve legyen g € WP(Q) tetszoleges. Ekkor mivel
f € CYR), ezért f'(g) mérhets, valamint f’ korlatossagdbol f/(g) korlatosséga is kovetkezik, tovabba
konnyen belathato, hogy f'(g)D;g € L,(R?). A Lagrange-kozépértéktétel alapjan

[F (@)l < [f(0)] + Mgl (3.2)

igy ha (3.2)-ben f(0) = 0, akkor f(g) € L,(£2), kiilénben pedig a p(2) < oo feltétel is kell ahhoz, hogy
flg) € Lp(Q) teljesiiljon.
A 3.2.9 Tétel szerint van olyan (gx)r C C(Q) N HY?P(Q) sorozat, melyre limy, oo ||gr — g, =0, ekkor

nyilvan minden k € N esetén igaz az
| raipgisds = [ jaoDinds (¢ € cx(@) (3.3)

osszefiigges. Rogritett ¢ € C°(Q) fiiggvény esetén K, = supp(p) CC Q, igy a 2.3.11 Allitas alapjan

k—oo

1£(0) = F@llige, < Mllge — gll, < oM llgi — gl =50,

ezért (3.3) jobb oldalan elvégezhetS a k — oo hataratmenet, valamint a c, := maxg,, || jeloléssel

/Q (F'(1)Digi — f'(9)Dsg)pde

< Cw/ |f'(9x)Digr — f'(9x)Dig| dz+

K,

e, /K ' (96)Dig — f'(9)Digl da < cpM /K |Digk — Diglda +c, /K 1F(ax) — £'(9)] | Dig| daz.

@ ®

=A =:B

Ttt nyilvan A-ban limy_, o || Digr — Dig||1;Kw = 0, B-re pedig alkalmazhat6 a 2.3.10 Tétel, ugyanis
|f'(g) = f'(9)]|Dig| dz < 2M |D;g| € L1(K),

tehat egy megfelels L, (K, )-beli fliggvénnyel majoralhato, illetve a 2.3.9 Tétel alalpjan van olyan (k;),
indexsorozat, amellyel gy, i2ep g pontonkeént, ezért f folytonossaga miatt f’(gk,) Izop f'(g) pontonkent,

tehat a 2.3.10 Tétel alkalmazhato, igy az Osszes sziikséges hataratmenet elvégezhets. [

A 3.1.6 Definiciéban bevezetett simasagi fogalom segitségével tetszdleges €2 korlatos tartoméany esetén ki

tudjuk mondani a 3.2.9 Tétel egy er6sebb alakjat.
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3.2.13. Tétel. Legyen ) olyan korldtos tartomdny, melyre 0 € C° teljesiil, ekkor tetszéleges m € Ny

és 1 < p < oo esetén a CX(R™) tér Q-ra vett megszoritdisa sirdg WP (Q2)-ban.

Bizonyitas. Tekintsiik Q-nak egy M = {(U;, )}, C°-lokalizaciojat. A 3.1.8 Megjegyzés alapjan
kénnyen meggondolhatd, hogy létezik olyan Uy CC 2 halmaz, melyre a

l
po() :=1-> gpi(x) (z€Q)
=1

modon definialt fiiggvénnyel oo € C°(Up) teljesiil. Ekkor ezzel a ¢ fliggvénnyel M-et kiegészitve

Z(pi(x) =1 (ze),

ahol Q CC Q; := Ui:o U;. Ekkor elegendd belatni, hogy adott f € W™P(Q) fiiggvény esetén tetszsleges

€ > (0 szamra
€

- A4
l+1 (3-4)

Vi €{0,...,1} 3¢, € CXR™) i f — d)j”m,p;ﬂ <
ugyanis ekkor a
1
6= 6, €CERY), & fr=pif ({01}
3=0

jelolésekkel az
l 1

l
1 = Sl = | D Fi = > 0 <D M= illy e <€
=0

=0 =0 m,p;Q2

becslés alapjan az allitast bebizonyitottuk.

Legyen tehat € > 0 rogzitett. A 3.2.7 Lemma kovetkeztében fo € W™P(Q), és Uy konstrukcidja alapjan
supp(fo) CC 0, ezért a 3.2.8 Lemmat felhasznalva létezik olyan § > 0 szam, amelyre ¢g := (fo)s := fo*ns
valasztésa esetén (3.4) teljestil.

Ha j € 1,1, akkor terjessziik ki az f; fiiggvényt supp(f;) halmazon kiviil 0-ként, tovabb4 tegyiik fel, hogy

a koordinata-rendszer a 3.1.6 Definiciéoban latott moédon modositva lett. Tekintsiik az

fin(@) = fi(z +ten) (6>0)

modon az n-edik koordinata-tengely mentén eltolt f; fiiggvényt, ekkor supp(f;:) N Q CC supp(f;:)

teljestil, ezért alkalmazhaté a 3.2.8 Lemma, ami alapjan
35> 0: (£ €OX®Y, & m |~ ()6l g =0 (3.5)
Mivel L,(£2)-ban az eltolas folytonos operator, ezért
D% i = Dl =0 (@€NG, ol <m) = D lfie—fillyo=0 (36

Ekkor (3.5) és (3.6) alapjan léteznek olyan 4,¢ > 0 szamok, melyekkel a ¢; := (f;+)s € C°(R™) valasz-
téassal (3.4) teljesil, igy az allitast belattuk. O

A késtbbiekben sziikségiink a W™ P(Q) tér egy specialis alterére:
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3.2.14. Definicié. Legyen m € N, valamint 1 < p < oo, ekkor jelolje Wy ""(2) a C°(Q) tér lezdrdsdt
WP (Q)-ban.

3.2.15. Megjegyzés. A 3.2.9 Tétel és a 3.2.10 Megjegyzés alapjan teljesiil, hogy 1 < p < oo esetén
W™P(§)) megegyezik W™P(Q) N C>(Q) lezarasaval, igy Wy (£2) linearis altere W™ (Q) vektortérnek.

3.2.16. Megjegyzés. Amennyiben tetszéleges Q C €y tartoményok esetén a C2°(Q)-beli fliggvénye-
ket 0-ként kiterjesztjiik Q;-re, nyilvin C°(2) C C°(Qy), ez alapjan pedig a WJ"*(Q) € WP (Q4)

tartalmazés is teljestil.

3.2.17. Allitas. Legyen 1 < p < oo, m € N tetszéleges, valamint legyen ¢ € C°(Q). Ekkor bdrmely
[ € Wm™P(Q) fiigguény esetén of € W"F(9Q).

Bizonyitas. Az allitas a 3.2.7 és 3.2.8 Lemmé&kbol kovetkezik. [
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4. fejezet

Alkalmazasok

Ebben a fejezetben az eddig targyalt fliggvényterek segitségével fogalmazunk meg egzisztencia tétele-
ket kiilonb6z6 tipusa differencidlegyenletekkel kapcsolatban, de tekintve ezen témakorok énmagukban is

terjedelmes voltat, torekedni fogunk a vazlatos, am teljes kidolgozasra.

4.1. Kezdetiérték-probléma megoldhatésaga

Legyen d € N, (R, ||-]|) normélt tér adott, valamint tetszéleges f : [a,b] — R? fiiggvény esetén jeldlje

/abf(t)dt = (/abfl(t)dt,...,/abfd(t)dt> )

Differencidlegyenletek megoldhatésagéaval kapcsolatban ismert a kovetkezd eredmény:

4.1.1. Tétel. (Picard-Lindelsf tétel) Legyen f € C(R x R4 RY), illetve legyen

H:=[r—a,7+a] xBy(§) CRxR? (7 €R, a,be R}, ¢cR?).

Teqyiik fel, hogy létezik egy olyan L € RY dllandd, amellyel

Iz, y) = fl,ll < Llly =zl (z €[r—a,7+d, y,z € By(¢))-

Jelolje M = maxy ||f||, ekkor ha r < min{a, L, %}, akkor egyetlen olyan ¢ : (r —r,7 + 1) — R?

fiigguény létezik, amelyre

4.1.2. Megjegyzés. A 4.1.1 Tétel feltételei kozott jol lathato probléma, hogy a megoldas értelmezési
tartomanyéanak r sugara fiigg az f fiiggvény L Lipschitz-konstansatol, amit altalaban igen nehézkes meg-
hatarozni. Ezt a problémat segit kikiiszobdlni a jelen pontban targyalt moédszer, ugyanis belatjuk, hogy
az f fiiggvény masodik valtozobeli lokalis Lipschitz-tulajdonsaga méar elegendd a globélis megoldés egy-

értelmd létezéséhez.
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4.1.3. Allitas. Legyen p € C([a,b],R), p(x) > 0 (z € [a,b]), valamint X := C([a, b], R?). Ekkor az
1% = max {||f Mp(@)} (f€X)

mddon definidlt (sulyozott norma) figguénnyel (X, ||-]|%.) normdlt teret alkot.

Bizonyitas. A bizonyitas régtén kovetkezik abbél, hogy p(z) > 0 (z € [a,b]), valamint (R, |-||) normalt
tér . O

4.1.4. Allitas. Legyen I C R intervallum, & € R?, tovdbbd f € C(I x R? R?) olyan figgvény, amelyre
alkalmas L € C(I,R) fiiggvénnyel teljesiil, hogy

If (@, y) = fz,2)|| < L(x) |y — 2l (e, y.zeRY).

Tetszdleges J C I kompakt intervallum és T € J esetén a C(J,R?) vektorteret lassuk el a ||-|°. silyozott

p(z) == exp ( / L(s)ds ) (zel) (4.1)

médon van értelmezve. Ekkor az aldbbi A : C(J,R?) — C(J,RY) leképezés kontrakcio:

normdval, ahol p a

=g+ [ " f(s.g(s)ds (z )

Bizonyitas. Legyen g,h € C(J,R?), x € J, ekkor

= || esgtenas— [ s hnas| < | [ 159060 - s o) ds| <
/f ©lats) ~ nis)as| < | [* 2 g~ niE as

L
/ (S>ds‘
- ()
Jeldlje o := ming ¢y p(x), ekkor x > 7 esetén

/j §<(>) ds‘ - / <p<1> )/ds = 5= ;é()m) <

valamint x < 7 esetén

/j ];<(>) ds‘ - / (‘p<1> )lds =~ e = ;(,;()x) <

ezért tetszéleges x € J-re

1A(g)(x) —

<

= llg = hli%

p(2) [[A(g)(z) — A(R)(z)]| < (1 =) [lg — A}, = [[Ag— AR[L, < (1 —a)llg— L,
amivel az allitast belattuk. O

4.1.5. Tétel. Legyen I C R intervallum, 7 € I, £ € R, tovdbbd f € C(I x R4 RY), amelyre alkalmas
L € C(I,R) fiigguény esetén

||f($,y)—f(l‘,2)||§L(l’) ||y—zH ((EGL y,zERd).
Ekkor pontosan egy olyan ¢ € C*(I,RY) fiigguény létezik, amelyre

o) = flz,o(@) (xel), o(r)=¢ (4.2)
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Bizonyitas. Legyen 7 € J C I kompakt, ekkor ¢ : J — R? fiiggvényre (4.2) pontosan akkor teljesiil, ha

folytonos, és N
o@) =€+ / (s, 0(s)ds (z € J) (4.3)

Legyen ugyanis ¢ : J — R, melyre (4.2) teljesiil, ekkor ¢ nyilvan folytonos és minden x € J-re

p0) =€ = ple) = p(n) = [ )= [ fGs.ol))ds,

illetve ha ¢ € C(J,R%), és p-re (4.3) teljesiil, akkor z = 7 helyettesitéssel, valamint (4.3) derivélaséval
adodik (4.2).
Lattuk, hogy az

A:C(J,RY) — C(J,RY), A(g)(z) == €+ /I f(s,g(s))ds (z€J)

leképezés kontrakci6 a (4.1) modon definialt ||-||”_ normara nézve. Legyen ¢ € C(I,R?) tetszdleges, va-
lamint 7 € J C I kompakt, ekkor a Banach-féle fixponttétel miatt a ¢, 1 = A(pn) (n € Np) sorozat
J-re valo lesziikitései konvergalnak A egyetlen C(J,R%)-beli fixpontjahoz. Evidens, hogy a C(J,RY) téren
a ||]|% és |||, normék ekvivalensek, ezért (¢, ), egyenletesen is konvergél a fixponthoz, amire A értel-
mezése miatt (4.3), igy (4.2) is teljesiil. Tovabba 7 € J C I tetszoleges, ezért (¢,,), I minden pontjaban
konvergens. Az igy kapott hatarfiiggvényre minden J C I kompakt részintervallumon (4.2) igaz, ezért

magén I-n is teljesiil. O

4.2. Altalanositott peremérték-feladatok

Ebben a pontban Szoboljev-terek segitségével definidljuk az ellipitikus peremérték-feladatokra vonatkozo
altalanositott els§ peremérték-feladatot, majd a megoldhatésaggal kapcsolatban kimondunk egy fontos
eredményt.
A tovabbiakban feltessziik, hogy € C R™ korlatos Lipschitz-tartomany (a 9Q € C%! feltételt nem mindig
fogjuk kihasznélni, ahol sziikségiink lesz ré, ott megemlitjiik, hogy € hatara elég sima), valamint jel6lje
tetszGleges k € N esetén HF(Q) := Wk2(Q) Szoboljev-teret, ahol azért szokas a H jeldlést hasznalni,
mert H*(Q) az

(Fehp = [ S (DD 9)ds = 3 (D*f,D%), (4.4

o<k lal<k

skalaris szorzattal Hilbert-teret alkot, ami a 3.2.10 Megjegyzésben latott konstrukciobol régton kovetkezik.
Hasonléan legyen HE(Q) := W§’2 (), amely a (4.4) skalaris szorzattal szintén Hilbert-tér.

A 3.2.16 Megjegyzés nyilvan tovabbra is érvényben lesz az alabbi formaban:

4.2.1. Megjegyzés. Legyen ' C Q, f € HF(Q), és jelolje fi azt a fiiggvényt, amelyet Ggy kapunk,
hogy f-et Q'-n kiviil azonosan 0-ként kiterjesztjiik. Ekkor nyilvan

feHF(Q), & |Iflliza = 1filliza-

A tovébbiakban a H'(Q) és H}(Q) terekkel foglalkozunk.
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4.2.2. Megjegyzés. Tetsz6leges f € H'(Q) fiiggvény esetén a (4.4) skalaris szorzat 4ltal indukalt norma

1
2

/1

P WAL ST
Q =
alaki. Ez természetesen minden f € H{ () fiiggvényre is igaz.

4.2.3. Definicié. Tetszdleges f € HE(Q) fiigguény esetén jelilje

2

1l = /QDDij de
j=1

4.2.4. Tétel. Ha Q C R" korldtos tartomdny, akkor |-, 5 és ||H/12 normdk ekvivalensek a H}(Q) téren,

azaz
Jer,e2 €RT e[ fllie S Nfllhe Sellfll,  (F € Hy(2)). (4.5)

Bizonyitas. A normak definici6i miatt nyilvanvalo, hogy (4.5)-ben a ¢; := 1 valasztas megfelels, tovabba

ha belatjuk, hogy
JK >0: / |fI? dz < K2/ Z|Djf|2dx (f € Hy (), (4.6)
Q Q55

akkor (4.5)-ben konnyen lathatéan a ¢y := v/1 4 K2 vélasztas is megfelel§ lesz.

Mivel Q korlatos tartomény, ezért van olyan T' := (ay, b1) X...X(an, b, ) nyilt tégla, amellyel Q C T teljesiil.
Legyen f € H}(Q) tetszoleges, és terjessziik ki f-et Q-n kiviil azonosan 0-ként. Jeldlje a tovabbiakban f
ezt a kiterjesztett fiiggvényt, ekkor a 4.2.1 Megjegyzés szerint

o = 1 flaa, 6 / SO Dy P di = / SO D, P de. (4.7)
T ot

(4.7) eredményeit figyelembe véve az allitast elegends Q = T esetben igazolni. Jeldlje tetsztleges x € R™

feH(T), |f

esetén x = (w1,2'), ahol 2’ := (xa,...,2,) € R"7! ekkor a Newton-Leibniz tétel szerint

gler,a’) = / Dig(yr,')dy: (g € C(T)).

Ekkor a 2.3.4 Tétel alapjan
, 9 ] , 9 X1 bl , 2 1
lg(z1,2")|” < |D1g(y1,2")|” dyr ldy: < (z1 —a1) [D1g(y1, )" dyr (g € C.(T)), (4.8)

ay ail

igy
2 ,(4.8) b1 b2 bp b o
/ lg(x1,2")|" darda’ < / (xl—al)dxl'/ / / |D1g(y1,2")|"dyy | day ... dx, =
T a as an ay

by
2 by —ap)?
- [;am] / |D1g|2dx:%/ |Dygl>dz (g € CH(T)),
T T

Tr1=aiy
ahonnan r6gton latszik, hogy példaul a K := b; — a; valasztds megfelels, igy az allitast a g € CL(T)
esetben belattuk.

43



Mivel f € HY(T), ezért
I(gr)r € CH(T) : klim If = gklly 9.0 = 0.
—00

Ekkor (4.6)-ban a becslés minden k € N esetén teljesiil a g, € C}(T) fiiggvényre, igy a norma folytonossiga

miatt a hataratmenetet elvégezhetjiik, amivel az allitast belattuk. [
4.2.5. Megjegyzés. Jelolje a tovabbiakban L az

Lu := —div(pgradu) + qu
operatort.

4.2.6. Megjegyzés. Tekintsiik a klasszikus elsé peremérték-feladatot, azaz

{ Lu=f Qn

(4.9)
ulog = ¢

ahol p € C1(Q), p(z) > m > 0 (x € Q) teljesiil valamely m € RT a-t6l fiiggetlen allandéval, valamint
q € C(Q), qlz) >0 (z € Q), és keressiink olyan u € C?(Q) N C(Q) fiiggvényt, amely megoldisa a
fenti differencidlegyenletnek. Ezt a feladatot szeretnénk altaldnosabb fiiggvényterekbdl vett fiiggvényekkel

kitiizni, de ehhez sziikségiink lesz az igynevezett nyom operatorra.

4.2.7. Megjegyzés. A 3.2.13 Tétel alapjan tetszoleges 2 C R™, 9 € CY korlatos tartomany esetén
C1(Q) stird H!(Q)-ban, azaz

VieH Q) 3(f;); cCHO): Jim 1f = filly o =0

A problémét az jelenti, hogy adott f € H'(Q) fiiggvény esetén f-nek nem értelmezhetS a peremen
felvett értéke, mivel 92 O-mértéki halmaz, viszont tetszdleges g € C1(€) esetén gloq értelmes, valamint
gloa € La2(99). Tekintsiik a

T:C0YQ) = La(09Q) : g+ gloa

peremre valdé megszoritds operatort. Ennek a T leképezésnek a tulajdonsigait foglalja Gssze a kovetkezd

tétel, melynek bizonyitasatol eltekintiink.

4.2.8. Allitas. A T : CY(Q) — Lo(00N) operdtor korldtos és linedris, ezért egyértelmien kiterjeszthetd
korldtos linedris operdtorként az egész H'(Q) térre. Az igy kapott T : H* () — Lo(8Q) leképezést nyom
operdtornak nevezziik, valamint tetszéleges f € H'(Q) fiiggvény esetén T(f) az [ nyoma 0Q-n. Egy
f € HY(Q) fiiggvényre pontosan akkor teljesiil, hogy f € H3(Q), ha T(f) =0.

4.2.9. Megjegyzés. Legyen € sima peremt korlatos tartomany, és szorozzuk meg a (4.9) egyenletet egy

tetszdleges v € C1(2) probafiiggvénnyel, majd integréaljuk Q-n, azaz

AWMM=AMM

Ebbdl L értelmezése és az antiszimmetrikus Green-formula alapjan azt kapjuk, hogy

/ (p<gradu, gradv> + quv) dr — /
Q

pvo,udo :/fvdx. (4.10)
oN Q

={u,v} =0, mivel v|pn=0
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Mivel (4.10) minden v € C1(Q) esetén fennéll, ezért tetszéleges v € HE () fiiggvényre is teljesiilni fog,
ugyanis H(Q) a C(Q) altér lezartja. Ezek alapjan ha u € C%(Q) klasszikus megoldasa (4.9)-nek, akkor

{u,v} = / fodz (v e HL)) (4.11)
Q
teljesiil.

4.2.10. Definicié. Altaldnositott elsé peremérték-feladatnak nevezzik azt a feladatot, ahol keresendd egy

olyan v € H*(Q) fiigguény, amelyre

{ {u,v} = [, fvde (v e HL(Q)) (4.12)

uloq = ¢ nyom értelemben

ahol p € Loo(R2), p>m > 0 valamely m € RY xz-t6l fiiggetlen dllanddval, ¢ € Loo(), ¢ >0, f € La(Q),

valamint @ € Lo(09). Ilyenkor u-t a feladat gyenge megolddisinak szokds nevezni.

4.2.11. Allitas. Ha u € C%(Q) klasszikus megolddsa (4.9)-nek, akkor gyenge megolddsa (4.12)-nek, va-
lamint ha v € H'(Q) N C%(Q) gyenge megolddsa (4.12)-nek, akkor klasszikus megolddsa (4.9)-nek.

4.2.12. Megjegyzés. A (4.12) feladatban a homogén peremfeltétel esete a 4.2.8 Allitas szerint ugy is
fogalmazhato, hogy keresends egy u € H}(Q) gyenge megoldas. A tovabbiakban a homogén peremfeltétel

esetét vizsgaljuk.

4.2.13. Allitas. Tetszileges p € Loo(Q), p > m > 0 (m € RY), illetve ¢ € Loo(R), ¢ > 0 fiigguények
esetén a (4.10)-ben definidlt {-,-} leképezés skaldris szorzat a H}(Q) téren, mely skaldris szorzat dltal

indukdlt norma ekvivalens a HZ () tér ||||/12 normdjdval.

Bizonyitas. Konnyen belathato, hogy {-,-} valoban skalaris szorzat, ezért ratériink az ekvivalencia bi-
zonyitasara.

Mivel p > m > 0, ¢ > 0 az ) halmazon, ezért
{u,u} > m(|lully2)*  (ue Hy(Q)),
valamint p,q € Lo (Q), igy

2 4.2.4
{u,u} < max{|lpl  llalloo} ulli, < ek (lully5)*  (ue Hy(2)

=K

is teljesiil, amivel az allitast belattuk. O

4.2.14. Tétel. A (4.12) homogén peremfeltételi dltaldnositott elsé peremérték-feladatnak egyértelmiien
létezik u € Hi () gyenge megolddsa, amely folytonosan fiigg f-tél abban az értelemben, hogy létezik (csak
az ) tartomdnytol fiiggs) ¢ > 0 konstans, amellyel ||uH/12 <c|flls-

Bizonyitas. Tekintsiik a
B:H}(Q) —=R: Bv):= / fodz
Q
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funkcionalt, ez nyilvan linearis, valamint korlatos a {-,-} skalaris szorzat altal indukalt norméra nézve,
ugyanis

2.3.4 4.2.4 , 4.2.13 1 1
(B < lfllallvlly < Klfllallvll e < EM|flly{v,0}2 (v e Hy(2),
——

const
igy B valoban korlatos, ezért a Riesz reprezentacios tétel alapjan egyértelmten létezik egy F € HE(Q)
fiiggvény, mellyel
B(v) = {F,v}, valamint |B| = {F,F}=.

Ezek alapjan a feladat a kovetkezs alakba irhato:
{uvv} = {F,’U} (U € H& (Q)),

tehat az u = F fiiggvény egyértelmii gyenge megoldisa a feladatnak, tovibba a megoldas f-t6l valo

folytonos fiiggése is teljesiil, ugyanis
1 1
1Bl =A{u,u}z, Bl < KM|fll, = {uwu}z <KMIJf],,

amivel a tételt belattuk. O
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