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Bevezetés

Rengeteg hétkoznapi feladat megoldasa tamaszkodik vizudlis informacio feldolgozésara:
kozuti feliigyelet, biztonségi megfigyel6rendszerek, orvosi képalkotés, 6nvezérls jarmivek,
vagy ipari mindségellenérzés. Az ilyen jellegii problémakkal 6sszefoglaldéan a szamitogépes
vagy gépi latas (computer vision) teriilete foglalkozik. A gépi latas tényleges feladatainak
megoldasa el6tt a rogzitett képeket jellemzGen valamilyen el6feldolgozasnak ala kell vetni:
a bemenetként érkez6 képeket restauralni, zajtalanitani , élesiteni, tomoriteni kell, miel6tt
érdemileg munkahoz lehetne latni.

A digitélis képfeldolgozés egyik nagyon elterjedt és sokoldalti eszkoze a képsziirés. Ez a
sziir6vel, egy kernelfiiggvénnyel. A szlir6 megvalasztasatol fliggen nagyon valtozatos ha-
tasa van képsziirésnek. Lehet vele példaul zajtalanitani, képet élesiteni, vagy konturokat
keresni.

Alaphelyzetben a sziirés kozvetleniil az eredeti képen torténik, az tgynevezett képtér-
ben. Erdekes médon sok esetben itt is hasznos a jelfeldolgozas legnépszeriibb eszkozé-
hez, a Fourier-transzforméciohoz nytulni. Egyfelgl mivel a frekvenciatérben a konvolicio
egyszeri szorzasnak felel meg, bizonyos sztir6méret felett érdemes "befektetni" a Fourier-
transzforméacio altal jelentett tobbletszamitasba, és a sziirés hatékonyabban elvégezhetd.
Masfel6l a képek hordozhatnak olyan informéciot, ami inkabb a frekvenciatérben jele-
nik meg és valik kezelhetévé. Példaul periodikusan (savokban, csikokban) ismétléds zaj
konnyebben eltavolithato a frekvenciatérben végrehajtott miveletekkel.

A folytonos Fourier-transzformécié csak az elméleti megalapozasa a médszernek, mivel a
digitalis képek, ahogy neviikben is benne van, diszkrét fiiggvények. Ezért a gyakorlatban
val6jaban hasznalatos diszkrét Fourier-transzformécio (DFT) keriil bemutatésra, és annak

a hatékonyabb valtozata, a gyors Fourier-transzformacio (FFT).



1. fejezet
Képsziirés

1.1. Digitalis képek

Egy képet fel lehet tigy fogni, mint egy f : R? — R kétvaltozos fiiggvény, ami a sik
pontjaihoz kiilonbozd vilagossagi értékeket rendel (a vilagossagot szoktak intenzitasnak
vagy amplituidonak is hivni). Hagyoméanyosan alacsonyabb értékek sotétebb, magasabb
értékek pedig vilagosabb arnyalatoknak felelnek meg.

Skalarértéki fiiggvénnyel csak sziirkedrnyalatos (hétkéznapi nyelven fekete-fehér) képeket
lehet abrazolni, mert egy szdmmal csak a fényerd mértékében lehet kiilonbséget tenni.
Mivel az emberi szam haromfajta szinérzékel§ receptort (csapot) tartalmaz, szinek le-
irasdhoz harom szam kell. Tehat szines képeket vektorértekd, f : R? — R? fiiggvények
tudnak lefrni. A tovabbiakban csak sziirkedrnyalatos képekrdl lesz sz6. Egyrészt mert a
legtdbb képfeldolgozasi feladatot eleve sziirkearnyalatos képeken kell elvégezni. Mésrészt
még ha szines képekkel is dolgozunk, altalaban elég a sziirkearnyalatos képekre hasznalt
technikdkat egyenként a koordinatafiiggvényekre alkalmazni.

Egy kép akkor lesz digitélis, hogyha az (x,y) koordinatak, és az f (z,y) értékek, azaz f
értelemzési tartomanya és értékkészlete is véges, diszkrét mennyiségekbdl all. A koordi-
nataértékek digitalizalasat mintavételezésnek, a vilagossagi értékek digitalizalasat pedig
kvantalasnak szoktak hivni. A digitalizalési folyamat eredménye egy valos szamokbol allo

matrix, aminek az elemei a pixelek (picture element, képelem).



1.1. &4bra. Sziirkearnyalatok

A stk hagyoményos koordinatarendszerével szemben a képek koordindtazasa métrixok
indexeléséhez hasonloan torténik. Tehat az origd a kép bal fels§ sarkdban van, és az (z,y)
pont az z-edik sor y-adik oszlopaban van. Valtozé hogy az indexelést 0-t6l vagy 1-t61

szoktak kezdeni. Ha a kép M x N-es méretti, akkor a kép matrixa igy néz ki:

1) f(1,2) f(L,N)
f2,1) f(2,2) f(2,N)
| FOL1) FOML2) L FOMLN)
vagy _ -
f ) f(O,l) f(OJN_D
f ) f(171) f(laN—l)
| F(M-1,0) f(M-11) . f(M~-1N-1) |

1.2. Linearis sziirck

A legegyszertibb képfeldolgozasi miveletek a pixel- vagy pontonkénti miiveletek. Ezekre
mind az jellemz&, hogy ugyanaz a fiiggvény hat kiilon-kiilén a kép Osszes pontjara. Példaul
vehetjiik egyenként a képpontok logaritmusat. Ezeknek a mitveleteknek k6zos hatranyuk,

hogy egymastol teljesen fiiggetleniil kezelik a pixeleket, és a legtobb feladatot nem lehet



igy megoldani. A képeken a pixelek t6bbségét hozzajuk hasonlo (vilagossagukban csak egy
picit eltérd) pixelek veszik kérbe. Eles, hirtelen valtasok leginkdbb valamilyen jelentéssel
biro teriileten lépnek fel, példaul objektumok hatarain. Emiatt érdemes olyan miveleteket
hasznalni, amik az j értékek kiszamolasakor figyelembe veszik a kdrnyezd pixeleket is .
Az ilyen operaciokat, amik minden pixelt egy kornyezetiikbél kiszamolt értékkel cserélnek
le, sziir6nek nevezziik (hogy mekkora ez a kornyezet, az valtozo). Attol fiiggéen, hogy a
figyelembe vett pixeleknek milyen fliggvényét vessziik, a sz(ir6 lehet lineéris vagy nemline-
aris. Nemlinearis sziir6 példaul a mediansziirg, ami minden pixelt lecserél a kérnyezetében
1év6 értékek medianjara. A lineéris sziir6k a szomszédos pixelértékek sulyozott atlagat,
azaz linearis kombinacidjat adjak meg j értékként. A hasznalt stulyok kozos elnevezése
sokféle lehet: sziirG, sztirGablak, mag, maszk, vagy kernel. Hogy pontosan mit csinal egy
linearis sziir6, az egyediil a sziir6ablak megvélasztasatol fiigg. Példdnak itt van néhany

szlir6nek a méatrixa, és mellette a kép, ami a sziirés utan jon létre:

0 00
Eredeti kép: 010
000
1 11
Atlagol6 sziir6: % 1 11
1 11
0O -1 0
Elesits sziiro: -1 5 -1
0O -1 0




Gauss-sz(iré: % 2 4 2
2
1 4 1
Laplace-sz(iré: % 4 =20 4
1 4 1

1.3. Korrelacido és konvolicido

A linéaris sziir6k miikodését a kereszt-korrelacio és a konvolicié fogalma fog segiteni leirni.
Ahhoz, hogy ezeket a diszkrét esetben definidlni tudjuk, Zy;-en, a modulo M maradék-
osztalyok additiv csoportjan értelmezett fiiggvényeket fogunk hasznalni. Ennek elemeit
0,1,2,..., M — 1 fogja jeldlni, és az igaz rajuk, hogyha n € Z, akkor minden m € Z,;-re
m + kM = m. Ez annak felel meg, mintha egy véges, diszkrét fiiggvényt periodikusan

kiterjesztenénk az Osszes egész szamra.

1.3.1. Definicibé. Legyen f és g két Zny — R fiigguény. Ekkor a két fligguény kereszt-

korreldcioja

r

(frxg)@) =) g(k)f(x+k).

0

>
Il

A miivelet néhany algebrai tulajdonsaga:
e Kommutativ: fxg — g« f.
e Disztributiv: f* (g +h) = (f *xg) + (f x h).
e Asszociativitas skalarral valo szorzassal: A(f x g) = (\f) * g.

A korrelacidoval rokon mivelet a konvolucio.



1.3.2. Definicié. Legyen f és g két Zn — R fiigguény. Ekkor a két fiigguény konvolicidja

r

(fxg)(x) = ) g(k)f(z —Fk).

0

e
Il

A két miivelet kozott csupan annyi a kiilonbség, hogy f * g = f(—x) * g. A konvolucora
mind igazak az el6bb felsorolt tulajdonsagok, és még azzal a hasznos tulajdonsaggal is

bir, hogy asszociativ.

1.3.3. Allitas. (fxg)xh= f*(g*h)

Bizonyitas.
(f ) W) = SR S gk F((z — k) — 1) =
=S hg((k 4+ 1) — (o — (k1)
k=0 [=0
=S h(D)glm — ) f(x —m) = (f * (g 1) (@)
]

Keétvaltozos fiiggvényeknél nagyon hasonlok a definiciok (és ugyanazok a tulajdonsigok

érvényesek mint egyvaltozos esetben).

1.3.4. Definicibé. Legyen [ és g két Zy; X Zn — R fiigguény. Ekkor a két figguény

kereszt-korreldcioja

T
i

(fxg)(x,y) = gk, ) f(x +k,y+1).

B
I
o
I
o

1.3.5. Definicié. Legyen f és g két Zy; X Zn — R fiigguény. Ekkor a két figgvény

konvolicidja

T
i

(fxg)(z,y) = gk, ) f(x —k,y —1).

>~
Il
<)
Il
o



*[d =

1.2. abra. A korrelacios kép egy pontja annal vilagosabb, minél valészintibb hogy ra esik
a minta kozeéppontja.

A konvolicié eddig hasznalt definicidja az igynevezett cirkularis konvoltacidonak felelt meg.
A sziirést el lehet képzelni tigy, mintha a sziirGablakot a képen cstsztatnank, és mindig
az ablak kozepe al& esd pixelt lecserélnénk az ablak alatt levs pixelek silyozott atlagéra.
Ebben a megfogalmazasban az a kérdés meriil fel, hogy mi torténjen a kép széleinél, ahol a
sziirGablak lelog a képrél. A cirkularis konvolicio ezt tigy oldja meg, hogy gy veszi mintha
a kép atellenes szélei 6ssze lennének ragasztva, és a hidnyzo értékeket a kép tilsod szélérsl
potolja ki. Egy méasik megoldas a linearis konvolicio, amikor a képfliggvény mindenhol
nullanak van véve, ahol eredetileg nem volt értelmezve. Ez annak felel meg, mintha egy
fekete keretet toldanank a képhez. A gyakorlatban az utobbi megkozelités az elterjedtebb.
Ha adott egy f(x,y) kép, és arra kellene alkalmazni a g(z,y) sziir6t, (2a+1) x (2b+ 1)-es
méretd ablakkal, akkor a h sztirt kép egy pixele gy adodik, hogy

a b
hx,y) =Y Y gl k) fl@—jy—k).
k=—al=—b
A konvolicié majdnem teljesen ugyanazt csinalja mint a korrelacio, csak olyan, mintha 180
fokkal elforgatott ablakkal végeznénk a sziirést. A leggyakrabban hasznalt kernelfiiggvé-
nyek radialisan szimmetrikusak, azaz olyanok, hogy g(z,vy) = g(—x, —y). Ezeknél teljesen
mindegy, hogy korrelaciot vagy konvoliciét hasznélunk, pontosan ugyanaz torténik. A kor-
relacioval szemben a konvolicié viszont asszociativ is. Ez akkor hasznos, ha tobb sztirést
szeretnénk végrehajtani egymas utan, mert gyorsabb a (viszonylag kicsi) sziirGket egymés-

sal konvolvalni, és azzal elvégezni a sztirést, mint a teljes képsziirést megesinalni tobbszor

10



egymas utan. Viszont mintaillesztésnél szamit a sziirGablak (azaz a minta) orientacioja,
tgyhogy olyankor kereszt-korrelaciot kell hasznalni. A konvoluciok/korrelaciok kiszamo-
lasa idGigényes feladat, egy M x N-es kép és m X n-es sziir6 melett M Nmn szorzést el
kell végezni. Amikor t6bb ezer pixel oldalhosszisagu képek egyaltalan nem ritkik, ez tobb

milli6 miveletet jelent. Ennek a felgyorsitasaban fog segiteni a Fourier-transzformacio.
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2. fejezet

Fourier-transzformacio

2.1. Folytonos eset

A Fourier-analizis teriilete Joseph Fourier francia matematikusrél kapta a nevét. Fourier
el6tt masok is kisérleteztek analitikai problémék trigonometrikus fiiggvénysorokkal valo
megoldéasaval, de az 6 1807-es, Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps
solides cim tanulmanya inditotta el igazan ennek az elméletnek fejlédését. Fourier felfede-
zése az volt, hogy akar latszolag bonyolult periodikus fliggvényeket is fel lehet irni egyszert
szinusz- és koszinuszhullamok Osszegeként. Addig megoldatlan problémék hirtelen kezel-
hetévé valtak, amikor az eredeti fiiggvények helyett a hozzajuk tartozé Fourier-sorokat
kezdték el vizsgalni. Forméalisan, hogyha f egy L hosszi [a,b] intervallumon értelmezett

fiiggvény, akkor a hozza tartozé n. Fourier-egyiitthato

a, = l /b f(x)e—%rinx/de
LJ, ’

és f Fourier sora:
i a, 2L
n=—oo

Eleinte sok zavart okozott, hogy automatikusan azt feltételezték, hogy barmilyen periodi-
kus fliggvényhez létezik egy hozzé konvergalo Fourier-sor. De aztan kideriilt hogy ez akar
folytonos fiiggvényekre se mindig feltétleniil igaz, és szamos kiilonb6zs tétel sziiletett a
Fourier-sorok konvergenciajanak jellemzésére.

A problémakor egy természetes kiterjesztése, hogy milyen analog fogalmat lehet alkotni az

egész valos egyenesen értelmezett fliggvényekhez. Ez a fogalom lesz a Fourier-transzformalt,

12



amit kovetkezSképpen ugy defindlunk egy fiiggvényhez, hogy
for= [ e,

A transzformalt 1étezésenek egy elegséges feltétele példaul az, hogy f abszolit integral-
haté legyen. Az egy nehéz, és konyvtarnyi szakirodalmat motivalo kérdés, hogy altala-
ban milyen fiiggvényekre értelmes ez a transzforméaci6. Szerencsére szamitogépes alkal-
mazasokhoz véges diszkrét fiiggvényekre van sziikség, amiknek szintén lehet a Fourier-
transzformaltjat venni (diszkrét Fourier-transzformécio, Discrete Fourier Transform, DFT),
viszont sokkal konnyebben kezelhetGek. Mivel a végtelen sorokat és az integralokat min-
denhol véges Osszegek valtjak fel, nem kell tébbet a konvergencia kérdéseivel térédni.
Altalaban elmondhathato, hogy egy véges, diszkrét fiiggvénynek mindig van Fourier-

transzformaltja.

2.2. Diszkrét Fourier-transzformacio

2.2.1. Definicié. Legyen f eqy Zy — C fiiggvény. Ekkor f Fourier-transzformdcidja egy
mdsik F : Zy — C fiigguény (amit még f-al vagy F{f}-al szoktak jelini), aminek az
értékei gy dllnak eld, hogy

M—

[y

F(u) — f(l,>ef27riu:v/M.

2~

2.2.2. Allitas. A diszkrét Fourier-transzformdciora igazak az aldbbi tulajdonsdgok:
1. F:CM — CM linedris transzformdcio: F {\f + pg} = F{f} + \F {g}.

2. Periodikus: F(u+n-M) = F(u), n € Z.

o

. F{f(x —x0)} = F(u)e#riuzo/M,

BN

. F {f(m)e%i“o””/M} = F(u — up).

. Konjugdlt szimmetria: ha f: Zy — R, akkor F(u) = F(—u).

<
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Bizonyitas.

1.
1 M= A M-1 " M—1
S V@) uga))e T = A pg)e i LS g )t
vM ; VM = VM
2.
1 M-1 1 M-—1
__ f 727rz u+mM)£E/M - f(x)ef%riu:p/M 6727rime/M
VM = M 5 e
> 1 M-1 1 M—1-x
— f €r — $0 _QWZUJ"/M f —27rzu (y+zo)/M _
v M =0 V M yz_;vo
1 M-1
- f(y)e—27riuy/M€—27riuxo/M _ F(u)e—%m’umo/]\/[
v M
y=0
4.
1 M-1 1 M-—1
_M f<x>627rium/M€2m’u0x/M _ = f 727rz (u—uo)z/M __ F(U, . UO)
=0 v =0
9.
1 1 Ml | Mol
- f<x>ef2m'ua:/M — f(:L.)eQﬂ’ium/M — f —Zm( w)x/ M
‘M:L‘:O VMI \/MCCZO
]

2.2.3. Definici6. Legyen F(u) eqy Zy — C fiigguény. Ekkor F-hez tartozd inverz Fourier-

transzformdcio

(]: {F} \/__ Z F 27rz'um/M'

2.2.4. Allitas.
FYF}y=rf



Bizonyitas. ElGszor belatjuk, hogy

M-1

Z eZWiu(kfl)/M = M - 5y,

u=0

Ha k # [, akkor a mértani sor képlete szerint

— 2miu(k—1)/M — 2i(k—1) /M ¥ 1 — emith=)
Z € - Z (6 ) T 1 _ e2mitk—0)/M 0.
u=0 u=0
Ha k = [, akkor
M-1 M-1
eZﬂ'zu (k=0)/M __ Z 0 —
u=0

Ezt felhasznalva:

M-1 M-—1 M-—1
1 F 2miux /M 1 1 f —27Tium/M 627rz'u:n/M _
‘Mu:O 'Mu: vazo
1 M-1M-1 1 M-1 1
- 2miu(z—m)/M __ . . _ = . . _
7 2 O S = 7 2 )M b = S (0) M = )

Tehat az inverz DFT-vel pontosan vissza lehet kapni az eredeti fiiggvényt. [

A sima és az inverz Fourier-transzformécié képletében szerepls konstans szorzot tobbfeé-
leképpen is meg lehet hatarozni, csak annyi kell, hogy a szorzatuk ﬁ legyen. Az \/Lﬁ—es
valasztasnak annyi el6nye van, hogy igy a Fourier-transzformacioé unitér lesz (mint M-

dimenzios komplex vektortérben miikodd linearis transzformécio).

2.2.5. Tétel. (Parseval-tétel) F unitér (skaldrszorzattarto) leképezés.

Bizonyitas.
—1
(F,G) =Y Fu)G(u) =
u=0
M—-1 1 M—-1 1 M-1
—= f(x)e‘Z”m/M> (— g(y)e‘Q’T"“y/M) =
u=0 ( M =0 M y=0
1

1 M-1 /M- M-1
- f(l,)e—Qﬂ'iux/]\/f> ( g(y)€27riuy/M> _
M u=0 (1’0 y=0

15



u=0
| Mool M-1
o7 f@)g(y) - M -6y = Zf f.9)
z=0 y=0
U
2.2.6. Kovetkezmény.
N-1 N-1
D If@P =) IFw)
=0 u=0

Az alkalmazasok szempontjabol a legfontosabb a kovetkezs tétel lesz. Ez azt fogja ki-
mondani, hogy két fliggvény konvoliciéjanak a transzformaltja ugyanaz, mint a transz-
formaltjaiknak a pontonkénti szorzata. Ez azért nagyon hasznos, mert igy a konvoliciot

le lehet cserélni egy sokkal egyszertibb mtivelettel.

2.2.7. Tétel. (Konvolicios tétel)

F{fxgt=VvM-F{f} F{g}

Bizonyitas.

(F{f *g})(u) =
1 M-1 /M-1
— > g(k) f(x — k)) o~ 2miuz/M _
M =0 \ k=0
1 M M—1
g(k) fx — ke 2riula=k)/M o =2miuk/M
M k=0 =0

1 —27Tzuk/M —27Tiu(z—k)/]V[
Wivi > ol Z fle =
k=0
1 M-1 M—-1

\/—M 2 g(k —2muk/M Z flz —27riua:/M _
VM - (F {g})(w) - (F {f})(w).

16



Hasonl6an bizonyithatoak a kévetkezd tételek:

2.2.8. Tétel. (Inverz konvolicios tétel)

FAf g} = ~FAfrxF{g}

al-

2.2.9. Tétel. (Korrelacios tétel)

F{f*gt=VM- -F{f} - Fig}

2.3. Kétdimenzios Fourier-transzformaciod

Keétvaltozos fiiggvények transzforméltjit az egyvaltozoshoz hasonléan kell kiszdmolni:
2.3.1. Definicié. Az f: Zy x Zy — C filigguény Fourier-transzformdcidja

M-1N-1

uz 4 vy
271'1 1\ N)

F(u,v) =

:cOyO

2.3.2. Definicié. Az F': Zy; x Zy — C fiiggvény inverz Fourier-transzformdcioja

f(x,y) =

A kétdimenziés Fourier-transzformaciot el lehet végezni két egydimenzids egyméasutanja-

ként. Rogzitett x mellett f(z,y) mint egyvaltozos fiiggvény DFT-je

«, e,

Ez pedig ugyanaz mint az eredeti képlet.
A kétvaltozos DFT-re is igazak az egyvaltozos eset tulajdonsagai. Ezek koziil a legfonot-

sabb az, hogy itt is igaz a konvolicios tétel.
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3. fejezet

Gyors Fourier-transzformacio

3.1. Naiv DFT

A diszkrét Fourier-transzformacio egy linearis transzformécio, dgyhogy a leképezést fel
lehet irni egy négyzetes matrix segitségével. Hogy kicsit kompaktabb legyen a matrix
felirdsa, vezessiik be a

27i

Wy =e M

jelolést. Ekkor a DFT szokasos képlete

1 1 1 e 1
1wy w3, o w1
Wy = 1wy wl . WM
|1 Wl WJQV([M_I) wg\]}f—l)(M—l) _

Erre az igaz, hogyha f = [f(0), ..., f(M—1)],és F = [F(0), ..., F (M —1)], akkor F' = W), f.
Tehat egy kdzonséges matrixszorzassal ki lehet szdmolni f DFT-jét. Egy M hosszu vektor
négyzetes matrixszal valo szorzdsa M? (ez esetben komplex) szorzast igényel. Ez azt jelenti

hogy a DFT-t O(M?) miiveletigénnyel mar biztosan ki lehet szamolni.
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3.2. FFT algoritmus

Az M?-es lépésszamon javit a gyors Fourier-transzformécié (Fast Fourier Transform,
FFT). Gauss mar 1805-ben felfedezett egy ehhez nagyon hasonlé modszert csillagaszati
problémék megoldésara, de sajnos rossz szokdsahoz hiven ezt az eredményét sem pub-
likalta. A koztudatba mésfél évszazaddal késébb, James Cooley és John Tukey 1965-6s
tanulmanyéval keriilt be. Altalaban Cooley-nak és Tukey-nak tulajdonitjak a modern al-
goritmus feltalalasat, de el6ttiik méasok is dolgoztak a probléméan, kdztiik Lanczos Kornél
magyar matematikus is. A FF'T-nek ma méar rengeteg valtozata létezik, itt a leggyakrab-
ban hasznalt Cooley-Tukey algoritmus keriil bemutatéasra.

Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a bemenet kettGhatvany hosszlsagi, azaz M =
2™ (ezt hivjak a radix-2 valtozatnak). Az alapotlet az, hogy kiilon ki kell szamolni csak a
paros indext tagokbol, és csak a paratlan indexi tagokbol allo két vektor transzformaltjat

kiilon-kiilon, és a teljes megoldas ezek kombinaciojabol all eld.

M-1 M/2—1 M/2-1
Flu) = Y f@jii = Y. feawi” + 3 f2r+ Duj ) =
M/2-1 M/2-1
Z f(?l‘)w%’h + Wiy Z f(2x + 1)wﬁ/2 =
=0 =0

FASO), F2)es M = 2)1} 4 wiy - FALS), F3)-s f(IM = )]} =
A(u) + wjy; - B(u)
Tehat F(u) = A(u) + wj; - B(u), de ez eddig csak akkor igaz, ha u = 0,..., M/2 — 1.

Ahhoz, hogy megkapjuk F'(u) méasodik felét is, a DFT periodikussagat kell kihasznalni.
A periodikussag miatt A(u+ &) = A(u), és B(u + ¥) = B(u). Ezért

A(u) +wy; - B(u) ha w=0,..,N/2-1
Aw—Y)+wy - Blu—%) ha w=N/2,..,N—1.

2

F(u) =

Ezen még lehet tovabb egyszeriisiteni, azt kihasznélva, hogy

u+N/2 _  —2mi(u+N/2)/M _ _—mi —2miu/M _ _

—2miu/M . u
Wy, e e e = .

e Wy
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Emiatt u =0,..., N/2 — 1-re

F(u) = A(u) + wiy - B(w),
F(u+ M/2) = A(u) — wj; - B(u).

Tehéat sikeriilt F'(u)-t két fele olyan hosszi DFT segitségével felirni. A(u)-val és B(u)-val
pedig rekurzivan megint meg lehet csinalni ugyanezt. Es a rekurziot folytatva minden
lépésben fele akkora vektoroknak kell a DFT-je, amig mar csak egyetlen szamnak kell,

ami pedig 6nmaga.

3.3. Az FFT miiveletigénye
3.3.1. Allitas. A gyors Fourier-transzformdcic O(M -log,(M)) szorzdst végez.

Bizonyitas. n szerinti indukcioval, ahol M = 2™:

1. Han = 1, akkor egy 2! hosszt (f(0), f(1)) vektor transzformaltja (f(0)+f(1), f(0)—
f(1)). Ehhez nulla szorzast kellett elvégezni, ami kevesebb, mint 2 - log, 2 = 2.

2. Tegyiik fel, hogy minden k < n-re igaz, hogy O(k2*) szorzast kell végezni. Egy
2" hosszti vektor FFT-jének a kiszamolasahoz el kell végezni két 27! hosszii vektor
FFT-jat, és az egyiket még meg kell szorozni egy komplex szammal. A feltevés miatt

ez legfeljebb 2(n — 1)2"~1 4+ 2771 = n2" — 2"~ gz0rz4s. Tehat n-re is igaz az allitas.

O

Annak illusztralasara, hogy az FFT segitségével milyen gyorsan lehet szdmolni, vegyiink
5122 - 322 = 268435456 =~ 2,7 - 10® szorzéas kell. Hany szorzast kell elvégezni, hogyha a
frekvenciatérbe viszziik 4t a miiveletet? A kép egy soranak vagy oszlopanak az FFT-je
512 - log,(512) szorzast igényel, és ezt a kép mind a 2 - 512 soran és oszlopan meg kell
valamint van még a transzformaltak pontonkénti szorzasanak kiiltsége. Tehat Gsszesen
3-2-5122.94 5122 = 14417920 ~ 1,4 - 107 szorzas kell, ami joval kevesebb mint amennyi
az elébb kellett.
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4. fejezet

Szirés a trekvenciatérben

4.1. Képek Fourier-transzformaltja

Hogyha egy digitalis képet az f(x,y) fiiggvény abrazolja, akkor a kép Fourier - transz-
formaltja egyszeriien az f transzformaltja. Mivel F' egy komplex értéki fiiggvény, ezért
nehéz vizalisan abrazolni. Kiilon-kiilon a valos és képzetes részét meg lehet jeleniteni, mint
egy szokasos képet, de ezek az emberi szam szamara keveset mondanak. Ehelyett érdme-
sebb F-et abszolutértékére és szogére (argumentumara) bonatni, ugy hogy F(u,v) =
|F(u,v)]e?™). Hogyha F(u,v) = R(u,v) +i- I(u,v), akkor

|F(u,v)| = \/RQ(U,U) + I?(u,v),

(u,v) = arctan (Jf((l’j:;) .

Az abszolutérték-képet a legkonnyebb értelmezni, igyhogy legtobbszor az szoktak abra-
zolni. Ez nem jelenti azt, hogy a argumentum-fiiggvény (mas szoval faziskomponens) el-
hanyagolhato lenne, nélkiile nem lehetne rekonstruélni az eredeti képet. Az abszolitérték-
képen gyakran nehezen kivehetdek a kiilonbségek, ezért inkabb log(1+ | F(u, v)|)-t szoktak
abréazolni. Egy tovabbi konvenci6 a transzformalt dbrazolasokor, hogy F(0,0) a kép ko-
zepén legyen. Ezt ugy lehet elérni, hogy (—1)**Y - f(z,y)-t transzformaljuk. Ez semmit
nem valtoztat a transzforméacion, csak annyit, hogy megcseréli az atellenes képnegyedeket.
Ennek nincs gyakorlati jelent&sége, csak megkonnyiti a vizualis analizist. Ezental az il-
lusztracidkon egy kép frekvenciatartomanyban vald abrézolasa a kozépre igazitott origdju

Fourier-transzformalt abszolutértékének logaritmusa lesz.
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4.1. abra. f(z,y), log(1 + |F(u,v)|), és ¢(u,v)

Mivel F'(u,v) minden egyes pontjanak kiszamitasaban benne van f(z,y) Osszes értéke,
ezért nehéz kozvetlen kapcsolatot talalni az eredeti kép és a transzformaltjanak kiilonb6z6
részei kozott. Ugyanakkor a frekvenciakép (abszolutérték-kép) jellegzetességeibdl altalanos
kovetkeztetéseket lehet levonni a kép egészére nézve. A Fourier-transzforméacioé gyakorla-
tilag azt csinalja, hogy a képet felbontja kiillonbo6z6 iranya és frekvenciaju sikhullamok
Osszegére. A frekvenciakép egy pontjahoz egy bizonyos iranyt és hullaimhosszi sikhullam
tartozik, és a pont vildgossidga mutatja, hogy ez a hullam mekkora sullyal vesz részt a
teljes kép elsallitasaban. Az origoban 1évé érték az eredeti kép Gsszes pontjanak Osszege.
Az origbhoz kozelebbi pontok az alacsony frekvenciaji, nagy hullimhosszt hullamoknak
felelnek meg. Fzek adjak a kép nagyobb, sima feliileteit, altalanos mintait. A kép széléhez
kozelebbi pontok pedig a nagy frekvenciaja hullaimoknak felelnek meg. Ezek allitjak el6 a
kép apréobb mintait, éleit, finomabb részleteit. A frekvenciaképen az olyan dolgok hagynak

markans nyomot, mint parhuzamos vonalak, ismétlédések, periodikus mintéak.
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4.2. Sziirdk alkalmazasa a frekvenciatérben

Hogyha adott egy f(z,y) kép, és egy g(z,y) szilirG, akkor DFT segitségével a kovetkezGképp

kell elvégezni a sztirést:

1. Mivel a DFT a képet tugy kezeli, mintha periodikus lenne, ezért el kell dénteni, hogy
linearis vagy cirkularis konvoliciot szeretnénk hasznalni. Minden modositas nélkiil
a DFT segitségével végzett sztirés cirkularis konvolicionak felel meg. Ha linearis
konvoliciot szeretnénk inkabb, akkor a képet a széleinél ki kell ,,parnédzni” nullakkal.
Hogyha a kép M x N-es, a szlirGablak pedig m X n-es, akkor a szegéllyel ellatott
képnek legalabb (M + m — 1) x (N 4+ n — 1)-szeresnek kell lennie. Mivel a FFT
optimélisan kett6hatvany méret bementen fut, érdemes lehet az 0j oldalhosszakat

olyanra megvéalasztani.

2. Ahhoz, hogy f és g transzformaltjait pontonként Gssze lehessen majd szorozni, az
kell, hogy egyforma mérettiek legyenek. Altaldban a sziirGablak joval kisebb mint a
kép, tehat neki is kell csindlni egy olyan vastag nullakbol 4ll6 szegélyt, hogy ugyan-
akkora legyen mint (az esetleg mar kibdvitett) f. Ezt meg szabad csinélni, mert a

nulldkkal valoé bévités nem valtoztat g hatésan.
3. Szamoljuk ki FFT-vel F-et és G-t.

4. Szorozzuk dssze pontonként F-et és G-t (vagy F-et és G-t ha kereszt-korrelacio kell).
kezhetnek nem tisztan valds szamok, ilyenkor csak el kell hagyni a szamok képzetes

részét.

6. Hogyha f-et ki kellett parnazni az elején, akkor vagjuk le a képet az eredeti méretére.
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4.2. dbra. Szirés elvégzése a frekvenciatérben
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4.3. Szilrttipusok

A frekvenciatérben valoé sziirés nem csak arra hasznos, hogy a képtérben megadott szii-
rGkkel hajtsuk végre a miiveletet, hanem vannak olyan fajta szir6k is, amiket eleve a
frekvenciatérben érdemes megadni. Ezek a szilir6k azon az elven mikdodnek, hogy a kép
bizonyos frekvenciaji komponenseit megtartjak, bizonyosakat pedig elhagynak. Ez alap-
jan lehet osztalyozni a szlirGket alulatereszts, feliilaterszetd, savatereszts, és savlezéaro
szorékre (lowpass, highpass, bandpass, és band-reject filter). A konkrét sztirck megadésé-
hoz kelleni fog a képpontoknak a kép kdzepétdl valod tavolsdga, mert egy kozépre igazitott

origdju képen ez azt mutatja, hogy egy képpont milyen frekvencianak felel meg.

4.3.1. Definicio. Hogyha f(x,y) egy M x N-es kép, akkor egy pontjinak az origétol vald

o -T2

Alulatereszts sziirék

tavolsdga legyen

Az alulatereszts sziir6k a kép alacsony frekvenciaju komponenseit tartjak meg vagy hang-
silyozzak ki. Mivel a magas frekvenciaji komponensek felelnek meg az finomabb részletek-
nek, az eltavolitasuk elmosodast eredményez. Ezt az effektust szemcsés zaj eltavolitasara

lehet hasznalni. A legegyszeriibb ilyen szlir6 az idedlis alulatereszts szird.

4.3.2. Definicié. Az adott Dy levdgdsi frekvencidhoz tartozo idedlis aluldteresztd szird

1 ha |[[(u,0)]| < Do
0 ha |[(u,v)] > Do.

ILPF(u,v) =

4.3. dbra. Ideéalis alulatereszt§ sziré
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Ha ezzel a fiiggvénnyel pontonként Osszeszorozzuk a frekvenciaképet, az tényleg nem csinél
méast, mint hogy a levigési frekvencia alatt megtartja az O0sszes komponenst, az Osszes
tobbit pedig kinulldzza. Az idedlis szlir§ csak nevében idedlis, mert az éles levagas miatt a
sziirt képben az élek koriil gytiriis mintazatok alakulhatnak ki. Ezt a hib4t probalja meg

kikiiszobolni a Butterworth-szird.

4.3.3. Definicié. A Dy levdgdsi frekvencidhoz tartozo n.-rendd aluldteresztd Butterworth-

szird a kébvetkezd:
1

BLPF,(u,v) = 5
1+ (\I(gg)\\)

oa

g

aado

e
-‘*
=

=

!

0z

—

o : :
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4.4. dbra. Negyedrend Butterworth-sz{ird
A Butterworth-sziird rendje a levagasi hatar élességét szabalyozza. Minél nagyobb a rend,

annél élesebb a levagas, mert annél jobban kozeliti az idealis sziir6t. Ugyanis

lim BLPF,(u,v) = ILPF(u,v)

n—o0

A képtérben a legsimabb eredményt adé sziir6 a Gauss-szird.

4.3.4. Definicio. A Dy paraméteri aluldteresztd Gauss-szird:

_ w2
2

GLPF(u,v)=¢ *"0
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4.5. dbra. Alulatereszt8 Gauss-sz(ird

4.6. dbra. Idealis és Gauss alulatereszts sziiré hatadsa ugyanazon a képen

FeliilAteresztd sztiirdk

A feliilatereszt6 szlir6k pont a forditottjat csinaljak mint az alulateresztd sziir6k. A kép
magas frekvenciaju komponenseit 6rzik meg (vagy hangsitlyozzéak ki legalabbis) egy bizo-
nyos koron kiviil. Mivel a magas frekvenciaju hullamok adjak a képben a részleteket és
éleket, a feliilatereszts szlirGk a kontirokat emelik ki, élesitik a képet. Az alulatereszts
sziirGk feliillateresztd parjat agy lehet megkapni, hogy egybdl kivonjuk a kernelfiiggvénye-
iket:

0 ha [[(u,v)]] < Dy

o Idedlis: [HPF(u,v) =
L ha l(u,0)[ > Do

e Buttersworth: BHPF,(u,v) =

_ w2

e Gauss: GHPF(u,v)=1—e¢ 2%
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Savzard és savatereszts szirdk

A savzard és a savateresztd szlirGk az alulatereszté és a feliilatereszt sziir6k hatasat
kombinaljak. A sévzard sziir6k egy Dy sugart, W széles gytirtin beliil, a sévatereszté
sziir6k pedig azon kiviil sztirik ki a frekvencidkat. Ez példaul akkor lehet hasznos, hogyha
a képben a zaj egy frekvenciatartomanyra koncentralodik. A savzard szird figgvénye
ugyanaz mint az azonos tipusi savateresztd fiiggvény egybdl kivonva. Tehat sdvatereszts

és savzaro sziir6k szokasos f6bb tipusai:

o Idealis:
1 ha Dy—¥ < |(u,v)|]| < Dy+%
IBPF(u,v) = 0= % < (w ) < Do+ 75
0 kiilonben
0 ha Dy— % <|(u,v)|| < Dy+%
[BRF (u,v) = 0= %5 < (w o)l < Do+ 5

1 kiilonben

e Butterworth:

1 1
BBPF,(u,v) = BBRF,(u,v) =

() ?=D2 ) 2" ( W (u0) )2”
1+ <_W||<u,v>uo) 1+ T =02

o (Gauss:

2
H(u,v>H2—D3)

u,v 2— 2 2
GBPF(u,v) = e_( WI(w o)l w)

GBRF(u,v) =1— e_( W)l

Notch sziirgk

A notch sztir6k abban kiilonbéznek az eddig bemutatott sztir6ktsl, hogy nem tavolitanak
el teljes frekvenciasavokat, hanem csak a frekvenciakép egy-egy pici teriiletét. Ez akkor
johet jol paldaul, hogyha savos, periodikus zajt kell eltiintetni a képrél. Ilyen tipikusan
az elektronikus eszk6zok miikodési zavarai, interferencia miatt keletkezik. A hagyomanyos
Gauss-szUir6 elmossa a szemcsés zajt, de az ilyenfajta mintdzatokat nem tudja eltavoli-
tani. Viszont a periodikus zaj jelentette hullamok kiugréan fényes pontokként jelennek
meg a frekvenciaképen. Hogyha csak ezeket a pontokat kisztrjiik a frekvenciaképbdl, az

eltavolitja a periodikus zajt is.
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Osszefoglalas

Reményeim szerint sikeriilt bemutatnom a képfeldolgozas egy fontos részteriiletét, a frek-
venciaszlrést. A szandékom az volt, hogy megmutassam miért hasznos egy olyan, az
intuicionak kissé ellentmond6 megkozelités, hogy a képeket a frekvenciatérben vizsgaljuk.
Nem feltétleniil adja magat az otlet, hogy inkabb vegyiik a képek Fourier-transzformaltjat.
Viszont a konvolicié felgyorsitasabol és a periodikus zaj szlirésébdl is latszik, hogy egy
probléma mennyivel jobban kezelhetévé valik megfelel6 kornyezetbe athelyezve. A kon-
cepcionalis ugras megtétele utan sokkal hatékonyabban lehet hozzanytlni ezekhez a fel-
adatokhoz. A két vilag (a képtér és a frekvenciatér) kozotti atjarast pedig egy viszonylag
egyszeri eszkozzel, a gyors Fourier-transzformacioval meg lehet tenni. Mindezen tal tgy
vélem, hogy a képek frekvenciatérben valo vizsgélata jo eszk6z arra, hogy vizudlis intuiciot

kapcsoljon a Fourier-transzforméacio alapvets jelentéséhez.
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Fuggelék - Matlab implementaciok

Gyors Fourier-transzformaéacio

function F = myfft(f)
M = length(f);
if M==1
F =1,
else
A = myfft( £(1:2:M) );
B = myfft( £(2:2:M) );
F = zeros(1,M);
for u = 1:M/2
omega = exp(-2xpixli*u/M);
F(u) = A(u) + omega * B(u);
F(u + M/2) = A(u) - omega * B(u);
end
end

end
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Frekvencilasziird

function finalImage = frequencyFilter(image, filter)

[M,N] = size(image);
[m, n] = size(filter);
image = [image zeros(M, n); zeros(m, N+n)];

filter = [filter zeros(m, N); zeros(M, n+N)];

imageFT = fft2(image);
filterFT = fft2(filter);
filteredImageFT = imageFT .* filterFT;

finalImage = ifft2(filteredImageFT) ;

finalImage = real(finallmage);

finalImage = imcrop(finalImage, [floor([m/2 n/2]), M-1, N-11);

end
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