EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
MATEMATIKA INTEZET

Indruck Balazs

PSZEUDOVELETLEN SOROZATOK ES
LEGENDRE-OSSZEGEK BECSLESE

BSc szakdolgozat

Témavezetdk:
Gyarmati Katalin, egyetemi docens

Sarkozy Andras, professor emeritus

ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

Budapest 2015.



Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetGimnek, Gyarmati Katalin tanér-
nének és Sarkdzy Andrés tanar drnak a témajavaslatért, valamint a sok tanécsért,
észrevételért és segitségért, amit a dolgozat frasa kozben kaptam.

Halas koszonettel tartozom a csaladomnak és barataimnak, akik az évek soran
mellettem alltak és mindenben tamogattak. Nélkiiliik ez a szakdolgozat nem johetett

volna létre.

i



Tartalomjegyzék

1.

7.

Bevezetés

. Pszeudovéletlen sorozatok

. Pszeudovéletlen sorozatok mértékei

. Karakterek

. A Legendre-szimbdélum pszeudovéletlen tulajdonsagai

. Rovid intervallumokon vett Osszegek

Sulyozott a-egyenletes eloszlas

A lemezmelléklet tartalma

Felhasznalt irodalom

111

13

16

20

24

32

33



1. Bevezetés

A véletlen fogalma méar 6si idSk 6ta foglalkoztatja az embereket. Elég csak a joslésra
vagy a szerencsejatékokra gondolni, de kezdve a sportfogadastol egészen a pénziigyi
folyamatokig rengeteg helyen megjelenik a véletlen az életiinkben. Nem meglepd
tehét, hogy a véletlenség matematikai leirdsa igen fontos téma.

David Hilbert 1900-ban megjelent hires 23 problémaéaja kozott szerepel a valoszi-
niiségelmélet axiomatizalasa. Ma altalanosan A. N. Kolmogorov axiémarendszere az
elfogadott.

A XX. és XXI. szazadban a szamitogépek elterjedésével elstérbe keriiltek véletlen

szamok, szamsorozatok elGallitdsanak problémai. Példaul:

1. Amikor természeti jelenségeket akarunk vizsgalni szamitogépes szimulacio se-
gitségével, akkor elengedhetetlen, hogy véletlen szamokat hasznaljunk. Ilyenek
példaul a részecskefizikaban kiilonbozd részecskék titkozéseinek modellezése
az operaciokutatasban, ha azt szeretnénk modellezni, hogy az emberek vélet-

len id6kozonként érkeznek meg egy buszallomésra; a populacidodinamikidban

“, 0,

2. Véletlen adatok jo tesztelési lehetGséget biztositanak, ha egy algoritmust aka-
runk tesztelni helyesség vagy hatékonyséig szempontjabol. Tovabba igen fonto-
sak a véletlen algoritmusok, amikkel sokszor jobb &atlagos futasidét érhetiink
el, mint egy determinisztikussal. Erdekes alkalmazés még a szamitogépes gra-

fikaban kiilonb6z6 mintazatok, textirak létrehozasa is.

3. Az internet térnyerésével egyre fontosabbak az olyan kodolési technikak, amik-
kel a jelszavainkat védhetjiik meg az illetéktelenektsl. A bonyolult kodolési el-

jarasokhoz pedig elengedhetetlen, hogy véletlen szdmokat tudjunk elGallitani.

[gény mertiilt fel, hogy az emlitett sorozatokat el tudjuk késziteni. Ehhez azonban
1j modszereket kellett talalni és azt is le kellett irni valahogy, hogy ezek a sorozatok
,mennyire is véletlenek”.

A szakdolgozatban megadjuk binéris sorozatok pszeudovéletlenségének fogalmat,



majd a kapott eredményekbdl kiindulva a Legendre-szimbolum segitségével elkészi-
tett pszeudorandom sorozatokat vizsgélunk.

A dolgozat felépitése a kovetkezs:
1. Ez a jelen bevezetés, ahol motivaciot adtunk a vizsgalataink targyahoz.

2. Ebben fejezetben egy rovid torténeti attekintés utan bevezetjik a pszeudové-
letlenség intuitiv fogalmat, majd leirjuk, hogy miért is hasznosak a pszeudo-

véletlen sorozatok.

3. Ebben a szakaszban bevezetjiik binaris sorozatok pszeudovéletlen mértékeit,

melyekkel kielégité definiciot kapunk a sorozatok véletlenségére.

4. A negyedik fejezetben kitérst tesziink a karakterek vilagaba, hogy aztén az itt

kapott eredményeket fel tudjuk hasznalni a szakdolgozat tovabbi részeiben.

5. Az 6todik fejezetben megmutatjuk, hogy a Legendre-szimbolum segitségével
elkészitett binaris sorozatok a mértékek értelmében ,,j6” pszeudovéletlen soro-

zatokat alkotnak.

6. A hatodik szakaszban tovabbi vizsgalatoknak vetjiik ala a Legendre-szimbolummal
generélt sorozatokat. A véges intervallumokon vett Osszegektdl indulva el-
jutunk a Polya—Vinogradov egyenlGtlenségig, majd ismertetjiik a legijabb
eredményeket az egyenlStlenséghen szerepld konstanssal kapcsolatban. Ezutan
Osszehasonlitjuk a konstansra adott becsléseket a valésaggal, amit a Sage prog-

ramcsomag segitségével tesziink meg.

7. Az utolsd fejezetben bévitjiikk az egyenletes eloszlds mértékét egy bizonyos
a-silyozéassal, majd a mérték valos értékeit vizsgaljuk ugyancsak a Sage segit-

ségével.

A dolgozatban hasznalt néhany jelolés és definici6

Legyen f és g két, természetes szamokon értelmezett, valos értéki fiiggvény. Ekkor

azt irjuk, hogy



ha létezik olyan ¢ > 0 konstans és olyan ny € Z, kiiszobszam, hogy minden n >
> ng esetén |f(n)] < clg(n)|. Ezt néha gy is fogjuk jelolni (a szamelméletben
hasznélatosan), hogy f < g. Azt irjuk, hogy

f=o0(g),

ha f(n)/g(n) — 0, amint n — oo.
Az Euler-konstans értéke:
~ 2 0.5772.



2. Pszeudovéletlen sorozatok

A szamitoégépen megjelend szamokat kettes szamrendszerben abrézoljuk, igy alkal-
mazasainkhoz sziikséges, hogy el§ tudjunk allitani véletlen biteket, bitsorozatokat.
Hogyan kaphatunk ilyen biteket? Régen, ha valakinek véletlen szamokra volt sziik-
sége, példaul szamozott golyokat hizhatott ki egy urnabol, esetleg kartyak koziil
oszthatott lapokat. Valodi véletlen szamokat kaphatunk a radioaktiv bomlésbol.

Korabban sok oOtlet sziiletett, hogy milyen gépeket is lehetne késziteni, amivel
véletlen szamokat generalhatunk. Ilyen volt példaul az 1951-ben megépitett Ferran-
ti Mark I szamitogép, ami 20 véletlen bitet allitott el6 egy zaj-generator segitségével.
Az otletet A. M. Turing javasolta.

Nem sokkal kés6bb, a szamitogépek megjelenésével egyre hatékonyabb modsze-
reket probaltak keresni, hogyan is lehetne véletlen szamsorozatokat elGallitani. Egy
elére elkészitett tablazatot is lehetett hasznalni, ez azonban memoriafelhasznélas
szempontjabol nem volt elényds megoldés. Neumann Jdnostol szarmazik az a javas-
lat, hogy hasznaljuk a szamitogép altalanos aritmetikai miveleteit véletlen szamok
elgallitasahoz.

Az otlete, a ,k0zépsé négyzet modszer” a kovetkezSképpen miikodik: ha példa-
ul 10-jegyi szamokat akarunk elGallitani és az el6z6 érték 5772156649 volt, akkor

emeljiik ezt négyzetre, hogy a kévetkezd szamot kapjuk:
33317792380594909201,

majd ennek vegyiik a kozépsé tiz jegyét: 7923805949. Ez lesz a sorozat kdvetkezd
eleme. Hatékonysag szempontjabol azonban ezt az algoritmust nem nevezhetjiik til
jonak. A legtobb esetben a csupa 0 sorozatba megy at vagy til kicsi periodushosszt

kapunk, mint ahogy az a kovetkezé példabol is lathato:

2.1. Példa. A Neumann-generator kétjegyi tizes szamrendszerbeli szamokra fut-

tatva:
Periddus hossza: | Hanyszor szerepel:
1 7822
3 44
6 234




A 7822 darab 1 hosszisagu periddusbol raadasul 7449 megy &t a csupa 0 soro-
zatba. (A téblazatban szerepls értékek kiszamolasahoz készitettem egy rovid C+-+
nyelven irt példaprogramot, amely megtalalhato a szakdolgozat mellékleteként.)

A fenti példa t6bb problémara is ravilagit. Hogyan tudjuk eldonteni egy véletlen
szamokat elGallito algoritmusrol, hogy az mennyire hatékony? Hogyan dénthetd el
egy szamsorozatrol, hogy véletlen szamsorozat-e? S&t, ha tekintjiik a fenti algorit-
must, akkor az altala generélt sorozatrél hogyan tudjuk azt allitani, hogy ,véletlen”,
amikor az el6z6 elem ismeretében ki tudjuk szamolni a kévetkez6t? Egy ilyen soro-
zat nem véletlen, csak annak tinik egy kiviilallo szamara, igy adhatunk egy intuitiv
,definiciot” is a pszeudovéletlenségre: egy sorozatot pszeudovéletlennek neveziink,
ha egy determinisztikus algoritmus generélja, de egy kiviilallo6 még szamitogépek
segitségével sem tudja megkiilonboztetni egy fizikai modszerrel elGéallitott véletlen”
sorozattol.

Ez persze nem egy pontos matematikai definici6, hiszen mi az, hogy ,véletlennek
tlinik”? A szakdolgozat tovabbi részében ezt probéljuk megvalaszolni.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, megemlitjiik, hogy miért is elénycsek a psze-
udovéletlen szamsorozatok. Gyakran meg akarunk ismételni valamilyen szamitast,
példaul ha egy szamitogépes programot akarunk tesztelni helyesség szempontjabol
véletlen értékekkel. Ha a szamok forrasa valodi véletlen volt, akkor el kell ezeket
tarolni, ami sok helyet igényel. Egy pszeudovéletlen sorozat elGallitasanal viszont
elég csak a kezdeti értéket, értékeket eltarolni, amikkel kés6bb pontosan ugyanazt a

szamitast tudjuk elvégezni a determinisztikussag miatt.



3. Pszeudovéletlen sorozatok mértékei

A pszeudovéletlenség egyik klasszikus megkozelitése bonyolultsagelméleti, de ez a
megkozelités nem egy adott sorozat pszeudovéletlen tulajdonsagait minésiti, hanem
binéris sorozatokat generald algoritmusokét, tehat egy adott sorozatrél semmit nem
mond. Tovabba ebben a megkozelitésben altalaban végtelen sorozatokat vizsgalnak,
mig az alkalmazasainkban tobbnyire véges sorozatokra van sziikség, valamint sok
eredmény bizonyitatlan feltevéseken alapszik, mint példaul az egész szamok prim-
faktorizaciojanak nehézsége.

Ahhoz, hogy pszeudovéletlen sorozatokat tudjunk jellemezni a bonyolultsagelmé-
let nélkiil, ijabb eszkozoket kell bevezetniink. Ezek az eszk6zok lesznek segitségiinkre
abban, hogy mingségileg jellemezni tudjunk egy véges sorozatot a véletlenség szem-
pontjabol. Bar binaris sorozatokkal foglalkozunk, ezek elemei most nem a 0 és 1
szamok koziil keriilnek ki (technikai okok miatt), hanem a —1 és +1 szamok ko-
ziil. (Ez nem jelent probléméat, mert ezen sorozatok kozott kolesonosen egyértelm
megfeleltetés létesithetd.)

Christian Mauduit és Sarkozy Andras [3]-ban véges pszeudovéletlen sorozatok
1j mértékeit vezették be. Bar mar korabban léteztek bizonyos statisztikai tesztek,
melyekkel sorozatokat lehetett vizsgalni, ezek csak arra szolgaltak, hogy eldontsiik,
egy sorozat atmegy-e a teszten vagy sem. Tovabbi hatrany volt, hogy ezek ,a pos-
teriori” modon miikddtek, vagyis egy sorozatot csak a generalas utan lehetett veliik
tesztelni. FEz azért is probléma, mert ellendérizni, hogy egy sorozat dtmegy-e a tesz-
ten, elég sok id6t vehet igénybe. Ugyanakkor egy ilyen teszt mindig egyetlen konkrét
pszeudovéletlen tulajdonsagot vizsgal, mig a tébbi tulajdonsiggal nem foglalkozik.

Az 0j mértékek hasznalataval viszont lehetdség nyilik ,a priori” tesztelésre is,
vagyis egy sorozatrol megmondhatjuk, hogy mindig teljesiti-e a feltételeket bizonyos
elméleti tételek alapjan, melyek a konstrukciobol szarmaznak. Tovabba, egyszerre
tobb pszeudovéletlen tulajdonsagot is vizsgéalni tudunk és igy mingségileg is mérhet-
jiikk a sorozatokat.

A meértékektdl elvarjuk, hogy a legfontosabb véletlen tulajdonsigok jellemzésére

legyenek alkalmasak, mint a kévetkezdk:



1. normalitas
2. egyenletes eloszlas a szamtani sorozatok mentén

3. kis rendd tobbszoros korrelacio

3.1. Megjegyzés. A 2. szamu tulajdonsag azt probalja megragadni, hogy milyen kozeli
a gyakorisdga a +1 és —1 szamoknak a szamtani sorozatok mentén. Egy véletlen
sorozattol azt varhatjuk el, hogy ezek nagyon kozel legyenek egyméashoz. A masik két
tulajdonsaggal pedig azt probaljuk leirni, hogy bizonyos tagok, részsorozatok kézott
mi a kapcsolat. Példaul, ha a (41, +1) részsorozat sokkal gyakrabban szerepel, mint
a (—1, —1) részsorozat, akkor nyilvanval6an nem mondhatjuk, hogy sorozatunk erds
pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik, s6t, ez még az alkalmazésainkban is

problémat jelenthet (egy kodot kénnyebb feltorni, stb.).

Legyen el6szor E = (eq,eq,...) € {—1,+1}> egy végtelen binaris sorozat és ér-

telmezziik az alabbi fliggvényeket. A jelolések Mauduittol és Sarkozytsl szarmaznak
3]

3.1. Definicié (Mauduit-Sarkozy). k € N, M € N, X = (x1,...,23) € {—1,+1}*,
a€Z,beN, D= (dy,...,d) € NF dy <...<dy esetén legyen

T(E,M,X)={n:0<n<M, (er1,€n12,---s€nix) = X}, (3.1)
M
U(E,M,a,b) = eaj. (3.2)
7=1
M-—1
V(E,M,D) =" €nid,Cnids - - Entdy- (3.3)
n=0

Ezen fiiggvények segitségével a fenti 1-3 tulajdonsidgokat a kovetkezdképpen de-
finialjuk:

3.2. Definicié (Mauduit-Séarkozy). Az E-rél azt mondjuk, hogy normadlis, ha
|T(E7 MaX) - M/2k‘ = O(M)v

minden fix k-ra és X-re, amint M — oc.



A 2. és 3. tulajdonsag teljesiilését az jelenti, ha:
U(E,M,a,b) =o(M)

és
V(E, M, D) = o(M),

minden fix a-ra, b-re és D-re, amint M — oo.

Mivel az alkalmazasokban (f6ként a szamitogépes szamabrazolas végessége miatt)
legtobbszor véges binaris sorozatokra van sziikségiink, igy sziikséges a fenti fogalmak
analog jellemzése erre az esetre. Ehhez tekintsiik az alabbi definiciot, amely Knuthtol

szarmazik

3.3. Definici6 (Knuth). Egy véges Exy = (ey,...,en) € {—1,+1}" sorozatrol

akkor mondjuk, hogy pszeudovéletlen, ha minden k € N esetén, amire

log N
k< A4
< Tog2’ (3.4)
és minden X € {—1,+1}f-ra
N+1—-k
T(Ex,N+1—kX) -~ "8 o UN. (3.5)

2k

Itt (3.5)-ben T-t a varhato értékével hasonlitjuk dssze. Ezen definicié értelmében
azonban egy sorozatrol csak két dolgot mondhatunk: a sorozat vagy véletlen vagy
nem. Emiatt egy kicsit rugalmasabb mérészamot szeretnénk bevezetni. Példaul egy
sorozatot akkor is szeretnénk ,jonak” tekinteni, ha nem elégiti ki a (3.5) feltételt,
de kielégiti mondjuk 2v/N-es gyengébb esetre, mikézben bizonyos mas véletlen tu-
lajdonsagok érvényben maradnak, melyek az alkalmazasunkban kiilondsen fontosak.

Igy megkoveteljiik az alabbiakat is:

4. A pszeudovéletlen binaris sorozatok jellemzésére hasznalt mérték egy valos
értékd fiiggvény legyen, ami az Osszes véges binéris sorozatok halmazan van
értelmezve, igy barmely két, azonos hossztusagu sorozatot ossze tudunk hason-

litani.



5. Ez a mérték legalabb bizonyos ,szép” sorozatokra konnyen meghatarozhato

legyen.

6. Mivel egy univerzalis mértéket lehetetlen megadni, ami minden sorozatra jol
miikddne az alkalmazasoktol fiiggGen, ezért a mértéknek legyenek kiilonbozd
rendjei és legalabb az alacsony rendi értékeket konnyen meg lehessen hataroz-
ni.

Legyen tehat Exy = (ey,...,en) € {—1,+1}" egy véges sorozat és tekintsiik a

kovetkezs definicidkat:

3.4. Definicié (Mauduit-Sarkozy). k-adrendd normalitas mérték:

Ny(Ey) = max max |T(Ey, M,X) — M/2".
Xe{—-1,+1}F 0KM<N+1-k

3.5. Definiciéo (Mauduit-Sarkozy). Normalitas mértéke:

N(EyN) = Niu(EnN).
( N) kg(lorgn]3§§10g2 k( N)

3.6. Definiciéo (Mauduit-Sarkozy). Egyenletes eloszlas mértéke:

t

E €a+3jb

j=1

)

W(EN) = max |U(En,t,a,b)] = max

a,b,t

ahol a maximumot minden olyan a-ra, b-re és t-re hatarozzuk meg, ahol a € Z,
btcNésl<a+b<a+th<N.

3.7. Definicié (Mauduit-Sarkozy). k-adrendi korrelacié meérték:

M-1
Cyx(En) = 1]?/[?15( |\V(En, M, D)| = rj{}ﬁx ZO €ntdy Cntds - - - Entdy | »
ahol a maximumot minden olyan D = (dy,...,dy)-ra és M-re tekintjiik, ahol

M—-1+d, <N.
3.8. Definicié (Mauduit-Sarkézy). Korrelacié mértéke:

C(Exy)=  max  Cy(EN).

k<(log N)/log2



(Egy masik lehetdség lehetne a C*(Ey) = > oo, Ck(En)/2%.)
A fenti mértékek kapcsolatarol a kovetkezdket mondhatjuk (ezekbdl bévebben
[3]-ban lehet olvasni):

3.1. Allitas. Minden N-re, Ex-re és k < N-re
<
Ni(En) < max |C(EN)|- (3.6)

Bizonyitds. Minden k, N € N, X = (z1,...,23) € {-1,+1}fés 1< M < N+1-k

esetén

|T(Ex, M, X) — M/2F| =

M
M—-1 k
T1...Tk M
= |3 e T Tlenss + 1) — 5| =
2 ] 9

n=0 j=1

X x M-—1
= 1 2_lc k Z H x; Z €ntdy - - - Cntd, <

1<di<..<di<k \je{1,..k}\{d1,...,d¢} n=0
1 1 k I
0£ADC{1,2,...k} P

< .
h fg%}i IC(EN)|

]

A korrelacio mértéke és az egyenletes eloszlas mértéke kozotti kapcesolatrol pedig

a kovetkezdt lehet mondani [16] alapjan:
3.1. Tétel (Mauduit-Sarkdzy). Minden N € N és Exy = (ey,...,ex) € {—1,+1}¥
sorozat esetén

W(Ey) < 3(NCy(En))Y2.

Tovabbé, a fenti egyenlStlenség konstansszorostol eltekintve éles (lasd [16]-ban a
2. Tételt).

A forditott irdnyban azonban nem mondhatunk semmit. Eléfordulhat, hogy mind
a normalitas mértéke és az egyenletes eloszlas mértéke kicsi, azonban a korrelacio

mértéke nagyon nagy, mint ahogy azt a kovetkezd példa is mutatja:

10



3.1. Példa. Legyen Exy = (e1,...,en) € {—1,+1}" olyan sorozat, melyrsl fel-
tessziik, hogy a normalitds mértéke és az egyenletes eloszlas mértéke is meglehetGsen

kicsi és legyen Efyy = (€}, ¢€h,...,e5y) € {—1,+1}*" olyan, hogy

, €n ha 1<n<N\,
e, =
en—ny ha N <n<2N.

(Tehat az Ey sorozatot megismételjiik egymas utan kétszer.)
Ekkor be lehet latni, hogy E, normalitas mértéke és egyenletes eloszlas mértéke

legfeljebb valamilyen konstansszorosa Ey ezen mértékeinek, de

N

z : I/
6n€n+N

n=1

Co(Ey) = = N.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy ahhoz, hogy egy véges binaris sorozatrol azt mond-
hassuk, hogy pszeudovéletlen, (vagyis, hogy rendelkezik az 1-3 tulajdonsagokkal),
elegendé megmutatni, hogy mind az egyenletes eloszlas mértéke, mind a korreléciod
meértéke kicsi” abban az értelemben, hogy W (Ey) és Cr(EN) (legalabb kis k-ra)
o(N) nagysagrendd, amint N — oo. Tovabba, ezeket mindenképpen ellendrizni is
kell. A két mértéket egyesiteni lehet, igy egy ,kombinélt pszeudovéletlen mértéket”
kapunk:

3.9. Definicié (Mauduit-Sarkozy). k-adrendd kombinalt mérték:

t

Qr(En) = max Zea—i-jb—i-dlea—l-jb—i-dg . Capjbrd, | = Max |Z(a,b,t,D)|,  (3.7)
a,b,t,D | < 0 a,b,t,D
iz

ahol

t

Z(CL, b7 ta D) = Z Ca+jb+di Catjb+ds - - - Catjbtdys (38)
=0

amit minden olyan a-ra, b-re, t-re és D = (dy,dy, . .., dy)-ra definidlunk, ahol minden
a+ jb+ d; részindex eleme az {1, ..., N} halmaznak és a maximumot (3.7)-ben min-
den, a fentieknek megfelel§ D k-dimenzios vektorra nézziik. (Mas szavakkal Q(Ey)

a k-rendd korrelaciot méri szamtani sorozatok mentén.)
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3.10. Definicié (Mauduit-Sarkozy). Kombinalt pszeudovéletlen mérték:

Q(En) = max  Qu(En), (3.9)

k<(log N)/log2

vagy hasonldéan egy masik lehet&ség, mint a korrelacios mértéknél:
Q*(En) =) Qu(En)/2"
k=1

Nézziik meg ezek alkalmazasat a kovetkezs példan:

3.2. Példa. Tekintsiik az Exy = (ey,...,ey) € {—1,+1}" sorozatot, amirél fel-

tessziik, hogy mind a korrelacios mértéke, mind az egyenletes eloszlas mértéke (vagy

akar a kombindlt mértéke) kicsi és legyen Eyy = (€, ..., ehy) € {—1,+1}*" olyan,
hogy
, en ha 1<n<N,
= easn-n+1 ha N <n <2N.

(Tehat az Ey sorozat mogeé a sajat megforditottjat ragasztjuk.)

Ekkor belathato, hogy El, korrelacios mértéke és egyenletes eloszlas mértéke
legfeljebb Ey megfelels mértékeinek konstansszorosa (tehéat a mértékeink szerint a
sorozatot pszeudovéletlennek kell tekinteniink), azonban vilagos, hogy egy ,igazi”

véletlen sorozat nem lehet annyira szimmetrikus, mint E} .

A fenti példabol latszik, hogy nincs tokéletes univerzalis pszeudovéletlen mérték.
Ha szeretnénk, egyre tobb és tobb feltételt vezethetiink be a véletlenség eldontésére
(amire az alkalmazasainkban sziikség is lehet, pl. szimmetria mértéke [5]), azonban
lehetséges, hogy az Gj mértékeket bonyolultabb lesz kezelni. S6t, akéar az is el6fordul-
hat, hogy a megkovetelt feltételeket egyetlen (adott hosszusagn) sorozat sem elégiti
ki. Igy valahol meg kell huzni egy hatart, hogy aztan a bevezetett mértékeinkkel
dolgozni tudjunk. Példaul vizsgalatainkat lesziikithetjiik arra az esetre, ha kizarolag
az els¢ harom pszeudovéletlen tulajdonsagot koveteljiik meg, azaz a normalitast,

egyenletes eloszlast és a kis rendi korrelaciot.
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4. Karakterek

A szakdolgozat késgbbi tételeihez sziikséges bevezetni néhany klasszikus definiciot
a karakterek elméletebdl (1d. [8], [9]):

4.1. Definicié. Egy x : Z — C fliggvényt Dirichlet-karakternek neveziink, ha tel-

jesiilnek ré az aldbbiak:

1. 3k > 0 egész, hogy x(n) = x(n + k) minden n € Z-re.
2. x(n) # 0 akkor és csak akkor, ha (n, k) = 1.
3. x(mn) = x(m)x(n) minden n,m € Z-re.

A 1-es szamu tulajdonsag szerint y periodikus k periédussal. Ezt a k szamot a
karakter modulusdnak hivjuk. Ez azzal ekvivalens, hogy ha a = b (mod k), akkor

x(a) = x(b). Ha k = 1, akkor a karakter a trividlis karakter.

4.2. Definicié. Egy karaktert fékarakternek hivunk, ha a modulushoz relativ prim
helyeken 1-et vesz fel, egyébként pedig 0-t. A f6karakter jelolésére a xi-et fogjuk

haszn4lni.

A x karaktert valosnak nevezziik, ha csak valos értékeket vesz fel, egyébként
pedig komplexnek.

A 3-as szamu tulajdonsagbol kovetkezik, hogy x(1) = x(1-1) = x(1)x(1). Mivel
(1,k) = 1, ezért x(1) # 0, vagyis x(1) = 1. Ha (a,k) = 1, akkor az Euler-Fermat-
tétel szerint a?®) = 1 (mod k). Igy x(a¥™) = x(1) = 1 és a multiplikativ tulajdon-
sag miatt x(a?®) = x(a)?®). Vagyis minden a-ra, amire (a, k) = 1, teljesiil, hogy a

egy p(k)-adik komplex egységgyok.

4.3. Definicié. A x karakter rendjének azt a legkisebb pozitiv egész d szamot

nevezziik, melyre minden (a, k) = 1 esetén teljesiil, hogy x(a)? = 1.

Megjegyezziik, hogy a fent targyaltak kovetkeztében egy karakternek mindig 1é-
tezik a rendje, hiszen (a, k) = 1 esetén x(a)¥*) =1 és igy a rend legfeljebb akkora,
mint (k).

Egy karakter elGjelét a —1 helyen felvett értéke hatarozza meg. Ha x(—1) = —1,
akkor a karakter paratlan, ha x(—1) = 1, akkor a karakter péros.
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4.4. Definicié. Legyen Y egy Dirichlet-karakter a k& modulus szerint és legyen d
tetszbleges pozitiv osztdja k-nak. A d szamot indukdlt modulusnak nevezziik a y-re

nézve, ha y(a) = 1 minden olyan a-ra, amire (a,k) =1¢ésa =1 (mod d).
Megfigyelhetd, hogy k£ maga mindig indukalt modulus.

4.1. Tétel. Legyen x egy Dirichlet-karakter mod k. Ekkor az 1 szam indukdlt mo-

dulus x-re nézve akkor és csak akkor, ha x = x1.

Bizonyitds. Ha y = x1, akkor y(a) = 1 minden olyan a-ra, ami relativ prim k-hoz.
De mivel minden a-ra a =1 (mod 1), ezért az 1 indukalt modulus.
Megforditva, ha az 1 indukalt modulus, akkor x(a) = 1, ha (a, k) = 1. Emiatt

viszont x = x1, hiszen y = 0 minden olyan helyen, ami nem relativ prim k-hoz. [

Mint emlitettiik, barmely x Dirichlet-karakterre mod k a k indukalt modulus.

Ha a k-n kiviil nincs mas indukalt modulus, akkor a karakter primitiv.

4.5. Definici6. Egy y Dirichlet-karakterrsl (modulo k) azt mondjuk, hogy primitiv,
ha nincs d < k indukélt modulusa. Mas szavakkal, x primitiv mod k akkor és csak

akkor, ha minden 0 < d < k, d | k esetén létezik olyan a = 1 (mod d), (a,k) = 1,
hogy x(a) # 1.

4.1. Példa. Ha k > 1, akkor a y; f6karakter nem primitiv, mert az 1 indukalt

modulusa.

4.2. Tétel. Legyen p primszam. Minden x Dirichlet-karakterre mod p, amely nem
fokarakter, teljesiil, hogy x primitiv mod p.

Bizonyitdas. Mivel p osztoi csak az 1 és a p, igy ezekre kell ellenérizni, hogy indukalt
modulusok-e. De ha x # x1, akkor az 1 0szt6 nem indukélt modulus, igy y-nek nincs

olyan indukalt modulusa, ami kisebb lenne, mint p. Tehat x primitiv. O

A Legendre-szimbolumot a megszokott médon értelmezziik:
n

4.6. Definicio (Legendre-szimbolum). (5) = 1, ha n kvadratikus maradék mod p

és (%) = —1, ha n kvadratikus nemmaradék mod p.
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4.1. Allitas. Legyen p > 2 primszim, valamint definidljuk x(n)-et a Legendre-

szimbolummal, azaz
2) h =1
() = (%) ha (n,p)=1,
0 ha pn.

Ekkor x primitiv karakter és nem fokarakter.

n

Bizonyitds. Els6 lépésben belatjuk, hogy x(n) = (5) valoban karakter. Ehhez fel-
hasznaljuk a szdmelméletbdl ismert Euler-lemmat:
<E) =z (mod p). (4.1)
p
(Ez konnyen lathato a Legendre-szimbolum definiciojabol, valamint alkalmazva a
binom kongruenciak megoldhatésagara vonatkozo tételt specidlisan a masodfoki
kongruenciékra.)
El6szor ellenérizni kell a p szerinti periodicitast:

p—1

= (M) == =3 (7 )t = = (1) =

k=0

Itt a binomialis tétel szerint kifejtve a k = (p — 1)/2-hoz tartozod tag kivételével
mindegyikben szerepel a p = 0 (mod p). Igy tehat x(n + p) = x(n), viszont y
értékei a {0, £1} halmazbol keriilhetnek ki és p > 2, igy x(n + p) = x(n) is igaz.

Ismét felhasznalva a (4.1) azonossagot a x(n) # 0 < (n,p) = 1 igaz lesz, hiszen
p prim, és igy a hatvany csak akkor lehet p-nek tobbszorose (vagyis 0 mod p), ha
n=p=0 (mod p) teljestl.

Tovabba igaz az is, hogy x teljesen multiplikativ:

nm p—1 p—1  p-1 n\ (m
) = (") = o)’ 7 =0T s = (2) (%) = xnpom)

Itt a fent elmondottak szerint ugyancsak irhatunk egyenléséget: x(nm) = x(n)x(m).

Az nyilvanvaléan igaz, hogy y nem f6karakter. Ugyanis, mivel pontosan ugyan-
annyi kvadratikus maradék van egy p modulus szerint, mint nemmaradék, igy x(n)
sziikségszertien felveszi a —1 értéket is.

Mar csak az maradt héatra, hogy y primitiv is. De p prim és egy prim modulusa

karakter a 4.2 Tétel szerint primitiv. O]
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5. A Legendre-szimbdélum pszeudovéletlen tulajdon-
sagai

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a bevezetett kombinélt mértékek - Q) és Q. - a
gyakorlatban is jol hasznalhatok bizonyos ,szép” sorozatok pszeudovéletlenségének
tesztelésére. A 3.1 Allitas értelmében elegend megmutatni, hogy Q, illetve Qy, érté-
kére jo fels6 korlatot tudunk adni, mert ekkor ez mar maga utan vonja a normalitéast

is. Erre a célra a Legendre-szimboélumot fogjuk hasznalni.

5.1. Tétel (Mauduit—Sarkozy). Létezik olyan py kiiszébszam, hogy minden p > po

primszdam és k € N, k < p esetén, ha

a= (GG (57)

akkor
Qk(Ey—1) < 9kp'?logp, (5.1)
19y az N = p — 1 jeloléssel:
QUER) = 5 a Qe ) S 27N 108 )" 2)
valamint .
Q" (Ex) =) Qu(Ey)/2" <33N'?log N. (5.3)
k=1

Az 5.1 Tétel bizonyitasahoz sziikség lesz az alabbi eredményekre. A [3|-ban sze-
repl 5.1 és 5.2 Lemmat (ld. alabb) itt nem latjuk be, de megjegyezziik, hogy ezek

A. Weil tételének kévetkezményei. Errél b6vebben [3]-ban lehet olvasni.

5.2. Tétel (Weil). Tegyiik fel, hogy p egy adott primszdm, x egy d rendd nem fo-
karakter modulo p (vagyis d | p—1) és f(x) € Fplx] egy k-adfoki polinom F,, felett
(ahol ¥, jeloli a modulo p maradékosztdlyok dltal alkotott p elemd testet). Tovdbbd
tegyiik fel, hogy f mem cg(x)? alaki, ahol ¢ € F,, g(x) € F,|x]. Legyenek tovibbd X
és 'Y walds szamok gy, hogy 0 <Y < p. Ekkor a kovetkezd egyenldtienség teljesiil:

> x(f(n) Y logp. (5.4)

X<n<X+Y

< 9kp

16



5.1. Lemma. Legyenek p, x, d, f(x) és k gy definidlva, mint az 5.2 Tételben,
valamint legyen a € Z. Ekkor

> x(f(@)elax/p)| < kp'2. (5.5)

z€lFp
5.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy m € N, g(x) : Z — C periodikus figguény m perio-
dussal, valamint legyenek X és'Y wvalos szamok gy, hogy Y > 0. Ekkor

Yo+ > It

Y +1
Tom
1<[hl<m/2
Az 5.2 Tétel bizonyitdsa. El6szor alkalmazzuk az 5.2 Lemmaét ugy, hogy p-t és x(f(n))-

Y gn)| <

X<n<X+Y

Zg e(hn/m) | (5.6)

t helyettesitiink rendre m-be és g(n)-be, majd hasznéaljuk az 5.1 Lemméat. Ekkor a
kovetkezdt kapjuk:

S x(f)
X<n<X+Y
gY];” SN+ S S X (n))e(hn/p)
n=1 1<[h|<p/2 n=1
<2kp'?+2 > h'kp'?

1<h<p/2

< 2kp'?(1 4 (1 +log(p/2))) < 2kp"/*(2 + logp)

lo
< 2kp'/? (210?2) + logp) < 9kp'/? log p.

0
5.1. Kovetkezmény. Legyen p prim, f(x) € F,[z| k-adfokd polinom, ami nem
b(g(z))? alaki, ahol b € F,, g(x) € F,lz], valamint legyenek X és Y walds szdmok
ugy, hogy 0 <Y < p. Ekkor a

. 2) ha (n,p) =1,
Xp(n) = G)

0 ha pn
jelolést haszndlva a kovetkezd teljestil:

> o)

X<n<X+Y

1/2

< 9kp* '~ logp.
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Bizonyitds. Ha az 5.2 Tételben x(n) = x;(n), akkor d = 2 és igy a tétel akkor és
csak akkor igaz, ha f(z) nem b(g(x))? alaku. O

A fentieket felhasznalva mar be tudjuk latni az 5.1 Tételt:

Az 5.1 Tétel bizonyitdsa. Legyen Z(a,b,t,D) a (3.8) szerint definialva, ahol most
en = (%) Akkor k£ < p esetén

t
b+d b+ d b+d
rﬂmaumw—ijc+”*‘ﬁ(”“1+2)m(iﬂlii) (5.7
gt P p p
minden a, b, t, és D = (dy,...,dy)-ra, amire d; < dy < ... < di, valamint
a+nb+d e{l,....,p—1}, n=01,...,t [=1,... k. (5.8)

Ekkor az (5.8) feltételei alapjan feltehetjiik, hogy (b, p) = 1. Legyen b egy olyan

egész szam, amire bb = 1 (mod p), valamint jeléljon hj egy olyan egész szamot, amire
hj = (a+d;)b  (mod p),
fgy
hi # h; (mod p) (V1<i<j<k). (5.9)
Legyen tovabba f(n) = (n + h1)(n + ha)...(n + hg). Ekkor (5.7)-b&l kovetkezik,
hogy

200, = |37 (AT (LD ()
) e (222
:2@%—§mmm

ahol a x7-ot az 5.1 Kovetkezményben definidltuk.

Itt az els6 lépésben azt hasznaltuk fel, hogy (b,p) = 1 és a Legendre-szimbolum
multiplikativ tulajdonsagabol tetszéleges i esetén:
(a +nb+ di) ‘ B ((aB +n+ dié)b)
p

ab+n+db\ (b\]
p ( p )(1_9)‘_
‘Cw+n+¢%‘K$”:‘Cw+n+%ﬂ‘l'
P P P
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Igy felbontés utan az Gsszeghdl (g)k valoban kiemelhetd.
Ha most X = —1,Y =t+1, akkor feltehetjiik, hogy 0 <Y =t+1 < N+1=p.
Mivel f(x)-nek nincs tobbszords gyoke (hiszen tgy definialtuk), igy alkalmazhatjuk

az 5.1 Kovetkezményt. Ebbdl azt kapjuk, hogy
|Z(a,b,t, D)| < 9kp'/?log p,

amivel belattuk az (5.1) egyenldtlenséget. (5.2) és (5.3) pedig egyszertien adodik
(5.1)-bdl, ha Q. helyébe a kapott fels§ becslést helyettesitjiik. O]

A korabban elmondottak értelmében tehat az E, ; = <(l), (2), e (”;1)> sze-
p/7 \p P
rint definialt sorozat valoban egy jo pszeudovéletlen sorozat, hiszen cp'/? log p nagy-
sagrendje o(p) (ahol ¢ konstans).
Megjegyezziik még, hogy Sarkozy, Mauduit és Goubin [6]-ban olyan algorit-
must adtak, amivel ,,j0” pszeudovéletlen sorozatok nagy csaladjat lehet elGallitani a
Legendre-szimbolum segitségével. Ehhez nem egyszertien az (%) alakot hasznaltéak,

hanem az altaldnosabb (@)—t, ahol f egy polinom.
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6. Rovid intervallumokon vett osszegek

A szakdolgozat hatralevs részében a Legendre-szimbolum segitségével elGallitott Ey
sorozatot vizsgaljuk.

Legyen tehat Ey a kovetkezd:

(@0

ahol p egy rogzitett primszam és N = p — 1. Tekintsiik az aldbbi maximumot :

=)

A célunk, hogy ezt a maximumot a lehet6 legpontosabban meghatéarozzuk E,_,

max
1<X<Y<p—1

(6.2)

fiiggvényében, vagy legalabb egy jo fels6 becslést adjunk ra. Megjegyezziik, hogy
(6.2)-t a mar korabban bevezetett U(E, M, a,b)-vel (lasd (3.2)-t) is kifejezhetjiik,
ha b helyére a rogzitett 1 szamot helyettesitjiik. Ebbdl viszont kdévetkezik, hogy a
maximum legfeljebb akkora lehet, mint az egyenletes eloszlas W (Ey) mértéke.
Térjlink at a karakteres jelolésekre. x segitségével a fenti feladatot a kdvetkezd

formaban irhatjuk fel:
Y

> x(m)].

n—

Sy = max
1<X<Y<p—1

1918-ban Polya és Vinogradov egymastol fiiggetleniil belattak, hogy béarmely
olyan Dirichlet-karakterre, amely nem f6karakter, teljesiil a kovetkezs egyenlétlen-

ség.

6.1. Tétel (Polya—Vinogradov—egyenlStlenség). Ha x nem fékarakter eqy q modu-
lussal és S(x)-t a kovetkezd mddon definidljuk :

> x(n)

n=

S(x) = max

0<M<N<q

)

akkor létezik eqy olyan ¢ univerzdlis konstans, hogy

S(x) < cq'*logq.

20



Ezen tétel szerint tehat S, < cp'/?log p. Mekkora c értéke? A Polya—Vinogradov
egyenlGtlenség széleskord alkalmazhatosaga miatt ez egy igen népszert és sokat vizs-

galt kérdés.

6.1. Megjegyzés. Megemlitjiik példaul, hogy a konstans javitaséval jobb becsléseket
lehet adni a legkisebb kvadratikus nemmaradék értékére is. Errél b&vebben lehet
olvasni [12]-ben és [13]-ban.

A legijabb eredmények Pomerance és Frolenkov nevéhez ftiz6dnek. Frolenkov
[11]-ben osszefoglalta a konstansra adott eddigi becsléseket, majd javitotta Pome-
rance 2010-ben adott [10] értékét. Az alabbi egyenlStlenségek [11]-bdl szarmaznak.

A ¢ értékét kétféle alakban szoktak kifejezni. Az els6 alak nem hatarozza meg
explicit médon a maradéktagokat, vagyis ezek leginkabb aszimptotikus eredmények.
Ugyanakkor ebben az esetben kapunk jobb konstans értékeket a f&tagban, mint

ahogy az a kovetkezo tételben is latszik.

6.2. Tétel (Landau). Ha x(—1) =1, akkor

500 < (=25 + ol1)) Vo

illetve, ha x(—1) = —1, akkor

500 < (55 +o0)) Vloge

A masik eset az, amikor minden egyes értéket explicit médon meghatarozunk.

[lyen Frolenkov numerikus becslése is.

6.3. Tétel (A. D. Frolenkov). Legyen x egy primitiv Dirichlet-karakter modulo q,

valamint legyen S(x) olyan, mint fent. Ekkor a kévetkezd igaz:

1. Ha x(—1) =1 (azaz x pdros karakter), akkor
2 4
SO0 = 5valoga+ /a1 + 7 +1og Co) + ¥ (q).
2. Ha x(—1) = —1 (azaz x pdratlan karakter), akkor

1 1 2C,
500 < govlosa + 1V (1494108 %20 ) + o)

™
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Itt v az Euler-konstans, Cy = 47°/% + 5, valamint

Amint az lathato, ezek a formulak valoban bonyolultabbak, mint az el6bb meg-
adott aszimptotikus értékek. Ugyanakkor jo kiindulasi alapot adnak ahhoz, hogy
példaul a szamitogép segitségével kiszamoljunk konkrét értékeket, majd 6sszehason-

litsuk a valos eredményeket a fenti becslésekkel.

6.2. Megjegyzés. Erdemes még megjegyezni szintén [11] alapjan a kovetkezd keét
egyenlGtlenséget. Feltételezve, hogy a Riemann-sejtés igaz, Montgomery és Vaughan
belattak, hogy

S(x) < y/qloglogg. (6.3)
S6t, valojaban ez a legjobb eredmény, ami kaphato. Paley bebizonyitotta, hogy 1é-

tezik végtelen sok olyan kvadratikus x,, (mod g,) karakter, amire

S(Xn) > v/qn loglog g,,.

Szamolasi eredmények

S, értékeinek meghatérozasdhoz a Sage matematikai programcsomagot hasznaltam.
Kiloénbozs p primek esetén elkészitettem a (6.1) sorozatot, majd elvégeztem az
Osszegzést. Az algoritmus és a kiszamolt értékek az szd_ shortsum nevid munka-
fiizetben talalhatok.

A maximumok meghatarozasa utdn definidltam még két fliggvényt, melyek se-
gitségével a 6.3 Tétel becsléseit, illetve a (6.3)-ban szerepl /g log log ¢-t tudjuk gra-
fikusan abrézolni. Az alabbi 1. d4bran kék szinnel vannak feltiintetve az S, értékei,
mig rendre piros és zold szinnel a Frolenkov-féle becslés, illetve a Riemann-sejtésbsl
szarmaz6 /qloglog q értékei.

A szamitasok futasidejénél legfeljebb egy oras kereten beliill maradtam az idé

végessége miatt, igy a legnagyobb p prim, amire kiszdmoltam a maximumot 59369.
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Sajnos a szamitogépem nem igazan gyors, igy szazezres nagysagrendi primeket mar
nem tudtam vizsgalni. A p értékeinél mindig koriilbeliil ezresével 1éptem elére, illetve

p < 10000 esetén kozelebbi szamokat is vettem.

- Valodi ertekek

1000 | --Becsles .
-.Riemann feltetel :

800 |-

.
600 |- .
- . * * '
. .t” -
. T
400 |
. .
L L]
. .
. * - -
N . . . * . ) . -

200F . " . . . * "
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0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

1. abra. Legendre-szimbolummal elkészitett sorozatok véges intervallumokon vett

Osszegeinek maximuma.

Az abrarol azonban jol lathato, hogy mindegyik maximum a ,/qloglogq grafi-
konja alatt marad. A 6.3 Tétel fiiggvényei csak kis primekre adnak kozelitéleg éles
becslést, azonban nagyobb szamokra tul gyorsan novekszik és igy a valodi értékektsl
vett tavolsag egyre nagyobb lesz. Ugyanakkor érdemes megfigyelni, hogy a maxi-
mumok noévekedése nagyon lassi. Még 59369 esetén is csak legfeljebb 300 darab
egymast kovets +1 vagy —1 szerepel az elkészitett sorozatban, ami p értékének kb.
1/200-ad része. Tehat a legjobb becslések a valodi értékektdl még messze allnak, igy

elképzelhetd jovebeli javitas.
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7. Sulyozott a-egyenletes eloszlas

A rovid intervallumokon vett Gsszegek utdn ebben az fejezetben attériink szamtani
sorozatok mentén vett Osszegekre.

Cécile Dartyge, Sarkozy Andras és Gyarmati Katalin egy éppen késziils cikkben
[14] binaris sorozatok eloszlasait vizsgaltak szamtani sorozatok mentén. E célbol
bevezették a pszeudovéletlen sorozatok silyozott a-egyenletes eloszlasdnak mértékét,
majd ennek minimuméra és maximumara becsléseket, illetve korlatokat probaltak
adni.

A probléma a kovetkezs: tegyik fel, hogy sziikségiink van egy ismeretlen L
hossztsagt pszeudovéletlen sorozatra. Ha L értékét kortilbeliil jol meg tudjuk ha-

tarozni, példaul létezik olyan U, hogy U < L < 2U, akkor a feladat megoldhato.

Készitiink egy 2U < N < 4U hosszusagun Enx = (e, ..., ey) pszeudovéletlen soro-
zatot, majd ennek vessziik az els§ L elemét. Ekkor £y, = (eq,...,er) szintén ,,jo”

pszeudovéletlen sorozat lesz minden U < L < 2U esetén. Ugyanis a korabban beve-
zetett W és C) mértékek definiciojabol kovetkezik, hogy ha Ey ,,j0” sorozat, akkor
0<n<n+M < NésM> Nvagy M > N esetén (e,41, €nia, - - -, €ninr) Szintén
,jo”. Azonban, ha példaul csak annyit tudunk mondani, hogy U < L < U akkor
ez a modszer nem mikodik. A probléma az, hogy M < NY/2és1<n<n+M <N
esetén Ey = (e1,...,en) ,jO” pszeudovéletlen tulajdonsagai nem garantaljak, hogy
(€n+1s€nt2s - -, Enynr) szintén pszeudovéletlen a mértékek értelmében.

A problémat kezelhetnénk, ha mondjuk képesek lennénk olyan Ey € {—1,+1}V
sorozatokat késziteni, melyeknél minden M > N¢ esetén (e,,41,€nt2, .- -, €ninr) SZIN-
tén ,,jo”, a W és Cj mértékeik példaul kisebbek, mint M1/?*¢ vagy M'—¢

A tovabbiakban a W egyenletes eloszlas mértékét vizsgaljuk ebbdl a szempontbol.
Sziikség lesz a kovetkezd jelolés bevezetésére: ha Ey = (eq, eq,...,ey) € {—1,+1}V,
nef{0,l,...., N—1}, M eNeé 0<n<n+ M<N, akkor legyen

EN(n7M> = (€n+1, €nt2, - - - 7€n+M>-

7.1. Definicié (Dartyge-Gyarmati-Sarkozy). Ha Ey olyan binéris sorozat, mint

fent és 0 < a < 1/2, akkor Ey stlyozott a-egyenletes eloszlasat gy definialjuk,
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mint

Wo(En)=  max M *W(Ex(n,M)),

0<n<n+M<N

Itt W a kordbban bevezetett egyenletes eloszlas mértéke:
t—1
Z €a+jb
=0

ahol a,b,t e Nés 1 <a<a+ (t—1)b< N. Lathato, hogy o = 0 esetén Wy(Ey) =

= W(Ey), vagyis az egyenletes eloszlas mértékét kapjuk vissza.

W(Ey) = max

’
a,b,t

Vezessiik még be a kovetkezd jelolést: 0 < a < 1/2 esetén legyen

o(N) = i Wa(EN).
ma(N) = min W)

A fent targyaltak értelmében célunk ennek a minimumnak a vizsgalata.
W, (Ey) tipikus értékérsl az alabbiakat mondhatjuk el, aminek a bizonyitasa

[14]-ben szerepel:

7.1. Tétel (Dartyge-Gyarmati-Sarkozy). Tegyiik fel, hogy 0 < « < 1/2. Ekkor
barmely € > 0-hoz léteznek olyan Ny = Ny(e) és 6 = 0(e) szamok, hogy minden
N > Ny esetén egy véletleniil vilasztott Exy € {—1,+1}Y sorozatra (vagyis barmely

EN sorozatot QLN valdszindséggel vdlasztva) :
P(Wo(Ey) > 6NW2=2) > 1 — ¢ (7.1)

€és

P(Wo(Ey) > 6(Nlog N)Y2N~%) < e. (7.2)

Azaz W, értéke az esetek tobbségében N(/2~ koriil van. Ugyanakkor [14]-ben
azt is sikeriilt belétni, hogy
eNT™% < mg(N).

Lathatjuk, hogy ismét megjelent egy c abszolit konstans. Ezt szintén vizsgalhatjuk a
szamitogép segitségével, hogy legalabb koriilbeliili becslést kapjunk ra, illetve késébb
pontosan meghatarozhassuk az értékét. Teszteléshez a Legendre-szimbolum altal

generélt sorozatot hasznaljuk és tobb « esetén is kiszamoljuk W,-t.
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Szamolasi eredmények

W, értékeinek meghatarozasahoz ugyancsak a Sage programcsomagot hasznéltam.
Mivel ennek kiszamitasa joval bonyolultabb és tobb ideig tart, mint a révid Ossze-
geknél vett szamolasok, ezért a sorozatok hosszat csak ezres nagysagrendben tudtam
vizsgalni. A Sage munkafiizet szd_ sulyozottW néven talalhaté meg a szakdolgozat

mellékleteként. Az eredmények a 2-7. abran lathatok.

4.2+

381 . ) .
36 oo
34

3.2F

W _1/2 ertekei

2.8

] ] ] ]
2000 4000 6000 8000 10000

2. abra. Legendre-szimbolummal elkészitett sorozatok W o értékei.

Az x tengelyen a p primek szerepelnek, mig az y tengelyen a p primekhez tartozo

Wy (E,—1) maximumok o = %, %, }1, %, % és 0 esetén. A szamitasok alapjan azt latjuk,
hogy W, (E,_1) értékei (ahol E, ; a Legendre-sorozat) nagyon lassan nének, amint
p — oo-be. Természetesen itt még tovabbi vizsgalatokra van sziikség, a grafikonok

segitségével csak egy koriilbeliili képet kapunk arrél, hogy a maximumok hogyan
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W _1/3 ertekei

] ] ] ]
2000 4000 6000 8000 10000

3. abra. Legendre-szimbolummal elkészitett sorozatok W 3 értékei.

helyezkednek el egy konkrét sorozat esetén « fliggvényében.
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4. abra. Legendre-szimbolummal elkészitett sorozatok W 4 értékei.
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5. dbra. Legendre-szimb6lummal elkészitett sorozatok W 5 értékei.
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6. dbra. Legendre-szimb6lummal elkészitett sorozatok W6 értékei.
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7. abra. Legendre-szimbo6lummal elkészitett sorozatok W értékei.
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A lemezmelléklet tartalma

A lemezmelléklet a kdvetkezd konyvtarakat tartalmazza:

Cikkek

Ebben a kényvtarban talalhaté meg azon cikkek és konyvek nagy része, melyeket a

dolgozat irasa kozben felhasznéltam.

Dolgozat

A | Dolgozat” konyvtarban szerepel a szakdolgozat .pdf formatumban.

Munkafiizetek

Ebben a kényvtarban talalhaté a két Sage munkafiizet, a szd_ shortsum.sws és

szd_ sulyozott W.sws.

Neumann generator

Ebben a konyvtarban a Neumann pszeudovéletlen generatort megvalosito rovid prog-
ram, a C+-+ forraskod, valamint a kimenet és a szamolasi eredmények talalhatok.
Tovabba a neumann nevi alkonyvtarban a Visual Studio Solution projektfajl foglal

helyet.
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