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1. Bevezetés

A lineéris algebra a matematika jelentGs aga, mely rengeteg teriileten
alkalmazhato. Elengedhetetlen eszkéz nem csak a matematikdban, de a fi-
zikdban, kémiaban, kozgazdasagtanban, informatikdban, illetve mtszaki és
egyéb teriileteken is. A vektorok, matrixok kiilonosen hasznosak fizikai terek,
és abban végzett mozgasok leirasara. Vektorgrafikai programok is a linea-
ris algebréan alapulnak, de akar kémiai reakcidegyenleteket is leirhatunk a
segitségével.

A matematikan beliil tébbek kozott a linearis programozas, kodelmélet,
kombinatorika vagy épp a geometria teriiletén talalhatunk alkalmazasokat.

Szakdolgozatomban négy fejezeten keresztiil mutatom be néhany rovid
kombinatorikai, geometriai és szamelméleti alkalmazasat.

Els6ként olyan halmazrendszerekkel foglalkozom, melyeket alkoté halma-
zok méretére és/vagy paronkénti metszetére valamilyen feltétel van téve (pél-
daul meg van adva a paritasa). Erdekes és meglepd, hogy a feltételek kis val-
toztatasa is nagysagrendbeli valtozast okozhat a halmaz elemeinek maximalis
szamaban.

A kovetkezd fejezetben megfigyeljiik hogyan valtozik a pontok maximalis
szama, ha a koztiik 1év6 tavolsag csak egy-, illetve kétféle vagy péaratlan
nagysagt lehet. Ezenkiviil egy egyszerti modszert kapunk annak eldontésére,
hogy mikor létezik n dimenzidban n + 1, adott tavolsdgra 1évé pont.

Egy szamelméleti alkalmazéssal, az egész szamok particioival fogalalkozik
a harmadik fejezet. Ezen beliil is azzal az esetel, ha a partici6 tagjainak
szamat és nagysagat is korlatozzuk.

Az utolsé fejezet egy geometriai alkalmazést mutat be. Megismerkediink
a momentumgoérbe és a ciklikus politop fogalméval, illetve ez utébbi egy
kivételes tulajdonsagaval. Arra is valaszt kapunk, hogyan tudunk néhany
pontot egyenletesen eloszlatni egy n dimenzios gomb feliiletén.



2. Alkalmazott jelolések, definiciok

A dolgozatomban egy vektor norméja alatt mindig az euklideszi normajat
értem, azaz minden x € R"

|z|]| = V< x> =

2.1. Definicié (Konvex kombinacid).

k

E ;U

i=1

a v, Ve, ..., v vektorok konver kombindcidja, ahol oy, s, . .., i nemnegativ
valds szimok, melyekre S a; = 1
s ) i=1 Y —

2.2. Definici6 (Konvex burok). Egy X ponthalmaz konvex burka az a leg-
sztikebb konvex halmaz, amely tartalmazza X-et. Mdasképp megfogalmazva X
konver burka az elemei 6sszes konvexr kombindcidojanak halmaza.

2.3. Definicié (Affin kombinéacio).

k
Z Bivi
i=1
a vy, Ve, ..., v vektorok affin kombindcidja, ahol By, B, ..., By valos szdmok,
k
melyekre > . i =1

2.4. Definici6é (Szimplex). Egy n-dimenzids szimplex n+1 dltaldnos hely-
zetd pont konvexr burka.

2.5. Definicié (r-gémb, nyilt félgémb). R™*! O S"-et r-gémbnek nevez-
§ = {z e R« |Jaf| = 1}

Nyilt félkornek neveziink eqy:
{reS :a'zx>0}

alaki halmazt, ahol 0 # a € R™1.



3. Paros— és paratlanfalva klubjai

Az alabbiakban olyan halmazrendszerekkel foglalkozunk, melyeket alkoto
halmazok méretére és paronkénti metszeteteire kiilonbozé feltételeket te-
sziink. Azt vizsgéaljuk, hogyan valtozik a halmazrendszert alkoté halmazok
szama. Meglep6 modon akéar csak kis valtoztatas is nagysagrendbeli kiilonb-
séget okozhat. Legf6bb eszkozeink a vektorok véges test feletti fiiggetlensége,
a matrixok rangjara vonatkozo szabélyok és az alterek dimenziojarol tanultak
lesznek.

3.1. Paratlanfalva

Paratlanfalva n lakojanak legfébb elfoglaltsdga kiilonb6z6 klubok alaki-
tasa. A klubok szaménak korlatozasa érdekében a varosi tanacs a kovetkezd
szabalyokat fogadta el:

e Minden klubnak csak paratlan szamu tagja lehet
e Barmely két kiilonb6z6 klubnak csak paros szamu kozos tagja lehet

Legyenek a klubok C1,Cy, ..., C,,. Ekkor a varosi tanacs altal elfogadott
szabalyok matematikailag megfogalmazva:

e Vi: |Ci|=1 (mod 2)
e Vi£j |C;NC;|=0 (mod 2)

3.1. Tétel. A fenti szabdlyok figyelembevételével a vdros n lakdja legfeljebb
n szdmi klubot tud alapitani, azaz a klubok m szamdra m < n.

Bizonyitds: Legyen A a klubok incidenciavektoraibol alkotott métrix, azaz
az az m X n-es matrix, amire

o 1 ha j € C;
% =10  egyébkent

Vilagos, hogy A matrix rangja legfeljebb n. Ha megmutatnank, hogy A
sorai fiiggetlenek, akkor ebbdl azonnal kovetkezik, hogy m < n.

Tekintsiik most az AAT € R™" matrixot. Ennek k-adik sordnak [-edik
eleme Z?:l ap;ar;, ami éppen CyNC) elemeit szamolja meg. Tekintsiik most az



A matrixot [y felett. Ekkor AAT k-adik soranak l-edik eleme 1, ha |Cy N O
paratlan, és 0, ha |C}, N Cy| paros.

Ha a varos polgérai betartjak a szabalyokat, akkor |C, N Cy| = 0 csak k =
[ esetén lehetséges, tehat AA T matrix az m xm-es identitdsmatrixszal egyezik
meg. Ebbdl kivetkezden r(AAT) = m. Mivel két matrix szorzatanak rangja
legfeljebb a két matrix rangjanak minimuma, ezért m < r(A). Azonban
r(A) < n miatt m < n.

Konnyen belathato, hogy valoban lehetséges n klubot 1étrehozni: a varos
minden lakoja egy egytagu klubot alapit....m

3.2. Parosfalva

Parosfalvan szintén szabélyok korlatozzak a klubok alapitasiat. Ebben a
varosban a kovetkezdket kell betartani:

e Minden klubnak csak péaros szamu tagja lehet, azaz Vi : |C;] = 0
(mod 2)

e Bérmely két klubnak csak paros szami kozos tagja lehet, azaz Vi # j
|C; N Cj| =0 (mod 2)

e Semelyik két klubnak nem lehetnek pontosan ugyanazok a tagjai, azaz

Ci?'écb hal#],
ahol C1, Cy, ..., C,, jeloli a klubokat a varosban.

3.2. Tétel. A fenti szabdlyok figyelembevételével a vdros n lakdja legfeljebb
2U/2) szdmai klubot tud alapitani, azaz a klubok m szdmdra m < 217/21

Bizonyitds: Dolgozzunk most az Fj vektortérben! Jelolje v; a C; klub inci-
denciavektorat! Ekkor Vi Vj wv;-v; = 0, a fenti szabalyok miatt. Jelolje
C C F% a klubok incidenciavektorainak halmazat. Ekkor tehat C' L C. Le-
gven U =< C' > a C elemei altal kifeszitett vektortér. Ez altere Fj-nek.
Mivel C' L C, ezért C' L U, ésigy U L U, masszoval U C U+. Tudjuk, hogy
dim(U) + dim(U+) = dim(Fy) = n. Emiatt dim(C) < dim(U) < |n/2].
Ebbél kévetkezik, hogy m = |C| < |U| < 2/2.

Nem nehéz 21"/2) klubot létrehozni. Parositsuk a véros lakéit! A parok
halmazéanak (mely |n/2] elem() minden lehetséges részhalmaza alkosson egy
klubot. Igy 6sszesen 21"/2) klubot kapunk, melyek megfelelnek a varosi tanéacs
altal hozott szabalyoknak....m



Paratlanfalva szabélyai sokkal szigoribbak, mint Parosfalvan. Mig az
el6bbiben a varos polgarai legfeljebb a lakossag szaméval megegyez6 szam,
addig az utobbiban akar exponenciadlisan sok klubot is létrehozhatnak. A
szemléletesség kedvéért: feltéve, hogy mindkét telepiilésen n = 30-an lak-
nak, Paratlanfalvan minddssze 30, mig Parosfalvan akar 2'° = 32768 klub
miikodhet.

A masik jelentds kiilonbség a két telepiilés szabalyai kozott, hogy Paros-

falvan a mar meglévé klubok mindig kiegészithetsk 21%/2) klubba, anélkiil,
hogy a szabalyokat megsértenénk, ezzel szemben minden k-ra (k € Z, 1 <
k <n—1, k paritisa megegyezik n-ével) létezik a kluboknak olyan k elemt
halmaza, amely a szabalyok betartdsa mellett nem b&vithets.
Bizonyitds: Paratlanfalva klubjait osszuk szét k darab diszjunkt, paratlan
elemszamu halmazba (ezt pontosan akkor lehet megtenni, ha k paritasa meg-
egyezik n-ével). Ez a halmazrendszer nem bévithetd, mert ha uj klubot sze-
retnénk létrehozni, akkor annak a masodik szabaly miatt minden mar létezs
klubbal paros sok kozos tagja kell legyen. Mivel azonban az eddigi klubok
diszjunktak, ezért igy az 4j klubnak péros sok tagja lenne, ami megsérti
az els§ szabalyt. Parosfalvin mas a helyzet. A a 3.2 tétel bizonyitasaban
lattuk, hogy ha C' Parosfalva klubjai incidenciavektorainak halmaza, akkor
< C >=:U-raU L U. Tehat U is j6 halamza a klubok incidenciavektorai-
nak, nem séri a szabalyokat. Valamint az is igaz, hogy az incidenciavektorok
egy nem bd&vithet§ halmaza altere Fj-nek. Be kéne latnunk, hogy minden
ilyen altér dimenzioja sziikségképpen |n/2].

Indirekt tegyiik fel, hogy dim(U) < |n/2]. Ez azt jelenti, hogy dim(U+) >
2 + dim(U). Ha taladlnank egy u € Ut vektort, ami nem eleme U-nak, és
u L u, akkor < U,u > egy U-t nemtrividlisan tartalmaz6, 6nmagara meréle-
ges altér lenne.

Legyen v,w € UL, v,w ¢ U. Ha v és w koziil barmelyik 6nmagara
mer6leges, akkor kész vagyunk, megtalaltuk a keresett vektort. Ha azonban
egyik sem meréleges 6nmagara, akkor v - v = 1 = w - w. Ekkor azonban
<v+w,v+w>=v-v+w-w=1+1=0. Tehdt ekkor v + w a keresett
vektorunk, amivel U b@vithet§ lenne. A feltevésiink ezek szerint helytelen,
igy dim(U) = [n/2]....m

3.3. Liberalizalt parosfalva

Parosfalva enyhitett a szabalyokon. Ezutan az alabbiakat kell betartani:



e Minden klubnak akar paros, akar paratlan szamu tagja lehet
e Barmely két klubnak csak paros szami kozos tagja lehet

Bar ezek a szabélyok sokkal enyhébbnek hangzanak, meglepé modon a
maximéalisan alapithatd klubok szama csak legfeljebb 1-gyel nétt.

3.3. Tétel. A fenti szabdlyok mellett a klubok maximdlis m szamdra

3

2L3] ha n pdros
m = n .
olz) 41 ha n pdratlan

N

Bizonyitds: Legyen C'a klubok incidenciavektorainak halmaza. C' = C1UCy,
ahol €7 = {paratlan tagszamu klubok incidenciavektorai} és Cy = {paros
tagszami klubok incidenciavektorai}. Hasznéljuk a kovetkezd jeloléseket:
Ui =<C;>, n;:=dim(U;) (i = 1,2). A 3.1. tétel miatt C; elemei li-
nearisan fiiggetlenek, ezért m < ny + 2™

Megmutatjuk, hogy U; N Us = 0. Legyen x € U; N Us,. Ekkor x felirhat6
U, és U, beli elemek linearis kombinacidjaként is, azaz x = :Lzll iy, =
Z;Lil Bjca;, ahol c1,-k az Uy, ¢y, pedig az U, bazisvektorai. Vegyiik mindkét
oldal skalarszorzatat c;,-val. Ekkor

ni

n2
g a;cc, =0 - 1 =0y = E Bjca,c1y, =0
i1 j=1

Mivel £ tetszéleges volt, ezért Vi  «; = 0, tehat x = 0.
Tudjuk, hogy < Uy, Us >C U, ezért ny +ny = dim < Uy, Uy >< n — no,
azaz ny < [ "5 |. Tehat

0 ha n paros

< ["52] < 9ol5)
My 420 S 2 1 ha n paratlan

Ezzel bebizonyitottuk a tételt....m

3.4. Forditott paratlanfalva

Forditott paratlanfalva szabalyai:

e Minden klubnak csak paros szamu tagja lehet



e Barmely két klubnak csak péaratlan szamu kozos tagja lehet

3.4. Tétel. A szabdalyok betartdsa mellett a klubok mazimdlis szama

n ha n pdratlan
m = .
n—1 ha n pdros

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a varosnak van egy 1j polgara, aki mindegyik
klubhoz csatlakozik és 6nmaga is egy egytagu klubot alapit. Igy Paratlanfalva
szabalyait alkalmazva legfeljebb n 4 1 klubot lehetne létrehozni. Mivel igy a
klubok szama 1-gyel nétt, ezért eredetileg legfeljebb n klub lehetett.

Paratlan n esetén ez a fels§ becslés éles, tényleg lehet n klubot 1étrehozni
példaul az aldbbi médon: Egy ember mindenkivel part alkotva klubokat ala-
pit. Az n. klubnak minden varosi polgar tagja, kivéve a fenti illetét.

Paros n esetén tegyiik fel, hogy m = n. Legyen A a klubok incidenciamét-
rixa és dolgozzunk most is I, felett. Ekkor B = AAT (i, j)-edik poziciojaban
b;; = |C;NCy| all. A fenti szabalyok miatt B atlojaban 0 all, mindenhol mas-
hol 1.

3.1. Allitas. B € F7"*™ rangja m

Bizonyitds: Végezziik el a kovetkezd Gauss—eliminacios lépéseket: ElGszor
mindegyik sorbol vonjuk ki az alatta 1évét. A kapott matrix utolsé sorabol
vonjuk ki minden paratlanadik sort. Mivel a sorok szama paros, ezért egy
fels6 haromszogmatrixot kapunk, ami teljes rangi, tehat r(B) =m ...m

0111 11 1100 00
1011 11 0110 00
1101 11 0011 00

B-| 1110 11 |_]oo0oo01 00 |
1111 01 0000 11
1111 10 1111 1

1100 00
0110 00
0011 00
~,lo0o001 0 0
0000
0000 1




A métrixok szorzatanak rangjara vonatkozo tétel miatt m = r(B) <
min(r(A),r(AT)) < m, tehat 7(A) = m, azaz A sorai fiiggetlenek . Azon-
ban mivel a klubok tagjainak szdma péros, ezért barmely klub c¢ incidencia-
vektorara Y., ¢; = 0. Ez egy n — 1 dimenzi6s alteret hataroz meg, tehat
legfeljebb n — 1 fiiggetlen incidenciavektor van, azaz m < n — 1.

Létrehozhatd n — 1 klub Ggy, hogy egy ember mindegyik klubnak, a t6b-
biek pedig mind kiilénb6z6 (kétszemélyes) klubnak a tagjai....m

3.5. Mod-pF-falva

Mod-p*-falvan a kovetkezs szabalyok vannak érvényben:
e Semelyik klub tagjainak szdma sem oszthato p*-val

e Barmely két kiilonbozd klub kozos tagjainak szama oszthaté pF-val

3.5. Tétel. A fenti szabdlyok figyelembevételével a vdros n lakdja legfeljebb
n szdami klubot tud alapitani, azaz a klubok m szdmdra m < n.

Bizonyitds: Legyenek a klubok C, Cs, ..., C,,, a hozzajuk tartozo6 incidencia-
vektorok ¢y, ca, ..., ¢, €8 legyen A a klubok incidenciamatrixa. Vilagos, hogy
A métrix rangja legfeljebb n. Ha megmutatnank, hogy A sorai fiiggetlenek,
akkor ebbdl azonnal kovetkezik, hogy m < n. Tekintsiikk most a ¢; - ¢; ska-
larszorzatot, ami éppen C; N C; elemeit szdmolja meg. A fenti két szabély
miatt

P eic ha i # j
PPtei-c;  hai=j. (1)

Indirekt tegyiik fel, hogy a klubok incidenciavektorai nem fiiggetlenek Q
felett. Ekkor
o101 + e + -+ ey, = 0, (2)

ahol legalabb az egyik «a; egyiitthaté nem 0. Szorozzuk be a (2) egyenletet az
egyiitthatok kozds nevezGjével, igy az egyiitthatok egészek lesznek. Ezutan
osszuk le mindkét oldalt az egyiitthatok legnagyobb kozos osztojaval. Igy a
kapott 3; egylitthatok relativ primek egymashoz. Most szorozzuk meg ska-
larisan mindkét oldalt egy tetsz6leges ¢, incidenciavektorral és rendezziik at
az egyenletet:

Bici-ck+Baca - Crpt+ - Br_1Ch—1-Cl+ Brs1Cht1 Clot -+ BnCm -l = —BrCr-Ci

9



(1) miatt a bal oldalon mindegyik dsszeadandé oszthato p*-val, de ¢ - ¢, nem
oszthato pF-val, ezért B;-nak oszthaténak kell lennie p-vel. Mivel ¢;, tetszéle-
ges volt, ezért mindegyik f;-nek oszthatonak kell lennie p-vel. Ez ellentmond
annak, hogy a f3; egyiitthatok relativ primek egymashoz. Igy a feltételezé-
siink hamis volt, és a ¢y, ¢y, ..., ¢, incidenciavektorok fliggetlenek Q felett,
igy m < n, amivel a tételt be is bizonyitottuk....m

Megjegyzés: A fentiekben csak a vektorok QQ feletti fliggetlenségét bizonyi-
tottuk be, azonban mivel a vektorok koordin&tai mind racionalisak, ezért ez
ekvivalens a valos szamtest feletti fiiggetlenséggel. Ugyanis ha az A mét-
rix rangjat a determinansrang definicidja szerint hataroznadnk meg, akkor
az eredmény fiiggetlen lenne attol, hogy a részmétrixokra Q vagy R felett
tekintiink.

A fejezet [1] és [3] alapjan késziilt.

10



4. Pontok és tavolsagok

Ebben a fejezetben pontok (illetve azok létezésének) és a koztiik 16ve
tavolsagoknak a kapcsolatat vizsgaljuk. Megfigyeljiik, hogyan valtozik a pon-
tok maximalis szama ha egy-, illetve kétféle tavolsagot adunk meg koztiik.
Es vajon mi a helyzet akkor, ha csak annyit szabunk meg, hogy a pontok-
nak paratlan tavolsidgra kell lenniiik egyméastol? Meglep6 modon ez a nem
til szigorunak tiné feltétel eléggé korldtozza a lehetGségeinket. Arra is va-
laszt kapunk, hogy egyaltalan hogyan tudjuk eldénteni, hogy mikor létezik n
dimenzioban n + 1, adott tavolsagra 1évé pont. [2]

A fenti kérdések eldontéséhez (az eléz fejezetben is alkalmazott) fiigget-
lenséget, generalt alterek dimenzi6jat, illetve a matrixok szemidefinitségének
fogalméat alkalmazzuk.

4.1. Azonos tavolsagra 1év6é pontok

4.1. Tétel. R"-ben az olyan pontok maximdlis m szdma, melyek kézil bdr-
mely kettd tdavolsdga eqyenld m =n + 1.

Bizonyitds: Legyenek po, p1,...,pm a fenti tulajdonsagt pontok és barmely
két pont tavolsdga legyen d. Tekintsiik a kdvetkezd vektorokat:

vii=pi—po (1=1,2,...,m)

Be szeretnénk latni, hogy a v; vektorok linearisan fiiggetlenek, mert akkor
a szamuk legfeljebb n lehet, a p; pontok szama pedig legfeljebb n + 1.
A v; vektorokra a kovetkezdk teljesiilnek:

vy = |vl]? = d? (3)
d2 = HUz — 'UjHZ = V;V; — 2’Ui + VU5 = 2d2 — 21)in = Viv; = ? (4)

Indirekt tegyiik fel, hogy a wv; vektorok 0OsszefiiggGek, azaz létezik
a1, e, ..., o € R, ahol legalabb az egyik «a; # 0 és amire

101 + aoUs + ... Uy, = 0
Ezt szorozzuk be v;-vel.

a1 V; + aavav; + .. U v; = 0

11



Ekkor (3)-et és (4)-t behelyettesitve
d2
Slatar+ +aiatapt o tam) +dia; =0

d? # 0-val leosztva és az egyenletet dtrendezve:
O(l—|-042—|-"'+Oéi_1+Oéi+ai+1+"'+04m:—CYZ' (5)

Mivel (5) minden i = 1,2,...,m-re teljesiil, ezért ezeket Osszeadva a kiovet-
kez6t kapjuk:

klar+: - +ai gttt +ay) = —(a+ i taitai + o)

Mivel k > —1, ezért ez csak akkor lehetséges, ha oy + g + -+ ;1 + a; +
Qg1+ -+, = 0. Ekkor viszont (5) miatt «; = 0. Mivel i tetszdleges volt,
ezért minden egyiitthato 0, tehat az o; vektorok fiiggetlenek....m

4.2. Kétféle tavolsagt pontok

4.2. Tétel. R"-ben az olyan pontok maximdlis m szdma, melyek kozil bdr-
mely kettd tavolsiga a vagy b (a,b € R, a,b > 0)

(n—2|—1> <m< (n+1)2(n+4)

Bizonyitds: Flészor az als6 becslést bizonyitjuk be.
Vegyiik az dsszes olyan R""!-beli vektort, amelynek pontosan két koordi-

nataja 1, a toébbi 0. Ezeknek a szama (”'2“) és tavolsaguk

n+1
BT e (V2 hadke{l,2,....m}p,=1=p,
|pi—p;ll = ;(pzk Pjy) —{ 5 eayebkent

Vegyiik észre, hogy ezek a pontok leirhatoak a ZZ:} pi, = 2 egyenlettel. Ez
azonban egy n dimenzios alteret hataroz meg R"*-ben, tehat tekinthetiink
rajuk R™-beli pontokként is, vagyis R"-ben megadhato (";1) kétféle tavolsagnu
pont.

Most pedig bizonyitsuk be a fels6 becslést! Minden p; ponthoz rendeljiik
hozzé a kovetkezs fiiggvényt:

fi: R* =R, o (o —pill* = ) (|2 = pil* = 0°)
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Figyeljiik meg, hogy

/0 ha i # j
fl(p])_{ a2b27£0 haZ:j

Megmutatjuk, hogy az f1, fa, ..., fm polinomok fiiggetlenek R felett. Ve-
gyiik az f;-k linearis kombinaciojat «; egyiitthatokkal:

ar fi(x) + asfo(x) + .. amfm(z) =0
Helyettesitsiik = helyére p;-t! Ekkor azt kapjuk, hogy

0+0+-+0+a;a®t*+0+---+0=0,

tehat ;. Ez minden j = 1,2..., m-re teljesiil, tehat az f;-k fiiggetlenek.
Masrészt észrevehetjiik, hogy a fenti f; polinomok mind

n 2 n

2 2 2 p
E x|, E i | vy, wiwy, x7, w;ésl
k=1

k=1
linearis kombinaciéi (4,5 = 1,2,...,n ¢ < j). Ezeknek a polinomoknak a
szama 1 +n + n( Dintnt+l1=12 +5"+4 ("+1)("+4) . Tehat az f;-k altal

generalt tér 1egfelJebb M dlmenzms és mlvel az f;-k fliggetlenek, ezért
(n+1)(n+4)
e

szamuk nem lehet nagyobb, mint a tér dimenzidja. Ebbsl m < ...

4.3. Paratlan tavolsagi pontok

4.3. Tétel. Nincs négy olyan pont a sikon, melyek paronkénti tdvolsdga pd-
ratlan.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy létezik négy ilyen pont, és legyen koziiliikk az
egyik az origo, a tobbi pedig a,b,c € R% Ekkor a pontok kozti tavolsagok:
llall, 116ll, llcll, lla=bll, [|[b—cl||, és |jc — al|. Szdamelméleti tanulmanyaink-
bol tudjuk, hogy barmely k paratlan szamra k* = 1 (mod 8). Ebb6l és a
koszinusz-tételb6l 2 < a,b >= ||a||* + ||b||* — |l — b]|* = 1 (mod 8). Hason-
loan 2 < a,c >=1 (mod 8) és 2 < b,c >=1 (mod 8).

Legyen A a kovetkezd matrix:

<a,a> <ab> <a,c>
A=| <ba> <bb> <bc>
<c,a> <c¢b> <ce>

13



Ekkor 2A kongruens az alabbi matrixszal modulo 8:
2 11
B=|121
11 2

4.1. Allitas. det(B) = 4 = det(2A) = 4 (mod 8)

Bizonyitds: Mindkét matrix determinansat kifejtve det(2A) tagjai kongru-
ensek det(B) megfelel§ tagjaval modulo 8....m

Az allitas miatt det(2A) # 0, igy det(A) sem 0, ezért A teljes rangt, azaz
r(A) = 3. Azonban A = MM, ahol

M — aq b1 C1
a9 bg Co
M rangja legfeljebb 2, ezért a szorzatmatrix rangjara vonatkozo tétel

miatt 7(A) < 2. Igy ellentmondasra jutottunk, tehat indirekt feltevésiink
hamis volt, nincs négy paronként paratlan tavolsagt pont a sikon....m

Megjegyzés: A fenti tétel és annak bizonyitasa atviheté magasabb n dimen-
ziokba is, kivéve akkor, ha n =6 (mod 8).

4.4. Tétel. Han # 6 (mod 8), akkor nem létezik n+2 pont R™-ben, amelyek
tavolsaga pdratlan.

Bizonyitds: A tételt a 4.3 tétellel analog modon bizonyithatjuk. Ekkor a
B € RO+ matrix:

— DN

1 11
2 11
1 2 1
1 1 2

melynek determinansa n + 2 (ami pontosan akkor nem kongruens 0-val mo-
dulo 8, ha n # 6 (mod 8)). Az M € R™ (1 m4trix rangja azonban legfel-
jebb n, ami miatt A rangja is legfeljebb n lehet. Ez ellentmond annak, hogy
A teljes rangi, tehat nem létezik n + 2 pont, amelyek tavolsiga paratlan. m
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4.4. Mikor léteznek az adott tavolsagit pontok?

A kovetkezGekben a tér pontjait és a hozzajuk tartozo helyvektorokat
ugyanugy jeloljik.

Tudunk-e harom olyan pontot taldlni az euklideszi sikon, melyek tgy al-
kotnak haromszoget, hogy annak oldalai 12, 3 és 5 egység hossztak legyenek?
Azaz létezik-e p,q,7 € R? pontok, melyekre ||p —¢|| = 12, |l¢ — 7| = 3 és
lr = pl| = 57

A véalasz természetesen az, hogy nem, ugyanis ez ellentmondana a haromszog-
egyenl6tlenségnek, miszerint ||p — q|| < ||¢ — || + ||r — p||-

Az is kdztudott, hogy a haromszog-egyenlGtlenség nem csak sziikséges, de
elégséges feltételt is biztosit haromszog létezésére, azaz ha a,b és ¢ pozitiv
valos szamokra a < b+ ¢, b < c+a és ¢ < a + b, akkor léteznek p,q,r € R?
pontok a sikon, melyekre ||[p —q|| =a, |l¢ — 7| =bés ||r —q| = c.

De vajon mi a helyzet n pont esetén? Tudunk olyan feltételt mondani,
amivel eldonthetjiik, hogy léteznek-e pq, po, ..., p, pontok az n — 1 dimenzids
térben, amelyek adott euklideszi tavolsigra vannak egymastol?

Vegyiik az alabbi példat: Léteznek-e p, q,r, s pontok a térben, melyekre

lp—qll =8 |lp—r||=6
lp—s| =4 lg—r] =5
lg—sl =5 |r — sl =9

A sikbeli példanal a haromszog-egyenlGtlenség ismerete nélkiil tgy is el-
donthettiik volna a kérdést, hogy a p és ¢ pontok meghatarozasa utéan a
pontok koré rendre 5, illetve 12 egység sugaru kort rajzolunk. Mivel a két
korivnek nincs kdzos pontja, ezért nem létezik a feltételeknek eleget tevd
haromszog. (Lasd az 1. abrat)

1. 4bra.
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2. abra.

Hasonléan a térbeli példanal a p, g és r pontok kijel6lése utan megallapit-
hatd, hogy a koréjiik rajzolt megfelel§ sugart gémboknek szintén nincs kézos
pontja, igy nem létezik a feltételeknek megfelels négy pont. (Léasd a 2. abrat)

Linearis algebrai eszkozokkel azonban olyan elegdns modszerhez jutha-
tunk, melynek segitségével akar magasabb n dimenziokban is konnyedén el-
donthetjiik n + 1 pont 1étezését.

4.5. Tétel. Vi Vj (i,7=0,1...,n) legyen d;; = d;; tetszbleges nemnega-
tiv walés szim, és di; = 0 Vi-re. Akkor és csak akkor Iéteznek

D0s D1, - - -, Pn € R™ pontok, melyekre ||p; — p;|| = dij V(i,7), ha A € R™*"
mdtrixz pozitiv szemidefinit, ahol

1
aij = §(d3i + d(2)j - dzzj)

A tétel bizonyitasadhoz sziikségiink lesz egy lemmaéra, de el6bb alljon itt
egy emlékeztetd a Cholesky-felbontasrol:

4.6. Tétel. A € R™™" szimmetrikus pozitiv definit mdatriz. Ekkor egyértel-
miien létezik eqgy X € R™™ felsd hdromszog mdtriz, amire A = X" X. A-nak
ezt a felbontdsdat Cholesky-felbontdsnak nevezziik.

Most pedig kovetkezzen a mér emlitett lemma.

4.1. Lemma. M € R"*"szimmetrikus mdtrixz pontosan akkor pozitiv szemi-
definit, ha létezik X € R™™, amire M = XTX.

Bizonyitds: Ha M szimmetrikus pozitiv szemidefinit, akkor 1étezik Cholesky-
felbontésa, azaz M = XX, ahol X € R™" fels6 haromszog matrix.
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Ha M = XX, akkor Vz € R" 2 Mz = (Xz) (Xz) = ||Xz|* > 0,
tehat M pozitiv szemidefinit. m

A kovetkezGekben a tétel bizonyitasat ismertetjiik:

Bizonyitds: Legyen y; :=p; —po (i = 1,2,...,n). A koszinusztételt alkal-
mazva: ||y; — y;l1> = llwill> + ly;|° — 2 < v, y; >. Bzt atrendezve: < y;,y; >=
wall® + s ll* = Nl = y511?) = aij. Tehdt A az y; vektorok (szimmetrikus)
Gram-matrixa, ezért felirhato A = Y 'Y alakban, és igy a fenti lemma miatt
A pozitiv szemidefinit.

Megforditva, ha A pozitiv szemidefinit (és a definicioja miatt szimmetri-
kus is), akkor felirhato A = Y 'Y alakban. Legyen p; az Y matrix i-edik osz-
lopa (i = 1,2,...,n), és po := 0. Igy Y matrix a p; vektorok (i = 1,2,...,n)
Gram matrixa. Be kéne latnunk, hogy ||p; — p;|| = d;;  V(¢,7). Valoban, egy-
részt A definicioja miatt

Q5 = %(dgi + d%j - d?j)a
masrészt a koszinusztétel miatt
iy =< vy >= 5l + Iy = i = i)
A fenti két egyenletbdl:
dg; + dg; — dz; = |[pall” + llps* = llps = p511° (6)

i = j esetén dg, + dg; — & = 2dg; = ||pi|* + lpall” — llpi —pill” = 2 |l
tehat do; = |[pil|. Ezt behelyettesitve az (6) egyenletbe dg; + dj; — d7; =
43+ d3; — ||pi — p; ||, amibsl di; = ||p; — p;| ... m
Megjegyzés: n = 2 esetén a fenti métrix pozitiv szemidefinitsége ekvivalens a
haromszog-egyenlGtlenséggel. Mivel A matrix szimmetrikus, ezért pontosan

akkor pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke nemnegativ.

1

2
)

det(A — \I) = \* — \(dg, + diy) + d3,d5y —

Ebbdl

BBy dy £ (A3 + ) — AR BBy + () + @By — )
2

1,2 =

Akkor lesz mindkét gyok nemnegativ, ha

B+ 2y >\ () + @B — AR,y + (B + By — &)’
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Az egyenlGtlenséget rendezve:
iy + doy” 2 (3 + diy)” — 4ddy oy + (dy, + dfy — )"

2
0> —ddg, diy + (diy + dgy — d3s) (7)
(2d2,d2,)" > (2, + 2y — d2,)°

Mivel 2d%,d2, nemnegativ, ezért mindkeét oldalbol gyokot vonva az egyenlGt-
lenség teljesiilni fog:
2dg, dgy > (doy + doy — diy)

3y > (doy — dp2)’
dyo + doa > dos

A (7) egyenl6tlenséget megfelelen &atalakitva pedig megkapjuk, hogy
dig + do1 > dog és doy + do2 > dia.

Feltéve, hogy a haromszog-egyenlGtlenség teljesiil, visszafelé elvégezve a
miiveleteket, megkapjuk, hogy A maéatrixnak pozitiv szemidefinitnek kell len-
nie.
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5. Egész szamok particioi

5.1. Definicié. Egy k > 1 egész szam particiojanak neveziink minden olyan
k=aoai+as+-- -+, elddllitdast, aholr > 1 egész, ésay > ag > -+ > . >0

egész szdmok.

Példaul az 5 particioi:

S NS IS TS T B
|

1+14+1+1+1
2+14+1+1
2+2+1
3+1+1

3+2

4+1

)

A particiokat gyakran a Ferrers- vagy Young-diagramjukkal reprezentél-
juk. Egy k = oy + ay + - - - + «, partici6 Ferrers-diagrammja r darab nem
novekve magassagi oszlopbdl all, ahol az i-edik oszlopban pontosan «; darab
pont van. A Young-diagram pontok helyett cellikat hasznal.

Pl.: 8=3+2+42+1 abrazolasa Ferrers- és Young-diagrammal:

3. abra. Ferres- és Young diagram

Nyilvanval6an felmeriilhet a kérdés, hogy egy k szamnak hanyféle par-
ticioja létezik. Az aldbbiakban egy ennél egyszertibb problémaval foglalko-
zunk, név szerint, hogy hanyféleképpen lehet egy k£ > 1 egész szamot legfel-
jebb a € NT tagu particiokra bontani, ahol semelyik tag nem lehet nagyobb
b € N*t-nél. Masszoval olyan particiokat keresiink, melyek Young-diagramja
legfeljebb a szélességli és b magassagi, azaz belefér egy ilyen méreti ,do-

bozba”.
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5.2. Definicid. A k > 1 egész szam dsszes particidinak szamdt jelélje p(k).
Jelolje pap(k) a k > 1 egész szam azon particidinak szdmdt, ahol a particio
tagjainak szama legfeljebb a, és minden tag legfeljebb b. Nevezzik jonak” k
eqy particiojdt, ha az belefér egy b x a-as ,dobozba”.

b=3

a=4
4. dbra. A 8=3+42+2-+1 particié belefér egy 3 x 4-es ,dobozba”

5.1. Lemma. p,;(k) = pap(ab — k)

sarkabol indul6 atlora. Ekkor az iires cellak ab— k egy jo particidjat alkotjak.
(Ld. az 5. abra)m

—>

5. abra.

5.1. Tétel.
Pab(0) < pap(1) < -+ < pay (| 2])
Pas ([9]) = pap ([£]+1) = -+ = pap(ad)
Bizonyitds: Elegends a tétel elsg felét bizonyitanunk, mert a méasodik fele

kovetkezik a 5.1. lemmabol. Ehhez pedig elegendé belatnunk, hogy p, (k) <
Pap(l) minden 0 < k <1< 2,
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Ennek igazoldsdhoz egy, a dolgozat soran méar tébbszor alkalmazott line-
aris algebrai modszert, a vektorok fiiggetlenségét fogjuk hasznalni.

Legyen 7 egy permutéacié az {1,2, ..., ab} halmazon (illetve a doboz cel-
lain). Ekkor azt mondjuk, hogy 7 nem sérti az oszlopokat, ha az azonos osz-
lopban 1év6 cellakat azonos oszlopban hagyja (az oszlopok és az elemek egy
oszlopon beliil permutalédhatnak). Ekkor K7, Ky € K pontosan akkor par-
ticibekvivalensek, ha létezik 7 permutacio az {1,2, ..., ab} halmazon, amely
nem sérti az oszlopokat, és amelyre K; = w(Ks,). Masszoval az oszlopokat
nem sérté permutaciok permutaciocsoportot alkotnak C felett, melynek or-
bitjai épp a K1, Ko, ..., K, ekvivalenciaosztalyok.

5.1. Allitas. Legyen L;, € £L; (n€{1,2,...,]L;]}). JPlol]uk d;j, -nel azon
K,, € K-k szamadt, amire K,, C L, . Ekkor dw1 d;j, = dU\u

Bizonyitds: Legyen L; ,L; € L;, 7 olyan permutdcio, ami nem sérti az
oszlopokat és L; = w(L;, ). Ekkor K € K; esetén 7(K) € K;, ezért 7 bijekciot
letesit K azon elemei kozott, amik L; -nek részhalmazai, és azok kozott,
melyek L; -nak részhalmazai, igy d;;, = d;;,. m

Visszatérve a tétel bizonyitasara legyen A egy olyan || x |£| méreti
matrix, amire

- 1 haKiCLj,aholKiEIC,LjEE
Y1 0 egyébként

5.2. Allitas. Ha A sorai fiiggetlenek, akkor r < s.

Bizonyitds: Legyen A[K;, £;] az A méatrixnak a /C;-hez tartozo sorai és az
L;-hez tartozo6 oszlopai altal meghatarozott almatrixa. Az el6z6 allitas mi-
att Osszeadva A[K;, £;] sorait egy olyan vektort kapunk, melynek mindegyik
koordinataja d;;.

Legyen D az a matrix, aminek (¢, j) poziciojaban d;; all.

Vegyiink egy tetszoleges x € R” vektort. 2/ € R¥ vektor koordinatait
indexeljiik IC elemeivel és 2 = z; VK € K;, ahol i = 1,2,...,r (azaz
x1 az a vektor, amit ugy kapunk, hogy az z i-edik koordinatajat |KC;|-szer
lefrjuk). Ekkor 2/ L-hez tartoz komponense

ZxKaKL—Z%ZGKL—Z%dU: )

KeKk i=1 KeK;

Tehat ha 2D = 0, akkor 2’ A = 0. Be akarjuk bizonyitani, hogy D so-
rai fiiggetlenek, ugyanis igy legalabb annyi oszlopa van, mint sora, azaz
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r < s. Indirekt tegyiik fel, hogy D sorai sszefiiggGek. Ekkor 1étezik 0 #
r €R" 2"D = 0. Ekkor azonban /T A = 0, de 2’ # 0, tehat A sorai Gssze-
fiigg6ek. Ellentmondéasra jutottunk, ezért feltevésiink hamis, és igy D sorai
fiiggetlenek. m

Ahhoz, hogy az el6z6 allitdst alkalmazhassuk, még bizonyitanunk kell,
hogy A sorai fiiggetlenek.

5.2. Tétel (Gottlieb tétele). Legyen 0 < s <t <n, s+t <n, és jelilje
A azt a mdtrizot, melynek sorai, illetve oszlopai {1,2,...,n} s-elemd, illetve
t-elemd halmazaival vannak indezelve, és amelynek (S,T) pozicidjiban (S €
S = {{1,2,...,n} s elemd részhalmazai}, T € T = {{1,2,...,n} t elemd
részhalmazai}) 1-es dll, ha S C T. Ekkor A sorai fiiggetlenek. |4]

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy létezik z nemnulla vektor, amire
" A = 0. Rogzitsiink egy Sy € S koordinatat, amire x5, # 0 (x koordinatait
is S elemeivel indexeljiik). Bontsuk particiokra S-et és T-t is a kovetkezd
modon:

SZ'Z:{SESI‘SQSM:@ i:O,l,...,S}
T, ={TeT:|TNS|=34, j=0,1,...,s}

Tehat S-et és T-t is aszerint bontottuk s 4+ 1 darab particiéra. hogy hany
koz6s elemiik van Sp-lal.

Mivel 0 < s <t < n és s+t < n, ezért biztosak lehetiink benne,
hogy mindegyik S; és 7; nemiires. Azt is észrevehetjiik, hogy minden S € S,
ugyanannyi 7;-beli halmaz részhalmaza (jelolje ezek szamat d;;). S; és T,
definicidja miatt d;; = 0 ha i > j, és d;; # 0 ha ¢ = j. Emiatt a d;;-k altal
alkotott matrix nemszingularis fels6 haromszégmatrix.

Legyen y az az s hosszi vektor, aminek koordinatai:

Yi = E Ts
SES;

y # 0, hiszen S, egyetlen eleme S, ezért y; = xg, # 0. Azonban

S

0= Z (xTA)T: szsaST = ZxSZGST:ZZdeij =

TET; TET; SES SeS  TeT; i=0 SES;
S
-
:E vidi; = (y D)j
i=0

Tehit y egy olyan nemnulla vektor, amire y'D = 0, ami ellentmond D
invertalhatosaganak. Ellentmondasra jutottunk, tehat A sorai fiiggetlenek. m
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Visszatérve a f6 tételiink bizonyitasara, Gottlieb tétele miatt A méatrix
sorai fliggetlenek, ezért alkalmazhatjuk a 5.2 allitast. Azt kapjuk, hogy r < s,
tehat pp(k) < pap(l) minden 0 <k <1< 2. .m

A fejezetben szerepld bizonyitas [2] alapjan késziilt.

Néhany tovabbi, particiokkal kapcsolatos eredmény, melyek bizonyitdsdt
most nem ismertetjik:

1. Hardy és Ramanujan aszimptotikus becslést adott egy k szam partici-

6inak szamara [5]:
1 %
k)~ ——=e"V3
k) ~ 5

2. p(k) (Euler altal felfedezett) generatorfiiggvénye |[6]:

gp(k)xk - ]O_o[ (1 —1;1:)

i=1

3. Szintén Euler munkassaganak eredmény a kovetkezd tétel: [6]

A k szamnak pontosan annyi olyan particidja létezik, ahol minden tag
kiilonb6zG, ahédny olyan particioja van, ahol minden tag paratlan.

4. Egy k szam n taga particidinak szama megegyezik k£ olyan particiéinak
szaméaval, ahol a legnagyobb tag n.

5. Rekurziv képlet k particidinak szamara |7|:

o) =3 (19 (1= 2=
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6. Konvexitas

6.1. Konvex halmazok metszete

Ebben a fezetben konvex halmazokkal, illetve azok metszetével foglalko-
zunk

6.1. Tétel (Helly-tétel). Ha Ky, Ky, ..., K,, CR" konver halmazok, ahol
m € N, és kozilik barmely n + 1 metszete nemiires. Ekkor

Ao
=1

A bizonyitashoz sziikségiink lesz Radon tételére:

6.2. Tétel (Radon-tétel). Legyen S C R" m > n+ 1 darab R™-beli vektor
halmaza. Ekkor S felbonthato két diszjunkt S1 és Sy halmazra, amelyek konvex
burkdnak van kézos pontja.

Bizonyitds: Legyenek S elemei si,8s,...,8,. Mivel |S| > n + 1, ezért S
affin Osszefliggs. Tegytk fel, hogy s,, = 221_11 «;s;, ahol 2—1 a; = 1,
a; > ay > - > a >0 > agpr > o0 > Qo 68 legyen o, = —1.

Vagyis
Z a;s; = 0,
i=1

azaz S elemeinek létezik olyan nemtrivialis linearis kombinacioja, mely 0-val
egyenls, és az egyiitthatok Osszege is 0. Legyen S; = {s1,S9,..., Sk}, azaz
azon S-beli pontok halmaza, melyek ebben a linearis kombinéaciéban pozi-
tiv egyiitthatoval szerepelnek, Sy = {ski1, Skt2, ..., Sm} pedig tartalmazza
azokat a pontokat, melyek negativ egyiitthatoval szerepelnek. Ekkor

k m
E Q;S; — — E OZij.
i=1

j=k+1
Pjp— k — m 6
Legyen a =3 7 a; == "1, aj, és
k
pi= ESZ == E _3]
i=1 J=k+1
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Tehat p elGall Si-beli és So-beli vektorok konvex kombinécidjaként is, azaz
p € conv(Sy) N conv(Sy)...m

Most pedig térjiink ra Helly-tételének bizonyitésara:

Bizonyitds: m < n+1 esetén nincs mit bizonyitanunk. Vegyilk az m = n+2
esetet. Legyen a; € ﬂ#i K; és S :={ay,as,...,a,12}. Radon tétele miatt S
felbonthat6 Sy és Sy diszjunkt halmazokra, és létezik p € conv(Sy)Nconv(Ssy).
Vegyiink egy tetszéleges a;-t. a; eleme Si-nek vagy Ss-nek, most tegyiik fel,
hogy Si-nek. Ekkor Sy C K;. Emiatt conv(Ss) C K;, tehat p € K;. Mivel q;
tetszoleges volt, ezért p mindegyik K;-nek eleme.

Innen indukciét alkalmazunk m-re. Tegyiik fel, hogy m — 1-re igazoltuk a
tételt. A fenti érvelésbdl kideriilt, hogy a K-k koziil barmely n 4 2-nek van
kozos pontja. Kovetkezésképp Ky, K, ..., K,,_1 N K, koziil bArmely n + 1-
nek van kozos pontja. Az indukcids feltevés miatt az Osszesnek van kozos
pontja, igy Ky, Ko, ..., K,,_1, K,, halmazok metszete nemiires. Ezzel bebi-
zonyitottuk Helly tételét. ... m

Megjegyzés: A nemiires metszettel rendelkezé halmazok szamaéara tett feltétel
éles, azaz ha csak azt tessziik fel, hogy Ky, Ky, ..., K,,_1, K,, halmazok ko-
ziil barmely n metszete nemiires, akkor el6fordulhat, hogy az 6sszes halmaz
metszete iires.

Egy ellenpélda az n dimenzi6s szimplex. Ugyanis legyen bg, by, ...,b, az
R™ affin bazisa. A b;-k konvex burka egy n dimenziés szimplexet alkot. Legyen
B, ={b; : 0 <j<n,i#j}és K; := conv(B;) (K; a szimplex egy n — 1
dimenzios lapja). Ekkor Ky, K7, ..., K, kozil barmely n metszete nemiires,
de nem létezik olyan pontja a szimplexnek, amely mindegyiknek eleme.

Tegyiik fel, hogy létezik ilyen pont, jeldljiik ezt x-szel. Ekkor x a b;-k affin
kombinéci6ja, masszoval

T = zn:aibz-; ahol zn:ai =1.
i=0 i=0

Ebben az affin kombinacioban legalabb az egyik egyiitthaté nemnulla, legyen
ez . Mivel x € af f(By), ezért

j=1 j=1

Ekkor azonban

i=0 j=1
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Tgy a b;-k olyan linearis kombinaciojat kaptuk, ami egyenld 0-val, és az egyiitt-
hatok Osszege is (0. Ez azonban ellentmond a b; vektorok fiiggetlenségének,
vagyis N K; = .

6.2. A momentumgorbe és a ciklikus polit6p

A kovetkezGekben megismerkediink a momentumgorbe fogalméaval, majd
ennek segitségével definialjuk a ciklikus politépot. Ez utébbinak kitiinte-
tett szerepe van a politopok kozott: nincs olyan politop, amelynek tobb k-
dimenzids lapja lenne. El6bb azonban megnézziik, legfeljebb hény lapja lehet
egy politopnak.

6.1. Allitas. Bdrmely d csicesal rendelkezd politépnak legfeljebb (k_‘il) darab
k dimenzios lapja van.

Bizonyitds: Legyen P = conv(S) C R", ahol S jeldli a politop d csticsa-
nak halmazat. Legyen S’ C S olyan, hogy aff(S’) dimenzidja k, és legyen
F = conv(S"), azaz F egy lapja P-nek. Tovabba legyen B C S’ affin bazisa
af f(F) = aff(S)-nek. Ekkor |B| = k + 1 és B egyértelmiien meghatarozza
F-et, ugyanis ' = af f(B) N P. Igy P-nek legfeljebb annyi k dimenzios lapja

lehet, ahanyféleképpen megvalaszthatjuk B-t, tehat legfeljebb (kil) [

6.1. Definici6 (Momentumgotrbe). Az
M1 (t) = (1, 4,85, t")  (t€R)

alaki pontok halmazdt momentumgorbének nevezzik.

6.2. Allitas. A momentumgérbe pontjai dltaldnos helyzetiek.

Bizonyitds: Legyen t1,t5,...,t,41 € R kiilonboz6ek. Tekintsiik a kovetkezd
matrixot:

1t 2 ...ty
1ty 2 ... 18
1 t, 2 ...
1oty 2 ... 0y
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Ennek a matrixnak a sorai megfelelnek a momentumgérbe n + 1 pontja-
nak, és mivel ez egy Vandermonde-méatrix, ezért determinansa
[1i<icjcnsi(t; —ti). Mivel mindegyik ¢; kiilonboz6, ezért a determindns nem-
nulla, tehat a sorai fiiggetlenek, igy a momentumgdrbe m,,.1(¢;) pontjai is
fiiggetlenek. m

6.2. Definici6 (Ciklikus politop). Legyen m/,(t) = (t,t%,...,t"), t € R
(az R""-beli momentumgorbének elhagyjuk az elsé koordindtdjdt). A
d > n+ 1 pont dltal generdlt ciklikus politop adott t1 < ty < --- <ty esetén:

C(d,n) := conv{m! (ty) : k=1,...,d}

6.3. Definici6 ((k+1)-szomszédsagi politép). Eqy d csicsi politdp

(k + 1)-szomszédsdgi, ha pontosan (kil) darab k dimenzids lapja van. Ez

azt jelenti, hogy barmely k + 1 csucsa meghatdroz egy lapot.

Be fogjuk latni, hogy a ciklikus politop [%J -szomszédsagi, ehhez azonban
sziikségiink lesz az alabbi lemmara:

6.1. Lemma. Legyen n > 1, 0 < k < § és ty,ta,..., 4 € R. Ekkor létezik
eqy origon dtmend hipersik, amelynek egyik oldaldn helyezkedik el az m,,
momentumgorbe, és amely a gorbének pontosan azmy,,1(t;) (1=1,2,...,k)
pontjait tartalmazza.

Bizonyitds: A hipersikot egy cx = 0 alakt egyenlettel fogjuk megadni. Ehhez
gy kéne megvalasztanunk c-t, hogy a kdvetkezGek teljesiiljenek:

(1) Cmn+1(t)>0 t€R7 t%{tlvvtk}
(11) c-mn+1(t) =0 tER, t € {tl,...,tk}

Legyen f a kovetkezd polinom:

Ekkor f? a kovetkezs alaki:
(f) =co+at+ -+ cut"
Legyen ¢ := (¢, ¢, ..., ¢,). Ekkor
c-ma(t) = (f(t)°  VteR,

amibdl a fenti két tulajdonsidg azonnal kovetkezik. m
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6.1. Kovetkezmény. Legyen 1 < n+1<dés0 < k < % Ekkor létezik
A € R>(HD) melynek sorai dltaldnos helyzetick (kézilik barmely n + 1
figgetlen). Emellett [d] = {1,2,...,d} barmely k elemd I részhalmazihoz
létezik ¢ € R*™L, amire ha cAT = (B1, Ba, ..., B4), akkor B; =0 hai € I és

Bizonyitds: Legyen tq,ts, ..., t,11 € RkiilonbozGek, és legyen A az a matrix,
melynek sorai my,1(t1), mpi1(t2), ..., mpi1(tq). Az el6z6 lemma bizonyité-

saban latott modon elGallithatjuk c-t, amire §; = 0 ha ¢t € [ és 5; > 0 ha
i¢l.m

6.3. Tétel. C(d,n) C R" ciklikus politop L%J -szomszédsdgi és d csicsa vamn.
Bizonyitds: Legyen k < 2, 1 < ty < .-+ < {1 < 1} pedig olyan,
hogy m., (t1), m,(t2),...,m. (t;) azok koziil a pontok koziil valo, melyek kon-
vex burka C'(d,n) € R™ (lasd 6.2 Definicio). Be kéne latnunk, hogy létezik
egy olyan H hipersik, melynek C(d,n) az egyik oldalan helyezkedik el, és
C(d,n) " H = conv(m,,(t1),m! (t1),...,m) (tx)). Ehhez alkalmazzuk a 6.1
lemméat my,1(t1), Mmpy1(t1), - .., mpr1(ty)-re, majd vegyiik a kapott hipersik
metszetét az ro = 0 hipersikkal, és hagyjuk el a vektorok els6 koordinaté-
jat. Ezzel bebizonyitottuk, hogy C(d,n) k-szomszédsigi minden k < Z-re, és
k = l-re azt is megkaptuk, hogy m/ (t;) (i =1,2,...,d) a ciklikus politop
cstcsai. m

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy a ciklikus politopnak maximalisan sok
5 > k-dimenzi6s lapja van, tehét nincs olyan n-dimenzids, d-csticsi politop,
aminek tobb k dimenzi6s lapja lenne. De vajon mi a helyzet & > I ese-
tén? A kovetkez§ tételt el6szor Theodore Motzkin allitotta, melyet késébb P.

McMullen igazolt. [§]

6.4. Tétel. Nem létezik olyan n-dimenzids d csiucsi politop, amelynek t6bb
k-dimenzios (0 < k <n <d—1) lapja lenne, mint C(d,n)-nek.
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6.3. Egyenletesen elhelyezked6 pontok az r-gombon

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet az r-gdmbdn néhany pon-
tot talalni tgy, hogy barmely nyilt félgémb koziiliik legalabb m-et tartal-
mazzon. Ehhez nyilvan legalabb 2m + r pont sziikséges, hiszen barmely r
pont rajta lesz egy koron ((r-1)-gombén). Ehhez igénybe vessziik az el6z6
fejezetben targyaltakat, valamint itt is sziikségiink lesz a vektorok fiiggetlen-
ségére, illetve matrixok oszlopterének és azok ortogonalis kiegészits alterének
fogalmara.

A kovetkezd tétel D. Gale [9] nevéhez fizddik:

6.5. Tétel. Minden 0 < m,r-re létezik 2m + r pont az r-gombon, hogy bdr-
mely félgomb tartalmaz kiézilik legaldbb m-et. (Azaz a pontok ,egyenletesen”
vannak eloszlatva az r-gombion).

Bizonyitds: Megjegyezziik, hogy az 1-gdmbon (a korén) konnyi ilyen pon-
tokat talalni: egy szabalyos (2m + 1)-szog cstcsai jok lesznek.

Altalanosan: Legyen d = 2m + r. Célunk az, hogy talaljunk olyan
v1,...,vg € R nemnulla vektorokat, hogy barmely x € R"! vektorra
ave >0 (i =1,2,...,d) egyenl6tlenségek koziil legalabb m teljesiiljon.
Ha talalnénk ilyen vektorokat, akkor azokat lenormalva a tétel feltételeinek
megfelel6 pontokat kapnank.

Legyen n = 2m — 2 és vegyik az 6.1 kovetkezményben szerepld
A € R+ matrixot. Ekkor A oszlopai fiiggetlenek, jeldlje U az oszlopte-
rét. Vegyiink (d —n —1) = r+ 1 darab oszlopvektort, melyek bazist alkotnak
Ut-ben, és legyen B a bel6liik képzett d x (r + 1)-es métrix. B sorai legye-
nek vy, vy, ..., vq. Be kéne latnunk, hogy barmely z € R™*! vektorra Bz = y
vektornak legalabb m koordinataja pozitiv.

Tegyiik fel, hogy v = (y1, 99, .. .,ya) vektornak legfeljebb m — 1 pozitiv
koordinataja van, és legyen I C [d] a hozza tartozé indexhalmaz. Legyen
k=1[I] =m—1=%és legyen ¢c € R""" a 6.1 kovetkezményben kapott
vektor. Tehat b := (B, Ba, ..., B4) = cAT koordinataira igaz, hogy 3; = 0 ha
i€1,és B3 >0hai¢ I. Ekkor by = cATBz = 0, mivel A és B oszlopai
mer6legesek, masrészrél azonban

by = Z Biyi + Z Bili.
iel itl

Az els§ Osszeg minden tagja 0, a masodik Osszeg minden tagja egy pozitiv
és egy nemnegativ szam szorzata. Ez csak akkor lehetséges, ha minden ¢ ¢ [
esetén y; = 0. Ez azonban ATy = A "Bz miatt azt jelentené, hogy A sorainak
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létezik olyan linearis kombinaciéja, mely 0-val egyenld és melyben legfeljebb
k< m-—1= % < n+1 egyiitthato nemnulla. Mivel A sorai 4ltalanos
helyzetiiek, ezért ez csak akkor fordulhat el6, ha minden egyiitthato 0, azaz
y = 0. Ellentmondésra jutottunk, hiszen y = Bz # 0, mert B oszlopai

fiiggetlenek. m
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