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Koszonetnyilvanitas

El6sz0r szeretnék koszonetet mondani a témavezetémnek, Bérczi-Kovacs Erikidnak, aki lelkesedésé-
vel végig motivalt, és tanicsaival rengeteget segitett, hogy elkésziiljon ez a szakdolgozat.

Nagyon koszonom sziileimnek és testvéreimnek a végtelen tiirelmiiket és tdmogatasukat, amire
mindig szamithattam. Kiilon készondém a Mamanak a hasznos otleteit és a Mikinek, hogy mindig
segitett, ha elakadtam.

Koszonettel tartozom a barataimnak, elsgsorban Endrének, hogy mindig ott voltak, ha sziikségem

volt rajuk.
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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom témaja a szavazasi mechanizmusok tulajdonsagainak, paradoxonainak ismertetése
Fourier analizis segitségével. A szavazasok régota érdekelték az emberiséget, hiszen az egyik leggyak-
rabban hasznélt eszkoz arra, hogy egy csoport az egyéni véleményekb6l kozos dontést alkosson. Nem
kiilénésebben megddbbentd tehat, hogy szdmtalan tudés, matematikusok, kézgazdaszok, filozéfusok és
politologusok egyarant foglalkoztak a kérdéskorrel. Valészintleg a leghiresebb matematikus, aki forra-
dalmasitotta a szavazasok témakorét Kenneth J. Arrow volt.

A masodik fejezetben felvazolunk néhany potencialis probléméat a szavazasokkal kapcsolatban, ame-
lyeket példakon szemléltetiink, mint példaul a Condorcet paradoxon. Ezt kévetGen Arrow tételével
belatjuk, hogy nincs olyan szavazési rendszer, amely némely, Arrow altal vilasztott, ésszerd elvardsnak
eleget tenne.

Ezek utan a harmadik fejezetben bevezetiink par alapvetd Fourier analizisbeli fogalmat, amelyeket
targyalunk.

Ezutan a logikai fiiggvények korében dolgozunk tovabb. Mivel a késGbbiekben a szavazasok té-
makorébe tudjuk integralni Sket, a negyedik fejezetben megvizsgédljuk a Fourier-sorukat és azok né-
hany kozponti jellegzetességét. A fogalmak bevezetése utan Gsszekapcesolhatjuk 6ket a szavazasokkal.
A negyedik fejezetben az f : {0,1}" — {0,1} fliggvényeket elemezziik a szavazdsok tulajdonsagainak
szempontjabol. Sz6 lesz tobbek kozott a szavazasok torzitdsardl, a szavazdk befolyasarol, valamint
osszbefolydsarol. Az 6todik fejezetben az f : {—1,1}" — {—1,1} logikai fiiggvények segitségével ismer-
tetjiik Gulibaud formuléjat és részletesen bebizonyitjuk Arrow tételét. Végiil még megemlitiink néhéany

fontosabb allitast a szavazasok témakorébasl.



2. fejezet

A szavazasok

Ebben a fejezetben elGszor szo lesz a szavazésokrél és arrdl, hogy azok sordn milyen probléméak
léphetnek fel. A legnevezetesebb ilyen probléma a Condorcet paradoxon, amelyet egy példén keresztiil
mutatunk be. Végiil pedig Arrow tételét, és annak a feltételeit fejtjik ki bévebben. A fejezet témainak

feldolgozésa soran David Easley és Jon Kleinberg konyvét vessziik alapul [4].

2.1. Altalanosan a szavazasokroél, mint egy csoport dontésérsl

Szavazasokra mindenhol sziikség van, hiszen szerte a vildgban az embereknek kisebb, nagyobb
csoportjal szeretnének egy bizonyos kérdésben dontésre jutni. Akar arrdl van szo, hogy egy orszaghan
valasztésokat tartanak vagy egy sportversenyen kell a dobogos helyezetteket kivalasztani, esetleg egy
birésadgon az eskiidtszék jogos itéletet hirdetni, minden alkalommal ugyanaz a cél: olyan déntést talalni,
amit mindenki k6zosen elfogad. Sok esetben konnyti megoldani, hiszen valamilyen numerikus eredmény
alapjan sorrendbe lehet allitani a jelolteket, példaul egy futoversenyen, de legtébbszor nem vagyunk
ilyen szerencsés helyzetben. Szavazasokat hasznalnak akkor is ha egy nyertest akarnak véalasztani,
példaul hogy ki nyeri a Nobel-dijat. Azonban tébbnyire ennél nehezebb a feladat, mint az egyetemek
kozti rangsor felallitasanal. Nem véletlen, hogy annyi sorrend van, hiszen tobbféle szempont alapjan
lehet konstruélni rangsorokat. Szdmtalan ember pedig mér ezekbdl a rangsorokbol kivan egy univerzalis
rangsort felallitani, a temérdek rangsort Osszevetve.

Kiilénbséget eredményezhet szavazisok kozott az is, hogy mi az ok, amiért nem értenek egyet a
szavazok. Tekintsiik példaul a filmkritikusokat: csak a szubjektiv vélekedésiik az, ami miatt az egyik
A remény rabjait, a masik a Tizenkét diihos embert tartja jobbnak, bar mind a ketten az Osszes
informéciéval rendelkeznek a filmekkel kapcsolatban. Nem ez a helyzet egy biiniigyi birésagon: ha min-
denki tisztdban lenne azzal, vajon pontosan mi tortént, akkor mindannyian ugyanarra az elhatarozésra
jutnanak.

Ehhez kapcsolodik az a probléma, amikor a szavazéknak megéri nem arra szavazni, ami a birtokuk-
ban 1év6 informéacié alapjan logikus lenne, vagyis hamisan szavaznak. Bar a tovabbiakban feltessziik,

hogy nem ez a helyzet, alljon itt egy példa, amellyel ezt az esetet is el tudjuk képzelni.



Tekintsiik azt a kisérletet, hogy hdrom embernek k6zos dontésre kell jutniuk arrél, hogy egy urnédban
milyen szint golyok vannak. 1/2 eséllyel 10 fehér goly6 van benne, 1/2 eséllyel pedig 9 zold és 1 fehér
goly6t tartalmaz az urna. A tovabbiakban, hogy egyszeriibb legyen a dolgunk, az elsét nevezziik tiszta,
a masikat pedig kevert urnédnak. Mind a hirom ember egyméstol fiiggetleniil megnézhet egy golyot,
majd azt visszateszi, és szavaz arra, hogy melyik szerinte az urna kevert vagy tiszta. Majd attol fiigg6en,
hogy melyik fajta urnara szavaztak tobben, az lesz a csoportos dontés. Ha eltalaljak a helyes valaszt,
nyernek. Amennyiben valaki zold goly6t huzott, akkor tudja, hogy az urna kevert, de ha fehéret, akkor
csak azt tudja, hogy joval nagyobb valészintiséggel tiszta. Tehat ha 6szintén szavazna az egyén, akkor ez
alapjan szavazna. Tegyiik fel, hogy az egyik szavazé A tudja, hogy a masik ketts Gszintén, a kihuzott
golyojuk alapjén, szavaznak. Ekkor ha belegondolunk, A szavazata csak akkor szamit, ha az urna
kevert, hiszen ha tiszta, akkor a mésik kett§ tisztara szavaz és az lesz a dontés. De ha a szavazatok
megoszlanak, akkor A voksa dont. Ekkor viszont tudjuk, hogy az urna kevert, hiszen a masik ketté
koziil valamelyikiik zdldet huzott, tehat A-nak érdemes a kevert urnara szavaznia, akkor is, ha fehéret
hazott. Vagyis A-nak megéri hamisan szavaznia.

A szavazasoknak az online keresésekben is elterjedt alkalmazéasai vannak, hiszen ott is rangsorolni
kell a keresési eredményeket. Mivel tengernyi eredmény van, igy a metakeresés kiilonbozé kerestk
eredményeit Gsszevetve létrehoz egy 1j sorrendet, amit végiil a felhasznalénak megmutat.

FEzen alkalmazasok sordn mindig ugyanazt a problémat igyeksziink megoldani. Megannyi kiilénb6z6
rangsorbdl, valamilyen algoritmus alapjin, létre akarunk hozni egy kollektiv rangsort. A kérdés az,
hogy mi legyen ez az algoritmus, egyaltalan létezik-e legjobb algoritmus, és az tényleg miikodik-e. Egy
szavazési rendszer tehat alljon véges szam jeldltekbdl, valamint a szavazokbol, akik a sajat rangsoraik
alapjan felallitanak egy kollektiv rangsort.

Ehhez el6sz0r az egyéni szavazo szintjén is fel kell tenniink néhany logikus feltételezést. Az elsé ilyen
kritérium, hogy minden szavazé barmely két jelolt koziil el tudja donteni, hogy 6 melyiket részesiti
elényben. Jeloljiik ezt egy preferencia relaciéval, vagyis ha az i. szavazé az X jel6ltet az Y-nal szemben
elényben részesiti, akkor X >=; Y. Bar a >=; jeldlés jol tiikrozi a preferenciat, sokszor a tovabbiakban
X R;Y-nal fogjuk jeldlni, és R; magéba foglalja az 6sszes péar kozti preferenciat. A preferencia relécionak
teljesitenie kell, hogy teljes és tranzitiv. A teljesség azt jelenti, hogy barmely két jeldlt esetén vagy
az egyiket preferalja a szavazd vagy a masikat, de az nem lehet, hogy egyiket sem, vagy mindkettst
(ezaltal mindkettst ugyanannyira preferalja). Bar mindkét eset eldfordulhat a valo életben, de nagyban
bonyolitja a kérdést, igy a tovabbiakban a teljességet adottnak vessziik. A tranzitivitas mar egy jocskan
természetesebb feltevés, hiszen az azt koveteli meg, hogy amennyiben ketténél tébb jeldlt van, akkor
ha X-et Y-nal szemben preferilja, Y-t pedig Z-vel szemben, akkor X-et is preferdlja Z-vel szemben.
Logikusnak ttinik a feltételezés, hiszen ha ez nem allna fenn, akkor nem lehetne a hirom jeldlt koziil
nyertest valasztani. Ennek ellenére szamos tudds foglalkozik azzal a téméval, hogy milyen természetes
esetekben valésulhat meg. Ezenfeliil pszichologusok mar nagyszamu kisérlettel bizonyitottak, hogy az
emberi gondolkodas j6 néhanyszor nem koveti az ilyen fajta raciondlisnak t1ing gondolkodéast.

Az egyik ilyen jol ismert kisérlet Amos Tversky nevéhez kapcsolodik [3] [11]. Az 1969-es kisérlet



soran az alanyoknak két szerencsejaték koziil kellett eldonteniiik, hogy melyiket valasszék. Példaul:

Els§ jaték: Masodik jaték:
46% esély, hogy nyerj $4.00-t | 33% esély, hogy nyerj $4.75-t

54% esély, hogy nyerj $0-t 67% esély, hogy nyerj $0-t

A tablazatban 1év6 jatékok voltak parokban a jatékosoknak megmutatva, hogy valasszanak, anélkiil

hogy tudtak volna azok varhato6 értéket.

Valészintiség | Nyeremény

Jaték Varhaté érték
p X

A 0,29 $5,00 $1,45

B 0,33 $4,75 $1,57

c 0,38 $4,50 $1,71

D 0,42 $4,25 $1,78

E 0,46 $4.00 $1,84

A kutatok ugy talaltdk, hogy a résztvevsk elészor a valoszintségeket hasonlitottdk Gssze. Ha ez
a kiilonbség elég nagy volt, akkor azt valasztottdk, amelyikkel nagyobb valészintiséggel nyernének.
Viszont amennyiben nem volt annyira nagy az eltérés, példaul kisebb mint 0,1, akkor azt a jatékot
véalasztottak, ahol tobbet nyernének. Igy gondolkodva a résztvevsk szisztematikusan arra juthatnak,
hogy A-t preferaljak C-vel szemben, C-t E-vel szemben és E-t A-val szemben, vagyis szembemennek
a tranzitivitassal. Erdekes ugyanakkor, hogy utélag, amikor a kisérletben résztvevéket szembesitették
a nem tranzitiv valasztasukkal, tébben nem akartik elhinni.

Konnyii latni, hogy amennyiben a szavazo6 preferenciajat barmely két jeldlt esetén tudjuk és teljesiil
a teljesség és a tranzitivitas, akkor abbdl fel lehet allitani egy rangsort. Ugyanakkor forditva is igaz,
hogy amennyiben a szavazd egy rangsort hozott létre, akkor abbdl mér kovetkezik egy preferencia
relacié. Ezek segitségével kétféleképpen is tudunk tekinteni egy egyén szavazatara, és attol fliggden
tudjuk hasznalni mindkett&t, ahogyan kényelmesebb.

Most, hogy mar megvannak egyénenként a rangsorok, foglalkozhatunk azzal, hogy azokbél hogyan
allitsunk Ossze egy darab rangsort. Gondolhatunk erre tgy, mint egy fiiggvényre, mely veszi az Osszes
R;-t, és abbol létrehoz egy univerzalis csoport dontést, ami legyen R. Vagyis R = F(Ry,...,R,). A
{6 kérdés természetesen, hogy mi legyen ez az F' fiiggvény. Mivel rengeteg ilyen F fiiggvény van, ezért
elészor bizonyos feltételek alapjan majd le fogjuk szikiteni a kort, de ahogy késébb majd lathatjuk
ezeken a kitételeken sok vita folyik. Nem véletlen, hiszen nehéz olyan feltételrendszert felallitani, amely
kizarja az ésszertitlen szavazasi rendszereket, de még nem til erés ahhoz, hogy mindig értelmes legyen,

vagyis R valéban egy sorrend legyen a jeldltek kozott.



2.2. Condorcet paradoxon

Az egyik leghiresebb probléma, amely strtin eléfordul az ilyen szavazasi rendszereknél az a Con-
dorcet paradoxon. A Condorcet paradoxon lényege, hogy ha vessziik a szavazok tranzitiv preferencidit,

attol még a végeredmény nem feltétleniil lesz tranzitiv, vagyis nem tudunk sorrendet felallitani.

2.2.1. Definicié. Condorcet szavazasnak nevezziik, ha a szavazok a jeldltekrsl: Xyq,..., X, egy

adott algoritmus alapjan paronként dontik el, hogy melyiket részesitik elényben.

2.2.2. Definicié. Tekintsiik a Condorcet szavazist harom jeldlt esetén: XY, Z. Ekkor Condorcet
paradoxonnak nevezziik, ha a paronkénti preferencidkat Gsszehasonlitva a kovetkezét kapjuk: X >
Y ~Z7Z>X.

A Condorcet szavazas preferenciaibél pontosan akkor tudunk egy rangsort feldllitani, ha a paron-
kénti kiértékelésekben nincs Condorcet paradoxon.

Ezt a paradoxont a majorans fiiggvény segitségével mutatjuk be, bar ahogy Arrow tételébdl latni
fogjuk gyakran el6forduld jelenség a szavazasok korében. Feltessziik, hogy a szavazok paratlanul vannak,
igy nem johet létre egyenlGség tobbségi szavazis esetén. A majorans fliggvény azt csindlja, hogy veszi
az Osszes jelolt part, példaul X, Y-t, és megnézi hogy az emberek tobbsége melyiket részesiti elényben,
majd létrehoz egy csoport preferenciat, amely legyen . Ez a csoport preferencia tovabbra is teljes lesz,
hiszen a szavazok paratlanul vannak, mindig lehet dénteni, hogy melyiket preferalja jobban a tébbség.
Ugyanakkor nem feltétleniil lesz tovabbra is tranzitiv, hidba voltak a szavazok preferenciai tranzitivak.
A legegyszertibb példa erre a kivetkezs: legyen harom szavazo 1,2,3, valamint hdrom jeldlt X, Y, Z. Az

1-es szavazd preferenciai legyenek a kovetkezéek :

X—1Y =1 2,
a 2-esé:

Y =90 Z =9 X,
a 3-asé:

Z =3 X »=3Y.

Ha ezek utan alkalmazzuk a majorans fiiggvényt, akkor a kovetkezSket kapjuk: X = Y, Y = Z, és
Z = X, tehat nem teljesiil a tranzitivitds. Bar ugy tinik, hogy ehhez az kell, hogy a felek nagyon
ne értsenek egyet, egy ember is juthat a dontéseivel Condorcet paradoxonhoz. Vegyiik azt az esetet,
hogy egy didk egyetemre akar menni, és az idedlis egyeteme olyan, amelyik minél el6rébb van az
orszagos rangsorban, kis létszamu orakkal rendelkezik, valamint minél t&bb 6szténdijat ad. Végiil harom

egyetemre vették fel, amely az alabbi tulajdonsigokkal rendelkezik:

Egyetem | Orszagos rangsor | Atlagos 6ra mérete | Osztondij
X 4 40 $ 3000
Y 8 18 $ 1000
Z 12 24 $ 8000




Ebben az esetben ugyantgy mint legutébb, a didk nem tud donteni, az X egyetem jobb Y-nél rangsor
és Osztondij tekintetében, Y jobb Z-nél rangsor és adtlagos 6raméret alapjan, Z viszont jobb X-nél az
Osztondijban és az atlagos osztalyméretben. Ekkor a ’szavazd’ a kritérium lesz, a preferencia relacié
pedig a didk igényei alapjan irhato fel, és ugyanigy Condorcet paradoxonhoz jutunk, mint az altalanos
esetben.

Sajnos ez a paradoxon nem csak a majorans fliggvény esetén valosulhat meg, igy ezek utan megpro-
baljuk elkeriilni az olyan szavazéasokat, amelyeknél ez el6fordulhat. Azonban, mint ahogy azt a kévetkezo
részben lathatjuk, amennyiben jogosnak ting feltételekbdl indulunk ki, akkor ennek kikeriilése szinte

lehetetlen.

2.3. Arrow lehetetlenségi tétele

Most, hogy mér lattuk, hogy ésszertinek tiné feltevésekbdl kiindulva is juthatunk ellentmondéas-
ra, probaljunk meg olyan feltételrendszert feldllitani, amely kizdr minden nem racionélis kimenetet,
valamint az olyan ellentmonddsokat, mint példaul a Condorcet paradoxon. Arrow, miel6tt megirta
volna nevezetes tételét szintén ilyen gondolkodassal jutott végiil a megéllapitasara. Egy interjiban a
kovetkez6t mondta a gondolatmenetérdl: ,, Par példaval kezdtem. Mar felfedeztem, hogy ezek néhany
problémahoz vezettek. A kivetkezd ésszertd dolog az volt, hogy leirjak egy feltételt, amit kizarhatok.
Akkor konstrualtam egy tjabb példat, ijabb modszert, ami a problémahoz vezetett, és valami nagyon
nem tint jonak vele kapcsolatban. Ekkor meg kellett kovetelnem egy tjabb feltételt. Ugy talaltam,
hogy nehéz egyszerre az Osszes kritériumot teljesitenem, amelyeket kivanatosnak tartottam. Miutan
harom-négy ilyen feltételt megfogalmaztam, elkezdtem kisérletezni. Es akarhogy probélkoztam, csak
nem volt egy sem, ami teljesitette volna ezeket az axiomakat. Igy par nap utén elkezdtem arra gon-
dolni, hogy esetleg...nincs olyan szavazasi rendszer, amely teljesitené az Osszes feltételt, amelyet én
raciondlisnak és ésszertinek gondoltam. Ez volt az a pillanat, amikor gy déntéttem bebizonyitom. Es
végiil, mint kideriilt, csak par napi munkam volt.” [5]

A feltételek, amelyeket Arrow feltett a kovetkezd kettd volt: egyhangisdg és az irrelevdns alterna-
tivdk figgetlensége(I11A).

2.3.1. Egyhangiisag

Az egyhanguisig feltétele azt fogalmazza meg, hogy barmely két jellt esetén, ha minden i-re X >;
Y, akkor a csoport rangsorban is X > Y. Szoktak még Pareto elvnek is nevezni. Ez egy elég természetes
megkotés, hiszen ha mindenki X-et preferalja Y-nal szemben, akkor a kozos dontésnek is ezt illene
tiikkroznie. FEzzel biztositani lehet, hogy legalabb egy minimalis szinten megegyezzen a csoport déntés

az egyéni véleményekkel. Arrow ezen kitételét nem szoktak vitatni.



2.3.2. Az irrelevans alternativak fiiggetlensége(IIA)

Az irrelevans alternativak fliggetlensége azt mondja ki, hogy barmely kettd jelolt sorrendje csak
attol fiiggjon, hogy a szavazok egymashoz képest hogyan viszonyitjak Sket, vagyis ne fiiggjon X és Y
sorrendje attol, hogy egy harmadik jeldlt, példaul Z, hogyan helyezkedik el hozzajuk képest. Vagyis, ha
mar a csoport arra jutott egy szavazési rendszer keretein beliil, hogy X > Y, akkor ha par valakik meg-
valtoztatjak a Z jel6lt rangsorat, az nem befolyasolja X és Y sorrendjét. Ez a feltétel a kutatok kozott
mar joval vitatottabb, ugyanakkor ha nem teljesiil, akkor az ellentmondésos szituacidkhoz vezethet.

Vegyiik ehhez az aldbbi példat: tekintsiik a Borda szavazast kiilénbo6z6 filmekre a kritikusok ko-
rében. A Borda szavazas gy miikddik, hogy amennyiben n jeldltiink van, akkor minden szavaz6 a
rangsoraban a rangsorhoz rangsorpontokat rendel. k — 1 pontot kap az els§, akit mindenkivel szemben
preferal, k — 2-t a masodik és igy tovabb, az utolsé 0 pontot kap. Minden jel6lt esetén Osszeadjuk a
szavazoktol kapott pontokat és ezek segitségével fel tudunk allitani egy sorrendet. Feltételezziik, hogy
ha két jeldltnek ugyanannyi pontja van, akkor valamilyen szabély alapjan el tudjuk dénteni melyikiik
lesz el6rébb. A mi példankban egy magazin kritikusainak a Tizenkét dithés embert és A remény rabjait
kell 6sszehasonlitaniuk. Az 6t kritikus koziil az 1-es, 2-es, 3-as kritikusok a Tizenkét diithés embert,
mig a 4-es,5-6s kritikusok A remény rabjait részesitik elényben. Viszont mivel ezek nem elég 'modern’
filmek, gy dont a magazin szerkesztdsége, hogy a cikkben az Eletrevalok is szerepeljen azon filmek
kozott, amiket a kritikusok elemeznek. Ekkor az 1-es, 2-es, 3-as kritikusok a kdvetkezs sorrendet allitjak

fel a filmek kozott:
Tizenkét dithds ember =; A remény rabjai >-; Eletrevalok.

A 4-es és 5-0s kritikusok, viszont az els§ hdarommal ellentétben, akik a régebbi filmek jobban kedvelik,

6k a ujabb filmeket preferaljak, igy a kovetkezs sorrendet allapitottak meg:
A remény rabjai > Eletrevalok > Tizenkét diihos ember.

Ha most alkalmazzuk a Borda szavazast, akkor a Tizenkét dithés ember 6, A remény rabjai 7, az Eletre-
valok pedig 4 ponttal zar. Ezzel A remény rabjai keriil ki gyztesnek, ezzel ellentmondva annak, hogy az
elsé szavazasnal a Tizenkét diithds ember gyézedelmeskedett volna. Vagyis azzal, hogy bevezettiink egy
harmadik alternativat megvaltoztattuk a szavazas kimenetét. Arrow pontosan az ilyen ellentmondésok
miatt vezette be az ITA feltételt. Nem véletlen viszont, hogy amikor megkérdezték, hogy a szavazisok
témakorében melyik megoldatlan problémat szeretné 1atni megoldva, akkor azt vilaszolta, hogy az ITA
feltétel egy gyengébb valtozatat latna szivesen, mely kikiiszoboli a fenti problémat, de t6bb teret hagy

szavazasi rendszerekre, mint ahogyan azt Arrow tételébdl latjuk, az TTA.

2.3.3. Arrow tétele

Ahogy azt Arrow is tette, ha megvannak a feltételeink, akkor préobalunk konstruélni olyan szava-

zési rendszereket, melyek azokat teljesitik. Két jelolt esetén nem nehéz ilyet talalni, hiszen harmadik



alternativa hianyaban az ITA automatikusan teljesiil, példdul a majorans fiiggvény is j6 szavazasi rend-
szernek. A problémak akkor adédnak, ha mar minimum harom jeléltiink van. Az eddig részletezett
majorans fiiggvény és a Borda szavazas se teljesiti ezeket a feltételeket.

A szavazasi rendszereknek egy csoportja viszont teljesiti az Gsszes feltételt. Ez nem mas mint a
diktatara amikor az egyik szavazé kiemelt szerepet tolt be, hiszen a csoport rangsor meg fog egyezni
ennek a szavazoénak a rangsoraval. Nevezziik ezt a szavazot a diktatornak. Ebben az esetben kénnyt
leellendrizni, hogy a feltételek teljesiilnek. Az egyhanguség teljesiil, hiszen ha mindenki X-et preferalja
Y-nal szemben, akkor a diktator is, vagyis a végsd rangsor is ezt tiikrozni fogja. Az IIA is teljesiil,
mivel X és Y egymaéshoz viszonyitott sorrendje csak attol fiigg, hogy a diktator, melyiket preferalja
jobban, nem filigg semmilyen mas Z-tél.

Arrow tétele azt mondja ki, hogy csak a diktator fiiggvény teljesiti a feltételeit :

2.3.1. Tétel (Arrow létezési tétele, [1] [2]). Hdrom vagy tobb jelolt esetén, minden szavazdsi rendszer,

amely teljesiti az eqyhangisdgi és 1A feltételeket, az eqy diktatirdanak felel meg.

A legtébben a diktator fliggvényt nem kivanatosnak tartjak, ezért a feltételek kézé teszik, hogy a
szavazasi rendszer nem lehet diktatura, igy egy lehetetlenségi tételt formazva. ElGszor Arrow is lehe-
tetlenségi tételnek fogalmazta meg, de a féndke Tjalling ezt tul pesszimistanak tartotta, igy megkérte,
hogy egy ’létezési’ tételnek nevezze, bar a legelterjedtebb elnevezés tovabbra is Arrow lehetetlenségi
tétele [7].

A dolgozatban a tétel az alabbi formaban lesz bebizonyitva, ahol egy szavazés semleges, ha invarians

a jeloltek permutéaciéjara:

2.3.2. Tétel (Arrow tétele, semleges esetben, Gil Kalai [6]). Vegyiink egy semleges Condorcet szavazdst,
melynek legaldbb 3 jeléltje van, és teljesiti az eqyhangisdg feltételét. Ekkor minden nemdiktatorikus

szavazdsndl a valdszindsége a Condorcet paradoxonnak nem 0.

Koénnyii meggondolni, hogy ha szavazésnal paradoxon mentes Condorcet szavazast hasznalunk az
ekvivalens azzal, ha feltessziik, hogy teljesiil az ITA. Az egyik irany trivialis, mivel Condorcet szavazas-
nal automatikusan teljesiil az ITA. Forditva is igaz az allitas, hiszen az ITA pont azt mondja ki, hogy
két jelolt sorrendje ne fiiggjon semelyik harmadiktol, vagyis a szavazasi szabélyokat elég a jeloltparok-
ra meghatirozni, aminek segitségével létrehozhatunk egy Condorcet szavazast. Ekkor ha eléfordul a
Condorcet paradoxon, akkor az mér nem szamithat szavazéasi rendszernek, hiszen kozos déntés nem

egy rangsort allit fel, igy kapjuk Arrow eredeti tételét.



3. fejezet

Fourier-sorok

Mivel a tovabbiakban a bizonyitasokat, a szavazésok médjait valamint azok tulajdonsigait Fourier-
sorok segitségével fogjuk targyalni, ezért ebben a fejezetben elszor altaldnosan lesz sz6 roluk, majd
részletesebben a logikai fiiggvények Fourier-sorarol is szot ejtiink. A fejezethez a Bevezetés a funkcio-

nalanalizisbe jegyzetet hasznéljuk [8].

3.1. Fourier-sorokrol altalanosan

Legyen H egy valds vektortér feletti Hilbert tér.

3.1.1. Definicié. Egy (e,) C H vektorsorozatot teljes rendszernek hivunk, ha minden x € H esetén
fennéll: ha zle,Vn € Nt = 2 = 0. Egy (e,) C H teljes ortonormalt rendszer (TONR), ha teljes

és ortonormalt, azaz (e;, e;) = 0;; minden (7, j) parra.

3.1.2. Definicié. Legyen (e,) C H egy TONR és © € H. Ekkor x Fourier-sora vagy més néven
[e.e]

Fourier kiterjesztése(e,) rendszer szerint Y (z,ey) - e,. Fourier egyiitthatok: (x,e,).
n=1

3.1.3. Tétel (Fourier-sorok fotétele, [8]). Legyen (en) C H eqy TONR. Ekkor barmely x € H Fourier-
oo

sora konvergens és ésszege x. Azaz x = Y, (x,e,) - ey.
n=1

O

A tovabbiakban fontos szerepet jatszanak az (x,e,) Fourier-egyiitthatok, hiszen ha adott egy

TONR, akkor a Fourier-egyiitthaték sorozatéaval jellemezhetjiik a vektorokat, példaul a normajukat

is kifejezhetjiik, hiszen, legyen z = io: Cp-€p sy = io: dp - en, ahol ¢, és d, Fourier-egyiitthatok.
(oe] (o¢] e o0 =l oe]

Ekkor (x,y) = <n21 Cn - €n, nz::1 dp, - en> = > cp-dy-len,€) = nz::1 Cn - dy, amit Plancherel tételnek

n,l=1

is szokas nevezni. Ebb6l kovetkezik a Parseval azonossag, vagyis ha (e,) C H TONR, akkor barmely

o0
z € H esetén ||z]|> = 3 |en|®. Szintén meg lesz emlitve késsbb a Cauchy-Sewartz-Bunyakovszkij-
n=1

egyenlGtlenség:



3.1.4. Tétel (Cauchy-Scwartz-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség, [8]). Legyen (H, (-,-)) Hilbert-tér. Ekkor

minden x,y € H elemre igaz az aldbbi egyenldtlenséy:

2
[z, )™ < ]l - [lyll -

3.2. Logikai fiiggvények Fourier analizisének alapja

3.2.1. Definici6. Logikai fiiggvényeknek az alabbi két valds fiiggvénycsalddot nevezziik:
f{0,1}" = {0,1}

vagy
f{-11}" = {-1,1},

ahol n > 0 egész szam.

Sokszor inkabb egyik vagy mésik alakban foglalkozunk majd veliik, de késgbb majd meglatjuk,
hogy a megfelel§ transzformécidkkal egymésba vihets a két fiiggvénycsalad és az alkalmazott tételek
tovabbra is igazak lesznek.

A

f:{0,1}" =R

vagy a
f:{-11}" >R

fiiggvények adjak majd a Hilbert-tér H alaphalmazat. Ezért sokszor a tételek ezekre lesznek kimondva,
de ha leszikitjiik 6ket logikai fliggvényekre, akkor, mint ahogy az altalanosabb esetben, igy a sziitkebb
esetben is igazak lesznek. A skalarszorzatot késébb definidljuk. A logikai fiiggvények Fourier analizisét
rengeteg helyen alkalmazzak, de az utébbi két-harom évtizedben az elméleti szdmitastudoménynak
is sokoldalt eszkozévé valt. Az alabbiak mutatjak, hogy mennyire sok helyen lehet hasznélni 6ket:
adattomorités, aramkor tervezés, kddelmélet, extremélis kombinatorika.

A dolgozat tovabbi részében a szavazasoknal vald alkalmazésat fogjuk vizsgalni, de most elGszor

csak altalanosan taglaljuk a logikai fiiggvényeket és azok Fourier analizisét.

3.2.1. f:{-1,1}" — {-1,1} alaka logikai fiiggvények

A kovetkez6kben bemutatjuk, hogy hogyan néznek ki az f : {—1,1}" — {—1,1} logikai fiiggvé-
nyekhez Fourier analiziséhez tartozo definiciok, azonossagok. Az f : {—-1,1}" — {—1,1} fliggvények
Fourier-sora egy val6s multilinearis polinomként fogunk tekinteni, amelynek valtoz6i az f valtozoi,

amelyek legyenek z1,z9,...,z, € {—1,1}.
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Legyen s az alabbi multilinearis {—1,1}" — R fliggvény:
XS = H L,
€S
ahol ) # S C [n], és xy = [] z: = 1. Ekkor xg-re gy is tekinthetiink, mint egy paritas fiiggvényre,
hiszen 1 az értéke, ha paros Zie:frab -1 szerepel az S-hez tartozo valtozok kozott és -1, ha paratlan sok. Az
f,9:{-1,1}" — R fiiggvények egy 2" dimenzi6ju teret alkotnak, tehat ha definialunk rajtuk egy ska-
larszorzatot, és a yg fliggvényekrdl belatnank, hogy ortonormaltak, akkor mivel 2™ darab van bel6liik,
ezért TONR-t alkotnanak a térben. Ehhez el6szor definialjuk két f,g: {—1,1}" — R fiiggvény skaléris
szorzatat, amely legyen az alabbi, ahol x ~ {—1,1}" jelentse azt, hogy x egyenletes valosziniiséggel van
kivdlasztva a {—1,1}" vektorokbol, ami ekvivalens azzal, ha mind az n koordinatat 3 valészintiséggel
valasztjuk +1-nek, vagy —1-nek:
o) =3 ¥ J@-g@=_E @) s@].
ze{-1,1}"
Ebbdl automatikusan kapjuk az indukalt normat, vagyis: ||f|l, = \/(f, f). Tudjuk, hogy ez a norma
teljes, hiszen véges dimenziéban vagyunk, tehat Hilbert-téren vagyunk. Ezek utidn mér be tudjuk

bizonyitani a kdvetkezs tételt:

3.2.2. Tétel (TONR a {—1,1}" R fiiggvények terén, Ryan O’Donnell [10]). 4 xs:{-1,1}" — {-1,1}
paritdsi fiigguények TONR alkotnak a {—1,1}" — R fiigguények terében.

Bizonyitds. Elég azt belatni, hogy

1 haS=T

<X57XT>{ 0 haS#T :

Ez két részallitasbol kovetkezik. Az egyik, hogy minden z € {—1,1}" elemre xg () x7 (2) = xsaT (),

hiszen , ahol A a szimmetrikus differencia xs (z) - xr () = [[zi- [[xi = [ - ] 27 =
i€S i€T 1€SAT 1€SNT
Il zi=xsar (x). A masik allitas pedig, hogy

i€SAT
1 haS=40
I+ -
] {0 ha S #0

€S

Elxs]=F

hiszen ha S = (), akkor E [ys] = E'[1] = 1, ha pedig S # 0, akkor E [H :c,-] = [ E [z;] a koordinatak
1€S ieS
fliggetlensége miatt, de mivel minden koordinata egyenls valoszintséggel lesz +1 vagy —1, ezért a

varhato értékik 0, tehat F [x;] = 0 minden i-re, vagyis a mésodik allitas is igaz. Mivel

1 haS=T
(xs:x1) = Elxs;xr] = Elxsar) = E | [ == { ,
i€SAT 0 haS#T

ezért az allitas igaz, és tényleg TONR-t alkotnak. O
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Legyen f egy {—1,1}" Rfiiggvény. Ekkor legyen af az yg egyiitthatéja a Fourier-sorban f(S) =
) = FE
(f,xs) ot By

igaz a Fourier-sorok tétele, tehat:

[f (z) - xs (x)]. Ekkor mar tudjuk, hogy valoban Hilbert-téren vagyunk, ugyhogy

3.2.3. Tétel (Fourier-sorok tétele az f : {—1,1}" — R fiiggvények terén, Ryan O’Donnell [10]).
Minden f:{—1,1}" — R fiiggvény egyértelmien felirhaté multilinedris alakban,

Fla)= ) f(9)-a%

SCln]
Ezt az f Fourier kiterjesztésének nevezzik, ahol az f(S) a Fourier egyiitthatdja f-nek az S-en.

O

3.2.1. Példa. Hogy kénnyebb legyen a tovabbiakban elképzelni, vegyilink hozz4 egy példat, ahol egy
konkrét fiiggvénynek a Fourier kiterjesztését kiszamoljuk, felhasznalva a fenti tételt, ami alapjin ez egy-
értelmi. Legyen ez a majorans fliggvény, amelyet a késébbiekben mind példakhoz sokszor hasznalunk,
mind pedig bizonyos tulajdonsagai miatt elGtérbe helyeziink. A majorans fiiggvény azt donti el, hogy
+1-bél vagy -1-bsl van-e tébb. Vegyiik a majorans fiiggvényt harom valtozon és jeldljiik M ajs-mal,
kés6bb n valtozo esetén Magj,-nel jeldljiik. Majs : {—1,1}> — {=1,1} és a definicié alapjan péld4ul
Majs (1,1,1) =1, Majs (—1,1,1) = 1,..., Majs (—1,—1,-1) = —1. Egy fixa = (a1, ...,a,) € {-1,1}"

esetén
1+a1- 271 14+ ay, o, 1 haz=a
L @) = (5 ) o () = .
2 2 0 haze{-11}"\a

Ebbél kovetkezik, hogy a logikai fiiggvény felirhaté ilyen alakban:

fla)= Y fla) ().

ae{-1,1}"

Ezt alkalmazva a majorans fiiggvényre az x = (1,22, x3) pontban az alabbit kapjuk:

Majg (I‘) — (l—gxl) . (1—&-;2) X (1-1-2433) . (_|_1)

+ o+

Ezt kibontva kapjuk:

) 1 1 1 1
Majg ({IJ) = 5(171 + 5%2 + 51‘3 — 51171 X9 - T3.

Tehat a Majs Fourier egyiitthatoi a kovetkezGek:

—

Majs (13), Majs ({2)), Majs ({8)) = 5, Majs ({123)) = .,

minden mas részhalmazra pedig 0.
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Mint ahogy Hilbert-terekben altalaban, gy a lesztikitve {—1,1}" — {—1,1} fliggvényekre is igaz

Plancherel tétele, amely szerint (f, g) = {E , [f(2)-g@)]= 3 F(5)§(S), vagyis
~{—-1,1}" SC

<zf XS,29<T>XT>:zf<s>g< o= 3715

SCln] TCIn] S,TC[n]
Amibdl automatikusan kovetkezik az alabbi tétel:

3.2.4. Tétel (Parseval-tétele {—1,1}" — R fiiggvényekre, Ryan O’Donnell [10]). Minden f : {—1,1}" —

R esetén:

(5= B @] = S%;] f sy

Abban a specidlis esetben pedig, ha f: {—1,1}" — {=1,1} logikai értékd, akkor
(3.2.1) > F(8)? =
5C[n]
Bizonyitds. Az allitas elsd fele Plancherel-tételébdl egyenesen kivetkezik. A mésodik fele pedig abbol
az egyszerid megfigyelésbol kivetkezik, hogy f (z)? értéke mindig 1, hiszen f (z) € {—1,1}. O

Példaként a majorans fliggvényt is tekinthetjiik, hiszen Majs (z) = %xl + %xg + %1:3 - %xl - To - T3,

tehat > f(S)P =4 1+ = 1. Fontos megjegyezni, hogy igaz az az 4llitas, hogy
SCln]

(3.2.2) Elfl=f®),

hiszen legyen S = 0, ekkor E [f] = (f,1) = f (D).

3.2.2. f:{0,1}" — {0,1} alaku logikai fiiggvények

Legyen Q, = {0,1}" a diszkrét kocka, melyek elemei [n] = {1,2,--- ,n} részhalmazai. Ha f a Q,-en
definialt logikai fliggvény, akkor tekinthetiink ra ugy is mint €0, egy A részhalmazanak a karakterisztikus
fiiggvényére. Legyen a H Hilbert-teriink a {0,1}" — R fiiggvények vektortere. Ha f és g H-beli logikai

fliggvények, akkor a skalarszorzatukat definidljuk az aldbbiként:
TR IRAG
SC[n]

Ko6nnyen ellendrizhetd, hogy ez valéban skaldrszorzat. Mar most 1latszik, hogy ezaltal egyfajta atlagot
kapunk arra nézve, hogy mikor vesz fel mindkét fliggvény 1-et. A skalarszorzatbol mar kozvetleniil

kapjuk az indukalt normat:
1/2
1
Il = VAE ) = | 5 D2 £(9)
SCln]

Mivel véges dimenzioban vagyunk, a tér teljes, tehat Hilbert-téren vagyunk.
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Tekintsiik a kvetkezs valos fiiggvényeket ug (T) = (—1)*"7! ahol 5,7 C [n]. A késébbickben
legyen ug;y = u;. Ez a 2" darab fiiggvény az €, — R fiiggvények terében TONR-t alkot. Errcl kés6bb
megmutatjuk, hogy a megfelel§ transzformacioval hogyan vihets 4t a {—1,1}" — {—1,1} fliggvények
TONR-be, amikrsl méar korabban belattuk, hogy TONR-t alkotnak. Legyen f(S) = (f,ug), ezek
lesznek a Fourier-egyiitthatok. Ekkor egy f : {0,1}" — R Fourier-sor az alabbi:

f= F(9) us= "> (fus) us
SCln] SC[n]
Legyen f egy {0,1}" — {0,1} H-beli logikai fiiggvény, és legyen Pr az Q, elemein egy egyenletes
eloszlas. Ha f-et A karakterisztikus fliggvényének tekintjiik, ahol A részhalmaza 2, elemeinek, vagyis
[ =14, akkor Pr(A) = |2‘in|. Felhasznalva ezt, a Parseval-azonossagot, valamint, hogy Pr (A4) = E [f] =

E(f?) =+ 'SCZ[ | FS)?=(f,f) = |f]I*, ami a varhato érték definiciojabol és abbol kivetkezik, hogy
f értékkészletei{(),l}, az alabbi egyenlGséget irhatjuk fel:

(32.3) IF17 =Y f(9)* =Pr(4).

SCln)
Mivel ug (T) = (—1)®mT = (—=1)" =1 minden T C Q,,, ezért az f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvényekhez
hasonl6an itt is igaz, hogy f () = Pr(A), mivel f (0) = (f,ug) = (f,1) = E[f] = Pr(A).

3.2.3. A két logikai fiiggvény kapcsolata

Most megmutatjuk, hogyan lehet attérni az f : {—1,1}" — {—1,1} fliggvénybsl a g : {0,1}" —
{0,1} fiiggvénybe. Erdekes médon az attérés soran az 1,-t nem az 1p-fel, hanem a —1p-fel fogjuk
megfeleltetni, a O4-t pedig az 1¢-fel. Ehhez definidlunk egy ¥ : {0,1} — {—1,1} segédfiiggvényt a
kivetkezdképpen: W (b) = (—1)°, tehat W (0g) = +1f és ¥ (14) = —1. Nem ttinik tal természetesnek
ez a kodolas, de ha a két TONR-t tekintjiik, vagyis ug : [n] — {—1,1}, ahol ug (T) = (—1)‘SQT‘,
valamint yg : {—1,1}" — {=1,1}, ahol xs(x) = [] s, akkor jobban megérthetjiik. Hiszen ha T-re
ugy tekintiink, mint egy {0,1}" vektorra, ahol T; f%, hai ¢ T és T; =1, haie T, akkor az ug (T)
pontosan azt adja meg, hogy az |S NT| paros vagy paratlan, vagyis paros vagy péaratlan sok 1-es van-e
a metszetitkkben. Ha a yg-et nézziik, az pedig pont azt mondja meg, hogy az x vektorban paros vagy
paratlan sok -1-es van-e.

Az, hogy ez valéban egy megfelel§ kodolas még be kell latnunk, hogy valéban TONR-t TONR-be
visz. A {-=1,1}" — {—1,1} fiiggvények korében mar belattuk, hogy valoban TONR-r6l van szo, tehat
még az ug-ekrdl kell belatni, hogy azok. Trividlis meggondolni, hogy normaltak, hiszen értékkészletiik

a {—1,1} halmaz. Tehat még azt kell belatni, hogy ortonormaéltak, ami a kovetkez6k miatt igaz:

1 ha SAT =10

Blus {X}ur (X)) = B (=)™ ()] = B |(-) 54D = (1, ugar) =
0 ha SAT # ()
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4. fejezet

A szavazasok f6bb tulajdonsagai

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk, hogy mit jelentenek a szavazasok a {—1,1}" — {—1,1} fligg-
vények korében. Megmutatjuk, hogyan irjuk le bizonyos tulajdonsagaikat a a Fourier-analizis nyelvével,
és ezeket konkrét szavazési eljarasokon keresztiil bemutatjuk. Tekintjlik azt a problémat, ha a szavazas
soran valamilyen hiba l1épett fel, és valamekkora valdszintiséggel rosszul lettek feljegyezve a szavazatok.

A fejezethez Ryan O’Donnell cikkét és konyvét hasznaljuk fel [10] [9].

4.1. Szavazasok logikai fiiggvényként

Tekintsiink ugy az f : {—1,1}" — {—1,1} fiiggvényre, mint egy olyan szavazasra, ahol n darab
szavazo és két jelolt a és b van, amelyeket -1-gyel és 1-gyel reprezentalunk. Az f logikai fliggvénytsl
fligg6en, legyen f értéke —1, ha aRb, vagyis az a jeldlt gy6z, és +1, ha bRa, vagyis b jelolt gy§z. Késsbbi-
ekben feltessziik mindig, hogy a szavazok egyméstol fiiggetleniil ugyanakkor valészintiséggel szavaznak
a két jeloltre. Ezt partatlan kultara feltételezésnek nevezziik, amely bizonyos értelemben nem
tlnik realisztikusnak, de egy elég altaldnos feltételezés. Lehet tigy is tekinteni, hogy azokkal a szava-
zokkal foglakozunk, akik még nem dontottek, vagy 'part-fiiggetlenek’. Az f fiiggvényt sokféleképpen
lehet megvalasztani, de a gyakorlatban nem olyan sokat alkalmaznak, és még kevesebb, amely teljesiti

Arrow egyhangusagi feltételét. Mi a kovetkezd szavazasi formakkal fogunk bévebben foglalkozni:

— Az egyik legaltalanosabb szavazasi forma a majorans fliggvény, amely péaratlan n-re az alabbi:
Majy, () = sgn(x1+ ...+ x,). A majorans fiiggvény egy altalanositésa a stlyozott majorans
fiiggvény: SMaj, (x) = sgn (ap + a121 + ... + anxy), ahol ag, ..., a, € R. Ilyen stlyozott majo-

rans fiiggvényt hasznalnak az Eurépai Unié Tanécsaban.

— Egy masik, amivel eddig mar foglalkoztunk a paritas fiiggvény specidlisan S = [n] esetben:
n

X[n] (*) = [] @i, ami —1, ha paratlan sok -1-es van, és 1 kiilonben.
i=1

— Az elektori szavazas EC®! (z) az a fiiggvény, amivel az USA-ban az elnékot valasztjak, vagyis
a szavazokat felosztjak 51 részre (allamra), majd minden részben a majorans fiiggvény segitsé-

gével veszik a gy6ztest, és végil veszik a majordnsat az 51 gyGztesnek. Az egyszertség kedvéért
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feltessziik, hogy a részek ugyanannyira lakottak, és minden résznek egy elektori szavazata van.
Ez egy konkrét esete a d-mélységi rekurziv majorans fiiggvénynek, amelyeknél d-szer valasztjuk

ki a gy6ztesek majoransat, igy az EC°! (x) egy kettd-mélységii rekurziv majorans fiiggvény.

— A torzs (*Tribes’) fiiggvény a gyakorlatban szavazasoknal ritkan jon eld, de bizonyos kiilon-
leges tulajdonsiaga miatt mégis tobbszor szd lesz rola. Ennél a fiiggvénynél a szavazok egyenld
nagysagu torzsekre vannak osztva, és a fiiggvény akkor és csak akkor IGAZ, ha legalabb egy
torzsben mindenki az az IGAZat favorizalja. Reprezentalja az [GAZat -1, a HAMISat +1. Vagy-
is a Tribesy s : {—1,1}"" — {—1,1} fiiggveny w szélességgel (torzsek nagysiga) és s nagysaggal(s
darab térzs van) a kovetkezs: Tribes,, s (m(l), . ,x(s)) = OR; (ANDw (az(l)) ,...,AND,, (x(s))),
ahol () € {-1,1}" 1 <i<s.

— A konstans filiggvény szintén nem egy kiilonésebben hasznos szavazési rendszer, viszont néha
érdekes megnézni a tulajdonsigait a tobbi fliggvényhez viszonyitva. A konstans fiiggvény érte-

lemszertien: Consty; (z) = 1 vagy Const_; (z) = —1.

— A diktator fiiggvény bar a vald életben jo ha elkeriiljiik, Arrow tételébdl tudjuk, hogy sajnos a
logikai fiiggvények korében kiemelkedd jelentGségii. Az i-edik diktator a kovetkezs: Dict; (z) = ;.

Szokés x;-vel is jeldlni, hiszen a diktator fiiggvény is egy paritas fiiggvény, amikor S = {i}.
4.1.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy {—1,1}" — {—1,1} logikai fiiggvény:
— monoton, ha f (z) < f(y), akkor ha x < y koordinatanként;
— paratlan, ha f (—z) = —f (x);
— egyhangu, ha f(1,...,1)=1¢s f(—1,...,—1) = —1;
— szimmetrikus, ha f (2™) = f (z), minden 7 € S; permutéciora;

— tranzitivan szimmetrikus, ha minden i,i € [n] parban létezik egy m € S permutécio, amely

i -t i -be viszi, ugy hogy f (z™) = f (x) minden z € {—1,1}.

Az hogy egy logikai fliggvény szimmetrikus, igazabol egyenld azzal a tulajdonsaggal, hogy f ()
értéke csak az egyesek szaméatol fiigg. A tranzitivan szimmetrikus pedig ugyanazt jelenti, hogy a kii-
16nb6z6 koordinatak egyenl6ek, vagyis ugyanakkora sillyal szadmitanak bele a szavazas kimenetelébe.
A torzs fiiggvény monoton és egyhangt, de nem szimmetrikus. A diktétor fliggvény monoton, paratlan

és egyhangt.

4.1.2. Tétel (May teétele, Ryan O’Donnell [10]). Pdratlan n-re a majordns figguény az egyetlen

{=11}" = {—=1,1}, amely egyszerre monoton, pdratlan és szimmetrikus.
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4.2. Fourier stlyok

Mivel ismerjiik a (3.2.1) Osszefiggést, ezért gondolhatunk ugy a Fourier sorra, mint S C [n] rész-
halmazokon vett silyozott 6sszegre. Valamint a Fourier egyiitthatok négyzetosszegei egy valoszintiségi

eloszlast is adnak a Fourier spektrumon. Ezért érdemes bevezetni a kovetkez6 definiciot:

4.2.1. Definici6. Az f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvény Fourier siulya az S C [n] részhalmazon legyen
a Fourier egyiitthato négyzete, vagyis f (S)Q.

Szamos esetben érdemes elképzelni a stlyokat, a S C [n] részben rendezett részhalmazok Hasse

diagramjin. A Majs fiiggvényé példaul az alabbi, ahol fehér hattérrel a 0, kékkel pedig az % silyok

"y

4.1. dbra. Majoréans fiiggvény Fourier stilyidnak eloszlasa 3 valtozon

vannak jelezve:

Ahogy a kép is mutatja egy méasik gyakran hasznalt értelmes definicid, ha a kiilonb6z6 szinteken

lévé stulyok Osszegét nézziik:

4.2.2. Definicié. Az f:{—1,1}" — {—1,1} fiiggvény Fourier silya a 0 < k < n szinten

= f(9)?

SCn
|S|=k

Ha az el6z6 eloszlast hasznaljuk, akkor észrevehetjiik, hogy Wy (f) = Pr[|S| = k|. A konstans,
diktator és paritas fiiggvények Fourier sora mind a definiciobol kovetkezik, és mind a harom olyan
fiiggvény, hogy a Fourier soruk egy darab S C n részhalmazra korlatozodik: Dict; esetében S = {i};
konstans fiiggvény esetében az iires halmaz; a paritas fiiggvény esetében pedig az {1,...,n}. Kénnyt

meggondolni, hogy ha f logikai fiiggvény és Wy (f) = 1, akkor az f diktator vagy negalt-diktétor
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fiiggvény, ami NegDict; = —x;, ahol i eleme [n]-nek. Az egyik irany trivialis, hiszen ha diktator vagy
negélt-diktator, akkor az els§ szinten a sulyok Osszege 1. A masik irdnyt majd a {0,1}" — {0,1}

fliggvényeknél fogjuk belatni precizen. Egy masik fontos allitas a kovetkezs:

4.2.1. Allitas. Ha az f : {—1,1}" — {—1,1} paratlan fiiggvény, akkor f(S) # 0 csak akkor, ha |S]|

paratlan.

Ez igaz, hiszen ha felirjuk f (z) Fourier sorat ugy, hogy kiilon vessziik az alapjan, ha |S| péaros

vagy paratlan, akkor észrevehetjiik, hogy mig a paratlan |S|-ek esetén >  scp F(9)-xs(—z) =
|S| paratlan

— > scn [ (S) - xs (z), addig paros |S|-ek esetén 3°  scn f(S) - xs(—2) = X scn F(5) - xs (@)
|S|=k |S| paros |S|=k
minden x esetén. Tehat mivel yg-ek TONR-t alkotnak, igy az allitas igaz. O

A majorans fliggvény Fourier egylitthatoira van konkrét képlet is, valamint kozelitések abban az
esetben, ha n — oo, amelyek konvergalnak, igy van értelme beszélni &ltaldnosan beszélni a ” Mayj”
fiiggvényrsl nagy n-ekre. Azt mér tudjuk, hogy Wy (Maj,) = 0 minden paratlan k-ra, hiszen a ma-
jorans fiiggveény paratlan fiiggvény. Erdekes belegondolni, hogy ]\7@\'” (S) egyediil az |S|-tél fiigg az n
koordinata teljes szimmetridja miatt. S6t, igaz az alabbi 4llitas, amit majd nem sokara belatunk:

. , 2
(4.2.1) lim Wy (Maj,) = —.
n—o00 s

. 3
Altalanossagban is igaz, hogy Wy ("Maj”) = (%) 2+o <k7%>, tehat egy rogzitett d-re:

1
> Wi ("Maj?) =© () :
k>d vd
Vagyis a majorans fiiggvény a Fourier sulyanak csak e részét hordozza O (}2) szint felett. S6t ez
altalanossagban a sulyozott majordns fiiggvényre is igaz. Fzt probélja szemléltetni a kovetkezs abra,

ahol minél silyosabb egy szint annél sététebben van jeldlve.
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Az elektori és a torzsi szavazdsok mar bonyolultabbak, de azt megjegyezziik, hogy a torzsi sza-
vazasoknal sokkal egyenletesebben vannak elosztva a sulyok, vagyis Wy (T'ribes,) = op (1) minden
0 <k <n-re.

4.3. Torzitas

A torzitds azt mutatja, hogy vajon az f szavazasi szabaly el6nyben részesiti-e valamelyik jeldltet.

4.3.1. Definicio. Az f:{-1,1}" — {—1,1} fiiggvény torzitasa

B(f] =Pr(f (z) = 1] - Pr[f (x) = —1].
Amennyiben ez 0, a fliggvényt torzitatlannak nevezziik, kiillonben torzitottnak.

Az 3.2.2 Osszefiiggés miatt sok esetben kénnyd kiszamolni a torzitast. Konstans fiiggvények ese-
tében a torzitas értelemszertien +1 vagy —1. Ugyanakkor a diktator, paritds, majorans és elektori
szavazasok torzitatlanok. A torzsi szavazas esetén o, (1). Ahhoz, hogy egy szavazas igazsagos legyen,
fontos tulajdonsag a torzitatlansag, ugyanakkor nem elégséges, hiszen példaul a diktator fiiggvény is
torzitatlan. Sokszor érdemes nem is a torzitast, hanem annak négyzetét f (0)* = W (f)-t venni, hiszen
bér ezzel bizonyos informaciot elvesztiink, mivel nem tudjuk, hogy a szavazas melyik fél felé hiz, de
igy altalanossidgban tudjuk vizgalni a kiegyensulyozottsagéit, amely ha 0, akkor torzitatlan, ha pedig

1-hez kozeli, akkor erésen torzitott.

4.4. Befolyas

A befolyas fogalma azt probalja mutatni, hogy egy adott szavazonak mennyi befolyésa van a sza-
vazas végkimenetelében. Vagyis az keressiik, hogy példaul az i-edik szavazé szavazata mekkora valo-

szintiséggel viltoztatja meg a végeredményt.

4.4.1. Definicio. Az f:{-1,1}" — {—1,1} fliggvény i-edik koordindtéjanak befolyasa legyen

Inf; (f) = Pr[f (@) £ f (z%)],
ahol 2% az x az i-edik helyen negalva.

4.4.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy i € [n] pivotél az z-en az f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvényen, ha
f(z) # f ()

4.4.1. Példa. A Dict; és a NegDict; fiiggvényeken az i koordinata pivotdl minden z-re, de semelyik
més i nem pivotdl semmilyen z-re, tehat Inf; (Dict;) = 1 és Inf; (Dict;) = 0 minden j # i-re.
A konstans fiiggvények esetén minden ¢ € [n]-re a befolyas 0. Paritas fiiggvények esetében minden
koordinata esetén a befolyas 1, hiszen ha egy z;-t negalunk, akkor a fiiggvényérték is negilva lesz.

Majorans fliggvény esetén csak akkor valtoztatja meg az eredményt egy szavazd, ha a tobbi szavazat
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egyenl6en oszlik meg a két jelolt kézott. Ennek a valészintisége (731;11)2"*1. Nagy n esetén a Stirling-

2

2 2
formulabél kévetkezben koriilbeliil egyenls \\/Fg—vel. Az elektori szavazés esetén Inf; (EC(51)) ~

minden i-re, a torzs fiiggvény esetén pedig Inf; (Tribes) = © ( ) minden i-re. Az egyik kiilénleges

logn
n
tulajdonsaga a torzs fiiggvénynek, hogy a befolyasa joval kisebb, mint a majorans fiiggvényé.

Ahhoz, hogy par olyan allitast belassunk, amelyekkel mar a Fourier egyiitthatok segitségével is

tudunk befolyast szamolni, be kell vezetniink a kovetkezd operétort:

4.4.3. Definici6. Legyen az i-edik derival6 operator D;, mely az f : {—1,1}"" — R térrél képez a
D;f : {-1,1}" — R térre méghozza az alabbi modon:

f (x(z—ﬂ)) _ f (x(z—>—1)>

s ahol f ({L‘(Z_ﬂ))) = ({L‘l, ey Ti—1, b,SUH_l, ey l‘n)

Vegyiik észre, hogy a D; olyan linearis operator, mely fliggetlen x;-t6l. Amennyiben az f fliggvény

logikai értékii, akkor

Dif (z) =

0  ha az ¢ koordin&ta nem pivotal z-en
+1 ha az ¢ koordinata pivotal xz-en

Tehat a D; f (:U)2 a 0-1 indikatora annak, hogy i pivotal z-en, tehat a befolyas ennek a varhato értékével

egyenls. Tehat

(4.4.1) Infi[f] = B [Dif (2)°] = IDif >

4.4.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy i € [n] relevans f : {—1,1}" — R fiiggvény esetén, ha Inf; [f] >
0.

4.4.1. Allitas. Legyen f : {—1,1}" — R és vegyiik a szokdsos Fourier soros felirasat, ami f (x) =

S fxs (). Ekkor
SC[n]
Dif (z) = Z F(9) xs\{iy-
%

Bizonyitds. Mivel a D; egy linearis operétor ezért elég azt megnézniink mit csinal a TONR-rel.
XS (x(i_ﬂ)) — XS (x(’q_l)) Xs\{i} hai€sS

Dif (@) = 2 _{0 haid¢ S

amibdl mar kévetkezik az allitas, ami a D; f Fourier sora. O

Ha az el6z6 4llitasra alkalmazzuk a Parseval-tételt, akkor kapjuk azt az allitdst, ami szerint a
befolyas egyenls azon Fourier egyiitthatok négyzetének Osszegével, melyek olyan S-ekhez tartoznak,
amiknek része i, felhasznéalva 4.4.1-es egyenléséget. Ez egy nagyon hasznos allitas, hiszen a Fourier sor

ismeretében maris leolvashatjuk a koordinatak befolyasat.
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4.4.5. Tétel (Ryan O’Donnell [10]). Ha f: {—1,1}" = R figgvény és i € [n], akkor

(4.4.2) Infi[f1=Y_ f(9)*.
SCn
ics

O

Abban az esetben, ha a fliggvény logikai értékii és monoton, akkor hasznalhatunk egy még egysze-

riibb formulat.
4.4.2. Allitas. Ha az f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvény monoton és i € [n], akkor Inf; [f] = f (7).

Bizonyitds. Mivel az f monoton, ezért f (x(iﬁl)) —f (x(iﬁfl)) mindig 1-gyel egyenld, tehat D;f (x)-
et nem kell négyzetre emelni, hogy a 0-1 indikitora legyen annak, hogy ¢ mikor pivotal z-en. Vagyis
felhasznalva az 3.2.2 egyenl6séget és a D; f Fourier sorat kapjuk, hogy Inf; [f] = E[D;f] = l/);“ 0) =
f (). O

A derivalasi operator sokban hasonlit a szokasos derivalashoz, hiszen egy f : {—1,1}" — R fiiggvény
monoton akkor és csak akkor, ha D; f (z) > 0 minden i-re és z-re. A monotonités egy olyan tulajdonsag,
aminek egy igazsagosnak nevezhets szavazasnal teljesiilni kell, hiszen ha valaki -1-r6l 1-re valtoztatja
a szavazatit, akkor nem akarjuk, hogy a végkimenet 1-r6l -1-re viltozhasson. A majorans fiiggvényrél
tudjuk, hogy monoton, tehat teljesiil ré, hogy Inf; [ﬁcu\n (z)} = f(z) ~ %, amibdl kovetkezik a 4.2.1
egyenldség.

Ezen egyenléségek segitségével belathato, hogy ha egy szavazashoz tartozé fiiggvény monoton és

tranzitiven szimmetrikus, akkor minden szavazonak ’kicsi’ befolydsa van a végkimenetre.

4.4.3. Allitas. Legyen f: {—1,1}" — {—1,1} olyan fiiggvény mely tranzitivan szimmetrikus és mo-
noton. Ekkor Inf; [f] < = minden i € [n]-re.

N
Bizonyitds. Mivel az f tranzitiv, ezért f (i) = f(i') minden 7,7 € [n]-re, és a monotonitds miatt
A~ ~ A n ~ A
Infi[f] = f (i) = f(1). Parseval tétele miatt 1 = 5> f(S)* > 3 f(i)* = nf (1)?, igy az egyenl6t-
SCn] i=1

lenséget atrendezve kapjuk az allitast, hogy Inf; [f]

f(l)gﬁ. O

Ezt az egyenl6tlenséget lehet még javitani.

4.5. Teljes befolyas

Egy maésik fontos tulajdonsig, melyet megannyi névvel szoktak illetni a teljes befolyas, vagyis a

befolyasok Osszege. Szokds még energianak, dtlagos érzékenységnek és fogékonysagnak is nevezni.

4.5.1. Definici6. Legyen az f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvény teljes befolyasa:

I(f)=>_Infi(f).
i=1
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Azért szokas atlagos érzékenységnek nevezni, mert egyenld a pivotal koordindtak szamanak varhaté
értékével, vagyis
(4.5.1) I; [f] = E [##i koordinaték, hogy f () # f ()] .
x

n

Elja)s@en] = E [Zl 1f(w)¢f(x$i)}

-

Ez igaz, mivel I; [f] = anfz< ) = ZPT[ (z) # f (2%)] =

= E [#z koordinatak, hogyf( ) # f ( )] .
A 4.4.2 Allitasbol rogton kovetkezik az alabbi egyenlGség:

1

(2

(4.5.2) I(f)="Y_I817(5)?
SCln]

Vagyis ugy is gondolhatunk a teljes befolyasra, mint az atlagos szintjére az f Fourier silyanak.

4.5.1. Példa. Mivel mar egy koordinitara a befolyist jo6 néhany konkrét példara kiszamoltuk, igy
tudjuk a teljes befolyést is. A konstans fiiggvényekre 0, a diktator fliiggvényre 1, a paritas fliggvényre
pedig n. A torzs figgvényekre I (Tribes,) = © (logn)

Monoton fiiggvények esetén, mint ahogy a befolyasndl, Ggy a teljes befolydsnal is fel tudunk irni

egyszertibb alakot.

4.5.1. Allitas. Ha f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvény monoton, akkor
(4.5.3) If1=>Y 1)
=1

A majorans fiiggvény monoton, tehat a teljes befolyasa I [Maj,] = [f + O (n é> A teljes
befolyasra ugy is gondolhatunk, mint azoknak a szavazoknak az atlagos szamara, akik szavazata kiszé-
mithatatlan, akik nincsenek elkotelezGdve egy jelolt mellett. Ezek a szavazok kiemelkedGen fontosak,
hiszen gyakran az 6 szavazataik dontenek a kimenetelrél. Ha f monoton, akkor I [f] a nyertes jel6ltre
szavazok szama minusz a vesztes jeloltre szavazok szaménak varhato értéke. Ezt probalja megfogni a

kovetkezd allitas:

4.5.2. Allitas. Legyen f: {—1,1}" — {—1,1} monoton fiiggvény egy szavazasi szabaly 2 jellt esetén,
a szavazatok vektora x = (z1,...,xy), és w azok szama akik egyetértenek a szavazis kimenetelével,
vagyis f (x)-szel. Ekkor

(4.5.4)

E

1\3\3

linearitasabdl kovetkezik, hogy
n

(4.5.5) D F@O =Y Elf (@) -w] = E[f (@) (w1 +- + )]
=1 =1

xT
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Mivel z1 + - - - + x,, pontosan az 1-es jeldltre tett voksok és a -1-es jeldltre letett voksok kiilonbségének
szamat jelenti, tehat f (z) - (x1 + -+ + z,) meg, hogy a nyertesre mennyivel tobb szavazat érkezett,
vagyis w — (n — w) = 2w — n. Ha atrendezziik pontosan az allitast kapjuk, ha pedig az f monoton,

ami egy jogos feltétel szavazasok esetén, akkor F [w] = § + I [f]. O

1762-ben Rousseau azt vetette fel, hogy az idedlis szavazasi rendszer az, amellyel a legtdbben egyet-
értenek. A kovetkezd 4llitas megmutatja, hogy ebben az esetben a majorans fiiggvényt kell hasznélni,
n

ami azt jelenti, hogy rogzitett n esetén a 3 f (i) értéket maximalizélja.
i=1

4.5.2. Tétel ( Ryan O'Donnell [10]). A f : {-1,1}" — {=1,1} figgvények kiiz6l a majordns figg-

n
vény az, amely egyediliként mazimalizdlja a Z (1) értéket. EbbSl egyenesen kdvetkezik, hogy minden

1f
o)

m

monoton f-re I[f] <I[Maj,] =

Bizonyitds. A 4.5.5 egyenletbdl:
n
Y FO=Elf (@) (@ +-+z)] < Ellzr + -+ aall,
i=1

mivel f(z) € [-1,1]. Egyenléség akkor és csak akkor van, ha f(x) = sgn(z; +---+ x,), ha z; +
-+ x, # 0. A tétel masodik fele kovetkezik a monoton fiiggvények teljes befolyasarol szolo 4.5.3-es
allitasbol. O

4.6. Zaj stabilitas

Az utolsé jelentségteljesebb tulajdonsag, amit vizsgalni fogunk az a zaj stabilitds. Gondoljunk az
f:{-1,1}" — {-1,1} fiiggvényre gy, mint egy szavazasra két jelolt kozott. Erre a tulajdonsagra egy
tokéletes vildgban nem lenne sziikség, de a valésagban gy képzelhetjiik el, hogy amikor a szavazatokat
szamoljik, akkor megvan a valdsziniisége, hogy rosszul lesz feljegyezve valakinek a szavazata. Fz persze
csak akkor okoz problémét, ha ezaltal a szavazés kimenetele megvaltozik. A zaj stabilitds annak a
val6szintisége, hogy a szavazas kimenetele nem véltozik meg. Legyenek a szavazok véleményei x4, . .., x,,
tehat ha minden jol menne, akkor a szavazas kimenetele, az ’igazi’ gy6ztes f (z). Legyenek a feljegyzett
szavazatok yi,...,yn, tehat a kihirdetett gy6ztes f (y) lesz. Ahhoz, hogy meg tudjuk allapitani, hogy
milyen valésziniiséggel lesz kihirdetve az ’igazi’ gy6ztes, ahhoz meg kell mondani milyen valésziniiséggel

lesznek a szavazatok rosszul feljegyezve. Legyen ez a valdszintiség e.

4.6.1. Definicio. Legyen € € [0,1] és x € {—1,1}" rogzitett. Ekkor y ~ Nj_oc (x) jelentse az olyan
y € {—1,1}" vektort, mely minden i € [n)-re egyméastol fiiggetleniil

{ x; 1 — € valészintiséggel
Yi =

—x; € valoszintiséggel
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akkor y 1 — 2e-korrelal az z-szel. Ez a definici6 szimmetrikus, tehat mondhatjuk, hogy az (z,y) egy
1 — 2e-korrelalt par, ami ekvivalens azzal, hogy ha minden i € [n]-re az (x;,y;) par teljesiti, hogy
Elx;)=FEy) =0 ¢és

(4.6.1) Elzi-yl=Prizi=vy] —Prz; #y] =1—2e.

Miutan mar tudjuk az igazi szavazatok és a feljegyzett szavazatok kozotti kapcsolatot, ekkor mar

definialhatjuk, hogy mi is a zaj stabilités.

4.6.2. Definici6. Ha f: {—1,1}" — {—1,1} és € € [0,1], akkor az f zaj stabilitdsa 1 — 2e-nal

Stabi—se (f) = E[f (x) - f ()] =Pr[f (z) = f (y)] = Pr[f (x) # f ()] =2Pr[f (z) = f (y)] -1

Ebbdl a definiciobdl kévetkezik, hogy annak a valoszintsége, hogy a végkimenetet nem befolyésolja
a szavazatok rossz feljegyzése, az
1

£ = F ()] = 5 + Stabiac ()

Pr
(z,y) 1—2e-korrelaltak 2

Nyilvan a szavazasoknak egy elény6s tulajdonsaga, hogy ha rogzitett e-ra a Stabi_o (f) minél
kozelebb van az 1-hez. Sokszor ha nagyon kozel van az 1-hez, akkor inkdbb az 1 — Stab;_oc (f)-fel
szoktak szamolni, amit zaj érzékenységnek neveznek. A tovabbiakban, hogy konkrét esetekben, ha
méar az f fiiggvénynek megvan a Fourier-sora, akkor kdnnyd legyen szémolni a zaj stabilitast, még
bevezetiink par definiciot, és megnézziik a yg fiiggvények stabilitasat.

Azt tudjuk, hogy a konstans fliggvények zaj stabilitasa 1, hiszen mindegy mit csindlnak a szavazok
a szavazas végkimenete rogzitett. A diktator fiiggvények esetén, mivel csak egy szavazo véleménye
szamit, ezért csak azt kell megnézni, hogy az § szavazatat milyen valdszintséggel jegyzik fel rosszul,
ami €, tehat Staby_o (Dict;) = 1 — 2¢e. Ezt felhasznalva, valamint a varhato érték azon tulajdonsagat,
hogy a fiiggetlen valtozok varhaté értékei Gsszeszorzddnak, ki tudjuk szdmolni altalanosan a xg zaj

stabilitasat.

(4.6.2) Staby_s (xs) = E [xs (z) xs ()] =

(z,y) 1—2e-korrelaltak
szy,] = HE[%:UZ] = H(l —2¢) = (1—2¢)1°1,

€S €S €S

=F

Ebbdl az egyenletbdl példaul a parités fliggvény stabilitdsat, ami a x|, meg tudjuk allapitani, ami
(1 — 2¢)". Amennyiben a szavazok szama sokkal nagyobb, mint %, akkor a stabilitds nagyon kozel lesz
0-hoz, tehat az igazi vélemények és a szavazas kimenetele kdzott szinte nem lesz korrelacié. Hogy még

altalanosabban ki tudjuk szamolni a zaj stabilitast vezessiik be a kdvetkez6 operatort:

4.6.3. Definicié. Ha e € [0,1], akkor a zaj operator 1 — 2¢ paraméterrel az a linearis operator, amely

az f:{-1,1}" — {—1,1} fiiggvényen a kovetkezs:

Ty o f (x) = yNNEQE(z) Lf ()]
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Ez a zaj operdtor egy rogzitett f fliggvényre és egy x-re megmondja, hogy varhatéan mi lesz a
szavazas kimenetele, ha minden szavazatot e valésziniiséggel jegyeznek fel rosszul. Mivel a T1_o. egy
linearis operator, ezért ahhoz, hogy T1_o f-et kiszamoljuk, elég a TONR-ét kiszamolni, vagyis elég
kiszamolni mennyi T1_2¢xs. Ehhez is felhaszniljuk, hogy a koordinatak fiiggetlenek, valamint, hogy
ha y ~ Ni_o (2), akkor F [y;] = (1 — 2¢) - x;

T 9 T) = E = E il = 1—26'1131':1—26‘S| ).
1-2¢X5 (2) P [xs (y)] gy~N1_2€(x) [yi] il;[S‘( ) ( )7 xs ()

Ezek utdn mar a linearitds miatt kapjuk a kévetkezd allitast, ami a T}, f-nek a Fourier-soros felirdsa:

4.6.1. Allitas. Ha f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvény, akkor a zaj operator Fourier-sora az alabbi:

n

Tiaf = % (1=20)51 f(S)xs =D (1-20)1° 17,

SCln| i=1

ahol f=F = 37 f(S)xs.

1S|=k
O
Ezt a kovetkezs Osszefiiggés miatt vezettiik be:
4.6.2. Allitas. Staby o (f) = (f, Ti_a2cf)-
Bizonyitds.
Stabi—2c (f) = EIN{*l,l}n [f (@) f(y)] = E n f(z)- [f W] = (i Ti—2cf)
y~N1_2¢(2) x~{—1,1} y~Ni_2c(x)
O

Ezeket a kovetkez6 tételért vezettiik be, amely segitségével a Fourier-sor megléte esetén tudunk zaj

stabilitast szamolni.

4.6.4. Tétel (Ryan O’Donnell [10]). Ha f: {-1,1}" — {-1,1}, akkor

n

Stabi_ac (f) = Y (1-20)"1f(8)> =" (1—20)" - Wi (f).

SCln] i=0
Bizonyitds. Felhasznélva a T1_o f Fourier sorat, és Plancherel tételét:

Staby_ac (f) = (£, Ti—2cf) = < Y FS)xs Y (1-201F(9) xS> = > (1-20Ff(5)%.

SC[n] SC[n]

Vagyis a zaj stabilitds nem més, mint a Fourier stlyok Osszege, egy a szintekkel exponencidlisan
csokkend szamokkal szorozva, ha e-t lerogzitjiik. Ebbgl kdvetkezik, hogy amennyiben a stabilitast ma-

ximalizélni akarjuk, akkor az alacsonyabb szintekre kell nagyobb Fourier silyokat tenni, gy hogy
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koézben valamennyire igazsagos maradjon a szavazas. Tehat tegyiik fel, hogy a szavazas torzitatlan.
Ezt a problémét ragadja meg a kovetkezd allitas, mely kimondja, hogy ez esetben a diktator fiiggvény
maximalizalja a zaj stabilitdst, amennyiben nagyobb a valdszintisége, hogy jol vannak feljegyezve a

szavazatok, mint hogy nem.

4.6.3. Allitas. Legyen e € (0,1). Ha f: {—1,1}" — {—1,1} torzitatlan, akkor Stab;_s (f) <1 — 2,

és egyenldség akkor és csak akkor, ha f = +x;, valamilyen i € [n]-re.

Bizonyitds. A nulladik szinten a Fourier saly 0, hiszen torzitatlan fiiggvényrsl van, szo, vagyis Wy (f) =
n

0. Tehat Staby_oc (f) = 3 (1 — 2¢)* - Wy, (f). De mivel (1 — 2¢)* < (1 — 2¢), ha k > 1, ezért akkor van
i=1

maximalizalva Stabi_g (f), ha minden Fourier saly az els6 szinten van, de a Fourier sulyoknal mér

lattuk, hogy az ilyen fliggvények csak diktatorok vagy negélt diktatorok lehetnek, vagyis f = +x;. O

4.6.1. Példa. A konstans, diktétor és paritas fiiggvényekre mar megnéztiik a zaj stabilitdst. Az egyik
legérdekesebb az az eset, amikor a majorans fiiggvényt tekintjiik. A kévetkezd formula bizonyitisa a
2-dimenzios Centralis Hatareloszlas tételen mulik, és azon, hogy ha van egy X és Y Standard nor-
malis eloszlasu valoszintiségi valtozonk, melyek kovariancidja 1 — 2¢, akkor Pr[sgn (X) # sgn (Y)] =

%arccos 1 — 2e. Maga a formula a kovetkezs: ha e € [0,1], n paratlan akkor
. , 2 .
(4.6.3) lim Stab;_o. (Maj,) = — arcsin1 — 2e.
n—00 T

Kicsi € esetén kozelithetjiik az értéket 1 — % e-nal. Az elektori szavazis esetén, feltéve hogy 51 <<

% << n, a majorans fliggvénynél kisebb stabilitias jon ki, szamszerten:

3/2
Stabl_ge <EC(51)) ~1-—2 (2> \/57\&
™
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5. fejezet

Arrow tétele

Az utolso fejezetben a szavazasok témakorét nagyrészt {0,1}" — {0,1} fiiggvények korében vizs-
galjuk. Ehhez Gil Kalai cikkét dolgozzuk fel, de az els§ és utols6 részhez O’Donnel kényvét és cikkét
is felhasznaljuk [6] [9] [10]. Elgszor bebizonyitjuk Arrow tételét a partatlan kultara feltételezése mel-
lett. Ezekutan itt is bevezetiink par alapfogalmat, jeldléseket, majd megmutatunk egy érdekes képletet
a nemracionélis profil kimenetelére. Sz6 lesz még Gulibaud formulajarol, majd bebizonyitjuk Arrow
tételét. Végilil megemlitiink néhany tételt, mely Arrow tételének tovabbgondoldsardl szol, és annak

stabilitasarol.

5.1. Arrow tétele a partatlan kultara feltételezése mellett

Eddig végig azt az esetet tekintettiik, amikor csak 2 jel6lt van, de természetesen nagyon sokszor nem
ez a helyzet, és legalabb 3 jeloltet kell sorbadllitaniuk a szavazoknak. Nekiink csak olyan fiiggvényiink
van, ami két jeloltrsl donti el, hogy melyik nyerjen, és tovabbra is ezt szeretnénk hasznélni. Condorcet
vetette fel 1785-ben azt a modszert, hogy amennyiben a harom jeldlt az A, B és C, akkor legyen egy
kiilén fliggvényiink mindegyik parra: A vs B, B vs C, C vs A. Condorcet mindegyik &sszehasonlitas-
néal a majorans fiiggvényt vette, majd az igy kapott eredményekbdl felallitott egy végleges rangsort.
Természetesen a majorans fiiggvény helyett valaszthatunk masik f: {—1,1}" — {—1,1} fiiggvényt, ezt
szokas Condorcet szavazasnak nevezni. Tekintsiik most azt, ha 3 jeloltiink van. Az alabbi tablazatban

minden szavazohoz egy oszlop tartozik, legyen az i-edik szavazoe (z;, ys, 2i).

1 2 - n Tarsadalom:
A vs. B|+1 +1 .- -1 = =z f(z)
B vs. C|-1 41 -+ 41 =y f(v)
C vs. A|4+1 -1 -+ +1 = =z f(z)

Ahogy azt a bevezet6ben mar megmutattuk, ez a rendezés van hogy nem vezet eredményre és
létrejon a Condorcet paradoxon. Ez 3 jelolt esetén akkor valosul meg, ha az (f (z),f(y),f(2))
harmas vagy (41,41, +1)-gyel vagy (—1,—1,—1)-gyel egyenls. Ezért kiemelten kezeljiik, azt a hat
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(f (z), f(y), f(2)) harmast, ahol nem mind egyenls, vagyis az NAE harmasokat(’Not All Equal’):
{(+1,4+1,-1),(+1,—-1,+1),(+1,-1,-1), (-1, +1,+1), (—-1,+1,-1),(—1,—-1,4+1)}.
Ahogy Arrow 1950-ben bebizonyitotta a paradoxon csak a diktator fiiggvénnyel keriilhets el.

5.1.1. Tétel (Arrow tétele, Ryan O’Donnell [10]). Tegyiik fel, hogy f : {—1,1}" — {—1,1} egy egyhan-
gu szavazdsi szabdlya egqy 3 jeléltes Condorcet szavazdsnak. Ha a Condorcet szavazdsnak mindig van

nyertese, akkor [ eqy diktdtor fiiggvény.

O
Sajnos ez nem mond sokat arr6l az esetrdl, ha nem a diktator fiiggvényt hasznaljuk. Ezért is
fontos Kalai 2002-es bizonyitdsa, mert abbdl az is kijon, hogy mekkora valoszintiséggel kovetkezik be

a paradoxon, ha teljesiil a partatlan kultara feltételezés.

5.1.2. Tétel (Ryan O’Donnell [10]). Tegyik fel, hogy f : {—1,1}" — {—=1,1} egy egyhangi szavazdsi
szabdlya eqy 3 jelltes Condorcet szavazdsnak. A pdrtatlan kultira feltételezés mellett annak a valdszi-
nidsége, hogy a Condorcet szavazdsnak lesz nyertese pontosan % — %Stab_l/;; [f], és ez akkor és csak

akkor egy, ha f diktdtort.

Bizonyitds. Azt a valoszintiséget szeretnénk kiszamitani, hogy milyen valoszintiséggel lesz az
(f (), f (), f(2)) eleme az NAE harmasoknak. Legyen NAFs3 : {—1,1}*> — {0,1} az NAE harmasok
indikatora:

3 1 1 1

NAEs5 (a,b,c) = i Zab — 79 Zbc.

Tehat annak a valoszintisége, hogy raciondlis kimenetele lesz a szavazasnak, az el¢bbi varhat6 értéke,

és felhasznélva a varhato érték linearitasat a kovetkezét kapjuk:

(5.1.1)  Pr [3 Condorcet nyertes]| = E [NAEs ((f (z),f(y),f(2))] =

T,Y,2 z,Y,%

=1 EU @I W= 3B @ () - 1B 0 ().

Mivel a kozos eloszlasai az (z, z)-nek és (y, z)-nek ugyanazok mint (x,y)-nak, tehat a varhato értékek
megegyeznek. A partatlan kultiara feltevés miatt feltettiik, hogy minden xz; és y; egyenld val6szint-
séggel —1 vagy 1, tehat kiilon kiilon a varhato értékiik 0, viszont x; - y; varhato értéke F [x; - y;] =
2 (+1) + 3 (1) = —1. Hiszen ha vessziik az NAE harmasokat, akkor z; - y; négyszer —1 és kétszer
+1, tehat z; = y; 1/3 valosziniiséggel. Mivel x és y koordinatai fiiggetlenek, ezért igaz rajuk, hogy —%
korrelalnak egymassal, tehat £ [f (x) f (y)] definici6 szerint Stab_; 3 (f). Tehét az el6bbiek alapjan, és

a zaj stabilitasra vonatkoz6 4.6.4 tétel szerint:

(5.1.2)  Pr [FCondorcet nyertes] = 2 - %E [f (@) f (y)] =

x7y7z



Ezzel belattuk a tétel elss felét.

A tétel masodik részének bizonyitasdhoz rogtén az is latszik, hogy ahhoz, hogy a valdszintiség 1,
legyen az f fliggvénynek diktéator fiiggvénynek kell lennie. Mivel a Wy, (f) Fourier saly 0 és 1 kozott van,
és (—=1/3)F > —1/3 minden k # 1-re, ezért minden stlynak az els6 szinten kell. Amib6l mér kivetkezik,
hogy az f fiiggvény diktator vagy negélt diktator fiiggvény. Mivel feltettiik az egyhangisagi feltételt,
ezért f csak diktator fliggvény lehet. O

Reménykedhetnénk, hogy van olyan fiiggvény, amely esetén a Condorcet paradoxon valdszintisége
kicsi, és nem a diktator fliggvény, de sajnos ilyen nincs. Az errdl szolo tételekrsl az utolsé fejezetben

lesz sz6.

5.2. A nemraciondlis profil val6szintisége harom jelolt esetén

Hasonloan, ahogy az el6z6 fejezethez, most is tekintsiik a harom f,g,h : {0,1}" — {0,1} flgg-
vényt, valamint a harom jeldltet: a,b,c-t. Legyen f(x1,...,2z,) = 1, ha aRb 0 kiilsnben, ugyanigy
gWi,...,yn) = 1, ha bRc és h(z1,...,2,) = 1, ha cRa. Egy igazsagos szavazashoz kell, hogy f,g,h
torzitatlan legyen, de ez nem mindig all fenn, igy vezessiik be azokat a p1,po, ps valtozokat, melyek
azt a valoszinGséget adjak meg, hogy a fiiggvények 1-ek. Vagyis p1 = Pr{z: f(z) =1} = f(0),
po=Pr{z:g(@)=1} = §(0), ps = Pr{z: h(z) =1} = h (D). Amennyiben a szavazés torzitatlan
P1=Pp2=Dp3 = %

Ahhoz, hogy a szavazas értelmes legyen minden x;, y;, z; harmasra teljesiilnie kell, hogy elemei az
NAE harmasoknak, vagyis nem egyenlék (0,0,0)-val, se pedig (1,1,1)-gyel. Legyen W3 (n) azoknak a 3n
hossz (21,2, .., Tn, Y1y« - -5 Yny 21, - - -5 2n) TOViden (x,y, z) vektoroknak a halmaza, melyek minden
(x4, i, zi) harmasukra igaz, hogy NAE harmasok minden ¢ = 1, ..., n-re, vagyis minden szavazé tényle-
gesen egy sorrendet &llit fel a harom jelolt kozott. Annak a valoszintisége, hogy egy ilyen harmas eleme
az NAE-nek g, hiszen 8 darab harmas van és ketts rossz nekiink. Mivel feltettiik, hogy a szavazdk
dontései egymastol fiiggetlenek, ezért Pr (U5 (n)) = (g)n.

Tekintsiik azt a szavazast, ahol az n szavaz6 véleménye fiiggetlen, és egyenls valoszintiséggel allitjak
sorba a 3 jeloltet. Ekkor legyen W = W (f, g, h) az a val6szintség, hogy a fenti feltételekkel a szavazas

kimenetele nemracionalis. Ekkor igaz a kovetkez§ allités:

5.2.1. Allitas.

(5.2.1) W(fg,h) = >

(z,y,2)€¥

f@)g@h(z)+ 0= f(x)A-g)A-h()
237 . Pr (W3 (n))

Bizonyitds. A klasszikus valdszintiségi mez6t alkalmazva konnyd latni, hogy a nevezd az Osszes eset,
hiszen 23" darab (z,y, z) van Osszesen, de teljesitenie kell, hogy minden szavazé valédi sorrendet allit
fel, ezért a Pr (W5 (n)). A szamlalo pedig pontosan akkor 1, ha vagy (f (z),g9(y),h(z)) = (0,0,0)
vagy ha (1,1,1), vagyis amikor nemracionalis az eredmény, nem tudunk felallitani sorrendet a jeloltek
kozott. O
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5.2.1. Definici6é. Ha f,g:{0,1}"" — {0,1} fiiggvények, akkor vezessiik be a kovetkezs kettds skalar-

szorzat miveletet, amely a kdvetkez6 tétel kimondasahoz fog kelleni:
(5.2.2) = Y f (—1/3)!81-1.
0£SCn

5.2.2. Tétel (Gil Kalai [6]).

(fr9)) + (g, k) + {(hy 1))
3

W (f,9,h) = (1 —p1) (1 —p2) (1 —p3) + pipaps —

Bizonyitds. Definialjunk két fliggvényt, A-t és B-t, amelyek Fourier egyiitthat6i segitségével fogjuk
bebizonyitani, hogy a tételben szerepl$ jobboldal egyenls a 5.2.2 egyenlet jobb oldaléval. Legyen A :
{0,1}°" — {0,1} a ¥ = W3 (n) halmaz karakterisztikus fiiggvénye, vagyis A = xg. A B : {0,1}*" —
{0,1} fiiggvény pedig legyen az f, g, h szorzata, vagyis B (x,y,z) = f(x)g(y)h(z). A skalarszorzat

definici6ja és Plancherel tétele miatt:
1 . .
(5.2.3) 280 Yo f@awh(z)=(AB) = > A(w)B(u)
(a:,y,z)G\Il u€[3n]

Ez mér sokban hasonlit a 5.2.2 egyenletre, tehat szamoljuk ki a két fiiggvény Fourier egylitthatdjat.
A Fourier egyiitthatokat az egyiitthatéival indexeljiik, amely egy 0-1 vektor. Mivel a vektor harom
részb6l all: az x, y és z-bol, ezért a hozzajuk tartozo Si, Sz, S3 C [n] részhalmazokkal reprezentaljuk
Gket.

El6szér szamoljuk ki a B fiiggvény Fourier egyiitthatoit, B (51,52, S3)-akat. A Fourier-sor defini-
ci6jabol kovetkezGen, mivel B (z,y,z) = f (x) g (y) h (z), ezért

(5.2.4) B(z,y,2) = [ (@) g (y) h(2).

Ez azért igaz, mert

(5.2.5)
B($7y72) = f(IL") Z s uT 51,52,5'3 Z f g- h ( )Tm(51U52US3) _
re TC[3n]
- Z f( )Q (T3) il(T?,) (— 1)Tm51 . (—1)T052 . (_1)T053 _

Tlg{l"“ﬁn}
ToC{n+1,....2n}
Tig{2n+1773n}

= > FfaoyEnhm Yo g(Ty) (-t Y. (D) (-phr

T1CA{1,...,n} ToC{n+1,....2n} T3C{2n+1,...,.3n}

Ezzel a B Fourier egyiitthatéival készen vagyunk, nézziik meg most az A Fourier egyiitthatoit. Az A-t
is fel tudjuk irni fiiggvények szorzataként, pontosan n darab fiiggvény szorzataként, hiszen az A annak
a karakterisztikus fiiggvénye, hogy minden szavazd egy valédi sorrendet allit fel a jeldltek kozott, de
ezek fiiggetlenek. Vagyis vehetjiik az Ay, ..., A, : {0,1}° — {0,1} fiiggvényeket, ahol az A; pontosan
akkor veszi fel az 1 értéket, ha az i. szavazo6 valodi sorrendet allit fel, tehat (z;,v;,2;) € NAE. Az A
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fliggvény ezen fliggvények szorzata, hiszen pontosan akkor 1, ha minden A; egyszerre 1. Mivel barmely

két ilyen harmas fliggetlen egymastél ezért most is felirhatjuk a multiplikativ alakot, vagyis:

(526) A (iU, Y, Z) = Al (xla Y1, Zl) e ATL (l'n, Yn, Zn) .
Ezek utén elég azt kiszamitanunk, hogy mik A; Fourier egyiitthatéi. A; az NAE harmasok karakte-
risztikus fliggvénye. A 5.1 fejezetben a 5.1.2 tétel bizonyitasaban mar lattuk, hogy ez a fliggvény a
kovetkezs Aq (z1,y1,21) = % — %xlyl - %xlzl — iylzl, vagyis Ay 0) = %, A, (S) = %, ha |S| = 2, és
0 egyébként. Ezek utdn mér egy tetszéleges A (S, S, S3)-at ki tudunk szamolni. Ha létezik, i, hogy
i € S1,1 € Sy és i € S3, akkor A(Sl,Sg,Sg) = 0, mivel A; ({xs,9i,2}) = 0. Ezzel az esettel tehat
nem kell foglalkoznunk, maradnak azok az esetek, amikor minden ¢ vagy egyetlen vagy pontosan ketté
darab Sj-ben van benne (j = 1,2,3). Nevezziik ezeket a harmasokat specidlisnak, és rajuk a kovetkezd
képlet igaz:

~ |S{USaUS3| |S1USoUS3]|
(5.2.7) A(S),8:,83) = (1/4) 2 -(3/4)" ¢
Ez abbol kévetkezik, hogy ha i pontosan kett§ S;-ben van benne, akkor egy 1/4-es szorzéval jarul
hozza, és ilyenekbdl ¢-kbél w darab van. Az Gsszes tobbi, n — M darab i pedig egyikbe
sincs benne, tehat mind 3/4-es szorzot adnak.

Ha a 5.2.3 egyenlethe behelyettesitjiik az A és B Fourier egyiitthatéit, akkor abbol a kovetkezot

kapjuk:
(5.2.8)
1 A ~ N EFISEPISERY n— 151USaUS3|
7 Y f@gwh(z) = > f@) gy h(z)(1/4) 2 -(3/4) 2
(z,y,2)€¥ specialis(S1,52,93)

Ezek utan szamoljuk ki a 5.2.1 szamlalojat. Az els§ felet mar kiszamoltuk a 5.2.8-es egyenletben,
most szamoljuk ki a mésodik felét. Ehhez hasznaljuk fel, hogy (1— f)(S) = —f(S), ha S # 0 és

(1/—\f) (0) =1 — f (0). Ez a Fourier egyiitthato definiciojabol kivetkezik, mivel

(1= f(9)) =1~ fus) = (1,us) — (f,us),

és (1,ug) =1, ha S =0, és 0 kiilonben. Harom esetet fogunk kiilon kezelni. Az els§ ha S1,S2, S5 = 0,
ekkor

—_— —_— —_— (17A

A= FO)A=g@)A=h@) = (1= F®) 1 =g®) (1=A0)) = 1 =p1) (1= p2) (1 pa).

A masodik eset, amikor Sy, Sa, S3 # 0, ez esetben:

—_—

(1= f(S1))(1—g(S2))(1 —h(Ss))=—F(S1)g(S2)h(Ss).

A harmadik eset, amikor valamilyen j-re S; = ), de nem az 6sszesre. Ekkor mivel minden i-r6l feltettiik,

hogy vagy egyikben sincs benne, vagy kettében van benne, ezért tudjuk, hogy a masik ketts S nem az
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iires halmaz, de ugyanaz a két halmaz hiszen minden ¢-re vagy mindkett6be benne van, vagy egyikbe

sem. Legyen S = T, és vilasszuk most j-t 1-nek, ekkor:

A= FO)=gMNA=h )= (1-F0)5@)h(T)=3(T)h(T) - FO)§(T)h(T).

Most mar ki tudjuk szamolni 5.2.1 egyenlet szamlaléjat, felbontva 6 részre

(5:29) Y f@)g@Wh(x)+(1-f@)A-g()(1-h(z)=

(z,y,2)€W

=P Y f@awheam
specialis(S1,52,53)

(17 (8))1 =408 (5 >>< T (S)) (1/4) T (gpay TR =
= (f0a@h 03— (1- ) 1-g0) (1-h0))+
2 Y f<sl>g<sz>h< §3) (1/4) TF L (34 P

(S1,52,83)Spec

S51.52,53#0

— F(S1)3(S2) b (Ss) (1/4) TF T (g payn TEE
LD DI OGN <><1/>‘51“2“S‘*‘ (34

(S1,52,53)8pec

51=0,85=85=T

— (1= ) s@b@ T e

+ 93n Z f(T) g (@) ( ) (1/ )\(Z)UTUT\ (3/4)71_\@&%7"\ _
(51,52,S3)Spec
So=0,S1=53=T

—F @A —gO)R@) (/@
£ f@amb @O/ @ -
(81,52,S3)spec
S3=0,51=S>=T
~F@am (1-h@) @) FT @ =
= ((1 —p1) (1 = p2) (1 — p3) + p1paps — (L 9h) & <<g’3h>> * ({h, f>>)> (2/3)".
Atosztva (2/3)"-nel kapjuk az allitast. 0

Amennyiben f, g, h ugyanazok a fiiggvények, amibdl mar kovetkezik, hogy p = p1 = pa = ps, akkor
5.2.2 egyenlet tovabb egyszertisodik:

(5.2.10) W=p+(1-p)° = f(9)7 /35"
S#0

5.3. Gulibaud formula

Gulibaud formuldja azt adja meg, hogy amennyiben lerogzitjiik az f, g, h fiiggvényeket a majorans

fliggvényre n-et paratlannak valasztjuk, és tartunk vele a végtelenbe, akkor mi a valdszintisége, hogy
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raciondlis profilt kapunk, vagyis egy valodi sorrend lesz a végeredmény. Legyen ez a valoszintiség G (3) =

li_>m G (n,3). Gulibaud formulaja a kévetkezst adja:

3 3 1
(5.3.1) G(3) = 1 + o arcsin — 3~ 0,91226.

Gulibaud a formul&jahoz, ami 1952-bél szarmazik a bizonyitashoz, csak annyit {rt, hogy ’a kombi-
natorikai analizisbeli szokasos modon’. Az elsé publikilt bizonyitas Gramanto6l és Kamientsl szarmazik

1968-bdl, de végiil sokan belattak. A formulat nem latjuk be, de bebizonyitjuk egy kozeli becslését:

5.3.1. Allitas.
(5.3.2) 0,9092 < G (3) < 0,9192

Bizonyitds. Felhasznilva a Condorcet paradoxon valoszindségének egyszertibb 5.2.10-as egyenletét,

kapjuk hogy

1
-1 T i
S0
2m+1 N
Vezessiik be a kivetkezs jelolést: ha n = 2m + 1, akkor dp = 5. f (k)% dm < 32 f(5)2 (1/3)15171,
k=1 S#0

mivel minden paros |S| > 0-ra a majorans fliggvény paratlansidga miatt felhaszndlva a 4.2.1 allitast
f(S) = 0. Ebb6l mar kévetkezik, hogy

1
-G (3,n) = 1 — dm.
Mivel a d, fliggvény feliilr6l tart 5--hez, ezért

1
~ 1 — 0,9092.

1
4
A majoréans fiiggvény esetén ugyanakkora valoszintséggel lesz a fiiggvény értéke 1 mint 0, tehat || f]|* =

E[f] = f(0)? = 1/2. A Parseval-tétel alapjan 1/2 = 3 f(5)% ha ezt atrendezziik a kovetkezs
S#0D
egyenlgséget kapjuk:

S F O =30 F (0 =~

k=1

DN |

S {797:1s123) =

_1|

Felhasznalva ezt az egyenletet, és azt hogy 9 > (—%)‘S minden paratlan |S| > 3-ra:

—G@Bn)=1/d—dn— Y F(971/3)5" >

I5]=3

(5.3.3) >~ —dpy — (1/4 — dn)

dm >

1
-—~1-0,9192.
2T

©| oo
Nl V)
Neloe)

e
©\>—~
@\L\D
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5.4. Arrow tétele

Ebben a részben Arrow tételét fogjuk bebizonyitani hérom jelsltre a {0,1}" — {0,1} fiiggvények
segitségével, abban az esetben, ha a szavazas semleges, vagyis invarians a jeldltek permutaci¢jara. A
semlegességbdl kovetkezik, hogy f, g, h torzitatlanok, vagyis p = p1 = p2 = p3 = % Ehhez el6szor a

kovetkez6 lemmat bizonyitjuk:

5.4.1. Lemma. Ha f : {0,1}" — {0,1} olyan logikai fiiggvény, hogy f(S) =0, ha |S| > 1, akkor f vagy
konstans fiiggvény, f = 0 vagy 1, vagy diktéator, vagy negélt diktator fliggvény, vagyis f (z1,...,x,) =

x; vagy 1 — x; valamilyen i-re.

Bizonyitds. Mivel f (S) =0, ha |S| > 1, valamint felhasznélva a 3.2.3 egyenletet, ezért | f||> = f (0) +
S f(k)? = Pr{z: f(z)=1} = p . Ugyanakkor f(0) = p = |f||°, igy étrendezve kapjuk, hogy

3

k
Az z? fiiggvény szigort konvexitasa miatt hasznalhatjuk a Jensen-egyenldséget, amivel kapjuk, hogy

M=

f(k)‘ > \/p — p?, és egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha létezik pontosan egy 4, amire
k=1

A~

f # 0. Feltehetjiik, hogy p # 0,1, hiszen ha valamelyikkel egyenld, akkor a konstans fiiggvényt kapjuk.
1 haf(i) <0
0 haf (i) >0
sorat a kovetkez6t kapjuk: f(z) = f(0)+ > F@(1)+ X f@)(-1)’=p+ i

i:f(1)<0 i:f(i)>0 =1
/P — p?. Mivel p # 0, ezért f (z) # 0. Az egyenl6tlenség jobb oldala viszont az [1/2,1) intervallumban
csak akkor 1,ha p = 1/2, kiilonben nagyobb mint 1. Vagyis az egyenl6tlenségnek igazabol egyenléségnek
kell lennie, tehat p = 1/2, és létezik pontosan 1 darab 7, hogy ’f(z)‘ = 1/2. Ebben az esetben pedig f

Legyen x = (x1,...,x,) Ugy megvilasztva, hogy z; = { . Ekkor felirva f (x) Fourier

fo|zp+

a diktator vagy a negdlt diktator fiiggvény. O
Most, hogy a lemmat bebizonyitottuk mar bebizonyithatjuk Arrow tételét is.

5.4.1. Tétel (Arrow tétele, semleges esetben, Gil Kalai [6]). Vegyiink egy semleges Condorcet szavazdst,
melynek legaldbb 3 jeldltje van, és teljesiti az egyhangisdg feltételét. Ekkor minden nemdikiatorikus

szavazdsndl a valdszindsége a Condorcet paradoxonnak nem 0.

Bizonyitds. Definidljuk a kovetkezd két fiiggvényt :
B X / o\ s
F=> TS usesf'=>f (3> (S) us,
S£0 5S40

valamint ugyanigy értelmezziik g, ¢, h, b/ fiiggvényeket is. A tovabbiakban fontosak lesznek ezek norma

négyzetei. H?H2 =IfIP=Ff(®)*=p—p?=1/2—1/4 = 1/4, mivel feltettiik a semlegességet, amibol

kivetkezik, hogy p = 1/2. Marmint ||f'||> = 3 /2 (_%)2(\S|—1) = f? (%)‘S‘_1 < H?H2 = 1/4, és
S£0 S0

egyenldség akkor és csak akkor van, ha minden |S| > 1-re f(S) = 0.
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Vegyiik a 5.2.2-ben leirt kettGs skalarszorzatat f és g-nek, ami egyenls f' és g skalarszorzatéval.

Majd erre alkalmazzuk r& a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlétlenséget :

= Y f(s (=135 = (£, 9) < \IFIP gl < 1/4.
0#£SC[n]

Egyenlgség akkor és csak akkor van, ha f' = f = g, valamint akkor éri el az 1/4-et, ha minden |S| > 1-
re f (S) = 0. Felhasznélva a 5.4.1 lemmat kapjuk, hogy f és g diktator ugyanarra az i-re nézve, mert
a semlegesség miatt nem lehetnek konstans fiiggvények. Az f, h és g, h parokra ugyanezek teljesiilnek.

Viszont ha azt szeretnénk, hogy a Condorcet paradoxon bekdvetkezzen és ennek a valdsziniisége
0 legyen, akkor a 5.2.2 tételben szerepl6 W-nek 0-nak kell lennie, és mivel p = 1/2, ezért annak kell
teljesiilnie, hogy

({(fs90) + ({£, 1)) + ({9, b)) = 3/4.

Ez pedig csak akkor teljesiilhet, ha f = g = h = z;, valamilyen i € [n]-re, vagyis mind a harom ugyanaz

a diktator fiiggvény. O

5.5. Arrow tételéhez kapcsol6édé allitasok

Tudjuk, hogy ahhoz, hogy egy szavazas igazsagos legyen, mindenképp fel kell tenni, hogy torzitatlan
és monoton. Viszont van még egy moédja annak, hogy hogyan zarjuk ki a diktatara valdszindségét,

méghozza az ha feltessziik, hogy minden szavazonak kellgen kicsi a befolyasa a végkimenetre.

5.5.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy f : {—1,1}" — {—1,1} fiiggvény befolyasai T-kicsik, ha
Inf; (f) < 7 minden i € [n] esetén.

A 7-t dltalaban ugy valasztjak, hogy kell6en kicsi, hogy o (1) rendd legyen n-ben, ezzel egyértelmien
kizarva a diktator fliggvényt, viszont megengedve a majorans, elektori és torzsi szavazast. Elgszor Kahn,

Kalai és Linial foglalkoztak bévebben ezzel a téméval és fogalmaztdk meg a kovetkezs tételt:

5.5.2. Tétel (KKL tétel, Kahn, Kalai, Linial [10]). Nem létezik olyan torzitatlan f : {—1,1}" — {—1,1}
fiigguény, melynek a befolydsai o (logn> ~kicsik. Altaldnosabban, ha f torzitatlan T-kicsi befolydsokkal,
akkor I(f) > Q(logl/T)

O

Felmeriil a kérdés, hogy a majorans, elektori és torzsi szavazas koziil, melyiknél van a legkisebb
val6szintisége a Condorcet paradoxon bekdvetkeztének, ami egyet jelent azzal, hogy a Stab_; /3 (f)-
et akarjuk, hogy minél negativabb legyen. Ugyanakkor az is egy jogos feltevés, hogy az f fiiggvény
paratlan legyen. Ekkor mivel igaz a 4.2.1 allitds valamint a 4.6.4 felirdsa a zaj stabilitdsanak, ezért
Stab_, (f) = —Stab, (f). Emiatt érdekes lehet azoknal a fiiggvényeknél vizsgalni, melyek paratlanok,
torzitatlanok, o (1) befolyasuk. A kévetkezs tétel p # 1/3-ra is tekinti ezeket a fiiggvényeket, vagyis a

paratlan kicsi befolyasu fiiggvények kozott a legstabilabb a majorans fiiggvény.
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5.5.3. Tétel (Majorans fiiggvény a legstabilabb, Ryan O’Donnell [10]). Ha f : {-1,1}" — {-1,1}
torzitatlan figguény, o (1) befolydsokkal és 0 < p < 1, akkor Stab, (f) < 1 — %arccosp +o0(l). Ha
—1 < p <0, akkor Stab, (f) > 1— 2arccosp —o(1). Az E[f] = 0 feltétel sziikséges.

O

A 5.5.3 egyenl6ség miatt a o (1) befolyésu fiiggvények kozott a majorans fiiggvény a legracionalisabb,
ha egy konstanstol eltekintink.

Sok esetben mar lattuk, hogy bizonyos feltételek mellett a majorans fiiggvény a legjobb szavazési
forma, amit hasznalhatunk. De sajnos a majorans fiiggvény esetén tovabbra is elég magas a Condorcet
paradoxon bekévetkeztének valoszintisége. A kérdés, hogy van-e olyan fliggvény, amelynél a Condorcet
paradoxon bekdvetkezte nagyon kicsi, de a fiiggvény nem a diktatira. Sajnos azt kell latnunk, hogy ez
a két tulajdonsag kéz a kézben jar, ugyanis ha nagyon kicsi a paradoxon bekdvetkeztének valoszintsége,
akkor az a szavazés fliggvénye nagyon kozel van a diktator fiiggvényhez vagy a konstans fliggvényhez.

Ezt fogalmazza meg Friedgut Kalai és Naor tétele, amelyet 2002-ben bizonyitottak be:

5.5.4. Tétel (Friedgut-Kalai-Naor, [6]). Ha f : {0,1}" — {0,1} olyan logikai figguény, hogy || f||* = p,

akkor ha " f(S)? <6, akkor vagy p < K'6 vagy p > 1— K'6 vagy ||f (z1,...,2n) — x;]|> < K& vagy
[S|>1

If (1, an) — (1 — x)||> < K6 valamilyen i-re, ahol K' és K konstansok.
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