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Romvéari Petra 1 ELOSZO

1. El8szo

Szakdolgozatom célja annak bemutatasa, hogy miképpen lehetnek segitségiinkre a
generatorfiiggvények egyes valdsziniiségi valtozok konvoliciojanak meghatarozasakor.
Minthogy sokszor elengedhetetleniil fontos a konvolici6 eloszlasanak pontos ismerete
(tobbek kozott biztositasmatematikai alkalmazasok esetében), ezért ezen targykor tanul-
manyozasa nem pusztan érdekes, hanem rendkiviil hasznos is.

El6szor egy bevezeté példan keresztiil fogok ravilagitani arra, hogy egy lehetsé-
ges, a konvolicid eloszlasdnak megadéasara irdnyuld megkozelités —a normélis kozelités
alkalmazasa— milyen pontatlan eredményeket tud adni.

A kovetkezs fejezetben egy 1985-6s Nelson De Pril-cikk ([2]) feldolgozéaséaval attekin-
tek egy modszert, amely generatorfiiggvények segitségével rekurzios eljarast ad fiiggetlen,
tarozasara, tovabba bemutatéasra keriil ezen rekurzié Panjer-rekurzioval valé kapcsolata.
Ezt kévetGen az eljarast két konkrét biztositasi példa megoldasan keresztiil alkalmazom,
majd részletesen elemzem a kapott eredményeket.

Végiil egy, az el6z6nél altalanosabb esetre vonatkozo rekurzioé keriil targyalasra. Nel-
son De Pril 1986-os cikke alapjan (|5]) megnézziik, hogyan hatarozhato meg fiiggetlen,
nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozok konvolucidjanak eloszlasa, amennyiben
azok nem azonos eloszlastak. Egy specidlis eset vizsgalata utan akarcsak az el6z6 fejezet-
ben, most is biztositdsmatematikai példak megoldasan keresztiil alkalmazom az elméleti

eredményeket.
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2. Bevezet6 példa

Tekintsiik az alabbi egyszeriisitett példat: egy biztositoval két kozosség kot biztositést,
kozosségenként 100-100 fével. Az els6 kozosség egy tagjanak esetében a kareset bekovet-
kezési valoszintisége 3%, ekkor a biztosito kifizetése 1 pénzegység. A méasodik kozosség
egy tagjanak esetében a kareset bekovetkezési valoszintisége 1%, viszont ekkor a biztosito
kifizetése 100 pénzegység.

A felmeriil6 kérdés: mekkora pénzosszeggel kell rendelkeznie a biztositénak ahhoz,

hogy az legalabb 99%, illetve 99,5% valoszintiséggel elég legyen a kifizetésekre?

Modellezziik a feladatot!
Az els6 kozosséget X, a masodik kozosséget Y; valoszintiségi valtozok segitségével
fogjuk reprezentélni, ezek fogjak jeldlni a kozosségek tagjainak kifizetéseit. A feltételek

szerint:

™%, P(X; =1) = 3%,
) = 99%, P(Y; = 100) = 1%,

ahol 4,5 = 1,2,...100.
100 100
Jelolje az Gsszkart S! Ekkor S = )" X; + > Y].
= =1

=1 Jj=
A feladat tehat azon legkisebb 2z és zy pozitiv egészek meghatarozasa, amelyekre

P(S < z) >0,99, illetve P(S < z3) > 0,995.

Normalis kozelités

A centralis hatareloszlas-tétel nem azonos eloszlast valoszintiségi valtozokra vonat-
koz6 valtozata alapjan normalis eloszlassal kozelithetjiik S-t.

Legyenek m, = E(X;), m, = E(Y;), tovabba o} = D*(X;), o7 = D*(Y;). A tétel
alapjan az alabbinak kellene teljesiilnie a standardizalt ¢sszegre, amennyiben a 200-as

tagszam valoban elég nagynak bizonyul:

F(z) = P(S — 100(m +my) < z) ~ P(2) (1)
100(02 + 02)
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Ezt atrendezve, majd a megfelel6 értékeket behelyettesitve kapjuk az alabbi kozeli-

téseket:
z21 =334
Z9 = 360
Hibabecslés
A normélis kozelités hibajat az Esséen-tétel segitségével becsiilhetjiik.

A tételben szerepld konstansra a jelenlegi legjobb becslés Shevtsova 2010-es eredmé-
nye: 0,5600. ([1]) Ez alapjan:

100 3 100 3
Y. BIX; = maf* + 30 EIY; = m,|
sup| F'(z) — ¢(2)] < 0,5600 - = —— =
: [100(02 + 02)]

[100 - (0,03 - 0,97 4 0,97 - 0,03%) + 100 - (0,01 - 99% + 0,99 - 1%)]
3
[100 - (0,03-0,97 499 - 1)]

= 0,5600 - ~ 0,55

A 0,55-0s lehetséges eloszlasfiiggvénybeli eltérés meglehetGsen magas, ami 6vatossagra
int minket a normalis kozelités eredményeinek hasznalataval kapcsolatban. Mindenkép-

pen érdemes pontosan is kiszamolni a keresett értékeket.

Mi tehat a valésag?

Keressiik azon legkisebb z; és 29 pozitiv egészeket, amelyekre

P(S < z) >0,99, illetve P(S < z) > 0,995.

Legyenek r,t e N 0 <r <100, 0 <t <99.

Mikor nem fogja meghaladni a kifizetés a 100r 4t értéket? Akkor, ha Y; események
koziil legfeljebb r — 1 kdvetkezik be, illetve akkor, ha pontosan r kévetkezik be, tovabba
X, események koziil legfeljebb t. Azaz:

100 100 100
P(S < 100r +t) = P()_Y; <100(r — 1)) + P(> | Y; =100r) - P(>_X; <t) =
j=1 j=1 i=1
r—1 t
100 100 100
= < )0,01”0,99100—” + ( )0,017"0,99100—7“ > ( )0,03w0,97100—w
v=0 v " w=0 w
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A képletet felhasznalvan Matlab-program irhato6 a keresett értékek meghatarozasara,

ami alapjan:

z1 = 403
Z9 = 405

Megjegyzés

Els6 ranézésre érdekesnek tiinhet, hogy z; és z, értékek meglehetGsen kozel talalha-
toak egymaéshoz, viszont ennek igen egyszer(i a magyarazata.

Rogzitett r esetén (most: r = 4) a viszonylag nagy valoszintiségek kis t értékekre kon-
centralodnak, hiszen ¢ értéke azt mutatja meg, hogy X;-k koziil pontosan hény koévetke-
zett be. X; valoszintiségi valtozok konvolicidja binomialis eloszlasu (100, (),03) paramé-
terekkel, 3 varhato értékkel. Szamitassal ellenérizhetd, hogy kis, 3-hoz kozeli t értékekre

lesznek a legnagyobbak a valoszintiségek, nagy értékekre pedig a legkisebbek.

A pontos értékek Osszevetése a normalis kozelitésbél kapottakkal

A keresett értékek pontos ismeretében mindenképpen érdemes 6sszehasonlitani azokat
a normalis kozelitésbol kapott becslésiikkel. A kozelités hibabecslésére vonatkozo ered-
mény alapjan szamithatunk arra, hogy akér igen nagy eltérések is lehetnek az értékek

kozott. Nézziik meg, hogy a vizsgalt két konkrét esetben mekkora kiilonbségek adodtak:

Pontos érték | Normalis kézelitésbdl kapott érték | A kettd eltérése
z1 | 403 334 69
29 | 405 360 45

1. tablazat. Bevezets példa: a pontos értékek Gsszevetése a normaélis kozelitésbél kapot-
takkal

A tablazatbol leolvashato, hogy az normaélis kozelités (lasd:(1)) ebben a példaban

pontatlannak bizonyult, lényegesen alulbecsiilte a valodi értékeket.
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Erdemes grafikusan is megjeleniteni a valodi eloszlasfiiggvényt és a normalis kozelités

alapjan kapott eloszlasfiiggvényt.
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1. abra. Bevezet§ példa: a valodi eloszlasfiiggvény és a normalis kozelités alapjan kapott

eloszlasfiiggvény kapcsolata

Ahogyan a korabbi szamitasaink jelezték, alatamasztja az abra is: ezen feladat ese-

tében a normalis kozelités eredményeivel meglehetésen 6vatosan kell bannunk.

Sokszor, amikor valészintiségi valtozok konvoliuciojat vizsgaljuk, mindenképpen fon-
tos, hogy annak eloszlasat pontosan ismerjiik, ne pusztan kozelitéleg adjuk meg. A to-
vabbi fejezetekben arra fogunk példékat latni, hogy generatorfiiggvények segitségével

P

eloszlasat.
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3. Fiiggetlen, azonos eloszlast, nemnegativ egész ér-
tékid val6szintiségi valtozok konvoluicidja
3.1. Bevezetés

Legyenek X7, Xy, ... X, fiiggetlen, azonos eloszlasi, nemnegativ egész értékd valoszi-
niiségi valtozok. Jelolje a kozos eloszlasukat py(x) = P(X = z), s tegyiik fel, hogy
px(O) > 0.

Irjuk fel az eloszlashoz tartozo generatorfiiggvényt:

Gx(u) = 3 px(a)u” (2)

Legyen S = X7 + X5 + ... + X,,. Ekkor a konvolici6 generatorfiiggvénye:
Gs(u) = (Gx(u)" (3)

Keressiik pg(s) eloszlast. Legyen pi¥(s) = P(X; + Xo + ... + X}, = s). Ekkor:

ps(s) = px'(s) (4)

Hogyan kaphatjuk meg ps(s) értékeit? Kénnyen lathato, hogy p_ﬁfﬂ—et egyértelmten

meghatarozzék pil, pi2, . .. pi¥ eloszlasok. Ezt felhasznalva felirhat6 az alabbi osszefiiggés:

Y
P W) = Y px(@)p(y — ), ahol: y =015 ®)
=0

Ezen megallapitas elvezet pi rekurziés meghatarozasahoz. Irjuk fel tehat sorban a
megfelel6 n — 1 Osszefiiggést a £ = 1,2...n — 1 értékekre, s végezetiil megkapjuk a
keresett pg(s) eloszlast.

Az itt targyalt rekurziés elv problémajat az okozza, hogy rendkiviil miveletigényes
nagy n értékek esetén, f6leg abban az esetben, amikor X sokféle kiillonb6z8 értéket is
felvehet. Felmeriil az igény egy ennél hatékonyabb, joval kevesebb mivelet elvégzését
igényl§ eljaras kidolgozasara. A kivetkezé alfejezetben egy ilyen lehetséges modszer keriil

bemutatéasra.
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3.2. A rekurzid

3.2.1. Tétel. (De Pril, 1985, [2]) Legyenek X1, Xs,...X, figgetlen, azonos elosz-
lasu, nemnegativ egész értéki valdsziniségi valtozok. Jeldlje a kozos eloszldsukat px (x) =

P(X = x), s tegyiik fel, hogy px(0) > 0. Ekkor igazak rdjuk az aldbbi dsszefiiggések:

ps(0) = (px(0))" (6)
1 & (n+1
)= 5y 2 (e st s=12 )

Bizonyitas. A nemnegativitdsbol konnyen adodik az (6)-os Osszefiiggés, ugyanis
ps(0) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha valamennyi i esetén X; = 0, s ennek valoszintisége

a fliggetlenség miatt (pX(O))n.

A (7)-es egyenlet igazolasahoz hasznaljuk fel a (3)-as Osszefiiggeést! Lederivalva kap-

juk, hogy:
1

Gis(u) = n - Gix(u) (Gx(w)"™
Mindkét oldalt megszorozva Gx (u)-val:
Gx (u)Gs(u) = - G (u) (G (w))"
A jobb oldali (GX (u))n helyére Gg(u)-t helyettesitve:
G (u)Gs(u) = - G ()G (u)

A Leibniz-formula segitségével irjuk fel mindkét oldal (s — 1)-edik derivaltjat:

s—1

Gx6d )+ Y (7] )6 e -

s—1
—1 1
=Y (M )er e )
=0

Hasznaljuk fel, hogy tetszGleges generatorfiiggvény esetén igaz az alabbi Gsszefiiggés:
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Ebbé&l u = 0 helyettesitéssel adodik:

s—1
T

px(O) . S! 'pS(S) -+ i (

)ml (s =)l px(2) - ps(s — ) =

s—1
s—1
= D-(s—=1—x)!- 1)- -1
n;( . )(m—i— JIRNE )l -px(z+1)-ps(s )
Ezt 4trendezve kapjuk az (7)-es Osszefiiggést. O

Megjegyzés

A tétel masodik felének bizonyitésara ismeretes egy masik, kiilondsen elegans bizo-
nyitas is:

Legyen X, 1 egy olyan valoszintiségi valtozo, mely fiiggetlen X7, X, ... X, mindegyi-
kétol, s ezekkel azonos eloszlasi. Vizsgaljuk az alabbi feltételes varhato értéket s > 0

esetén:

1
E{n—i_ Xn+1_1’S+Xn+1:S:| =0
s

Ebbdl kovetkezik:

i (njlw - 1)PX(9«")ps(s —2)=0

=0
Amelybdl rogton adodik a tétel masodik fele. [
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3.3. Panjer-rekurzié

3.3.1. Definicié. Az n nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo (a, b, 0) eloszlasu,
ha léteznek hozzé olyan a, b € R paraméterek, hogy eloszlasara teljesiil az alabbi rekurzio:
b
P(n:n): a+ — -P(n:n—l) n=1,2, ...
n

3.3.2. Allitas. 7 (a,b,0) eloszldsu pontosan akkor, ha eloszldsa binomidlis, negativ bi-

nomaidlis vagy Poisson.

A megfelels paraméterértékek:

a és b értékei
: n+1
Bin(n, p) a= —ﬁ b= (1_p)p
NegBin(r,q) | a =q b=(r—1)q
Poi(\) a=0 b=\

2. tablazat. (a,b,0) tipusu eloszlasok

Panjer-rekurzio

3.3.3. Tétel. (Panjer) Legyen n (a,b,0) eloszldsi, tovabbd legyenek Zy, Zs, . .. figget-
len, azonos eloszldsi, pozitiv eqész értékid valosziniségi valtozok. Tetszdleges € egész értéki
valdszinidségi vdltozora legyen p.(n) = P(e = n).

Ekkor S = Zy + Zy + ... Zy-ra teljesiil az alabbi rekurziv azonossdg:

ps(0) = p,(0) (®)
ps(n) =Y (a+bD)pz(wlpsn—y)  n=12... (9)

10
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3.4. A korabban targyalt rekurzié interpretacidja, illetve kap-

csolata a Panjer-rekurziéval

(|2]): Legyen K nemnegativ egész értéki valoszintségi valtozd pg (k) eloszlassal, Gx (u)
generatorfiiggvénnyel. Legyenek Y7, Ys, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu, pozitiv egész ér-
tékid valoszintségi valtozok py (y) eloszlassal, Gy (u) generatorfiiggvénnyel. Tegyiik fel,
hogy valamennyi Y; K-t6l is fiiggetlen.
Legyen
R=Y1+Yy+...Yg,

illetve megallapodas szerint R = 0 abban az esetben, amikor K = 0.

Ekkor az R valbszintiségi valtozo eloszlaséara teljesiilnek az alabbiak:

pr(0) = pk(0) (10)
pR(T) = ZpK(/{?)p;k(’l“) r=12,... (11)

A generatorfiiggvényére:
Gr(u) = Gg[Gy(u)] (12)

A kovetkezGek alapjan egy tjabb lehetség nyilik a korabban targyalt S valoszintiségi
valtozo eloszlasanak meghatarozasara. Az otlet lényege, hogy K és Y megfelel6 megva-

lasztaséaval elérhetd, hogy R eloszlasa megegyezzen S-ével, igy elég az el6bbi megadéasa.

3.4.1. Tétel. Legyenek

prc(k) = (Z) (1= px(0))" (px (0))" ™", k=0,1,....n (13)
py(y) = % (14)

Ekkor S és R valdszinidségi vdltozok azonos eloszldsiak.

11
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Bizonyitas. (13) alapjan:

Grelu) = X prlnt = 3= (1) (1= px(0) (ox(0)" " =

(14) alapjan:

_ N uk = N pX—(k)uk Y
Gy(U> = ;py(k’) - ; 1 —pX(O) 1 _pX k=1 pX
- ; . _ Gx(u )_pX(O)

=7 _pX(O) (G_){( ) pX(O)) 1 _pX(O)

Tovabba a (12)-es és (3)-as Osszefiiggéseket felhasznalva:

a0~ SO

Tehat azt kapjuk, hogy R és S valoszintiségi valtozok generdtorfiiggvényei megegyez-
nek. Abboél adédoban, hogy a generatorfiiggények egyértelmiien meghatarozzak az elosz-

last: R és S azonos eloszlasuak. [

A tétel mogott meghtuvo tlet az, hogy az Osszkar kiszamitasakor nem egyesével vizs-
galjuk a kiilonb6z6 szerzGdésekhez tartozé kifizetéseket (amelyeknek értéke sok esetben
természetesen 0), hanem karonként Gsszegziink. Ekkor valamennyi 6sszeadand6 tag po-

zitiv lesz. A tételben hasznalt jelolésekkel:

e K: bekovetkezett karesetek szama, eloszlasa binomialis n és 1 — px(0) paraméte-
rekkel

o Y. az i-edik bekovetkezett kiresethez tartozo kifizetés

gy S eloszlasa:
ps(0) = [px (0)]"

ps(s) =) (Z) 1= px (0 px(O)]"*p3*(s),  s=1,2,...

k=1

12
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Az el6bbi eredménybdl az is latszik, hogy a 3.2.1. tételben felirt rekurzios 6sszefiiggés
specidlis esete az el6z6 alfejezetben ismertetett Panjer-rekurzionak. A paraméterértékek

megfelel6 megvalasztaséval:

P 1-px®) _(m+Dp_ (4 D= py(0)
L—p px(0) l-p px(0)

Ekkor:

ps(s) = Y (a+02)py (yps(s — y) =

=30 (-l IO O ) s )

~\ px(0) px(0) s

Hasznaljuk fel, hogy y > 0 esetén teljesiil az alabbi:

py(y) =PY =y)=P(X =y|X >0) = PX =9, X>0) _

1—-P(X =0)
_ PX=y) _ px®)
C1-P(X=0) 1-px(0)

Ekkor folytatvan az egyenlGséget:

)= 3 (= L ) st ) -

B (s

Ami szintén a kordbbiakban (3.2.1. tétel) megkapott eredményt adja. [J

13
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3.5. Alkalmazas
3.5.1. 1. példa

A Kozponti Statisztikai Hivatal adatai alapjan 2014-ben Magyarorszag népessége
9.877.365 16, valamilyen kozuti kozlekedési balesetben stlyos sériilést szenvedettek szama
5.331 16, kozuti kozlekedési balesetben elhunytak szama 626 {6. [3]

Egy biztositonal biztositds kothets koziti kozlekedési baleset bekdvetkezésének ese-
tére: a kifizetés silyos sériilés esetén 1 millio forint, halal esetén 3 millié forint.

Felhasznalva a 2014-es magyarorszagi adatokat 100.000-es szerz&désszam mellett
meghatarozand6 az Osszkar eloszlasa, valamint azon legkisebb z; és 2o szamok értéke,
amelyek 99%-os, illetve 99,5%-o0s valoszintiséggel elegek lesznek az sszkar kifizetésére.
(Azaz keressiik azon legkisebb z; és zy értékeket, melyekre P(S < z1) > 0,99 , illetve
P(S < 2z5) > 0,995.)

Megoldas
Modellezziik a feladatot!
Legyen X; az i. biztositott szamara torténd kifizetést jelentd valdsziniiségi valtozo,

1=1,2,...100.000. Az 6sszkart ad6 S valosziniiségi valtozo ezen X;-k konvoliciojaként
all elg: S = 10%00 X;.

A kérokat zr:elprezemtal() valoszintiségi valtozokat fiiggetleneknek és azonos eloszlastak-
nak tekintve az Osszkér eloszlasanak kiszamitdsakor alkalmazhato a 3.2.1. tételben latott
rekurzio.

A tétel jeloléseivel, a 2014-es adatokbol szarmaztatott tapasztalati valoszintiségekkel

dolgozvan:
_ 5331
* px(1) = 55573
626
* px(3) = 55rram

e px(0) =1—px(1) — px(3)

e px(z)=0,haxz+#0,1,3

Tovabba a szerzédésszam: n = 100.000.
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Romvéari Petra 3.5 Alkalmazés

A rekurzi6 felhasznalasaval, Matlab-programot készitvén megadhato az S konvolicid
eloszlasa: a kovetkezd oldalakon taldlhato tablazatokban 6t tizedesjegyre kerekitve szere-
pelnek P(S = s), valamint P(S < s) értékei. Alaposan attanulmanyozva a tablazatokat

tobb fontos adatot is kinyerhetiink bel6liik az 6sszkar eloszlasanak jellemzése céljabol.

A tablazat adatainak elemzése
Egyrészt megadhato az S konvoliicié medianja: m = 73 millié forint. Ez 6sszehason-
litva a varhato értékkel (millio forintban szamolva):

100.000

E(S) :E( > Xi> = 100.000 - B(X;) =
=1
5.331 626
=100.000- (1-—22= 43,22 ) =
( 0.877.365 9.877.365)
— 72,985 ~ 73

Vagyis azt kapjuk, hogy a medidnérték lényegében megegyezik az Gsszkar varhato

értékével.

Masrészt leolvashatoak a tablazatbol azon keresett forintértékek —z; és zo—, melyek

99%-os, illetve 99,5%-os valoszintiséggel elegek lesznek az osszkar kifizetésére:
e 2z; = 99 milli6 forint
e 25 = 102 milli6 forint

Erdemes lehet Gsszevetni ezen z-értékeket az 6sszkar maximumaéval.
Smax = 3+ 100.000 = 300.000 (milli6 forintban szamolva), azaz az Gsszkar akar a 300
millidrd forintot is elérheti. Lathato tehat, hogy a biztosito dltal maximalisan kifizetendd
osszegnek a toredéke is elég lesz arra, hogy az 99%-os (illetve 99,5%-o0s) valosziniiséggel
fedezze a biztositod Osszkifizetését.

Ennek az a magyarazata, hogy a karesetek bekovetkezési valoszintisége mar énma-

5.331 _ 626
9.877.3657 pX(g) T 9.877.365

valoszintisége, hogy az adott évben relative sok kar fog egyiittesen bekovetkezni, elha-

gaban sem nagy (px(1) = ), ennek kovetkeztében annak a

nyagolhatoan kicsi lesz. A tablazat adataibol az is leolvashaté, hogy mar 126 milli6 forint
esetében is igaz lesz az, hogy annal tobbet csak lényegében 0 valoszintiséggel fog kifizetni

a biztosito.
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3 FUGGETLEN, AZONOS ELOSZLASU, NEMNEGATIV EGESZ ERTEKU

Romvari Petra VALOSZINUSEGI VALTOZOK KONVOLUCIOJA
’ s (millio forintban) ‘ P(S =s) ‘ P(S <5s) H s (milli6 forintban) ‘ P(S=s) ‘ P(S <s) ‘
0 ~0 ~0 35 0,00001 | 0,00002
1 ~ ~0 36 0,00002 | 0,00004
2 ~ ~ 0 37 0,00003 | 0,00007
3 ~ ~0 38 0,00004 | 0,00011
4 ~ ~0 39 0,00007 | 0,00018
5 ~ ~0 40 0,00011 | 0,00029
6 ~ ~0 41 0,00016 | 0,00045
7 ~ ~0 42 0,00024 | 0,00069
8 ~ ~0 43 0,00035 | 0,00104
9 ~ ~0 44 0,00050 | 0,00154
10 ~ ~ 0 45 0,00070 | 0,00224
11 ~ ~ 0 46 0,00096 | 0,00320
12 ~ ~0 47 0,00131 | 0,00451
13 ~ ~0 48 0,00175 | 0,00626
14 ~ ~0 49 0,00230 | 0,00855
15 ~ ~0 50 0,00298 | 0,01153
16 ~ ~0 51 0,00381 | 0,01534
17 ~ ~0 52 0,00479 | 0,02013
18 ~ ~0 53 0,00595 | 0,02608
19 ~ ~0 54 0,00729 | 0,03337
20 ~ ~0 55 0,00881 | 0,04218
21 ~ ~ 56 0,01051 | 0,05269
29 ~ ~ 57 0,01238 | 0,06507
23 ~ ~ 58 0,01441 | 0,07949
24 ~ ~ 59 0,01657 | 0,09606
25 ~ ~ 60 0,01884 | 0,11490
26 ~ ~0 61 0,02116 | 0,13606
27 ~ ~0 62 0,02350 | 0,15956
28 ~ 0 ~ 63 0,02582 | 0,18539
29 ~ 0 ~ 64 0,02806 | 0,21345
30 ~ ~ 65 0,03018 | 0,24363
31 ~ ~ 66 0,03212 | 0,27575
32 ~ ~ 67 0,03384 | 0,30959
33 A 0,00001 || 68 0,03530 | 0,34489
34 0,00001 | 0,00001 | 69 0,03646 | 0,38136

3. tablazat. 3.5.1. példa: az S konvolicié eloszlédsa 0-t6l 69 milli6 forintig
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’ s (millio forintban) ‘ P(S =s) ‘ P(S <5s) H s (milli6 forintban) ‘ P(S =5s) ‘ P(S <s) ‘

70 0,03731 | 0,41866 105 0,00060 | 0,99789
71 0,03781 | 0,45648 106 0,00048 | 0,99837
72 0,03797 | 0,49445 107 0,00037 | 0,99875
73 0,03779 | 0,53224 108 0,00029 | 0,99904
74 0,03728 | 0,56952 109 0,00023 | 0,99927
75 0,03645 | 0,60598 110 0,00018 | 0,99944
76 0,03534 | 0,64132 111 0,00014 | 0,99958
77 0,03398 | 0,67530 112 0,00010 | 0,99968
78 0,03240 | 0,70770 113 0,00008 | 0,99976
79 0,03064 | 0,73833 114 0,00006 | 0,99982
80 0,02874 | 0,76708 115 0,00005 | 0,99987
81 0,02676 | 0,79383 116 0,00003 | 0,99990
82 0,02471 | 0,81855 117 0,00003 | 0,99993
83 0,02265 | 0,84120 118 0,00002 | 0,99995
84 0,02061 | 0,86181 119 0,00001 | 0,99996
85 0,01861 | 0,88042 120 0,00001 | 0,99997
86 0,01669 | 0,89711 121 0,00001 | 0,99998
87 0,01486 | 0,91197 122 0,00001 | 0,99999
88 0,01313 | 0,92510 123 ~ 0 0,99999
89 0,01153 | 0,93662 124 ~ 0 0,99999
90 0,01005 | 0,94667 125 ~ 0 0,99999
91 0,00870 | 0,95538 126 ~ 0 ~ 1
92 0,00749 | 0,96286 127 ~ 0 ~ 1
93 0,00640 | 0,96926 128 ~0 ~ 1
94 0,00543 | 0,97470 129 ~ 0 ~ 1
95 0,00459 | 0,97928 130 ~ 0 ~ 1
96 0,00384 | 0,98313 131 ~ 0 ~ 1
97 0,00320 | 0,98633 132 ~ 0 ~ 1
98 0,00265 | 0,98898 133 ~ 0 ~ 1
99 0,00218 | 0,99117 134 ~ 0 ~ 1
100 0,00179 | 0,99296 135 ~ 0 ~ 1
101 0,00145 | 0,99441 136 ~ 0 ~ 1
102 0,00118 | 0,99559 137 ~0 ~ 1
103 0,00095 | 0,99654 138 ~ 0 ~ 1
104 0,00076 | 0,99729 139 ~ 0 ~ 1

4. tablazat. 3.5.1. példa: az S konvolicio eloszlasa 70-t61 139 milli6 forintig
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A példa tovabbi vizsgalata: mit kaptunk volna a normalis eloszlasb6l?

Mivel a karokat reprezentald X; valoszintiségi valtozokat fiiggetleneknek és azonos
eloszlastiaknak tekintettiik, igy konvoliciojuk eloszlasat kozelithetjiik megfelel§ paramé-
terd normalis eloszlassal.

Legyen m = FE(X;), 0 = D*(X;).

Ekkor:
5.331 626
m=0-px(0) +1-px(1) +3-px(3) 0.377.365 T ° 9.877.365
7.209
= 9877365 = 0073

0® = E(X}) — E*(X;) = (0* - px(0) + 1 - px (1) + 3% - px(3)) —m* =

5.331 626 7209 \?2
—(1- - (=) ~0.00111
( 9877365 " 9.877.365) (9.877.365) 0,00

A centrélis hatareloszlas-tétel alapjan a standardizalt Gsszegre teljesiil az alabbi:

S — 100.000 - m
F =P < "
(=) ( v/100.000 - o2 Z) o(2)

Ezen 0sszefiiggést felhasznélva becsiilhets z; és zs:

Z; = 98 (milli6 forintban)

Zy = 101 (milli6 forintban)

Osszehasonlitva ezeket a valodi értékekkel: kijelenthetd, hogy a normalis kozelitésbél

kapott Z-értékek nagyon jo becsléseknek bizonyultak.

Pontos érték Normélis kozelitésbdl kapott érték | A kettd eltérése
(milli6 forintban) | (milli6 forintban) (milli6 forintban)
21 | 99 98 1
29 | 102 101 1

5. tablazat. 3.5.1. példa: a pontos értékek Gsszevetése a normaélis kdzelitésbdl kapottakkal

18



Romvéari Petra 3.5 Alkalmazés

Hibabecslés

A normalis kozelités hibajat fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok eseté-
ben a Berry-Esséen-tétel segitségével becsiilhetjiik. A jelenlegi legjobb becslés a tételben
szereplé konstansra Tyurin 2010-es eredménye alapjan: 0,4785. ([4]) Igy:
Bl X, —m]

o3-n
7.209 7.209 7.209

= 0,4785 - ((|O — geges| Px(0) + (11— 756 ” - px(D) + (3 — g57as 1 .pX(B)))

’ 0,00111% - v/100.000

Behelyettesitve a megfelels értékeket:

sup| F'(z) — ¢(2)] < 0,4785 -

sup|F(z) — ¢(z)] < 0,09

Megallapithaté tehat, hogy példankban a lehetséges eloszlésfiiggvénybeli eltérés joval
kisebb a bevezet§ feladatban szereplénél. Folytatvan a vizsgalodast azt kapjuk, hogy
a tényleges eltérés még a hibabecslésb6l adodo értéknek is csak a toredéke. Erdemes
grafikusan is megjeleniteni F'(z) és ¢(z) kapcsolatat. Lathato, hogy ebben a példaban
olyannyira j6 becslésnek bizonyult a normalis kozelités, hogy annak eloszlasfiiggvénye

szinte rasimul a valodi eloszlasfiiggvényre:

valddi eloszlas ]
normalis kozelités
07} ' Co4

08

06 T
0.5}

04 1
03F b
02F 9

01F 1

0 50 100 150

2. abra. 3.5.1. példa: a valodi eloszlasfiiggvény és a normalis kozelités alapjan kapott

eloszlasfiiggvény kapcsolata
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3.5.2. 2. példa

A gyakorlatban az tapasztalhato, hogy a valamely biztositonal balesetbiztositast kot
személyek esetében a kozuti kozlekedési balesetek bekovetkezések ardnya relative alacso-
nyabb, mint a teljes lakossag korében. Erdemes tehat a tapasztalati valoszintiségeket egy
0 < a < 1 szorzoval megszorozni, és ezen valdszintiségekkel tovabbdolgozni.

Hasznaljuk tovabbra is a Kozponti Statisztikai Hivatal 2014-es adatait! Vizsgaljuk
meg, hogyan alakul az S konvolici6 eloszlasa a; = 0,9 és ay = 0,8 esetén, valamint
melyek lesznek azon legkisebb forintértékek, melyek 99%-os, illetve 99,5%-os valoszint-
séggel fedezni fogjak az Osszkar értékét! (Az ai-hez tartozo értékek: 2] és 24, az as-hoz

tartozo értékek: zf és 27.)

Megoldas

Akarcsak a korabbi feladatban, most is a 3.2.1. tételben latott rekurziot fogjuk al-
kalmazni a kiilonho6z6 valészintiségértékekhez tartozé konvolicid eloszlasanak meghata-
rozasara.

Az oy = 0,9-es szorzohoz tartozd S’ konvoluciora:

_ 5.331
e Px(1) =09 5536

_ 626
* Px(3) =09 57365

o px(0) =1 —px(1) —px(3)

e py(r)=0,hax+#0,1,3

Az ay = 0,8-es szorzohoz tartozd S” konvoluciora:

o (1) =08 7281

e pk(3)=038- 9.833.6365
o p%(0) =1—px(1) — pk(3)

e pi(r)=0,hax+#0,1,3

Matlab-program segitségével meghatarozhato az S’, illetve az S” konvoluci6 eloszlésa,

tovabba megadhatoak a keresett z-forintértékek.
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3.5 Alkalmazés

Kirajzolvan az eredeti S, valamint a valoszintiségértékek modositasaval kapott S,

illetve S” konvoluciok eloszlasfiiggvényét az alabbi abrat kapjuk:

09
0.8+
0.7 -
0.6+
05+
0.4+
03
0.2+

01+

50

100

——eredeti eloszlas
—a=09 4
a=0,8

150

3. dbra. Az eredeti eloszlasfiiggvény és az «q, illetve as szorzokkal vett modositédsainak

kapcsolata

Ha tehdt nem a "tiszta" tapasztalati valoszintiségekkel dolgozunk, hanem azoknak

a gyakorlati tapasztalataink szerint vett lehetséges modositasaival, akkor az S konvoli-

ci6 eloszlasa lényegesen valtozik. Ennek egyik megnyilvanulasa lathatoé az abran is: az

eloszlasfiiggvény balra tolodik. Ezzel Gsszefiiggésben példéul a keresett z-forintértékek

is jelentGsen csokkenni fognak, amelynek gyakorlati kdvetkezménye, hogy a biztosito

szamara joval kevesebb pénzosszeg is elég lesz arra, hogy az 99%-os, illetve 99,5%-o0s

valoszintiséggel fedezze az Gsszkifizetést.

Nézziik meg, hogy egészen pontosan mennyivel médosultak a keresett z-értékek! Le-

olvashato, hogy az ai-es szorzd 9 millio forinttal, az as-es szorzo 17 millio forinttal

csokkentette az eredeti z; és zp értékeit.

Az eredeti eloszlasbol
kapott érték

ap = 0,9-es

modositas esetén

as = 0,8-es

modositas esetén

21

99

90

82

22

102

93

85

6. tablazat. Az eredeti eloszlas alapjan kapott értékek Osszehasonlitasa a modositasok

utan kapottakkal
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4. Fiiggetlen, nemnegativ egész értékii valbdszintiségi

valtozok konvoluacidja

4.1. Bevezetés

A korabbi fejezetben azon specidlis esettel foglalkoztunk, melyben a valészintiségi valto-
70k fiiggetlenek és azonos eloszasliak. Most tegyiik fel, hogy nem teljesiil rajuk az utobbi
tulajdonsag. Példaként vizsgaljuk a kdvetkezd biztositasi modellt, melyben a biztosito
baleseti halal esetén valamilyen fix Osszeget fizet, mely szerz6désenként eltérhet, tovabba
feltessziik, hogy ismert valamennyi biztositott esetében a baleseti halal egy bizonyos
idGintervallumon, példaul egy éven beliili bekovetkezési valoszintisége.

Soroljuk osztalyokba a szerz&déseket a baleseti haldl esetén kifizetend6 Osszeg és a
bekovetkezési valosziniiség szerint, majd az osztélyok alapjan foglaljuk tablazatba az
adatokat!

Az i-edik oszlopban kifizetendd Osszeg i, a j-edik sorban a bekovetkezési valoszint-
ség ¢;. Keriiljon a tablazat i-edik oszlopanak j-edik sordba az adott osztélyba tartozo

szerz6dések szdma: c;;.

1 2 ) a
q1
q2
q; Cij
ab

7. tablazat. Segédtéblazat a nem azonos eloszlasti modellhez

Hasznéaljuk az alabbi jeloléseket:

p; = 1 —q;, azaz a "tulélési" valésziniség az adott idSintervallumon

a
cj = Y ¢, tehat a ¢; bekovetkezési valosziniiséghez tartozo szerzédések szama
i=1

b
c= ) c;, azaz az Osszes szerzGdés szama
Jj=1
a
m =) Y i-c;j, tehat az Gsszes szerz6désre vonatkozé maximalisan kifizetendd Gsszeg

i
I

i=1j=1
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Jelolje S az Osszes szerz&désre vonatkozo kifizetendd Osszeghez tartozd valdszintségi

valtozot, eloszlasa: ps(s) = P(S = s). A feladat ezen S valosziniiségi valtozo eloszlasanak

meghatarozasa.

4.2. A rekurzid

4.2.1. Tétel. (De Pril, 1986, [5])
Legyenek

Ekkor igazak az aldbbi dsszefiiggések:

b

ps(0) = [ [ () (15)

j=1

in(a,s) [s/1]
s ps(s Z Z (i, k)ps(s — ki) s=1,2,...,m (16)
=1 k=1

Bizonyitas. Minthogy S filiggetlen valoszintiségi valtozok konvolucidjaként All els, igy

generatorfiiggvénye azok szorzata:

a b

Gs(u) = H H(pj + qju*)is

i=1 j=1

Ebbdl u = 0 helyettesitéssel rogton adodik a (15)-6s allitas.

A tétel masodik felének belatasahoz vegyiik mindkét oldal logaritmuséat:

log(Gs(u Z Z Cij log( Pj + qju )

i=1 j=1
Ezt u szerint derivalva kapjuk:
(u) ‘O it
= e
u P Dj + q; i
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Atszorozva Gg(u)-val, majd tovabbalakitva:

1
W S

i=1 j=1

(}j - -t hatvanysorba fejtve:

a

b k
/ i-145 q4j
Gy(u) = E cijiu' ™t =L E (—1)k(—Ju)
1 j=1

i= Pi = p;
Ezt tovabbalakitva, majd felhasznalva a(j, k) és A(i, k) definiciojat:

Gi@(u) = Gs(u) . Z Z {(_1)k(_1)2i Za(j’ k+ 1)%] (D1

j=1

u) - z“: i A,k + Dkt

i=1 k=0

u) - > Y A k!

i=1 k=1

(=l

A bizonyitas befejezése innentdl kezdve hasonl6 az azonos eloszlasi esetre felirt rekur-
zional (3.2.1. tétel) latotthoz: a Leibniz-formulat felhasznalva mindkét oldal (s — 1)-edik
derivaltjat vessziik, majd u = 0 helyettesitéssel megkapjuk a (16)-os Osszefiiggést. [

4.3. Egy specialis eset

Legyen a = 1, azaz vizsgaljuk azt a specialis esetet, mikor a biztosito kifizetése vala-
mennyi kareset bekovetkezésekor ugyanannyi. Legyen N az Osszkarigény valoszintiségi
valtozoja, ennek eloszlasat keressiik.

Legyen
b

- ()

Jj=1

Ekkor az el6z6ek alapjan N eloszlasara teljesiilnek az alabbiak:
b
pv(0) = [[(ps)* (17)

J=1

n-pn(n ZA Jpn(n — k) n=12...,c (18)
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4.4. Alkalmazas

4.4.1. 1. példa

Tekintsiik az alabbi egyszertsitett biztositasi modellt: egy biztositonal biztositas kdthetd
koziti kozlekedési balesetben bekovetkezd halal esetére. A biztosito kifizetése minden
haléleset bekovetkezésekor ugyanannyi: 3.000.000 forint.

A biztosit6 a haldlesetek bekovetkezési valoszintiségeit az alabbi modszerrel becsiili
meg: rendelkezésére dllnak az Orszagos Teriiletfejlesztési és Teriiletrendezési Informacios
Rendszer 2013-as, megyei bontast adatai (az allando lakossag szama, valamint a kozle-
kedési balesetben életiiket vesztettek szama), forras: www.teir.hu. Ezen adatok alapjan
a biztosito tapasztalati valoszintiségekkel becsiili azt, hogy egy adott megyébdl szarmazo
ember mekkora valoszintiséggel fogja életét vesziteni kozuti kézlekedési balesetben egy-
éves idGintervallumon beliil.

Tegyiik fel, hogy a biztositonal 100.000 személy kot biztositast, s ezen biztositottak
megyénkénti eloszldsa megegyezik az orszag teljes lakossdgdnak megyénkénti eloszlasaval.

Meghatarozand6 a rendelkezésre allo, 2013-as adatok alapjan az Osszkar eloszlasa,
valamint azon legkisebb z; és zo szamok értéke, amelyek 99%-os, illetve 99,5%-o0s valo-
szintiséggel elegek lesznek az Osszkar kifizetésére. (Azaz keressiik azon legkisebb z; és 2o
értékeket, melyekre P(S < z1) > 0,99 , illetve P(S < z3) > 0,995.)

Megoldas

A feladat feltételei alapjan a biztosito kifizetése egyféle lehet. Fiiggetleneknek tekintve
a reprezentald valoszintiségi valtozokat: teljesiilni fognak a 4.2.1.-es tétel feltételei, azaz
az Osszkar eloszlasanak meghatarozasakor alkalmazhato a tételben felirt rekurzio.

Foglaljuk tablazatba az emlitett adatokat!

Bekovetkezett | Allando Becsiilt
Megye halélesetek | lakossig | bekdvetkezési | Szerz6désszam
szama szama | valdszin(iség
Bacs-Kiskun 47 532822 0,0000882 5301
Baranya 18 392917 0,0000458 3909
Békés 17 366002 0,0000464 3641

8. tablazat. 1. segédtablazat a 4.4.1.-es példahoz
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Bekovetkezett | Allando Becsiilt
Megye halalesetek | lakossag | bekdvetkezési | Szerz&désszam
szama szdma | valdsziniiség

Borsod-Abaij-Zemplén 24 700482 0,0000343 6969
Budapest 49 1698406 | 0,0000289 16897
Csongrad 25 419796 0, 0000596 4176
Fejér 27 430136 0,0000628 4279
Gyér-Moson-Sopron 40 448500 0,0000892 4462
Hajda-Bihar 32 549515 0,0000582 5467
Heves 14 309351 0,0000453 3078
Jasz-Nagykun-Szolnok 35 393312 0, 0000890 3913
Komérom-Esztergom 24 312026 0, 0000769 3104
Nograd 8 203811 0,0000393 2028
Pest 63 1253772 | 0,0000502 12474
Somogy 19 325243 0,0000584 3236
Szabolcs-Szatmar-Bereg 27 578004 0,0000467 5750
Tolna 14 234202 0,0000598 2330
Vas 14 257718 0,0000543 2564
Veszprém 30 359103 0, 0000835 3573
Zala 13 286331 0,0000454 2849

9. tablazat. II. segédtablazat a 4.4.1.-es példahoz

Jelolje az Osszkifizetés valoszintiségi valtozojat S. Az adatok felhasznalaséval, Matlab-
programot irvan az S konvolicio eloszlasara a kovetkezd oldalon talalhatoé tablazatot

kapjuk. A tablazatbol leolvashato a keresett 2z és zo értéke:
e 2 = 33 milli6 forint
e 2y = 36 millid forint

Tovabba megadhatdo S medidnja: m = 15 milli6 forint, valamint megmondhato,
hogy az az érték, aminél tébbet lényegében 0 valoszintiséggel fog kifizetni a biztosito:

54 milli6 forint.

26



Romvéari Petra 4.4  Alkalmazéas

s (millio forint) | P(S =s) | P(S <s) || s (milli6 forint) | P(S =s) | P(S <)
0 0,00465 | 0,00465 30 0,02561 0,97823
3 0,02496 | 0,02960 33 0,01250 | 0,99073
6 0,06704 | 0,09664 36 0,00560 | 0,99633
9 0,12003 | 0,21667 39 0,00231 0,99864
12 0,16120 | 0,37787 42 0,00089 | 0,99953
15 0,17318 | 0,55105 45 0,00032 | 0,99985
18 0,15504 | 0,70609 48 0,00011 0,99995
21 0,11897 | 0,82506 o1 0,00003 | 0,99999
24 0,07988 | 0,90494 54 0,00001 |~1

27 0,04768 | 0,95262 57 ~0 ~1

10. tablazat. 4.4.1. példa: az S konvolucié eloszlasa

A példa tovabbi vizsgilata: mit kaptunk volna, ha Osszesitett adatokkal
dolgozunk azok megyei bontasa helyett?

Erdemes megvizsgalni, hogy hogyan alakul a konvolacié eloszlasa abban az esetben,
amikor nem teriileti bontasi adatokkal dolgozunk, hanem azok Osszesitésével. A 8. és
9. tablazatok alapjan 2013-ban az Osszlakossag szama: 10.051.449, kozuti kozlekedési
balesetben elhunytak szama: 540. Ezen adatok felhasznalasaval kapjuk, hogy annak a

tapasztalati valoszintisége, hogy egy személy egy adott évben kozuti kozlekedési baleset-

540
10.051.449°

Jelolje X! az i. személyre vonatkozo kifizetést. X/-ket fiiggetlen és azonos eloszlasi

ben életét veszti:

valoszintségi valtozoknak tekintve:

e P(X'=3) = 10.055410.449

e P(X'=0)=1- 10.055410.449

e P(X'=k)=0,hak+#0,3

100.000
Ekkor az Osszkar: ' = > X|.
i=1

Meghatarozando S’ eloszlasa. Egy alkalmas modszer: az elézGekben is hasznélt re-

kurzio, amely alapjan a kovetkez6 tablazatot kapjuk:
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s (milli6 forint) | P(S =s) | P(S <s) || s (millio forint) | P(S=s) | P(S <)
0 0,00464 | 0,00465 30 0,02563 | 0,97821
3 0,02494 | 0,02958 33 0,01251 | 0,99072
6 0,06700 | 0,09659 36 0,00560 | 0,99632
9 0,11999 | 0,21658 39 0,00232 | 0,99864
12 0,16116 | 0,37774 | 42 0,00089 | 0,99953
15 0,17317 | 0,55091 45 0,00032 | 0,99985
18 0,15505 | 0,70597 48 0,00011 | 0,99995
21 0,11900 | 0,82497 51 0,00003 | 0,99999
24 0,07991 | 0,90488 54 0,00001 | ~1
27 0,04770 | 0,95258 57 ~ 0 ~1

11. tablazat. 4.4.1. példa tovabbi vizsgalata: az S’ konvolicio eloszlasa

Ezt 6sszevetve a 10. tablazattal: kijelenthetd, hogy szignifikans kiilonbségek nincsenek
az S és az S’ konvoluciok eloszlasai k6zott, tehat az adatok megyei bontasaval dolgozvan
lényegében hasonl6 eredményre jutunk, mintha azok Gsszesitésével szamolnank. Ennek
egy lehetséges magyarazata, hogy a kiilonbozé megyékbdl szirmazé emberek esetében
kicsik a kiilonbségek a bekovetkezési valoszintiségek kozott. Megjegyezhets tehét, hogy
nem mindig érdemes egy bonyolult modellel szdmolni, mert elképzelhetd, hogy az nem

ad sokkal pontosabb eredményt egy egyszerti megkdzelitésnél.

megyei bontas alapjan
dsszesitett adatok alapjan ]

0 W-D Z-D 3-0 4-0 S-D SD
s: millié forintban

4. dbra. 4.4.1.-es példa: S és S’ konvoluciok eloszlasa
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4.4.2. 2. példa

Tekintsiik egy —az el6zével rokon— egyszertisitett biztositasi modellt: egy biztositonal
biztositas kothets kozuti kozlekedési balesetben bekiovetkezd halal esetére. A biztositd

kifizetése kétféle lehet a megkotott biztositastol fiiggsen:
o [. tipust biztositas esetén: 5.000.000 forint
e [I. tipusu biztositas esetén: 3.000.000 forint

A biztosito a halalesetek bekovetkezési valoszintiségeit az el6z6 példaban (4.4.1.) be-
mutatott modszerrel becsiili, ugyancsak a 2013-as adatok felhasznélasaval. Tegyiik fel,
hogy most is 100.000 a biztositottak szama, megyénkénti eloszlasuk megegyezik a tel-
jes lakossdg megyénkénti eloszlasaval. Az, hogy hanyan kétnek a kiilonb6z6 biztositasi
fajtakbol, az alabbi tablazatboél olvashatoé le:

Becsiilt I. tipusa II. tipusi | Az Osszes
Megye bekovetkezési | biztositasok | biztositasok | szerzddés
valoszintség szama szama szama,
Bacs-Kiskun 0, 0000882 560 4741 5301
Baranya 0,0000458 391 3518 3909
Békés 0,0000464 401 3240 3641
Borsod-Abatj-Zemplén | 0,0000343 751 6218 6969
Budapest 0, 0000289 1702 15195 16897
Csongrad 0, 0000596 406 3770 4176
Fejér 0,0000628 495 3784 4279
Gy6r-Moson-Sopron 0, 0000892 394 4068 4462
Hajda-Bihar 0,0000582 521 4946 5467
Heves 0,0000453 310 2768 3078
Jasz-Nagykun-Szolnok 0, 0000890 357 3556 3913
Komarom-Esztergom 0, 0000769 275 2829 3104
Nograd 0,0000393 249 1779 2028
Pest 0, 0000502 1256 11218 12474
Somogy 0, 0000584 358 2878 3236

12. tablazat. I. segédtablazat a 4.4.2.-es példahoz
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Becsiilt I. tipusta I1. tipust Osszes
Megye bekdvetkezési | biztositasok | biztositasok | szerzédés
valoszintiség szama szama szama
Szabolcs-Szatmar-Bereg | 0,0000467 569 5181 5750
Tolna 0,0000598 234 2096 2330
Vas 0,0000543 277 2287 2564
Veszprém 0, 0000835 388 3185 3573
Zala 0,0000454 298 2551 2849

13. tablazat. II. segédtablazat a 4.4.2.-es példahoz

A feladatunk meghatarozni a rendelkezésre all6 adatok alapjan az Gsszkar(S) elosz-
lasat, valamint azon legkisebb z; és 2z, értékeket, amelyek 99%-os, illetve 99,5%-o0s valo-
szintiséggel elegek lesznek az Osszkar kifizetésére. (Azaz keressiik azon legkisebb zi-et és
zo-t, melyekre P(S < z1) > 0,99 , illetve P(S < z5) > 0,995.)

Megoldas

Akércsak az el6z6 példaban, a fliggetlenséget feltéve most is teljesiilnek a 4.2.1-es tétel
feltételei, igy S eloszlasanak meghatarozasakor hasznalhatjuk a tételben felirt rekurziot.
Matlab-program segitségével S eloszlaséra a kovetkezs oldalon taldlhato tablazatot kap-

juk, amibdl le is olvashatoak az altalunk keresett z; és zo értékei:
e 2; = 37 milli6 forint

e 2y = 40 milli6 forint

A tablazat adatainak elemzése
S eloszldsanak meghatarozésaval megadhato a konvolicié medidnja: m = 17 mil-
li6 forint, valamint az az érték, aminél tébbet lényegében 0 valdszintiséggel kell majd

kifizetnie a biztositonak: 60 millid forint.
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’ s (milli6 forint) ‘ P(S=ys) ‘ P(S <5s) H s (milli6 forint) ‘ P(S =s) ‘ P(S <s) ‘
0 0,00464 | 0,00464 31 0,00836 | 0,95835
1 0 0,00464 32 0,01031 | 0,96867
2 0 0,00464 33 0,00606 | 0,97473
3 0,02241 0,02705 34 0,00507 | 0,97980
4 0 0,02705 35 0,00517 | 0,98496
5) 0,00252 | 0,02958 36 0,00307 | 0,98803
6 0,05411 | 0,08369 37 0,00274 | 0,99077
7 0 0, 08369 38 0,00240 | 0,99318
8 0,01219 | 0,09588 39 0,00149 | 0,99467
9 0,08710 | 0,18298 40 0,00134 | 0,99602
10 0,00069 | 0,18367 41 0,00105 | 0,99707
11 0,02943 | 0,21310 42 0,00069 | 0,99776
12 0,10516 | 0,31825 43 0,00060 | 0,99837
13 0,00331 0,32157 44 0,00044 | 0,99880
14 0,04737 | 0,36894 45 0,00030 | 0,99911
15 0,10168 | 0,47062 46 0,00025 | 0,99936
16 0,00800 | 0,47862 47 0,00018 | 0,99954
17 0,05719 | 0,53582 48 0,00013 | 0,99966
18 0,08234 | 0,61815 49 0,00010 | 0,99976
19 0,01288 | 0,63103 50 0,00007 | 0,99983
20 0,05525 | 0,68628 o1 0,00005 | 0,99988
21 0,05783 | 0,74412 52 0,00004 | 0,99991
22 0,01555 | 0,75967 53 0,00002 | 0,99994
23 0,04454 | 0,80420 54 0,00002 | 0,99996
24 0,03637 | 0,84057 55 0,00001 | 0,99997
25 0,01502 | 0,85559 56 0,00001 0,99998
26 0,03086 | 0,88645 57 0,00001 0,99999
27 0,02108 | 0,90753 o8 ~0 0,99999
28 0,01210 | 0,91963 59 ~0 0,99999
29 0,01883 | 0,93846 60 ~0 ~ 1
30 0,01154 | 0,94999 61 ~0 ~1

14.

tablazat. 4.4.2. példa: az S konvolicié eloszlasa
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5. Osszefoglalas

A dolgozatban bemutatasra keriilt tobb moédszer is arra vonatkozoélag, hogy generator-
fiiggvények segitségével miképpen tudjuk meghatarozni fiiggetlen, nemnegativ egész ér-
példakra alkalmaztuk. Az eredmények megmutattik, hogy sok esetben 6vatosan kell el-
jarni a normalis kozelitések alkalmazasaival kapcsolatban, ugyanakkor azt is lathattuk,
hogy a tényleges hibak lényegesen kisebbek is lehetnek, mint az Esséen-tipust hibabecs-
lésbél adodoak.
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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik segitették dolgozatom lét-
rejottét.

Mindenekel6tt halas koszonettel tartozom konzulensemnek, Aratdé Miklosnak, amiért
megismertetett a téméval, emellett Gtmutatasaival, rengeteg hasznos otletével és észre-
vételével mindvégig faradhatatlanul segitette a munkémat.

Szeretném megkoszonni tovabba Zempléni Andrésnak és Varga Laszlonak, hogy egye-
temi éveim alatt felkeltették az érdeklédésemet a valdszintiségszamitas és annak alkal-
mazasai irant.

Végiil, de nem utols6 sorban koszonet illeti csaladomat és barataimat az elmilt évek

soran nydjtott kitartd tdmogatasukért.

Romuwdrt Petra
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