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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezet6mnek, Szab6 Csabanak, hogy felkeltette
érdekl6désemet a téma irant, és hogy mindig bizalommal fordulhattam hozza. Tanécsaival,
észrevételeivel nagy mértékben hozzajarult a dolgozat elkészitéséhez.

Koszonettel tartozom ezenkiviil sziileimnek, testvéremnek, pdromnak, barataimnak, hogy
az elmilt harom év alatt mindvégig mellettem alltak, biztattak, tamogattak. Nélkiiliik ez a
szakdolgozat nem johetett volna létre. Kiilon szeretném megkdszonni testvéremnek, hogy min-
dig volt kire felnézni, volt honnan erdt meriteni. A matematika iranti szeretete, lelkesedése

Osztonzdleg hatott ram.






Bevezetés

A Steiner-fa problémaval els6k kézott a 19. szazadban el6 svajci matematikus, Jakob Steiner
kezdett el foglalkozni. A f6leg geometria irant érdekl6dé tudoés azon a feladaton dolgozott,
hogy hogyan lehetne harom falut a lehetd legréovidebb uthalézattal Osszekétni. A probléma
megoldasa utdn az altalanos esetet is megfogalmazta, ezzel megteremtve a Steiner-fa probléma
alapjait. Koriilbeliil két évszazaddal kordbban Fermat, Toricelli és Cavalieri is foglalkoztak evvel
a kérdéssel, de Jakob Steiner téliik fiiggetleniil oldotta meg a feladatot.

Szakdolgozatom hérom fejezete a Steiner-fa probléma harom f6 valtozatat mutatja be. Az
els6ben lathatjuk a legaltaldnosabb megkozelitést, amikor a feladatot grafokon vizsgaljuk. A
méasodik és harmadik fejezet specidlisabb esetekre tér ki. A masodikban az euklideszi sikon
értelmezziik a feladatot, a szokasos, geometriabol ismeretes tavolsagfogalmat hasznalva. A har-
madik, és egyben utols6 fejezetben olyan fat kell majd megadnunk, melynek élei kizarolag
vizszintes és fiiggtleges szakaszokbol allhatnak.

Az egyes fejezetekben olyan cikkeket dolgoztunk fel, melyek az adott témaban alapvetének
szamitanak. A legfrissebb eredmények is ezekre vezethetGek vissza, illetve szamtalan olyan cik-
ket talaltunk, melyek ezekre hivatkoznak. Olyan, mondhatjuk gy, hogy klasszikus algoritmusok
kaptak helyet a dolgozatban, melyek nem vesznek el a részletekben, ezzel egy altalanos képet
adnak a témakorrsl. Tovabba a valogatas soran arra is figyeltiink, hogy olyan eredményeket
vegyiink sorra, melyek kiilonb6z§ 6tletekre épiilnek. Remélhetéleg sikeriilt evvel szinesebbé és

érdekesebbé tenni a szakdolgozatot.



1. fejezet

A Steiner-fa probléma grafokon

Ebben a fejezetben a Steiner-fa problémét grafokon szeretném vizsgéalni, igy mindenekeltt
tekintsiink at néhany grafelméleti alapfogalmat, illetve jelolést. A grafot jelolje G = (V, E), ahol
V' egy nemiires halmaz, a cstiicsoknak a halmaza, F pedig a graf éleinek a halmaza. A csicsokat
jeloljiik vy, vg, ...v,-nel, az éleket pedig {v;, v,} (v;,v; € V') alakt parokkal. A graf minden éléhez
rendeljiink hozza egy pozitiv szdmot, amit az él silyanak, koltségének vagy hosszanak szokas
nevezni. A hozzarendelést megadé fiiggvényt sulyfiiggvénynek hivjuk, és a tovabbiakban d-
vel jeloljiik. Igy tehat definialtunk egy élsulyozott grafot, amin tovabbi fogalmakat tudunk
értelmezni.

A graf két élét szomszédosnak nevezziik, ha van egy kozos csicsuk. Hasonloan két cstics
szomszédos, ha éllel vannak Gsszekdve. Szomszédos csicsok és élek valtakozo sorozatat ttnak
hivjuk. Ha az dtban minden csiics legfeljebb egyszer szerepel, akkor egyszert tutrol beszéliink,
¢és ha az els6 és az utolso cstcs is megegyezik, akkor korrsl. Ha az Gt az uq, uq . .. u, cstcsokbol
- és természetesen {uy, us}, {ug, us} ... {up—1,u,} élekbdl - all, akkor az ut hosszat a

p—1

> d({ug, ukia})

k=1

Osszeggel definialjuk.

Egy grafot Osszefiiggének neveziink, ha barmely két kiilonb6z6 csticsa kozott vezet ut, és
kormentesnek, ha nem tartalmaz kort. Az Osszefiiggd kormentes grafokat fanak nevezziik. A
G' = (V',FE') graf a G = (V, E) graf részgrafja, ha V! C V, E' C E, és egy pont és egy él
pontosan akkor illeszkedik egymésra G’-ben, ha G-ben is illeszkeddk, azaz a pont az él egyik
végpontja. Feszits részgrafrol beszéliink, ha V' = V' is igaz, azaz a részgraf G Osszes pontjat
tartalmazza. Az F graf a G graf feszit6faja, ha F' fa és feszit§ részgrafja G-nek. A minimalis
feszitota az a feszitGfa, amiben az élek Osszsilya a lehetd legkisebb.

A minimalis Steiner-fa keresése egy élsulyozott grafthol (G = (V, E, d)) és a cstcsoknak egy



tetszGleges nemiires részhalmazabol indul ki. Ez a részhalmaz - jeloljiik a tovabbiakban S-sel -
azokat a csiucsokat tartalmazza, amiket az j grafunkba (G’) mindenképpen be kell venniink.
Szokas ezeket a pontokat Steiner pontoknak nevezni. Ezen kiviil tovabbi V-beli csticsokat is
bevehetiink a grafba, de ez mar nem kételezs. Igy kapunk egy csiicshalmazt, ez legyen V. Ezek
utan olyan éleket adunk az 1j grathoz, melyek a G grafnak is élei voltak, és mindkét végpontja
benne van V’-ben. Annyi élt kell hozzaadnunk legalabb, hogy G’ Osszefiiggs legyen. A cél
az, hogy minél kisebb osszsilyi legyen ez a G’ graf, igy nyilvan G'-t érdemes kormentesnek,
azaz fanak valasztani. Az igy kapott G’ grafot Steiner-fAnak nevezziik. Formalisan tehat G’ =
(V') E',d) olyan fa, hogy S C V' CV E' C E, és egy pont és egy él pontosan akkor illeszkedik
egymasra G’-ben, ha G-ben is illeszkedk, azaz a pont az él egyik végpontja. Az élek hosszat
nem valtoztatjuk meg, igy G'-ben is d lesz a sulyfiiggvény. A konstrukciobol latszik, hogy S =V
esetén a feladat megegyezik a minimalis feszitGfa keresésével. Ha azonban S valodi részhalmaza
V-nek, akkor rengeteg G’ Steiner-fat adhatunk meg. Ezek kozott a minimaélis, azaz a legkisebb
Osszsilyd megtalalasa igen bonyolult feladatta valik.

A problémét két iranybol is megkozelithetjiik. Egyrészt kereshetjiik a minimalis stlyt Steiner-
fat, masrészt tetszGleges adott k szam esetén megkérdezhetjiik, hogy létezik-e olyan Steiner-fa,
melynek silya legfeljebb k. Az utébbi eldontési feladat Richard Karp hires 21 NP-teljes fel-
adata kozé tartozik. 1972-ben megjelent cikkében Cook tételét felhasznalva bizonyitotta, hogy
a probléma az NP-teljes problémak csaladjaba tartozik. Ebbdl adoddéan a minimalis Steiner-fa
keresése, mint optimalizalasi feladat NP-nehéz feladat. A tudomany mai allasa szerint nincs
remény arra, hogy az altalanos esetben polinom idében futé algoritmussal meg tudjuk keresni a
minimalis Steiner-fat, vagy el tudjuk donteni, hogy tetszéleges adott k szdmhoz létezik-e olyan
Steiner-fa, melynek 6sszstlya legfeljebb k. Emiatt a legtobb, amit remélhetiink, hogy viszonylag

jol tudjuk kozeliteni a minimélis Steiner-fa sulyat.

1.1. Kou, Markowsky és Berman algoritmusa

Ebben a fejezetben L. Kou, G. Markowsky és L.. Berman algoritmusat mutatom be az 1981-
ben megjelent cikkiik alapjan [1]. A szerz6k nevének kezdébetiivel roviditve KMB algoritmus-
ként is fogok ra hivatkozni. Az elbb latott minimalis Steiner-fa keresésre adnak egy kozelitd
algoritmust, amely legrosszabb esetben - a korabbi jeloléseket hasznalva - O(|S||V]?) id6 alatt
fut. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus miiveletigénye feliilr6l becsiilhets ¢ x |S| x |V[*tel va-
lamilyen ¢ konstans mellett. A legfontosabb szempont pedig természetesen a kozelités mértéke.
Erre, ahogy késsbb latni fogjuk, egy |S|-t6l fiiggs képletet adnak.

Az algoritmus a kovetkezGképpen miikédik. Bemenetként kap egy élstlyozott grafot és a



Steiner pontoknak a halmazat. Els6 1épésben elkészit egy teljes grafot, melynek csicsai a Steiner
pontok lesznek. Mivel a graf teljes, minden pont Gssze van kétve az Osszes tobbi ponttal. Az
éleknek a stlya az eredeti grafban a két végpontot 6sszekots legrévidebb tt hossza lesz. Tehat az
igy kapott grafban egy élt feleltetiink meg egy ttnak, mégpedig az él két végpontjat Gsszekotd
legrévidebb ttnak. Megjegyezziik, hogy melyik élhez melyik ut tartozott, mivel a késébbiekben
erre szlikségiink lesz. Utana ebben a grafban keresiink egy minimélis feszit6fat. Ezt példaul
Kruskal moh¢ algoritmusaval megtehetjiik. Azaz minden lépésben valasszuk ki, és adjuk a fahoz
a legkisebb silyt olyan élek egyikét, amely még nem alkot kort az eddig kivalasztottakkal. Ha
ilyet mar nem taldlunk, akkor megallunk, ha talalunk, akkor megismételjiik az eljarast. Az
igy kapott fat tgy alakitjuk tovabb, hogy az éleit lecseréljiik a korabban nekik megfeleltetett
legrovidebb utakra, majd az igy kapott grafban is megkeresiink egy minimalis feszitéfat. Ebben
a feszit6faban vizsgéljuk utana a leveleket. Ha olyan levelet taldlunk, amelyik nem Steiner pont,
akkor azt toroljiik a hozza csatlakozo éllel egyiitt. Ezt egészen addig csinaljuk, amig minden
levél Steiner pont nem lesz. Az igy kapott fa lesz az algoritmus kimenete. Kénnyen lathato,
hogy a kapott fa a Steiner-fa tulajdonsagokat teljesiti, hiszen Osszefiiggs, S minden cstcsat
tartalmazza és fa.

A kovetkez6 szakaszban a szavakkal megfogalmazott algoritmust formalizaljuk. Adott G =
(V, E, d) élsulyozott graf és S C V Steiner pontok halmaza mellett definidljuk a G, = (V1, E1, dy)
grafot a kovetkezSképpen. Legyen V) = S, és minden csicsot kossiik Ossze az Osszes tobbi
csticesal, azaz legyen a graf teljes. Minden {v;,v;} € Ej-re d({v;,v;}) legyen a v;-bél v;-be

érkez6 legrévidebb 1t hossza.
A KMB algoritmus:

INPUT: G = (V, E,d) élstlyozott graf és a Steiner pontok halmaza: S C V
OUTPUT: Ty, a kozelité Steiner-fa

1. lépés: Készitsiik el a fent definialt Gy = (V1, F4, d;) grafot.

2. lépés: Keressiik meg Gi-nek a minimalis feszit6fajat, ez legyen T7. (Ha tobb minimaélis
feszitéfa van, valasszunk egy tetszdlegeset.)

3. 1épés: Készitsiik el G-nek azt a G g részgrafjat, melyet gy kapunk, hogy 77 éleit lecseréljiik
a nekik megfeleltetett G-beli legrévidebb utakra.

4. 1épés: Keressiik meg Gg-nek a minimalis feszitéfajat, ez legyen Tg.

5. 1épés: Ts-bol addig toroljiik az éleket, amig minden levél Steiner pont nem lesz. Az igy

kapott fa lesz Ty, a kozelit§ Steiner-fa.

Az 1.1 abrasorozat a KMB algoritmus egy lehetséges miikodését mutatja be. Az a) abran

lathatd a bemenetként megadott graf. Az éleken fel vannak tiintetve a sulyok, a Steiner pon-



1.1. Abra.

tok halmaza pedig alljon a vy, v, v3 és vy csticsokbol. A b)-f) dbrakon az algoritmus lépéseit
kovethetjiik végig.

Ezek utan elemezziik az algoritmust. Semmit sem érne egy olyan megoldas, amely kis mér-
tékben kozelitené a minimalis Steiner-fat, vagy amely nagyon lassan dolgozna. Ez utobbi alatt
azt értjiik, hogy a gyakorlatban azok az algoritmusok hasznéalhatéak, melyek futasideje az in-
putuk méretének valamilyen polinom fiiggvénye. Az erre vonatkozé allitas a kovetkezGképpen

néz ki:
Tétel. A KMB algoritmus futdsideje O(|S||V]?).

Bizonyitds. A bizonyitashoz tekintsiik az algoritmus lépéseinek futasidejét egyenként. Az elsé
lépésben minden cstucsparra szeretnénk meghatarozni a kozottiik halado legrévidebb 1t hosszat.
Ezt megtehetjiik gy, hogy egy csicsot rogzitiink, és ebbdl a csticsbol kiindulva futtatjuk a
Dijkstra algoritmust. Ekkor az Osszes olyan csiicsparra megkapjuk a legrovidebb 1t hosszat,
melyben az egyik cstics a rogzitett. Utdna rogzitiink egy mésik csicsot, és megismételjiik az
eljarast. Vegyiik észre, hogy ha a graf minden csticsa bekeriil a rogzitett cstics szerepébe, akkor
az Osszes cstcspar kozotti legrovidebb utat megkapjuk. Ez azt jelenti, hogy az algoritmust |V;| =
|S|-szer kell futtatnunk. Mivel a Dijkstra algoritmus lépésszama O(|V|?), az elsG 1épés futasideje

O(|S]|V]?) lesz. A masodik lépésben egy |S| csticst grafban keresiink a Kruskal algoritmussal



egy minimalis feszitofat. A Kruskal algoritmus miiveletigénye ekkor O(]S|*log|S|?), amely a
tétel belatasahoz nem elég. Azonban ha M. L. Fredman és R. E. Tarjan megoldasat hasznéaljuk
a minimélis feszitéfa megkeresésére [3] , akkor O(|S|log|S| + @) miivelet is elegendd lesz. Ez
a modszer azonban mélyebb matematikai eszkozoket igényel, igy a bemutatasara nem tériink
ki. A harmadik lépés megvalosithato ugy, hogy az eredeti graf O(|V|?) élén végigmegyiink, és
mindegyikrdl eldontjiik, hogy szerepel-e valamelyik két pont kozotti legrovidebb ttban. Tehat
a harmadik lépés futasideje O(|V]?). A negyedik 1épés miiveletigénye a masodik lépésnél latott
gondolatmenet miatt O(|V|log|V| + @
van. Az 6t6dik lépésben pedig O(|V]) miivelet kell, hiszen a graf levelein - melyekbsl O(|V])

), hiszen ennek a grafnak legfeljebb |V/| darab csicsa

darab van - kell végigmenni és eldonteni, hogy Steiner pont-e vagy sem, és ha nem, tordlni. Az
elébbieket Gsszegezve azt kapjuk, hogy a KMB algoritmus lépéseinek szamat ¢ x |S| x |V|*-tel
tudjuk feliilré] becsiilni, ahol ¢ alkalmas konstans. Igy vilagos, hogy az algoritmus mitiveletigénye
O(ISIIV]?). O

A tovabbiakban térjiink ra arra, hogy az algoritmus mennyire ad jo kozelitést. Jeloljik Dy-
val a Ty Steiner-fa éleinek Gsszhosszat. Legyen D,y a minimalis Steiner-fa éleinek 6sszhossza.
A kovetkezG részben egy fels§ becslést mutatunk a Dy /Dy v hanyadosra. Ehhez elGszor a

kovetkezd tételre lesz sziikségiink:

Tétel. Tekintsiink eqy T fdt, melynek legaldbb m > 1 éle van. Ekkor tudunk mutatni a csicsok-
nak egy olyan: u = ug, uy, . .. Usy, sorozatdt, ahol minden 0 <1 < 2m-re u; csucsa T-nek, és az
aldbby két dllitds teljestil :

i) T-nek minden éle pontosan kétszer szerepel. Fzt igy kell érteni, hogy minden élnek a két
végpontja a fenti u sorozatban pontosan kétszer fordul eld eqgymds mellett.

ii) T-nek minden levele pontosan egyszer szerepel u = uy, . . . Ugy, Sorozatban, ha uy = Ugy,-t
csak egyszer szamoljuk. Tovdbbd ha u; és u; két olyan levél a T fdban, hogy az u sorozatban

kozottik nem szerepel harmadik levél, akkor u;, w1, ... u; egy eqyszerd wt.

Bizonyitds. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen m = 1, és a faban szerepld egyetlen él
két végpontja u; és us. Ekkor u-nak egy harom hosszi sorozatnak kell lennie, legyen ez u =
uy, ug,u;. A fa egyetlen éle valoban kétszer szerepel a sorozatban, és minden levél egyszer
szerepel a fenti megéallapodas miatt (hiszen u kezdd és végpontjat csak egyszer szamoljuk). uy
és ug, valamint uy és uy két-két olyan levél, melyek kozott a sorozatban nem szerepel harmadik
levél. Ttt uy, ug, valamint us, vy egy-egy ¢l, ami nyilvan egyszerd at is egyben. FEzzel az allitast
belattuk az m = 1 esetre. Ezek utin tegyiik fel, hogy m = k > 1-re az allitas igaz. Nézziik
az m = k + 1 esetet. Legyen v, T-nek egy tetszGleges levele, legyen {v,,v,} a beldle indulo
él. Tekintsiik a 7" fat, melyet agy kapunk, hogy T-bél elhagyjuk a {v,,v,} élt. Ekkor 7"-nek
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eggyel kevesebb, azaz k csicsa van, T'-re alkalmazhatjuk az indukcios feltételt. Eszerint van
egy u' = ug, uj ... uH, sorozata a csticsoknak 7"-ben, ami teljesiti a fent megfogalmazott allitast.
Keressiik meg a sorozatban v,-t, és cseréljiik le a vy, v, v, hdrom hosszt sorozatra. Az igy kapott
sorozatot jeloljiik u-val és vizsgéljuk meg. A sorozat minden eleme csicsa T-nek, hiszen a T"-
ben szerepld csticsok és az 1j v, pont egyarant cstucsai T-nek. Az Gjonnan hozzdadott él kétszer
szerepel a sorozatban és u/-ben is minden él kétszer szerepelt, igy u-ban is minden él pontosan
kétszer szerepel. Az 1j levél, v, pontosan egyszer szerepel u-ban, v, nem baj, hogy legalabb
kétszer szerepel, hiszen mar biztosan nem levele T-nek, a tébbi T’-beli levél el6fordulasi szaméat
pedig nem noveltiik, azaz 6k is pontosan egyszer szerepelnek. Az ii) allitds masodik részének
belatédsahoz kiilonboztessiink meg eseteket. Ha két olyan levelet vilasztunk, mely v, el6tt vagy
utan szerepel a sorozatban, akkor kozottiik csak T'-beli cstucsok szerepelnek, tehat az indukcios
feltétel miatt rdjuk igaz az allitds. Ha a két levelet Ggy valasztjuk, hogy az egyik v, el6tt,
a masik v, utan szerepel a sorozatban, akkor kozottiik biztosan szerepel egy harmadik levél,
mégpedig v,. Tehat az ilyen parokkal nem kell foglalkozni. A harmadik eset az, amikor az egyik
levél v, és a masik levél, x legyen olyan, hogy ne szerepeljen kozottiik harmadik levél. Legyen x
az a levél, amelyik elGtte szerepel u-ban és hozza a legkdzelebb van. Mivel ug = us,,, a sorozat
tulajdonképpen egy kornek felel meg. Igy feltehets, hogy x éppen ug. Az u sorozatban nem
szerepel kozottliik harmadik levél, tehat azt kell belatni, hogy x = wg,u1,...v,, v, egyszerd
ut. T'-nek legalabb 2 levele van, u/-ben x utan kovetkezd elsd levelet jelolje y. Ha y az u
sorozatban v, utan szerepel, akkor az z-et és y-t 0sszekots Gt: x = ug, Uy, ... vy, ...y egyszerd
Git, azaz minden cstics egyszer szerepel benne. Igy © = ug, uy, . . . Vg, Up 18 egyszerd ut, mivel az
el6bbinek egy kezddszelete kiegészitve v,-vel. A masik eset az, hogy y = v,. Ekkor hasonléan
T = ug, Uy, . .. v, egyszerd t, minden csiics egyszer szerepel benne. Igy z = ug, uy, ... vy, v, is

egyszerd ut lesz. Bzzel az allitast m = k 4 1-re is belattuk, igy kész a bizonyitas. O]

Az el6bbi tételre tamaszkodva |S| fiiggvényében fels§ korlatot mutatunk a Dy /Dyy ha-

nyadosra:

Tétel. Legyen az algoritmus bemenete a G = (V, E,d) grdf és S a Steiner pontok halmaza.
Legyen Ty a kézelitd Steiner fa, az éleinek az dsszhossza Dy. Legyen a minimdlis Steiner-fa
Tyin, az éleinek az dsszhossza Dyrn. Legyen l a levelek szama Tyrn-ben. Ekkor Dy /Dy <

2(1-7) <2(1 - 1g7)-

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6bbi tételt T),ry-re, csiicsainak a szaméat jelolje k. Ekkor létezik
a cstucsoknak egy olyan L = wug, uq, ... ug, sorozata, melyre igaz, hogy
i) Thpsrn minden éle pontosan kétszer szerepel L-ben és

ii) Thrn minden levele pontosan egyszer szerepel az L sorozatban. Tovabba ha u; és u; két
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olyan levél, hogy az L sorozatban nem szerepel kozottiik harmadik levél, akkor w;, w1 ... u;
egy egyszerd ut.

Ha az utobbi allitdst kicsit més oldalrél kozelitjik meg, akkor L-et el6 tudjuk allitani [
darab egyszer( 0t unidéjaként a kovetkez6 modon. Valasszuk ki a graf egyik tetszéleges levelét,
és vegylik az L-ben utana kovetkezo els6 levelet. E két levél kozotti élek alkotjak az els6 egyszert
utat. A masodik utat a masodik levél és az L-ben utana kiévetkezs, harmadik levél kézotti élek
alkotjak. Mivel a fanak [ levele van, igy éppen [ darab egyszert utat kapunk. Toroljiikk L-bél az
igy kapott egyszerti utakbol a leghosszabbat. Igy egy olyan P cstcssorozatot kapunk, melyet
Uup = U9, miatt egy dtnak is tekinthetiink. Ha a torolt rész u,, ... up, akkor P = wup,...ug =
Uk, - - - Uq. ErTe a P-re igazak a kovetkezd allitasok:

i) dsszhossza legfeljebb L osszhosszénak az (1 — )-szerese és

ii) Thrrn minden éle legalabb egyszer szerepel P-ben.

L

Az elsé éllitas belatasahoz hasznaljuk a skatulyaelvet. A leghosszabb 1t hossza minimum 7

lesz. Ennyivel tudjuk tehat legalabb P hosszat csokkenteni. Igy P hossza kisebb vagy egyenls,

1
l

melyben minden él legfeljebb egyszer szerepelhet. L-ben minden él pontosan kétszer szerepelt,

mint L hossza —+ X L hossza. Az utobbi allitds azért igaz, mert egy egyszerid utat tordltiink,
igy P-ben Ty minden éle legalabb egyszer szerepel.

Becsiiljiik meg P 0sszhosszat feliilr6l. Ehhez arra van még sziikségiink, hogy L 6sszhossza
= 2 X TN Osszhossza, ami nyilvan teljesiil, mert L-ben T);;5 minden éle pontosan kétszer
szerepel. Tgy tehat

P 6sszhossza < (1— %) x L 6sszhossza = (1— %) X 2 X Ty Osszhossza = 2 X (1— %) X Dasin.

Legyenek a P-ben el6forduléd Steiner pontok wy, ws, . . . wy ebben a sorrendben. P 6sszhossza-
nak als6 becsléséhez tekintsiik az alabbi egyenlGtlenséget :

P 6sszhossza > G {wy, wa} ... {wk_1,wg} éleket tartalmazo feszitéfajanak Gsszhossza >
> (1 minimalis feszit6fajanak 6sszhossza > Dy.

Az els6 egyenlGtlenség azért igaz, mert Ty y-ben minden levél Steiner pont, igy a P ttnak
mindkét végpontja Steiner pont lesz. Emiatt P Steiner pontok kozotti utak unidja, mégpedig
wi €S wo, Wy €S ws, ... wWr_1 s wy kOzoOtti utak unidja. G csicsai is pontosan a wq, ... wy
csicsok, de az Gket Osszekots élek hossza a kozottiik vezetd legrovidebb it hossza. Ezzel az
elsé egyenlétlenséget belattuk. A masodik egyenlGtlenség trivialis, a harmadik pedig magabol
az algoritmusbol kovetkezik. Hiszen a Ty fat tgy kapjuk, hogy elhagyhatunk éleket Gg-bél,
melynek Gsszhossza megegyezik Ty Osszhosszaval. Igy Ty Gsszhossza = Dy biztosan kisebb
egyenld lesz, mint Gy minimalis feszit6fajanak az 6sszhosssza.

Az also és a fels becslést Gsszerakva azt kapjuk, hogy Dy <2 x (1 — %) X Dysrn. Tovabba
[ <|S| miatt (1 —7) < (1 - ﬁ), igy Dy <2 x (1— ﬁ) X Dyrrn. Ez a becslés mar nem fiigg

Ty alakjatol, csak a Steiner pontok szamatol. O
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Most pedig mutassuk meg, hogy ha ezt az algoritmust tekintjiik, akkor a Dy /Dy felss
korlatjat nem lehet jobban megadni, azaz tudunk olyan példat adni az algoritmus futésara,
melyre a hanyados éppen a fels6 korlattal egyenls. Ehhez természetesen olyan grafot kell keresni,

melyre a Thyn-t is meg tudjuk kénnyen hatarozni.

Tétel. Minden | > 2 pozitiv szimhoz létezik olyan G = (V, E,d) grdf és S C V halmaz, hogy
a minimdlis Steiner-fanak, Thirn-nek | db levele van, dsszhossza Dyry €s az algoritmus olyan
Ty kozelitd Steiner-fat ad, melyre Dy /Dyn = 2(1 — %) Azaz a kordbban adott felsé korldt

éles.

Bizonyitds. Legyenl > 2 rogritett. Legyen G az a teljes graf, melynek csicsai: V' = {vy,vq, ... 041}

és minden {v;,v,;} € E-re:

A({on, ;) 2 ha v # vy &8 vj # v,
1 kiilénben ,
Legyen a Steiner pontok halmaza S = {v,vs,...v}. Ahhoz, hogy Dy/Dyn a lehetd leg-
nagyobb legyen Dpy-t kell a lehet6 legnagyobbnak megvalasztani. A legrosszab esetben a Ty
kozelits Steiner-fa [ — 1 darab 2 hosszisagu élbdl all, mégpedig példaul a {vy,va}, ... {u_1, v}
élekbdl. Ez az eset gy fordulhat eld, hogy az algoritmus az els§ 1épésében minden Steiner pont-
par kozotti legrévidebb ttnak az Gket dsszekots élt valasztja. Konnyd latni, hogy a minimalis
Steiner-fa, Ty 0sszhossza nem lehet [-nél kevesebb, mivel [ levele van, igy legalabb [ éle, és a
d sulyfiiggvény definici6ja miatt igy az 6sszhossz legalabb [. Tovabba tudunk olyan Steiner-fat
mutatni, melynek az Gsszhossza [, igy ez lesz a minimélis. A kovetkezGképpen néz ki: [ darab
1 hosszuséagu élbal all, név szerint {vy, v;11}, ... {v, v1}-b6l. Ekkor az is igaz, hogy valoéban [
darab levele van. Igy Dy /Dynv =2 x (1 —1)/1 x 1 =2(1 — 7). O

1.2. Mehlhorn algoritmusa

A kovetkez6 fejezetben roviden Kurt Mehlhorn 1988-as algoritmusarol lesz sz6 [2]. Az algorit-
musa lényegében az el6bbi szakaszban bemutatott KMB algoritmus tovabbfejlesztése. A KMB
algoritmus elsd lépését valtoztatja meg, a tobbit megtartja. A futasidét evvel O(| E|+|V |log|V|)-
re csOkkenti, ahol |E| a graf éleinek a szama, |V| pedig a csticsoknak a szama. Az el6z6 sza-
kaszban szerepls jeloléseket a tovabbiakban is ugyantugy fogom hasznalni.

Az algoritmus alapoétlete a kovetkezs. Vegyiik a Steiner pontokat sorra, és minden Steiner

ponthoz készitsiink el egy halmazt. Ezek a halmazok azokbol a cstcsokbdl fognak allni, melyek
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az adott Steiner ponthoz vannak a legkozelebb. Azt, hogy egy cstics melyik Steiner ponthoz esik
a legkozelebb, tgy tudjuk megallapitani, hogy megkeressiik azt a Steiner pontot, amelyikhez a
csucesbol a legrovidebb tton el tudunk jutni. Az Gt hossza itt is az Gtban szerepls élek hosszanak
az Osszege lesz. Kés6bb megmutatjuk, hogy ezt a Steiner pontot hogyan is lehet kivalasztani.
Formalisan minden s € S cstcshoz készitsiik el az N(s) halmazt, mely azokbol a V-beli csu-
csokbol all, melyek az s csticshoz esnek a legkdzelebb. Ha egy v € V csiicsot ez alapjan t6bb
N(s) halmazhoz is hozza tudunk rendelni - azaz két Steiner pont is ugyanolyan kozel van a v
csticshoz-, akkor rakjuk ezek koziil egy tetszélegesbe. Igy V-t elsallithatjuk az N(s) halmazok
particiojaként: V = (J,.g N(s) , ahol N(s) N N(t) = 0, ha s # t. Tovabba az is igaz lesz, hogy
ha di(x,y) az 2-bdl y-ba vezets legrovidebb 1t hossza, akkor v € N(s) esetén dy (v, s) < di(v,t)
minden ¢ € S-re.

Készitsiik el a G} grafot a kovetkezd modon. Csticshalmaza legyen a Steiner pontok halmaza,
azaz S. Az F' élhalmaz megadasahoz vegyilink két tetszéleges Steiner pontot. Legyenek ezek s
és t, és a hozzajuk rendelt halmazok N(s) és N(t). Ha talalunk olyan élt G-ben, melynek egyik
végpontja N(s)-ben, a masik N(¢)-ben van, akkor az {s,t} élt behtzzuk a G’ grafban, ha nincs

ilyen, akkor pedig nem. Ezt formulaval a kovetkezGképpen adhatjuk meg:
E} :={{s,t} : s,t € S és van egy {u,v} € F él ugy, hogy u € N(s),v € N(t)}

Igy lehet két olyan csiicsa a G} grafnak, melyek kozott nem vezet él. Az is elképzelhetd, hogy
egy {s,t} élhez t6bb olyan {u,v} él is tartozik, melyre teljesiil, hogy u € N(s) és v € N(t).

Ezért a d sulyfiiggvényt a kovetkez6 modon érdemes definidlni:
di(s,t) := min{dy(s,u) + d(u,v) + dy(v,t); {u,v} € E,u € N(s),v € N(t)}

Tehat az s-et és t-t Gsszekotd él hossza az s-bdl u-ba vezetd legrovidebb ut hosszanak, az {u,v}
él hosszanak és a v-bdl a t-be vezets legrovidebb ut hosszdnak az 6sszegének a minimuma lesz.
Belathato, hogy az igy kapott GG graf minden minimalis fesz{t6faja minimalis feszit6faja G1-nek

is. Ennek a bizonyitasara most nem tériink ki.

A KMB algoritmus elsg lépését modositsuk tgy, hogy Gy = (Vi, E1,dy) graf helyett a
fenti jelolésekkel definialt G} = (S, Ey,d}) grafot hozzuk létre. Becsiiljiik meg az igy kapott
algoritmus futésidejét. Vizsgaljuk meg az algoritmus lépéseinek miveletigényét egyenként. A
gondolatmenet egyes részei megegyeznek majd a KMB algoritmus futasidejének bizonyitasanal
latott elemekkel. Minden {u,v} € E él legfeljebb egy darab Ej-beli élt definidlhat, igy G}
grafnak legfeljebb |E| éle lehet. Tehat G -nek a konstrukcié miatt O(|E|) éle van. Az algoritmus
méasodik lépésében ebben a grafban kereslink egy minimalis feszitéfat. Ezt M. L. Fredman és
R. E. Tarjan algoritmusa alapjan O(|S|log|S| + |E|) id6 alatt végezhetjiik el [3]. A harmadik
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lépés megvalosithato gy, hogy az eredeti graf O(|V|?) élén végigmegyiink, és mindegyikrel
eldontjiik, hogy szerepel-e valamelyik két pont kozotti legrévidebb atban. Igy a futasids O(|V]?).
A negyedik lépés miiveletigénye a masodik lépéshez hasonloéan O(|V|log|V| + |E|), hiszen a G
grafnak |V| cstucsa és O(|E|) éle van. Az 6todik 1épésben pedig O(|V]) miivelet kell, hiszen a
graf levelein kell végigmenni és elddnteni, hogy Steiner pont-e vagy sem, és ha nem, tordlni.
A levelek szama pedig éppen O(|V|). Tehat mar csak az elsg lépés futasidejére kell becslést
adnunk. Ehhez nézziik meg, hogy a G graf elkészitéséhez mennyi miiveletre van sziikség. El¢szor
melyet kosslink Ossze minden s € S csicesal. Az 1j éleken mindeniitt O-nak definidljuk az
él hosszat. Az igy kapott grafon sy csucsbol kiindulva futtassunk egy legrévidebb utkeresd
algoritmust. Ez minden v csticshoz megkeresi az s¢-bol induld, v-be érkezs (egyik) legrévidebb
utat. Ez az ut pontosan egy Steiner ponton fog &tmenni, hiszen ha tobbet is érintene, akkor
az ut hosszabb lenne biztosan, mintha v-bél indulva az els6 Steiner pont elérése utan régton
so-ba mennénk. Mivel az sp-bdl indul6 minden él hossza 0, igy meg tudjuk adni minden v
csticshoz azt az s(v) € S csicsot, melyre v € N(s(v)). Ezen kiviil a legrévidebb 1t hossza
éppen dq (v, s(v)). Az so-bol indulé legrévidebb utak megkeresése Fredman és Tarjan algoritmusa
alapjan O(|V|log|V |+ |E|) miveletet vesz igénybe. Ezek utan menjiink végig az (u,v) € E éleken
és keészitsiik el az (s(u), s(v),dy(s(u),u) + d(u,v) + dy (v, s(v))) harmasokat. Ezeket az els6 két
komponens szerint rendezziik edényrendezéssel, és vélasszuk ki minden G'-beli él minimalis
stlyat. Evvel d)-t is meghataroztuk, mégpedig O(|E|) id6 alatt. Osszefoglalva azt kaptuk, hogy
az algoritmus minden lépésének miveletigénye feliilr6l becsiilhetd alkalmas ¢ konstans mellett
¢ x (|V|log|V| + |E|)-vel.

Az eredményeket a kovetkezo tétel foglalja Ossze:

Tétel. Adott G = (V, E,d) élsilyozott graf és S C V csiucshalmaz esetén Mehlhorn algoritmusa
O(|V|log|V'| + |E|) idd alatt tud szerkeszteni olyan Steiner-fdt, melynek osszhossza legfeljebb

2(1 — %)—szerese a minimdalis Steiner-fa osszhosszdnak.
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2. fejezet

Az euklideszi Steiner-fa probléma

Euklideszi siknak nevezziik a hagyoményos, a mindennapi életben hasznélt sikot. Az euk-
lideszi sik pontjainak rendezett szampérok felelnek meg, igy a sikot R2-tel szoktdk azonosi-
tani. A Steiner-fa probléma esetében adott az euklideszi sikon pontoknak egy halmaza: T =
{t1,1ts,...t,}. Ezeket a késGbbiekben fix pontoknak fogjuk nevezni. A feladat az, hogy olyan fat
keressiink, melynek az 0sszhossza a lehets legrévidebb, és ¢y, ¢, ... t, a cstucsai. [tt a hossz alatt
az euklideszi tavolsagot értjiik, azaz a fa egy élének a hossza a két végpontjat dsszekots szakasz
hossza. Tovabba megengedett, hogy tetszéleges szamu pontot, tgynevezett Steiner pontokat
vegyiink fel a sikon, melyek a legkisebb 0sszhosszu fa csiicsai lesznek.

Az euklideszi Steiner-fa probléma a korabban grafokon értelmezett feladat specialis esetének
is tekinthetd. Ugyanis a fix pontok és a Steiner pontok alkotjak a graf csiicshalmazat, a pontokat
Osszekot6 szakaszok az élhalmazt, egy él hosszan pedig a két végpontjat 6sszekotd szakasz
hosszat értjiik.

Ahhoz, hogy kénnyebben el tudjuk képzelni a problémat, vegyiink egy példat a hétkéznapi
életb6l. Magyarorszag meg szeretné épiteni az M3-as autopalyat Budapest, Miskolc, Debrecen
és Nyiregyhaza kozott. A cél természetesen az, hogy minél kevesebb alapanyagot, betont kelljen
felhasznalni, azaz minél kisebb legyen a beruhazas koltsége. A kérdés az, hogy merre vezessen az
ut. Ha ma ranéziink a térképre, latjuk, hogy a feladatot tgy oldottdk meg, hogy két csomopontot
is létrehoztak, ahol az ut eldgazik. Azt is érezziik, hogy ezek a csomopontok nem keriiltek rossz
helyre (példaul Szeged mellé), igy rovidebb uthalozatot kapunk, mintha Budapestrdl Miskolcra,
onnan Debrecenbe, majd Nyiregyhazéara vezetne az tt. A mi absztrakt modelliinkben a varosok
lesznek a fix pontok, a csomopontok pedig a Steiner pontok.

Az euklideszi Steiner-fa probléma torténete egészen Fermatig (1601-1655) nyilik vissza. O
vetette fel elgszor a kovetkezd problémat: keressiik meg a siknak azon pontjat, melynek a ta-
volsadgosszege adott hdrom pontt6l minimalis. Kénnyen lathatd, hogy ez az euklideszi Steiner-fa

probléma sepcidlis esete harom pontra. Toricelli geometriai megoldast adott a feladatra. A ha-

16



a) b)

2.1. abra.

rom szakaszra kifelé emeljiink egy-egy szabalyos haromszoget, majd szerkessziik meg a koréjiik
irt koroket. A kozos metszéspont lesz a minimalizdld pont. A szerkesztés menetét a 2.1/a)
adbra mutatja be. A két matematikus emlékére a problémat Fermat-probléménak, a minimali-
z4alo pontot pedig Toricelli pontnak nevezik. Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben az adott
harom pont altal meghatarozott haromszognek valamely szdge legalabb 120 fokos, akkor a To-
ricelli pont a haromszogon kiviil esik, és mar nem minimalizal6é pont. Ekkor a tompaszogi csics
a minimalizald cstces. Cavalieri megmutatta, hogy a Toricelli pontot az adott harom ponttal
Osszekots szakaszok 120 fokos szdget zarnak be egymaéssal.

Nézziink egy masik példat, ahol négy pontot adunk meg a sikon, mégpedig gy, hogy a négy
pont egy 1 és 1,3 oldalt téglalap négy csicsa. Itt taldlhatunk olyan Steiner-fat, melynek élei a
Steiner pontok koriil 120 fokos szoget zarnak be egymassal, mégsem ez lesz a minimalis Steiner-
fa. Ezt a fat a 2.1/b) abra szaggatott vonallal jeloli, mig a miniméalis Steiner-fat folytonos

vonallal.

2.1. Alapveté észrevételek

A szakdolgozat kovetkez6 harom alfejezete Hwang, Richards és Winter Steiner-fakkal fog-
lalkoz6 konyvének 1.2 és 1.3 fejezetére [5], valamint D. Dreyer és M. Overton cikkére épiil [4].

Az elsG észrevétel a Steiner pontok fokszdmara vonatkozik, vagyis arra, hogy a Steiner
pontbol hany ¢l indulhat ki. A minimalis Steiner-fAban minden Steiner pont fokszama legalabb
harom. Hiszen ha egyfokd Steiner pontunk van, akkor azt torolve a fabol kisebb silyu fat
kapunk. Ha pedig egy Steiner pontbol két él indul ki, akkor a végpontjaikat 0sszekots szakasz
hossza biztos, hogy kisebb vagy egyenl, mint a Steiner pontbdl indulé két él hosszanak az
Osszege. Ez nem mas, mint a haromszog egyenltlenség.

A masodik észrevétel egy szogekre vonatkozo kritérium, miszerint semelyik két él nem zarhat

be 120 foknal kisebb szdget. Ugyanis ha a v csticsnél a bezart szog kisebb mint 120 fok, akkor
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a szog két szogszaran valasszunk tetszélegesen két pontot, legyenek ezek a és . Ha az abv
haromszoget nézziik csak, akkor a fa dsszsulyat cs6kkenthetjiik a v” Toricelli pont beszurasaval.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden Steiner pont legfeljebb harmadfoka. Ugyanis ha negyed
vagy magasabb foka lenne, akkor biztosan keletkezne legalabb egy 120 foknal kisebb szog. Az
el6bbivel 6sszevetve azt kapjuk, hogy a Steiner pontok pontosan harmadfoki pontok, és az élek
altal bezart szognek mindentitt 120 fokosnak kell lennie.

A kovetkezs tétel a Steiner pontok szamara vonatkozik:

Tétel. Ha a sikon n darab pontot régzitink, akkor a minimdlis Steiner-fanak legfeljebb 2n — 2
csticsa lehet. Azaz a minimdlis Steiner-fa megszerkesztéséhez legfeljebb n-2 Steiner pontot kell

felvenniik a sikon.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a minimalis Steiner-fanak k£ darab Steiner pontja, igy Osszesen
n + k cstcsa van. Ekkor az élek szama nyilvin n + k — 1. Korabban lattuk, hogy minden
Steiner pont harmadfoki, és minden régzitett pont legalabb elsfoki. Az éleket meg tudjuk
ugy szamolni, hogy 6sszeadjuk, hogy az egyes csicsokbdl hany él indul ki, majd az eredményt
elosztjuk kettGvel, hiszen igy minden élt kétszer szamoltunk. Tehat az élek szama legalabb
(3k + n)/2. Ebbdl azt kapjuk, hogy

n+k—123k+n

ami atrendezve:
n—2>%k

A Steiner pontok szama valoban legfeljebb n — 2 lehet.
O

A grafokon értelmezett probléméahoz hasonléan a minimalis Steiner-fa megkeresése az euk-
lideszi sikon NP-nehéz feladat. A fejezetben két olyan algoritmust ismertetiink, mely adott
ponthalmaz esetén egy olyan Steiner-fat készit el, melynek 6sszhossza kozeliti a minimalis 6ssz-
hosszat. Ha megtiltjuk a Steiner pontok felvételét a sikon, akkor a feladat a minimalis feszitéfa
keresése lesz. A két pont tavolsdgan tovabbra is az Gket Osszekdts szakasz hosszat értjiik. Vizs-
galjuk meg a korabban mar emlitett harom pontnak az esetét. Tekintsiik azt az elhelyezkedést,
amikor olyan szabalyos haromszoget alkotnak, melynek minden oldala egységnyi hosszid. A
minimalis feszitGfa ekkor a haromszog tetszéleges két oldala, azaz a hossza 2 x 1 = 2. Ha a
minimalis Steiner-fat nézziik, amit a Toricelli pont hozzdadasaval kapunk, akkor annak az 6ssz-
hossza 3 x 1/4/3. Tlyen médon az 6sszhossz kériilbeliil 15 szézalékkal csokken, altaldnos esetben
pedig a valtozas még csekélyebb. A kozelité algoritmusok éppen emiatt gyakran a minimélis

feszit6tabol indulnak ki, és ezt probaljak meg kiilonb6z6 modszerekkel javitani.

18



2.2. Steiner pontot beszird algoritmus

Az els6ként bemutatott algoritmus az el6bbi fejezetben targyalt szogekre vonatkozo krité-
riumon alapszik. Lattuk, hogy a minimalis Steiner-fAban az éleknek mindeniitt legalabb 120
fokos szoget kell bezarniuk egymassal. Tehat ha taldlunk két olyan élt, melyek 120 foknal ki-
sebb szoget zarnak be egymassal, akkor a Steiner-fa biztosan nem minimaélis 6sszhosszi. Az
algoritmus arra torekszik, hogy ezeket a kritikus élparokat megtalalja, és kijavitsa a hibat. Ha
ez sikeriil, akkor a szogekre vonatkozo sziikséges feltételt teljesiti a kapott fa. Mivel azonban
a feltétel nem elégséges, egyaltalan nem biztos, hogy a minimalis Steiner-fat megtalaljuk igy.
Annyit mondhatunk minddssze, hogy olyan Steiner-fat kaptunk, melynek 6sszhossza jol kozeliti
a minimalis 6sszhosszat.

Az algoritmus a kdvetkez6 modon dolgozik. Bemenetként megkapja a stkon 1év6 pontoknak
a halmazat, ezek lesznek az tgynevezett fix pontok. A pontokat a koordinataikkal kénnyen
lehet kezelni, igy ilyen modon célszerii megadni 6ket. Els§ lépésben keresiink egy minimalis
feszit6tat. Ezt megtehetjiik dgy, hogy tetszGleges két pont kozott lemérjiik a tavolsagot, majd
a tavolsadgokat novekvd sorrendbe rakjuk. Minden 1épésben adjuk a fahoz a legrévidebb élt,
ha az még nem alkot kort a kordbban kivalasztott élekkel. Ha ilyen modon végigmegyiink az
éleknek a hossz szerint rendezett sorozatan, akkor megkapjuk a minimalis feszit6fat. Ezutan a
maésodik lépéshen a fix pontokat Osszekotd éleken megyiink végig tetszés szerinti sorrendben,
és elvégezziik az aldbbi miiveleteket. Az iterdcidéban soron kovetkezs fix pontokat Gsszekotd él-
hez megkeressiik azt az élt, amelyik vele a lehetd legkisebb szoget zarja be. (Minden élnek két
végpontja van, a szogeket a két végpontnal tudjuk mérni. Igy minden fix pontokat Gsszekots
él kétszer keriil be a ciklusba, elGszor az egyik végpontjanal, masodszor a masik végpontjanal
vizsgaljuk majd a szoget.) Ha a legkisebb bezart szog legalabb 120 fok, akkor nincs tovabbi
teendd, ha viszont kisebb 120 foknal, akkor egy 1j Steiner pontot vesziink fel a sikon. Ezt
az 1j pontot egyelGre a két él kdzos végpontjara helyezziik el, azaz a koordin&tai meg fognak
egyezni a koz0s végpont koordindtaival. Ha az egymassal 120 foknél kisebb szdget bezaro két
él végpontjait nézziik, akkor harom pontot kapunk. Ezt a harom pontot kdssiik Gssze az imént
elhelyezett 1j Steiner ponttal, majd tordljiik az eredeti két élt. A harom 1j él koziil az egyik
nulla hosszusagnu lesz, mivel végpontjainak koordinatai azonosak. Amikor az élek altal bezart
szogeket vizsgaljuk, ezt az élt nem fogjuk semelyik masik éllel 6sszehasonlitani. Hasonléan a
torolt éleket sem vizsgéaljuk mar természetesen a késGbbiekben, akkor sem, ha azok kordbban
még csak az ,egyik végpontjuk” szerint keriiltek be a ciklusba. A harmadik, és egyben utolsod
lépésben az 1j pontrendszeren végziink optimalizalast. Ez azt jelenti, hogy a Steiner pontokat
elmozgatjuk dgy, hogy a Steiner pontok koriil a szogekre vonatkozo kritérium mindeniitt tel-

jesiiljon. Azaz mindeniitt megszerkesztjiik a Toricelli pontot, hogy megkapjuk a Steiner pont
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helyét. A kovetkezd szakaszban az algoritmus formaélis leirdsa kovetkezik.
Az algoritmus:

INPUT: T = {t1,ts,...t,} ponthalmaz, a fix pontoknak a halmaza.

OUTPUT: Olyan Steiner-fa, melynek 6sszhossza kdzeliti a miniméalis Steiner-fa 6sszhosszat.

1. 1épés: Keressiink a 1" ponthalmazhoz egy minimalis feszitéfat.

2. 1épés: Minden olyan (t,,t,) élre, ahol t, és t, is fix pont, végezziik el a kovetkez6 mive-
leteket :

a) Keressitk meg azt a (t,,t,) élt, amely a legkisebb szoget zarja be a (t,,t,) éllel. ¢, fixpont
és Steiner pont is lehet.

b) Ha ez a szog kisebb, mint 120 fok, akkor:

- Vegyiink fel egy Gj Steiner pontot pontosan ugyanoda, ahol ¢, is van. Tehat a koordinatéi
egyezzenek meg t, koordinataival. Hivjuk ezeket a cstcsokat s,-nek (n =1,2,...).

- Toroljiik a (t,,t,) és a (t,,t,) éleket. Innentdl kezdve ezeket a 2. pontban 1évé ciklusban
méar nem vessziik figyelembe.

- Hazzuk be a (t,, sn), (ty, sn) és (t., s,) éleket.

3.1épés: Az s1, 89 . .. Steiner pontokat mozgassuk el igy, hogy teljesiiljon mindenhol a Steiner

pontok koriil a szogekre vonatkozo kritérium.

Az algoritmus 2/b) lépésben a Steiner pont beszirasa utan a (t,,s,) ¢l hossza nulla lesz.
Amikor a 2/a) 1épésben a szogeket vizsgaljuk, az ilyen nulla hosszisaga élekkel nem foglalko-
zunk, hiszen nem tudunk a veliik bezart szogr6l beszélni.

Nagyon fontos, hogy a méasodik lépésben, ami tulajdonképpen egy ciklus, az éleket ,mindkét
iranyba” figyelembe kell venni. Ez alatt azt értjiik, hogy ha az élt mar megvizsgéltuk tgy, hogy
az egyik végpontjat t,-nek, a masik végpontjat f,-ak tekintettiik, akkor még nem vagyunk
Jkészen” azzal az éllel. Ugy is fel kell dolgoznunk az élt, hogy a korabban t,-ként vizsgalt
végpontja most ¢, lesz, a masik pedig ¢, helyett t,. Tekintsiik példaul azt az egyszerd esetet,
hogy van harom pontunk: t1, ¢ és t3, és a minimalis feszit6fa (¢1,ts) és (t1,t3) élekbdl 4ll. Ha a
ciklusban mindkét élt t; = ¢, szereposztasban vizsgalunk meg, akkor vilagos, hogy nem vesziink
fel 4j Steiner pontot a 1épések soran. Ha azonban tgy is bekeriilnek az élek a ciklusba, hogy
to = t, vagy t3 = t,, akkor a Steiner pont beszurasaval és a megfelel§ helyre mozgatasaval
egy olyan Steiner-fat kapunk, melynek 0sszhossza kisebb, mint a kiindulasi minimélis feszitéfa
Osszhossza.

Abban az esetben, ha a minimalis feszit6fa nem egyértelmi, a kapott Steiner-fa sem lehet

egyértelmid. Hiszen méas-mas feszit6fa az algoritmus kiilonb6z6 futasat eredményezi. Attol is
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valtozhat tovabba a kapott fa alakja, hogy a masodik lépésben az éleket milyen sorrendben
tekintjiik.

Nézziik meg az algoritmus egy lehetséges lefutasat az alabbi 4 pontra: legyen t; = (0;0), ¢y =
(0;1),t3 = (1,3;1),t4 = (1,3;0). Ekkor a minimalis feszitéfa a (t1,t2), a (t2,t3), és a (t3,t4) élek-
bl all. A mésodik lépésben vizsgaljuk meg elGszor a (11, t2) élt. Azt tapasztaljuk, hogy a (¢, 1)
és a (to,t3) élek altal bezart szog 90 fok, igy az algoritmus beszirja az s; Steiner pontot ugy,
hogy koordinatai megegyezzenek a ty csics koordinataival. Ezek utan torli a (¢q,t2) és a (¢, t3)
éleket, majd felveszi az j Steiner ponthoz csatlakozo (¢, s1), (t2, s1) és (t3, s1) éleket. Hasonlo-
képpen a (t4,t3) él vizsgalatanal is azt kapjuk, hogy 0j Steiner pontot kell felvenniink, hiszen a
(t3, s1) éllel bezart szog szintén 90 fok. Ezek utan nem marad fix pontokat 6sszekots él a grafban,
a ciklus véget ér. Igy a kovetkez6 éllista alakult ki: {(t1, s1), (t2, 51), (t3, 82), (£, 52), (51, 52)}. Az
algoritmus harmadik lépésében az s; és az sy pontokat kell igy elhelyezni, hogy a belé6liik kiin-
dul6 harom-harom él egyméassal mindenhol 120 fokos szdget zarjon be. Ha ezzel készen vagyunk,
megkaptuk a kozelité Steiner-fat.

Az algoritmus els6 és masodik lépésének miiveletigénye n pont esetén O(n?) lesz a leg-
rosszabb esetben, de a gyakorlatban &ltalaban ennél sokkal gyorsabb a lefutasuk. A harmadik
lépés azonban hatékony megvalositas esetén is legaldbb annyi ideig tart, mint az elsé kettd
egyiittvéve. MATLAB programmal megvaldsitva a feladatot 100 pont esetén a futasidé ko-
riilbeliil 40 masodperc lesz, kisebb méretii problémdakra pedig par masodperc alatt végez a
program.

Az algoritmus egyszeri futdsa nem garantalja azonban, hogy a kapott faban minden szog
legalabb 120 fokos lesz. Gondoljunk a kdvetkezs esetre: vegyiink fel a sikon 6 pontot gy, hogy
koziiliik egy ,kozépen” legyen, a tobbi téle egységnyi tavolsagra gy, hogy ha 6sszekotjiik Gket
a kozépsd ponttal, akkor mindenhol 72 fokos szoget kapjunk. A minimalis feszitéfat a kiilsé
pontokat a kozépsovel Gsszekots élek alkotjak. Az algoritmus két 72 fokos szognél tud javitani,
de amikor a Steiner pontok az utolsé lépésben a helyiikre keriilnek, a kézéps6 pont koriil marad
még 120 foknal kisebb szog.

Az algoritmus hatékonységara a 2.4. fejezetben tériink majd ki, ahol a kovetkez6 szakaszban

szerepl6é névekvd optimalizalési algoritmus hatékonysagéaval fogjuk dsszehasonlitani.

2.3. Novekvé6 optimalizalasi algoritmus

Ebben a fejezetben szerepld algoritmus szintén az euklideszi sikon értelmezett minimalis
Steiner-fat kozeliti adott ponthalmaz esetén. Az eddig latott megoldasok mindegyike a mini-
malis fesztit6fabol indult ki, ez azonban egyetlen 1épésében sem hasznalja azt. Ahogyan latni

fogjuk, az alapvetd otlete, hogy hdrom pont esetén pontosan tudjuk, hogyan néz ki a minimalis
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Steiner-fa. Kezdetben tehat valaszt az algoritmus harom pontot, majd egyesével adja hozza a
tovabbi pontokat az meglévs fahoz.

Az algoritmus elsé 1épésében el kell késziteni a bemend ponthalmaz &tlagat. Ezt gy tehetjiik
meg, hogy vessziik a pontok x koordinatainak a szamtani kézepét, majd az y koordinataknak a
szamtani kdzepét. Azt a pontot nevezziik a ponthalmaz atlaganak, melynek koordinatai éppen
az imént kiszamitot értékek. Ezek utan lemérjiik az Gsszes pont tavolsagat az atlagtol, és no-
vekv sorrendbe rakjuk Sket az el6bb mért tavolsag szerint. A kovetkezd lépésben vessziik azt a
harom pontot, melyek az adtlaghoz a legkdzelebb vannak, és a Toricelli pont megszerkesztésével
elkészitjiik a minimalis Steiner-fat erre a harom pontra. Ezek utan vessziik azt a pontot, amelyik
még nem szerepel a faban és a lehet§ legkozelebb van az atlaghoz. Ezt a pontot - nevezziik t-nek
- probaljuk meg a meglévé fahoz Ggy hozzafiizni, hogy a kapott fa 6sszhossza a lehetd legkisebb
legyen. Ugy csinaljuk, hogy vesziink elszor egy élt, pontosabban annak a végpontjait. Igy a ¢
ponttal egyiitt kapunk harom pontot, amire megszerkesztjiik a minimalis Steiner-fat lokalisan.
Ezt minden lehetséges él végpontjaival megtessziik, és minden probalkozasnal kiszamitjuk a fa
Osszhosszat. Amelyik fa 6sszhossza igy a legkisebb lesz, azzal a faval folytatjuk az eljarast. Min-
den lépésben mindig a faban még nem szerepld, az atlaghoz legkozelebbi pontot fiizziik hozza
a meglévs fahoz. Ha az 0sszes ponton végigértiink, akkor a kapott fa lesz a kozelité Steiner-fa,

az algoritmus kimenete. Most is megfogalmazzuk az algoritmust forméalisan, pontosabban.
Az algoritmus:

INPUT: T = {t,ts,...t,} ponthalmaz, a fix pontoknak a halmaza.

OUTPUT: Olyan Steiner-fa, melynek 0sszhossza kozeliti a minimélis Steiner-fa 6sszhosszat.

1 1épés: Legyenek a t; pont koordinatéi x; és y;. Jeloljiik a ponthalmaz atlagat t’-vel. A t’ pont
koordinatait az alabbi képletekkel kapjuk meg: 2’ = X3 x; és ¥ = = 3" ;. Ezutan szamitsuk
ki a fix pontok tavolsagat a t’-t6l és allitsuk ket tavolsag szerinti novekvd sorrendbe. Tehat
azzal a ponttal kezd6djon a rendezett sorozat, amelyik #'-hoz a legkézelebb van. A rendezett
sorozat elemeit a korabban hasznalt jel6lést feliilirva jeloljiik ¢4, ¢, . . . t,-nel.

2. lépés: A ty,ty és t3 csicsokhoz szerkessziik meg a minimalis Steiner-fat a korabban be-
mutatott eljarassal. Hivjuk az igy kapott fat ,akutélis fanak”.

3. lépés: FOR k=4,...n DO

a) ,régi fa”:= aktudlis fa”;  legjobb fa”:= egy oo sulyt mesterséges fa.

b) A ,régi fa” minden (a,b) élére végezziik el az alabbi miiveleteket:

- Helyezziink el az (a,b) élen egy s Steiner pontot.

- Toroljiik az (a,b) élt.

- Vegyiik fel az (a, s), (b, s) és (tx, s) éleket.

22



- Mozgassuk el az s pontot a sikon gy, hogy éppen az a, b és t; pontokhoz tartozo Toricelli
pont helyére keriiljon.

- Ha az igy kapott fa 6szhossza kisebb, mint a ,legjobb fa” 6sszhossza, akkor legyen a ,legjobb
fa” az imént megszerkesztett fa.

c¢) Legyen az ,aktualis fa” a ,legjobb fa”.

4. lépés: Legyen az algoritmus kimenete az ,,aktuélis fa”.

Vizsgaljuk meg az el6bbi algoritmusnal is latott négy pont esetét. Legyen tehat ¢, =
(0,0),t2 = (0,1),t3 = (1,3;1) és t, = (1,3;0). Mivel a négy pont egy téglalapot alkot, az atlaguk
mindegyiktél egyforma tavolsagra lesz. Igy az elsé harom csticsot tetszés szerint valaszthatjuk,
legyenek ezek példéul a ti,t5 és t3 pontok. Ehhez a harom ponthoz megszerkesztjiik a Tori-
celli pontot (s1) és elkészitjiik a minimalis Steiner-fat. Ezutan minddssze egyszer fut majd le a
harmadik 1épésben szerepls ciklus, mégpedig t4-re. Az esetek végiggondolasaval kénnyen kap-
juk, hogy a legkisebb &sszhossza fat akkor tudjuk megszerkeszetni, amikor a (t3,s;) élre fut
a ciklusmag. Az 0jabb sy Steiner pont igy a t3, s és t4 csticsokkal lesz Osszekotve. Ekkor so
természetesen az sq,t3 és ty pontokhoz tartozoé Toricelli pont is egyben.

Minden 1j cstics hozzdadéasakor egy élt torliink a korabbi fabol és harom 1j élt adunk hozz4,
igy minden 1épésben kettGével novekszik az élszam. Az algoritmus harmadik 1épésében a ciklus
annyiszor fut le, ahany éle van az aktualis fanak. Igy el§szor haromszor, majd 6tszor, hétszer,
a legutolso alkalommal pedig 2n — 5-szor, ha n-nel jeloljiik a fix pontok szaméat. Minden lefutés
soran az algoritmus megszerkeszti a Toricelli pontot, Osszekoti a megfelel§ csiicsokkal, és meg-
hatarozza az igy kapott fa osszhosszat. Nevezziik ezt lokéalis optimalizalo eljarasnak. Osszesen
tehdt 3+5+...+2n—5 = (n—3)2%=2 = (n—3)(n—1)-szor hivja meg a program ezt az eljarast,
igy az algoritmus futasideje megegyezik 0(n?)-szer a lokalis optimalizalo eljaras futasidejével.
A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy ha Matlab programmal teszteljiik az algoritmust, akkor 10

pont esetén atlagosan 10 perc, 40 pont esetén 3 6ra, 100 pont esetén pedig 1 nap a futasidé.

2.4. Teszt eredmények

Tekintsiink néhany ponthalmazt, és futtassuk le rajtuk elGszér a Steiner pontot beszird
(SPB) algoritmust, majd a novekvs optimalizalasi (NO) algoritmust. Mindkét megvalositasnak
megvannak a maga elényei és hatranyai egyarant. Altalanossagban azt tudjuk mondani, hogy
az SPB algoritmus mindig sokkal gyorsabb, de a legtobb esetben az NO algoritmus adja a
jobb kozelitést. Ugyanakkor nagy méretii, véletlenszertien generalt ponthalmaz esetén az utobbi
nem tudja jobban megkozeliteni a minimélis Steiner-fat, mint az el6bbi gyorsabb algoritmus.

A kovetkezd szakaszban néhany konkrét példan keresztiil vizsgiljuk meg a két kozelitést.
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2.2. abra. Az SPB és az NO algoritmus kimenete az els§ példara

El6szor vegyiink fel kilenc pontot a sikon tgy, hogy harmasaval egy-egy kicsi haromszoget
alkossanak, és minden csoportbél egy pontot kivéve egy nagy haromszoget kapjunk. Ahogyan
a 2.2/a) abran is latjuk, az SPB algoritmus hidba készit el egy olyan fat, ahol minden szog
legalabb 120 fokos, nem talélja meg a nagy haromszog kézepén 1évs Steiner pontot. Igy az NO
algoritmus (2.2/b) abra), amely ezt megtalalja, sokkal jobb kozelitést ad. Szamszeriisitve ez azt
jelenti, hogy a minimalis feszit6fa osszhosszahoz képest az SPB algoritmus 3,4% -os javitast tud
elérni, mig az NO algoritmus 7,9%-osat. Az NO algoritmus valojaban a minimalis Steiner-fat
adja ebben az esetben.

A kovetkezs példaban az el6bbihez hasonlo esetet vizsgalunk, melyet a 2.3-as abra szemléltet.
Osszesen 40 pontunk van négy tizes csoportban, és a csoportok egy négyzet négy sarkiaban
helyezkednek el. Az SPB kozelitG Steiner-fara ismét teljesiil, hogy minden szog legalabb 120
fokos. Ugyanakkor az algoritmus nem ismeri fel a ponthalmaz meghatiroz6 szerkezetét, azt,
hogy a pontok egy négyzetet rajzolnak ki. Az NO eljaras megtalalja és beszurja a két Steiner
pontot a nagy négyzet kdzepére, ahogyan azt a négy pont eseténél korabban lathattuk. Ezzel
5,4%-kal csokkenti a fa hosszat a minimalis feszitGfa hosszdhoz képest, mig az SPB algoritmus
csak 0,7%-kal tudja csokkenteni. Fontos azonban kiemelni, hogy az SPB algoritmus futéasideje
néhany méasodperc volt, ellenben az NO algoritmus harom 6ran keresztiil dolgozott.

A harmadik bemutatott példa Chung és Graham ,létra” tesztje n=10 pontra. A minimélis
Steiner fat a 2.4/a) abra mutatja. Az SPB algoritmus a minimalis feszit6fa 6sszhosszat 3,0%-kal
csokkenti (2.4/b) &dbra), az NO algoritmus 5,2%-kal (2.4/c) abra). A minimalis Steiner-fa hossza
7,3%-kal kevesebb, mint a minimalis feszitéfa hossza.

A 2.5-6s dbran lathato negyedik és egyben utolsé példankban 40 pont szerepel, melyeket
véletlenszertien vesziink fel egy 10 x 10-es négyzetben. A tapasztalat az, hogy az NO algoritmus
nem ad sokkal jobb kozelitést, mint az SPB algoritmus. Az tehat az NO algoritmus legna-
gyobb hatranya, hogy véletlenszeri esetekben, noha a futasideje sokkal hosszabb, mint az SPB

algoritmusé, nem tud lényegesen jobb kozelitést nyijtani.
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2.4. abra. A minimaélis Steiner-fa, valamint az SPB és NO algoritmusok kimenetei a harmadik

példara

2.5. 4bra. Az SPB algoritmus kimenete a negyedik, véletlenszerd esetre
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3. fejezet

A taxi probléma

A szakdolgozat utolsé fejezetében térjiink ki a Steiner-fa probléma harmadik véltozatara,
amit taxi probléméanak vagy Manhattan probléméanak szoktak hivni. Manhattan utcai olyanok,
hogy két utca egymassal pahuzamos vagy egymasra meréleges, és az utcak kelet-nyugati vagy
észak-déli irdnyuak. Ha tehat az egyik saroktol el szeretnénk jutni egy masik sarokig, akkor
azt ugy tehetjiik meg, hogy elGszor példaul kelet vagy nyugat irdnyaba indulunk tati célunknak
megfelelGen, majd észak vagy dél felé folytatjuk az utunkat. Ha a két sarkot egy-egy pontnak
feleltetjiik meg a sikon, akkor az el6bbi séta hossza a két pont tavolsdganak felel meg a kovetkezs
értelemben: két pont tavolsagan az x és y koordinataik kiilonbségének Osszegét értjiik. Ha tehat
a két pont a = (x1,y1) és b = (x2,y2), akkor a tavolsaguk: dist(a,b) = |z1 — 2|+ |y1 —y2|. A taxi
probléma pontoknak egy halmazabol indul ki, melyek a koordinataikkal vannak megadva. FEzt a
ponthalmazt a tovabbiakban jeloljik P-vel. A feladat az, hogy egy olyan fat keressiink, melynek
a P-ben szerepl6 pontok csicsai. A fa egy éle két pontot Osszekots vizszintes és fiiggSleges
szakaszok olyan valtakozo sorozata lehet, melynek hossza éppen a két cstics tavolsagaval egyezik
meg. A fa egy élének hossza tehat a két végpontjanak a tavolsaga. A cél az, hogy a lehetd
legrévidebb 6sszhosszu fat adjuk meg. Ebben a formaban a feladat nem més, mint minimalis
feszitofa keresése. Ha azonban tovabbi pontokat vehetiink fel a sikon, melyeket a fa cstcsaiként
felhasznalhatunk, akkor az Gj ponthalmaz minimélis feszit6fajanak 6sszhossza kisebb lehet, mint
az eredeti ponthalmaz minimalis feszit6fajaé. Az igy hozzdadott pontokat Steiner pontoknak
nevezziik, és a bel6liik 4116 halmazt S-sel jeldljiik. Steiner-fAnak hivjuk azt a minimalis feszit&fat,
melynek csiicsai a P U S halmaz elemei, minimalis Steiner-fAinak pedig az &sszes lehetséges

Steiner-fa koziil a legkisebb Gsszhosszit.
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3.1. abra. Hanan tétele: Van olyan minimélis Steiner-fa, melynek Steiner pontjai a Hanan racs

pontjai koziil keriilnek ki

3.1. Torténelmi attekintés

A kovetkezo alfejezetek Gabriel Robins és Alexander Zelikovsky cikkére épiilnek [6]. A taxi
probléma, vagy méas néven Manhattan probléma kutatasanak, a kozelitd algoritmusok fejlodé-
sének tobb mérfoldkéve volt. Most ezek koziil emlitek meg néhanyat. Hanan 1966-ban megmu-
tatta, hogy tetszéleges P halmaz esetén van olyan minimélis Steiner-fa, melynek Steiner pontja
az eredeti pontokon keresztiil hizott vizszintes és fiigg6leges vonalak metszéspontjai koziil ke-
riilnek ki. A matematikus emlékére ezeket a pontokat a Hanan racs pontjainak hivjuk. A 3.1/a)
abran a Hanan racsot lathatjuk, a 3.1/b) abrén pedig az adott 4 ponthoz tartozé minimalis
Steiner-fat, ahol a Steiner pontok valéban racspontok. A késGbbiekben bemutatott ismételt
1-Steiner pontot besziré algoritmus is ezekkel a metszéspontokkal dolgozik.

Annak eldontése, hogy adott ponthalmaz esetén tetszéleges k szamhoz létezik-e olyan Steiner-
fa, melynek Osszhossza legfeljebb k, NP-teljes probléma, ha a Steiner pontokat a Hanan racs
pontjai koziil valasztjuk ki. Ezt Garey és Johnson bizonyitotta 1976-ban, és a tényt roviden ugy
fogalmazzuk meg, hogy a taxi probléma NP-teljes feladat.

Jelolje cost(MST(P)) a P cstcshalmazhoz tartozo minimalis feszitGfa dsszhosszat, a P-hez
tartozo minimalis Steiner-fa 6sszhosszat pedig cost(SMT(P)). Hwang 1976-ban belatta, hogy

cost(MST(P)) < 3

cost(SMT(P)) — 2
tetszbleges P ponthalmaz esetén. Ebbdl az is kovetkezik, hogy barmely algoritmus esetén, amely

a minimalis feszitéfa jol kozeliti a minimalis Steiner-fat, egészen pontosan

a minimalis feszit&fabol indul ki, és valamilyen Otlettel annak az 6sszhosszat csokkenti, a kozelitd
Steiner-fa Gsszhosszanak és a minimélis Steiner-fa 6sszhosszanak az arany legfeljebb 3/2 lehet.
Ez a fels6 korlat a kezdeti ponthalmaztol és minden més paramétertol fiiggetlen, jol kezelhetd
érték, egy konstans. Eppen ezért a kozelit6 algoritmusok kedvelt elsG lépése a minimalis feszitéta
keresés.

Hossza éveken at nyitott kérdésnek szamitott, hogy létezik-e olyan megoldas, ahol a kozelitd
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és a minimalis Steiner-fa aranya tetszéleges kezdeti ponthalmaz esetén szigorian kisebb, mint
3/2. Ezt az aranyt a kozelités mértékének szokas nevezni. Ha tetsz6legesen sok ponthalmaz-
ra egymas utan elvégezziik az algoritmus lépéseit, és kiszamitjuk minden esetben a kozelités
mértékét, akkor ezeknek az atlagat véve megkapjuk az tgynevezett atlagos kozelitést. A ta-
pasztalat azt mutatta, hogy a minimalis Steiner-fat kozelit algoritmusok mind hasonl6 atlagos
kozelitéssel dolgoznak. Ezért a masik f6 torekvés olyan algoritmus megirasara irdnyult, amely
az atlagos kozelitést tudja javitani. Véletlenszerd, egyenletes ponthalmaz esetén a minimalis
feszitéfa hosszat 7 — 9%-kal tudtak javitani az algoritmusok. 1990-ben Kahng és Robins [7]
mutatta meg, hogy barmely moho, a minimalis Steiner-fabol kiindulé kozelitd algoritmus ese-
tén a kozelités mértéke legrosszabb esetben tetszélegesen kozel lehet 3/2-hez. Azaz megadhato
olyan csticshalmaz, mely estén az algoritmus nem tud javitani a minimélis feszitéfan, igy az
Osszhosszat sem tudja csokkenteni. Ebbé&l az adodik, hogy nincs arra esély, hogy a minimalis
feszit6tabol kiindulo alogritmusoknal a kozelités mértéke 3/2-nél kisebb legyen.

1992-ben Zelikovsky olyan kozelit§ algoritmust mutatott be a taxi problémara, ahol a ko-
zelits és a minimalis Steiner-fa aranya legfeljebb 11/8 lehet. Ezzel egytuttal azt is bizonyitotta,
hogy 1étezik olyan polinom id6ben futé algoritmus, ahol a kozelités mértéke hatarozottan ki-
sebb, mint 3/2. Az imént latottak miatt a tudomény elfordult a minimalis feszit6fabol kiindulo
algoritmusoktol, és 4j utakat kezdett el keresni. Az els§ eredmény Kahng és Robins nevéhez
fiiz6dik, 6k publikiltak a kovetkezd fejezetben bemutatott ismételt 1-Steiner pontot beszird al-
goritmust. A megoldéas egyszert, konnyen érthet6 és implementélhato, tovabba altalanosithaté

tobb dimenzios esetre és grafokra is.

3.2. Az ismételt 1-Steiner pontot besziir6 algoritmus

Az ismételt 1-Steiner pontot besztrd algoritmus a taxi problémara ad egy olyan Steiner-fat,
melynek 6sszhossza kozeliti a minimalis Steiner-fa 6sszhosszat. Az algoritmusra a késébbiekben
az egyszertiség kedvéért 11S algoritmusként fogunk hivatkozni. Mindenekel6tt egy 1j fogalom
bevezetésére lesz sziikségiink. Legyen X csticsoknak egy halmaza. Ekkor MST(X) jelolje azt
a minimalis feszitGfat, melynek cstcsai X elemei, 6sszhossza pedig legyen cost(MST(X)). Az

algoritmus lényegében az alabbi fogalomra épiil:
AMST(A, B) = cost(MST(A)) — cost(MST(AU B)), ahol A és B csicsoknak a halmaza.

AMST(A, B) tehat azt méri, hogy mennyivel né vagy csokken a minimélis feszitdfa 6sszhossza,
ha nem csak az A-beli, hanem az A U B-beli csiicsoknak keressiik a minimaélis feszit6fajat.
Az I1S algoritmus bemenetként megkapja a P csticshalmazt. Hizzunk minden P-beli cst-

cson keresztiil egy-egy vizszintes és fliggbleges vonalat. Az igy kapott metszéspontok lesznek
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a Steiner pont jeloltjeink, jeloljiik a belsliik 4ll6 halmazt H(P)-vel. Egy x € H(P) pontot a
P-hez tartoz6 1-Steiner pontnak neveziink, ha az alabbi két feltételt teljesiti. Az elsd feltétel
az, hogy AMST(P,{z}) > 0 legyen, azaz az x pont hozzavételével a minimalis feszit6fa sulyat
csOkkenteni tudjuk. A mésodik kritérium pedig, hogy AMST(P,{z}) > AMST(P,{y}) legyen
minden y € H(P)-re, azaz a AMST(P,{.}) mennyiség x-ben vegye fel a maximumat. Ez azt
jelenti, hogy az x csics valasztasaval tudjuk éppen a legnagyobb mértékben csdkkenteni a mini-
malis feszitéfa Osszhosszat. Az I1S algoritmus tehat az adott P halmazbol indul ki. Kezdetben
a Steiner pontok halmaza iires, azaz S = (). Minden 1épésben egy Steiner pontot adunk a graf-
hoz, mégpedig az aktualis ponthalmazhoz tartozo 1-Steiner pontot. Az aktualis ponthalmaz az
eredeti csiicsokat és az algoritmus korabbi lépéseiben hozzaadott Steiner pontokat jelenti. Az
1-Steiner pont beszirasa azt eredményezi, hogy minden lépésben a lehetd legtobbel csokkentjiik
a feszit6fa Osszhosszéat. A lépéseket addig ismételjiik, amig tudunk csdkkenteni, azaz talalunk az
adott ponthalmazhoz 1-Steiner pontot. Ha ilyet mar nem taladlunk, akkor az algoritmus véget
ér, a kimenete pedig az éppen aktualis ponthalmaz minimélis feszitéfaja lesz.

Most pedig vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk egy Steiner pont fokszamérol. A fokszam
nem lehet egy, mivel ha az egyfoki Steiner pontot és a belgle indulé élt toroljiik, akkor biztosan
csokkentjiik a fa 6sszhosszat. Ha egy kettd fokt Steiner pontot elhagyunk a gratbol, akkor a
Steiner pontbdl kiindulé két él végpontjait Gsszekots élt kapunk, amely a Steiner ponton ke-
resztiil haladt. Azaz az igy elhelyezett Steiner pont semmivel sem csokkentette a fa hosszat.
(S6t, még az is elképzelhetd, hogy novelte.) Igy azt kapjuk, hogy minden Steiner pont fokszama,
legaldbb harom. Az euklideszi Steiner-fa probléma cimi fejezetben mér megmutattuk, hogy
ekkor |P| = n esetén a minimaélis Steiner-faban a Steiner pontok szama legfeljebb n — 2 lehet.
Azonban eléfordulhat, hogy az I1S algoritmus t6bb, mint (n — 2)-sz6r tudja csokkenteni a mi-
nimalis feszit6fa hosszat Steiner pont hozzdadéasaval. Ezért minden iterdcidoban vizsgaljuk meg,
hogy a Steiner pontokbo6l hany él indul ki az aktualis feszit6faban, és t6toljiikk azokat, melyek
fokszama legfeljebb ketts. A kozelitd algoritmus a korabbi jeldléseket megtartva formalisan a

kovetkezSképpen néz ki:
Az I1S algoritmus:

INPUT: P ponthalmaz

OUTPUT: Olyan Steiner-fa, melynek 0sszhossza kozeliti a minimélis Steiner-fa 6sszhosszat.

1. lépés: S := 1)

2. lépés: Amig M :={x € H(PUS)|AMST(PUS,{z}) > 0} #0,

- Keressiik meg azt az © € M pontot, mely AMST (P U S, {.})-t maximalizalja.
-S:=SU{z}
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o] 1 l
(b) (c)
(d) (e)

3.2. abra. Az I1S algoritmus miikodése 4 pont esetén

- Toroljiik azokat a csticsokat S-bol, melyek fokszama legfeljebb ketté M ST (P U S)-ben.
3. lépés: Az algoritmus kimenete: MST(P U S).

A 3.2 abra az I1S algoritmus miikodését szemlélteti. Az a) dbra a bemenetként kapott 4
pont minimalis feszit6fajat mutatja. Ezutan az algoritmus harom Steiner pontot szir be, ezeket
ab), ¢) és d) abrakon s6tét pontok jelzik. A korabbi megallapitas szerint azonban 4 pont esetén
a minimélis Steiner-fAban a Steiner pontok szama legfeljebb 2 lehet. Az egyik Steiner pont
fokszama kett lesz, igy torolhetjiik. Ezt az e) dbra is mutatja. Tehat az algoritmus kimenete
olyan kozelité Steiner-fa lesz, melynek ketté Steiner pontja van.

Nézziik meg, hogy hany miveletre van sziikségiink egy darab 1-Steiner pont megtalalasa-
hoz. A Steiner pont jelsltek szama minden iteréci6 soran O(n?), és minden z jeldlt esetén meg
kell hatarozni a PUS U {z} halmaz minimalis feszit6fajat, majd kiszamitani az 6sszhosszat. A
|PUS|+ 1 mennyiség n-nek lineéris fiiggvénye, ezért a minimélis feszitGfa keresés miiveletigénye
a Kruskal algoritmussal O(nlogn), igy O(n?) cstics esetén ez O(nlogn)-es futésid6t eredmé-
nyez. Emiatt egy darab 1-Steiner pont megtalalasanak mtveletigénye O(n®logn) lesz. A Steiner
pontok szdma n-ben linearis, igy az [1S algoritmus futéasideje O(n*logn). Mivel egy-egy Steiner
pont jelolthoz szerkesztett minimalis feszitGfak kozott sokszor nagyon kicsi az eltérés, kidol-
gozhatok olyan modszerek, melyek ezt felhaznalva az algoritmus futasidejét jelentGs mértékben
csOkkentik.

A gyakorlatban véletleniil egyenletesen generdlt ponthalmaz esetén az iteraci6é atlagosan
n/2-szer fut le mindossze. Tovabba az is igaz, hogy az I1S algoritmus legfeljebb 4 pont esetén
a minimalis Steiner-fat adja. Ez a kijelentés kozel sem trivialis, méas kozelit6 algoritmusok mar

4 pont esetén sem tudjdk mindig a minimalis Steiner-fat meghatarozni.
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3.3. A tobb 1-Steiner pontot beszir6 valtozat

Az T1S algoritmus esetén azt allapitottuk meg, hogy egy darab 1-Steiner pont megtalala-
sanak a futasideje O(n®logn) lesz. Mas modszereket hasznalva, melyekre nem tériink ki, ez
valojaban O(n?) mivelettel is megvalosithato. Ennek ellenére a feladat implementdlasa nem
egyszerl, a szamitoégépnek geomteriai szempontbol bonyolult munkat kell végeznie. Ez moti-
véalta a kdvetkez6 szakaszban bemutatott tobb 1-Steiner pontot besziré valtozat 1étrejottét. Ez
a valtozat az 1-Steiner pontok keresésének szamét csokkenti gy, hogy egy 1épésben nem csak
egy darab 1-Steiner pontot ad a grathoz, hanem annyi "fliggetlent", amennyit csak lehet. Azt,
hogy mit jelent, hogy két 1-Steiner pont fiiggetlen, révidesen definialni fogjuk.

A t6bb 1-Steiner pontot besztro (tovabbiakben T1S) algoritmus szintén a P ponthalmaz-
bol indul ki. A Steiner pontok halmazat jeloljiik S-sel. A P csticshalmazhoz elkésziti a H(P)
halmazt, amely tovibbra is a Hanan-racs pontjaibol, azaz a Steiner pont jeloltekbdl all. Ezutan
minden z € H(P) csiucshoz kiszamitja a AMST(P,{z}) értéket. Ha ez porzitiv, akkor z-et
1-Steiner pontnak hivjuk. Legyen z,y € H(P). Ekkor azt mondjuk, hogy x és y fiiggetlenek,
ha

AMST(P, {z}) + AMST(P,{y}) < AMST(P,{z,y}),

azaz atrendezve:

AMST(P, {z}) < AMST(P, {x,y}) — AMST(P, {y}).

Ezt agy is megfogalmazhatjuk, hogy = hozzdadasa legaldbb annyival tudja csokkenteni a fa
Osszhosszat akkor, amikor a P halmazhoz az y pontot mar hozzdadtuk, mint amikor y-t még
nem adtuk P-hez. Mivel x és y szerepe felcserélhets, ugyanez nyilvan elmondhaté y-rol is.
T6bb pont esetére altalanositsuk a fogalmat ugy, hogy egy z € H(P) csucs fiiggetlen az S
halmaztol, ha AMST(PUS,{z}) > AMST(P,{z}). A T1S algoritmus minden iteracié soran
moh6 modon a lehet6 legtobb 1-Steiner pontot adja a Steiner pontok halmazihoz tgy, hogy az
ujonnan hozzaadott pont az aktudlis S halmaztol fiiggetlen. Kezdetben S legyen az iires halmaz.
Elgszor az algoritmus kivilasztja azt az 1-Steiner pontot, melyre AM ST (P, {.}) maximalis, és
a Steiner pontok halmazahoz adja. Utana AM ST (P, {.}) szerinti csokkend sorrendben halad az
1-Steiner pontokon, és ha S-t6l fiiggetlent talal, akkor az szintén Steiner pont lesz. Tehat minden
ilyen alkalommal az S halmaz egy elemmel béviil. Ha az 1-Steiner pontokon végigér a ciklus,
akkor a P halmazt kell frissiteni az S-beli pontok hozzdadasaval. Ezutan az j P halmazhoz
készitsiik el a H(P) halmazt, és ismételjiik az imént leirtakat. Az algoritmus akkor all le,
amikor nem talal tobb 1-Steiner pontot. Most pedig fogalmazzuk meg pontosan az algoritmus

miikddését.
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A T1S algoritmus:

INPUT: P ponthalmaz

OUTPUT: Olyan Steiner-fa, melynek 6sszhossza kozeliti a minimélis Steiner-fa 6sszhosszat.

1. lépés: S =1

2. lépés: Amig T = {x € H(P)|[AMST(P,{z}) > 0} # 0,

-S =10

- Menjiink végig T elemein AM ST szerinti cs6kkend sorrendben, és ha AMST(PUS, {z}) >
AMST(P,{z}), akkor S := SU{z}

-P:=PUS

- Toroljiik azokat a cstcsokat P-bdl, melyek fokszama legfeljebb ketts M ST (P)-ben.

3. lépés: Az algoritmus kimenete: MST(P).

A tapasztalat azt mutatja, hogy a pontok szamanak névelésével nagyon lassan né az iteraciok
szama. Példaul egy 300 pontos input esetén atlagosan 2,5 iteraciora van sziikség, és soha nem
fordult el6 még olyan, hogy 5 ismétlésnél tobb kellett volna. Az algoritmus altal végzett, a
minimalis feszitéfa Osszhosszdhoz viszonyitott javitas legalabb 95%-a az els6 iteracié soran
torténik, mig az elsé két iteracio soran a javitds 99%-a. A T1S algoritmus altal a grafhoz
hozzéadott Steiner pontok atlagos szdma a bemené ponthalmaz linearis fiiggvénye, jellemzGen
kevesebb, mint a pontok szamanak a fele.

Az I1S és a T1S algoritmusok hasonlé atlagos kozelitéssel dolgoznak, a minimalis feszitéfa
hosszat koriilbeliil 11%-kal csokkentik. A kozelitd Steiner-fa hossza igy a minimalis Steiner-fa
hosszatol altalaban mindossze 0,5%-kal tér el. S6t, 8 pont esetén a kimenetek 90%-a, 15 pont

esetén a fele, 30 pont esetén pedig a negyede maga a minimalis Steiner-fa lesz.
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