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1. fejezet
Bevezetés

Adattarolas terén mindig fontos szempont az, hogy meghibasodas, példaul egy CD
megkarcolodésa esetén is visszanyerheté maradjon az adatunk. Ennek legegyszertibb
modja az adat tobbszori eltarolasa, de mar szamos kodolasi technika létezik, melyek
elénye tobbek kozott az, hogy kevesebb helyet foglal, és meghibdsodas esetén mégis
elérheté marad az adat.

Ha nagy mennyiségii adatot kell tarolnunk, eléfordulhat, hogy egy lemez méar nem
elég, ilyenkor van sziikség tobblemezes tarolasi modszerekre. Erdemes megemliteni
a RAID (Redundant Array of Independent Disks - fiiggetlen lemezek redundéns
tombje) technologiat, mely a leginkabb elterjedt tarolasi modszer, amiben az adatokat
tobb lemezen taroljuk, melyeken nemcsak az adatok vannak, hanem néhény lemezen
a hibajavito kod talalhato.

Ha a lemezek, amelyeken az adatot taroljuk, kiilon tarolopontokba témoriilnek,
amelyeket egy halozat kot Gssze, a rendszert halozati adattarold rendszernek nevezziik
(Networked Distributed Storage System - tovabbiakban NDSS). Egy ilyen rendszer-
ben gyakran el6fordul, hogy néhany tarolopont nem elérhets, akar a halozat vagy
taroloeszkozok meghibasodasa, akar a P2P (peer-to-peer, azaz kézvetleniil egyméssal
kommunikald) halézatokban a felhasznélo altal mikodtetett tarolopontok ideiglenes
vagy végleges megsziintetése miatt. Eppen ezért fontos a nagy adattarolé rendsze-
rekben, hogy bizonyos szamu eszkoz kimaradésa esetén is elérheték maradjanak az
adatok. Ezt sokaig szintén csak tobbszori eltaroléssal oldottak meg, de a fentebb
emlitett kodolasi technikakkal és még egyéb modszerek segitségével jobb eredményeket
is elérhetiink. Az egy helyen tarolt adatokhoz képest méasok az optimalis kodolasi
modszerek, mivel masok a céljaink.

Szakdolgozatom soran azt mutatom be, hogy mivel el6fordulhat tarolépontok

megsziinése, az ezt kovetd javitds miatt milyen korlatok és osszefliggések adhatok a fajl



méretére, a tarolopont kapacitasira, és a tarolopontok kozotti adatatvitel méretére.
Specialis esetként kiilon vizsgalom tobb tarolopont egyideji meghibdsodasat, azt az
esetet, ha a javitds soran az 1j tarolépont nem csak megadott szamu taroloponttal
kommunikélhat, illetve azt, amikor a tarolopontok kapacitasa nem egyforma. Ezen
tul foglalkozom még rétegelt videdfajlok eltarolasaval oly moédon, hogy az adott

kapacitas mellett minél tobb felhasznald szamara elérhets legyen.



2. fejezet

Kodelmeéleti alapfogalmak

Ahhoz, hogy a halozati adattarolé rendszerek mitikodését megértsiik, tisztdban
kell lenniink a kodelmélet alapfogalmaival. Ehhez a |7] kényvet vessziik alapul. Egy
elkodoland6 szot k hosszu sorvektorként abrézolunk, elemei az A abécé bettii, mely
abécé q elembdl all. A kédolas folyamata egy ¢ fiiggvény, mely az elkédolandé szavak
halmazarol (A*) a C € A" kodszavak halmazéra képez. Ha ez a fiiggvény injektiv,
akkor a kodoléas altal meghatéarozott kod egyértelmiien dekédolhatoé, kiilonben

veszteséges. A tovabbiakban csak egyértelmtien dekddolhato kdédokkal foglalkozunk.

1. Definici6. Két sz6 Hamming-tavolsagan azon helyek szaméat értjiik, ahol a két
sz0 kiilonbozik. Egy kod Hamming-tavolsaga a kodszavak Hamming-tavolsagainak

minimuma, ezt a tovabbiakban dist-tel jeloljiik.

2. Definici6. Egy kod t-hibajelzs, ha barmely kodszot legfeljebb ¢ helyen meg-
valtoztatva a kapott vektor nem lehet kodszo. Tehat egy kod pontosan t-hibajelzg,
ha t = dist — 1. Egy kod t-hibajavito, ha barmely két kiillonbo6z6 kodszo esetén

mindkettét ¢-t darab helyen megvéltoztatva a kapott vektor nem lehet ugyanaz. Egy

distflj

kod pontosan t-hibajavito, ha t = L 5

A tovabbiakban linearis k6dokat fogunk hasznalni, melynek abécéje egy IF, véges
test, és  egy lineéris leképezés, amit tekinthetiink egy G' n x k-as, k rangt matrixszal
valo szorzéasnak is. Ezt a G matrixot nevezziik a kod generatorméatrixanak. Ekkor
a C az ) k-dimenzids linedris altere. Ezeket a kodokat (n, k) paraméterti kodoknak

nevezzuk.

3. Definici6. Egy sz6 stlya a 0-t6l kiilonboz6 jegyek szama. Egy kod silya a

nemnulla kodszavak silyanak minimuma, melynek jelolése a tovabbiakban w.
Linearis kodoknél a tavolsag és a sily megegyezik.
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4. Tétel (Singleton-korlat). Adott C' C Iy linedris kodra dist < n —k + 1. Ha
ez eqyenldséggel teljesiil, akkor a kodot MDS-kodnak, azaz maximalis tavolsdgu

szepardbilis kodnak nevezziik.

Jeloljiik m-mel azt a legnagyobb szadmot, amire G-nek van olyan m darab sora,
hogy az altaluk meghatarozott részméatrix oszlopai 6sszefiiggék (kevesebb, mint k
a rangjuk). Tudjuk, hogy m > k — 1, illetve hogy n — m > dist. Tehat ha a kod
MDS-kod, akkor n — (n — k+1) > m > k — 1, azaz m = k — 1, vagyis ha legalabb k

sort valasztunk ki, akkor mér azok rangja k.

5. Tétel (Hamming-korlat). Adott C C Y linedris kddra

n

q

dist—1

S @) - 1

Ha ez eqyenldséggel teljestil, akkor a kodot perfekt kodnak nevezziik.

IOl <

Legyen most az o az [, véges test egy olyan nemnulla eleme, melynek multiplikativ
rendje n és 0 < k < n. Ekkor az o’ (i = 1,...,n) elemek paronként kiilonboznek, és

n—1

ezek a gyokei az (2" — 1) € F,[z] polinomnak. Tehat 2™ — 1 = [/, (z — o). Legyen
m=n—k,és g=1[",(x —a), ez egy m-edfoki osztoja 2™ — 1-nek.

Legyen ekkor C' = {ag : a € F [z], deg(a) < k}, ezt nevezziik az a altal generalt
Reed-Solomon-kédnak, melynek generatorpolinoma a g. A kodszavak azon ¢ € C,
melyre minden ¢ = 1,...,m-re ¢(a') = 0. Ennek a kodnak a minimalis tavolsiga

m+1=mn—k-+1, és egyenlGséggel teljesiil ra a Singleton-korlat, azaz MDS-kod.



3. fejezet
Javitas

A kovetkezdkben azt vizsgaljuk, hogy ha az NDSS bizonyos tarolopontjai meghibé-

sodnak, akkor hogyan érdemes a javitasukat megoldani Gj tarolopontok létrehozasaval.

6. Definici6. A NDSS egy fajltarolasi rendszer, amely egy M részre feldarabolt
fajl eltarolasara n tarolopontot hasznal fel, melyekben egyenként a részt tarolunk,
oly médon, hogy barmely k tarolopontbdl letoltott adatok segitségével vissza tudjuk

allitani az eredeti fajlt.

Hogy az adatok eltérolasa és visszadllitdsa pontosan milyen kodolas segitségével
torténhet, arrdl a fejezet 3.4. részében lesz sz6.
Egy tarolopontot aktivnak neveziink, ha elérhets, inaktivnak, ha meghibasodas

vagy mas ok miatt nem elérhetd.

7. Definicié. A javitas ¢t darab tarolopont egyidej inaktivva valasa esetén a
kovetkezSképpen torténik: ¢ darab 1j tarolopontot készitiink, egy 1j tarolépont d > k
segits taroloponttal 1ép kapcsolatba, majd tarolopontonként S adatot tolt le beldle,
és (3 adatot tolt le minden mas 4 ponttol, gy, hogy mindezen adatok letoltése utéan
az 1j tarolopontokkal egyiitt az NDSS tjra megfeleljen a definiciénak. A javités soran
egy Uj tarolopont altal a tobbitdl letoltott adat mennyisége v = df + (t — 1)5', ezt a

tovabbiakban adatforgalomnak nevezziik.
A javitast illetGen megkiilonboztetiink funckionélis és egzakt javitast.

8. Definicié. Az egzakt javitas utan az NDSS 1) tarolopontjai megfeleltetheték
a régieknek, és egy 1j tarolopontban pontosan ugyanazok az adatok lesznek, mint
a régiben voltak. A funkcionalis javitas soran csak az NDSS definicié szerinti
tulajdonsagait allitjuk vissza, az j pontokban 1év6 adatok lehet, hogy nem lesznek

pont ugyanazok, mint a régi pontokban lévsk voltak.



Ay As AL+ As Ay + As
Ay Ay Ay + Ay A+ Ay + Ay

3.1. abra. A meghibésodéas el6tti NDSS

A két javitas kozotti kiillonbségek megértéséhez nézziik az alabbi egyszeri példat!
Egy tarolopont 2 részt tarol el, és a négy részbdl allo A = (Ay, Ay, A3, Ay) fajlt
akarjuk eltarolni 4 taroloponton ugy, hogy barmely 2 tarolopontbol visszaallithato
legyen a fajl. A darabok a 3.1. tablazat szerint vannak elosztva.

Ekkor az els6 tarolopont meghibdsodasa esetén az 14j tarolopont a harom régi
taroloponttol tolt le adatokat. Egzakt javitas esetén mindharom taroloponttol az
elsé sorban szerepld részt tolti le, majd az A; + Asz-bol és az Ay + Az-bol kivonja
As-at, igy vissza tudja allitani az eredeti Aj-et és As-t. Funkcionalis javitas esetén
pedig példaul az As-et, A; + Az-at és Ay + As-at tolti le, és hozzaadja az As-et a
masik kett6hoz. Igy egy (A + As + Ay, Ay + As + Ay)-et tarold pontot hoz létre, de
ez ugyanugy helyreéllitja az NDSS-t.

Hogy a javitas utén helyreéllt-e az NDSS definicio szerint, egy-egy adatgytjtovel
ellendrizziik, amely k darab aktiv taroloponthoz kapcsolodik, és onnan minden adatot
letolt, és ebbdl visszaallitja a fajlt. Mivel n darab aktiv tarolépont van Gsszesen, ezért
(Z) darab adatgytjtével tudjuk leellendrizni.

Javitasok folyamatanak vizsgalatdhoz definialunk egy élkapacitasos iranyitott
grafot, ahol a ¢ élkapacitas jeloli az adott élen kiilldott adat mennyiségét. Ezt a ¢
élkapacitast adatatvitelnek nevezziik. A grafban van egy S forras és egy T nyeld,
amely az adatgytjtének felel meg. Az eredeti n darab tarolopontot egy-egy i
csticesal dbrazolunk, melybe egy darab a kapacitasi él vezet az S forrasbol.

Ha az x tarolopont 1j, vagyis a javitas soran keletkezik, akkor harom csticcsal
abrazoljuk a grafban, egy Tpe, €8y Tioora €8 €gy Ty csucesal. Az xy,, csucsba d
darab ( kapacitasi él vezet azon régebbi tarolopontok xy; csiicsaibol, melyektsl x
adatot kapott. Az xp.-b6l Tyoorq-ba vezetd élen a kapacitas az az adatmennyiség,
amit a tarolopont atmenetileg tarol (ez legalabb «), az Tyorq-bol x1i-be vezetd élen
pedig a kapacitas «. Egy javitas soran a t 0j tarolopont kozotti egyiittmiikodést az
egyik tarolopont xp. cstcsabol induld, a masik tarolopont xieerq cstcsaba vezets 5’
kapacitasu élekkel jeloljiik (minden xyoorq csticsba t — 1 ilyen él vezet). Ezt szemlélteti
a 3.2. dbra. A T nyel6be pedig az adatgytijté altal meghatarozott k aktiv téarolopont

Ty csucsabol vezet végtelen kapacitasu él.



3.2. abra. A graf részlete t = 2 és d = 3 esetén

9. Definicié. Az adott (M,n, k,d,t,«, 5, 5) paraméterekre létezik grafoknak egy
csaladja, amely a kiillonbozéképpen alakulé NDSS-halozatokat szemlélteti. Ezt a
halmazt nevezziik NDSS(M,n,k,d,t,«, 3, f")-nek.

10. Definicié. Egy élkapacitasos digrafban, melynek S és T két csticsa, ST-vagasnak
neveziink egy (U, U) halmazpért, amelyre S € U és T ¢ U. A vagas értéke az U-bol

kilépé élek kapacitasanak Osszege.

Egy NDSS javitasat leiré grafban minden ST-vagéas c-szerinti értékének legalabb
M nagységunak kell lennie, hiszen ekkora adatnak el kell jutnia a feltoltéstsl az
adatgytijtdig.

Ezen megfigyelés segitségével a kovetkezSkben a fenti paraméterek kézott kere-
siink kapcsolatot, és megnézziik, hogy minimalis tarolasi hely («) vagy minimaélis

adatforgalom (7) esetén legalabb mekkorénak kell lennie a tébbi paraméternek.

3.1. Javitas vizsgalata egy ponta hiba esetére

Ebben a részben a [3] cikket dolgozzuk fel. Az optimalis valasztasrol szolo tételek
kimondéasahoz elGszor tekintsiik azt az egyszeriibb esetet, amikor t = 1. A grafok
tehat NDSS(M,n, k,d,1,a, 3,0) halmazbeliek.

Ez esetben a grafban egy tarolopont xy...q kifoka és befoka is egy, ezért elhagyhato.
Igy a tarolopont csak két csticsbol all, az zpe és az xy; cstcsokbol, melyek kozott a a

kapacitas.

11. Tétel (Dimakis, Godfrey, Wu, Wainwright, Ramchandran; [3]). Egy adott
NDSS(M,n,k,d,1,a,B3,0)-beli grafban a c szerinti minimdlis ST-vdgds legaldbb

i min {(d — 1), a}
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és ez az érték fel is vétetik.

Bizonyitas. El6szor lassuk be, hogy az érték felvétetik egy NDSS(n, k,d,1, a, 3,0)-
beli graf egy ST-vagasin. Ehhez egy olyan esetet néziink, ahol k darab javitas
tortént egymas utan. Az ezt abrazolo grafot nevezziik G*-nak. Az n darab eredeti
tarolopontot szamozzuk 1-t6l n-ig, a k darab 1j tarolopontot pedig n + 1-t6l n + k-ig.
Az n 4+ i. tarolopont az n +1i — d,...,n + i — 1 tarolopontokhoz kapcsolodik, az

adatgytijté pedig a k 1j taroloponthoz.
12. Lemma. A G* minimdlis ST-vdgdsdnak értéke Zf:_ol min {(d — i), a}.

Bizonyitas. Megadunk egy (U, U)-vagast, melynek minden éle az 4j tarolopontok
Tpe €8 Ty csucsai kozott 16vE, vagy az xy,. csicsa és az oda belépd d darab xy; csticsbol
indulo él.

A vagast az alabbi moédon adjuk meg: ¢ = 1...k-ra ha a < (d — i)f, akkor az
n + 4. tarolopont xpe cstcsa U-ba keriil, ha nem, akkor U-ba. Ekkor a vagés értéke
pontosan Zf:_ol min {(d — 1), a}.

Most pedig nézziik meg, hogy ez a vagas minimalis-e G*-ban. Mivel a T-be
vezet élek végtelen kapacitastak, ezért az xy; csticsok biztosan U-ban vannak. Az
tarolopontok xy,. csticsaiba mend, és azokbol kiindulo élek kapacitaséat figyelembe véve
ugy valasztottuk a pontokat, hogy az élek hozzajarulédsa a kapacitdshoz minimalis
legyen.

Tehat mar csak az eredeti tarolopontok csiicsait kell megvizsgalnunk. Az eredeti
tarolopontokat csak egy csics jelképezi, hiszen a feltoltébdl o kapacitésia élek indul-
nak. Vagyis ha belevesziink az U-ba egy eredeti tarolopont cstcsét, akkor egyrészt
minden esetben né a-val a vagas értéke, méasrészt tekintsiik a belSle adatot kinyerd
tarolopontok xy, csiicsait! Ha U-ban van egy ilyen cstcs, akkor amiatt nem csékken
a vagas értéke, viszont ha benne volt az U-ban volt j darab ilyen tarolépont .
csucsa, akkor csokken jf-val a vagas értéke. Viszont mivel legalabb j darab cstcs
U-ban volt, ezért tudjuk, hogy (d — k + j)B < a, mivel igy valasztottuk ki az U
elemeit. Mivel d > k, ezért j58 < «, vagyis nem csokken a vagas értéke.

Mivel az eredeti tarolépontok csicsai nem kapcsolodnak egymashoz éllel, ezért
tobb cstcs bevétele esetén sem csokken a vagas értéke. Tehat ez a vagas minimalis. [

Ezzel bebizonyitottuk azt, hogy a minimum felvétetik, igy mér csak az egyenlét-

lenség belatasa van hatra.

13. Lemma. Bdrmely NDSS(M,n,k,d,1,«, 3,0)-beli grdafban a minimdlis ST -vdgds
értcke legaldbb Y~ min {(d — )3, a}.



3.3. dbra. A G* graf. Az abra forrasa: [3]

Bizonyitas. Miutan T-be végtelen kapacitast élek érkeznek, elég azokkal az (U, U)
vagasokkal foglalkoznunk, ahol ezek nincsenek benne, vagyis azon k taroldépont
T része, amikhez kapcsolodik a nyels, az U-ban van. Ha az adatgytijt6 eredeti
taroloponthoz is kapcsolodik, akkor az S-et tekintjiik a tarolopont xp. csticsédnak,
amely mindig U-ban van.

Mivel az NDSS(M,n, k,d,1, «, 3,0)-beli grafok iranyitott aciklikus grafok, vehet-
jiik a csticsoknak egy topologikus sorrendjét. Tekintsiik az elsé U-beli 2y csticsot. Az
Tpe csUcs helyzetétsl fiiggden két eset lehetséges: ha U-ban van, akkor a vagashoz az
The Ty €l tartozik, ha U-ban van, akkor pedig a d darab zy,.-be vezetd él tartozik a
vagashoz.

Nézziik most a mésodik U-beli zy; cstcsot. Hasonloan az el6z6hoz vagy az Tpe
Ty €l, vagy a legalabb d — 1 darab xy.-be vezet§ él tartozik a vagashoz. Azért d — 1,
mert az egyik ¢l forrasa mar lehet a topologikus sorrend szerinti elsé U-beli xy; cstics.

Mind a k darab U-beli z)4 csticsot megvizsgalva arra jutunk, hogy az i. csticshoz
tartozo, vagasban szereplé élek kozott van vagy egy a kapacitasu él, vagy legalabb

(d — i) darab [ kapacitasu él. Ezért ennek a vagasnak az értéke legalabb

i min {(d — i), a}

Tehat bebizonyitottuk a lemmat. [
Ezzel a 11. tételt is belattuk. [
Tehat az NDSS definicidja szerint sziikséges, hogy ha egy javitasnal az j pont

barmilyen d ponthoz csatlakozhat, akkor a fenti szummanél kisebb vagy egyenlé



legyen M :

(3.1) imin{(d—i)ﬁ,a} > M

3.2. Javitas vizsgalata tobb ponti hiba esetére

Ebben a részben a [8| dsszefoglald 6. fejezetét dolgozzuk fel. Most pedig tekintsiik
azt az esetet, amikor nincs semmiféle megkotésiink a t-re. Ekkor az i. javitasban

résztvevd 1) tarolopontokat az ¢. csoportnak nevezziik.

14. Tétel (Kermarrec, Le Scouarnec, Straub; [6]). Egy NDSS(M,n,k,d,t, «, 3, 5)-
beli grdfban, a c szerinti minimdlis ST-vdgds legaldbb

uepP

min <§ w; min{(d — i u))B+ (t —u;)f, 04}>7

ahol P ={u:u; <tug+---+u,_1 =k}, illetve van olyan grdf, ahol ez az érték fel

18 vétetik.

Bizonyitas. A kiévetkez6kben most az el6z6ekhez hasonléan belatjuk, hogy a fenti
érték felvétetik egy NDSS(n, k,d, t,«, 3, 3')-beli G* graf egy ST-vagasan. Feltessziik,
hogy ¢ darab javitas volt, mindegyik egyszerre legfeljebb ¢ meghibasodott tarolo-
ponttal, tehat k/t < g < k. A nyel6be mindig k csticsbol megy él. Ebben a specialis
esetben k darab tarolopont hibasodott meg Osszesen, és a nyel6be ebbdl a k 0j taro-
lopontnak megfelels xy; csticsbol megy él. Ebben az esetben az w;_; az i. csoportban
lévs 4 tarolopontok szamat jeloli, melyet egyelére nem hatarozunk meg, hanem

valtozoként kezeliink.

15. Lemma. A G* minimdlis ST-vdgdsdnak c szerinti értéke

g—1 i—1
min (Y- wmin{(d =Y u)8+ (t - u;)8' a}).
i=0 Jj=0

Bizonyitas. Megadunk egy (U, U)-vagast. Minden olyan tarolépontnak, ami egy
javitas soran 1j volt, az xy; része az U-ban van.

Nézziik elGszor a graf azon részét, amely az elsG javitasban résztvevd 0j tarolod-
pontokat modellezi! Ekkor az ug darab tarolépont mindegyik xy; része az U-ban van,
az Tpe-k koziil U-ban 1év§ csticsok szamat jeloljik myg-lal, ekkor ug — my darab van

U-ban. Az my darab, részben U-ban 1év6 tarolopontoknak az @yeerq része lehet U-ban
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vagy U-ban. Ha U-ban van, akkor a vagashoz egy o kapacitast éllel jarul hozza, ha
nem, akkor egy > « kapacitasuval. Igy a vagas értéke akkor lesz kisebb, ha mindegyik
U-ban van, vagyis ekkor moa a vagasérték az mgy darab ponthoz csatlakozo éleken.

Mivel ez az elsé csoport, a maradék uy—mg darab U-beli xp, csticsokba csak U-beli
cstuicsokbol érkezhet él, vagyis df kapacitas pontonként. Ezen feliil az xo0rq csticsokba
t—ug+mg darab U-beli xy, csticsbol vezet él, mivel egy 1j tarolopont ¢t —1 masik tjhoz
kapcsolodik, de ebb6l ug—mg— 1 mar U-ban van. Tehét (ug—mg)(dB+ (t—uo+mg)s’)
a vagas értéke az ug — my darab pontba 1ép6 vagasbeli éleken.

Legyen a vagas értéke az elsé csoportot tekintve ¢! Ekkor:

co = moa + (ug — mo)(dB + (t — ug + myg)3)

Mivel minimalis vagast szeretnénk, ezért mo-t olyannak vélasztjuk, hogy cy a
lehetd legkisebb legyen. Mivel a jobb oldal konkéav a [0, ug| intervallumon, ezért a
minimuma 0-ban vagy wug-ban vétetik fel, a minimumhelyts] fliggen tehat vagy

minden elsé csoportbeli 21, csics U-ban vagy U-ban van.

co = min{ug(df + (t — up)f'), uoar}

A masodik csoportnal hasonléan jarunk el, viszont az uy — m, darab U-beli zp,
csticsba U-bol mar csak (u; —my)(d — ug) darab § kapacitasu él vezet, hiszen ezek
mér csatlakozhatnak az ug darab U-beli pontra (amiknek az xy; pontja mindenképpen

U-ban van). Azaz, ha a vagas értéke a masodik javitas utan ¢;, akkor:

c1 = mya+ (ug —my)((d — up)B + (t —ug +my)3)

c1 = minf{uy ((d — ug) 8 + (t — u1)f’), wma}

Az i+ 1. csoportnal pedig az u; —m; darab U-beli 1, cstics van. Ezekbe 6sszesen
(u; —my)(d — (ug + ...+ u;—1) darab [ kapacitasu él vezet, mivel ennyi xy; cstcs
van U-ban. A ' és a kapacitasi élek hozzajarulasa indexektél eltekintve teljesen

megegyezik az elsé csoportéval. Igy tehat ha a vagas értéke ¢;, akkor:

i = miar+ (= m) (A= 3 w) + (¢ — g+ mo) )

Ez a jobb oldal szintén konkav [0, u;|-n, tehat m;-t O-nak vagy u;-nek valasztva:
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¢; = min{u;((d — i:u])ﬁ + (t —u)B'), u;a}

§=0
Miutén a vagas értéke a c; fliggvények Osszege, ezért a kovetkezs Gsszeggel egyezik

meg:

g—1 i—1
> wimin{(d = u)B+ (t —uy)B, a}
=0 =0

Ennek a kifejezésnek pedig tudjuk venni a minimumat u fiiggvényében, vagyis
ezzel pontosan meghatéroztuk a G* grafot és a vagast is.

A 12. lemma bizonyitasahoz hasonléan belathato, hogy ez a vagas minimalis. [

16. Lemma. Bdrmely NDSS(M,n,k,d,t,a, 3, B')-beli grifban a minimdlis ST -
vdgds értéke legaldbb minyep (Zf;ol w; min{(d — Z;‘j} ui)B+ (t —u;) 3, a})-

Bizonyitas. Mivel a T nyel6be végtelen kapacitasu élek érkeznek, ezért elég azokkal
a vagasokkal foglalkoznunk, amelyekben a nyel6hoz kapcsolodéd xy; pontok U-ban
vannak. Mivel az NDSS(M,n,k,d,t,«, 3, 5")-beli grafok aciklikus grafok, ezért
vehetjiik ezen csicsok topologikus sorrendjét. Most csak azokkal a tarolopontokkal
foglalkozunk, melyek csatlakoznak az adatgytjtéhoz. Ezért most az i. csoport elemei
azon tarolopontokbol allnak, amelyek az adatgytjtéhoz csatlakozod tarolopontokat
sorba téve az i. javitdsban vettek részt, szamukat jeloljiik u;-vel.

A 13. lemma bizonyitasahoz hasonléan ha az adatgytjté eredeti tarolépontokhoz
is kapcsolodik, akkor azokat tugy tekintjiik, hogy az Zyoorq csicsuk az S, és az
definici6 szerint U-ban van, és ugy vessziik, hogy minden eredeti tarolépont egy olyan
javitasnak szamit, amelyben u; = 1.

Nézziik az i. csoport hozzajarulasat a vagéas értékéhez! Jeloljiik m;-vel azt a
szamot, ahany 4. csoportbeli zy,, csics van U-ban. Tekintsiik elGszor ezt az m; darab
tarolopontot. Ha egy ilyen tarolopont zy,oq csticsa U-ban van, akkor a vagashoz valo
hozzéajarulas értéke o, ha U-ban van, akkor legalabb o.

A maradék u; — m; darab taroléponthoz tartozé Tyeerq csicsrol feltehetjiik U-ban
van. Ekkor ebben az esetben a vagashoz valo hozzajarulas legaldbb d — Zj.;}) u; darab
B kapacitasu él, hiszen ennyi él legalabb U-beli csucsokbol indul, illetve ¢ — u; +m;
darab B’ kapacitasu él, hiszen ennyi él 1ép 4t U-bol U-ba az xpe éS Tioord CSTCSOk
kozott az 7. csoportban.

Az 1. csoport hozzajarulasat alulrél tudjuk tehat becsiilni a kdvetkezé kifejezéssel :
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i—1

mio+ (ug —mi)((d = ) ug)B+ (¢ — wi+my) )

=0
Mivel a vagés az 0sszes csoport altali hozzajarulés 6sszegébdl all, ezért minden

vagast alulrél tudunk becsiilni a kovetkezd Gsszeggel:

-1

<«

(macr =+ (g = o) ((d - iuj)ﬂ =t m)))

I
o

Errél pedig mar belattuk, hogy a lemméban szereplé szumma alulrél becsiili. [
Ezzel bizonyitottuk a tételt. [J
A minimalis vagas csak az u fiiggvényében vett minimumnal lesz mindig nagyobb,
de mivel az NDSS javitasok sordn barmilyen u csoportokat hasznéalhat, ezért M-nek
kisebbnek kell lennie az 0sszegnél barmilyen u € P-re, azaz:
g—1 i1
(3.2) Y umin{(d =Y )8+ (t —u;)Fa} > M,
i=0 §=0

ahol P ={u:w; <tugp+---+us1 =k}

3.3. Paraméterek optimalis valasztasa

Most pedig nézziik meg adott (M, n, k,d,t) paraméterckre az « és a 7 lehetséges
valasztésait abban az esetben, amikor a 3.2 egyenlGtlenség egyenlSséggel teljesiil
bizonyos u;-kre. Az ilyen paramétereket optimalisnak nevezziik. Két extrém esetet
vizsgélunk meg, amikor a-t minimalizaljuk, illetve amikor v-t. Ehhez meg kell nézniink
azokat az eseteket, amikor a lehetd legtobb adatot kiildenek az eredeti tarolopontok az
tjaknak, vagyis a 3.2-ben minimalizaljuk a (t —u;)/5’-t, illetve amikor a lehetd legtobb
adatot kiildenek egymasnak az 1 tarolopontok, azaz (d — Z;;E u;) /-t minimalizaljuk.

Az els6 esetben u; = t minden i-re, és g = k/t, vagyis:

k/t—1

(3.3) Z tmin{(d —it)5,a} = M

A masodik esetben pedig u; = 1 minden i-re, és g = k, azaz:

(3.4) imin{(d — )+ (t—-1pat=M
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17. Definicié. Minimum storage regenerating point, azaz MSR pont: adott
(M,n,k,d,t) paraméterekre a-t minimalizaljuk, majd a -t, azaz -t majd [5'-t

minimalizaljuk.

18. Tétel (Kermarrec, Le Scouarnec, Straub; [6]). Adott (M, n, k,d,t) paraméterekre
az MSR pont:

M , M 1 Md+t—-1

QMSR = Busr = Bysr = Tari—n MSET LTI ik
Bizonyitas. Mivel az adatot vissza kell tudnunk nyerni barmely &£ pontboél, ezért
legalabb %—nak kell lennie a-nak. A 3.3-ban az egyenlet bal oldalan k/t tagi az
osszeg, mindegyik tag legfeljebb ¢M/k, ha a minimum a masodik tagon vétetik fel,
viszont legaldbb ennyinek is kell lennie, hiszen kiilonben nem lenne egyenléség. Tehat

minden i-re:

tmin{(d— it)3,a} %

M
(d—it)B > —
k
M
>
b=z k(d —it)
Ez pedig minden i-re akkor lesz igaz, ha a legnagyobb i-re is igaz, tehat 5 > ﬁ.

Nyilvan ha ez egyenlséggel teljesiil, akkor lesz a legkisebb f3.
A 3.4-b6l hasonlo elgondolas alapjan kovetkezik, hogy:

M(d — 1) , .M
—_— t—1 >
Rd—hrpn U DEz

M(t —k +1)
(d—k+1t)(t—1)
Ennek teljesiilnie kell minden 0 > ¢ > k — 1-re. Ez akkor lesz igaz, ha i = k — 1-re

">
ﬁ_k:

igaz, ekkor a fenti tortet tudjuk egyszertisiteni ¢t — 1-gyel. 5 akkor lesz a legkisebb,
ha ez az egyenlStlenség egyenlGséggel teljesiil, azaz:

M

[
p= k(d—k+1t)
Mivel v = df + (t — 1), ezzel bizonyitottuk az allitast. O

19. Definici6é. Minimum bandwidth regenerating point, azaz MBR pont: adott
(M,n, k,d,t) paraméterekre v-t, azaz B-t és (-t minimalizaljuk, majd az a-t ennek

fiiggvényében a lehetd legkisebbre vessziik.
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20. Tétel (Kermarrec, Le Scouarnec, Straub; [6]). Adott (M,n,k,d,t) paraméterekre
az MBR pont:

M2d+t—-1 P M 1 3 25
(8% = = - = =
MBR = 503 0 PMBR = g o PMBR MBR» TMBR MBR
Bizonyitas. Ahhoz, hogy 7-t minimalizaljuk, -t és 5’-t kell minimalizalnunk. Vagyis
a minimum mindig az elsé helyen vétessen fel a 3.3-ban, azaz « legyen megfelelGen

nagy:

k/t—1
d Hd—it)p=M
i=0
= M
(T td = it)d— t T b(d — it))
5= 2M
Ck(2d —k+ 1)
A 3.4-bdl hasonloan, ha « elég nagy:
k—1 .
2M(d — 1)
————+ (-1 =M
> hd—khtp VA
=0
, MQ2d—-k+1)
Kt-1DF =M k(2d — k +t)
, M
fl=—"
k(2d — k +1t)

Mivel a nagyobb vagy egyenls, mint (d — )5 + (t — 1)’ és mint (d — it) minden
i-re, és ezek i = O-ra a legnagyobbak, ezért o = df + (t — 1)5’. Vegyiik észre, hogy
igy o megegyezik ~v-val. [

3.4. Javitas megvalositasa

Az el6bbi allitasok és tételek csak korlatokat adnak a legjobb elérheté kodoknak,

de nem adnak megvalésitast. Az alabbiakban ezekre adunk példat.

3.4.1. MSR pont egy ponti hiba esetére

Egy pontu hiba esetén az MSR pont paraméterei adott (M, n, k,d)-re:

M M 1 M d
ONMSR = ?, Bymsr = ?m, TYMSR = 7d+1——k
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Legyen most Sysr = 1, azaz ez lesz az egység, amennyit le tud tolteni egy 1]
tarolopont egy masiktol. Ekkor M = k(d+1—k), és aysg =d+1—k. Had =k+1,
akkor M = 2k, apsr = 2, tehéat egy tarolopont két egységnyi adatot tarol.

Ezekkel a paraméterekkel a kovetkezSképpen tudunk kdédot megvaldsitani:

Legyen F, véges test. A fajl egy M = 2k hosszt F)'-beli vektor (0 = (o1, ..., 0n)),
melyet két k hosszu vektorra, o;-re, és 0s-re tudunk felbontani. Az i. tarolopont

a = 2 részt tarol el a kovetkezsképpen:

XT; = (OlpZ‘T702p7,T + 011';!—) S ]F?p

ahol p; és r; F’;—beli vektorok hatérozzék meg a kodolast. A p] vektorok egy (n, k)
paraméterd MDS-kod G k x n-es generdtormatrixdnak az oszlopai. Az R szintén
k x n-es méreti matrix, oszlopai pedig az r] vektorok. Tehat az osszes tarolopont

elkddolasat az alabbi szorzassal kapjuk:

G R
G

(017 02)

Az i. tarolopont altal eltarolt adatok az eredményiil kapott h € Fg” vektor 7. és
n + 4. elemei. Tehat a kodolas, amit hasznalunk, egy (2n,2k) lineéris kod.

Maér csak azt kell leellendrizniink, hogy barmely k tarolopontbol 2-2 egység-
nyi adatot letoltve visszaallithato az eredeti fajl, illetve hogy barmely tarolopont

meghibdsodasa esetén visszaallithaté az NDSS definici6 szerint.

Fajl visszaallitasa ¢ Az adatgytjté k tarolopontbdl tolt le Gsszesen 2k egységnyi
adatot. Mivel a G egy (n, k) paramétert MDS-kod, ezért ebbdl mar ki tudjuk szamolni
az o1-et. Ebbdl megkapjuk ojr/-t, végiil az 0op;-bol az 0;-hez hasonloan ki tudjuk

szamolni az 0s-t.

Tarolopont visszaallitasa ¢ Ha a j. tarolopont meghibésodik, azaz elveszik az
(01p],00p] + o11]) adat, akkor az 0j tarolopont 8 = 1 részt tolt le d = k + 1
régi taroloponttol. Feltehetjik, hogy az 1...k + 1 tarolopontoktol toltotte le a
z; = a;(01p]) + (02p; + 011]) részt, melyben az a; € F,-t kés6bb hatarozzuk meg.
Ebbdl az 4j tarolopont (Zf:ll b;z;, Zfill ¢iz;)-t tarol el, ahol b;-t és ¢;-t ugy adjuk
meg, hogy Zf:ll bipl =0 és Ef:ll cipj = pj- Ezeket meg tudjuk ilyennek valasztani,

mert a G generdtormatrix barmely, legaldbb k darab oszlopabdl alkotott matrix

rangja k.
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k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

Z bizi = Z bi <ai(01p2) + (02p] +011'ZT)> =01 Z bia;p] + 02 Z bip] + 01 Z bir]
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ez b; megvalasztasa miatt:

k+1

01 Z bi(a;p] + 1)
i=1

Ekkor az a;-ket gy valasztjuk meg, hogy Zf:ll bi(a;p] +r]) = pj. Ezt megtehet-
jiilk, szintén a G generatormaétrix barmely k darab oszlopanak fiiggetlensége miatt.
Ezzel helyreéllitottuk a meghibésodott tarolopont elsé részét.

A masodik rész helyreallitasa hasonloképpen torténik:

k+1 k+1 k+1

(CLZ' (OlpZT) + (ngg + olrg)> = 0 Z CiaipZT + 09 Z CszT “+ 04 Z CZ‘I';-'—
=1

i=1 =1

I Mt

3 -

Legyen az 1] I‘;-T = Zerll(cZazp + ¢;r])! Ekkor ¢; megvalasztésa miatt a masodik

rész:

k+1

/ /
oirf + 0y E ¢ip; = oir; + 03P}
i=1

Mivel r; nem feltétleniil egyezik meg rj-vel, ezért ez funkciondlis javitas.

3.4.2. MBR pont egy ponta hiba esetére

Egy pontt hiba esetén az MBR pont paraméterei adott (M, n, k, d)-re

M 2d M 2

R A T

Legyen most Sy pr = 1! Ekkor 2M = kd + %, igy apypr = d. Egy javitas sorén
gy lehet minél kisebb az egyik taroloponttol letoltott részek mennyisége, ha minél
tobb régi taroloponttol tolt le részeket az 1j tarolopont, azaz d =n — 1.

Az el6z6 példahoz hasonléan o = (01,...,05) € Féw a fajlunk. Mindegyik
tarolopont n — 1 kodolt részt tarol el. Az elkodolashoz a tarolopontokat tekintsiik
agy, mint egy n pontu teljes graf pontjait. Az éleket szamozzuk be 1-t6l ”( D -ig.
Amelyik ponthoz csatlakozik a j. él, ott eltaroljuk az ovj—t, ahol v; € ]Fé‘/[ és a
V]T-—okbél képezett M x @ méretd V' matrix barmely M x M-es részmatrixanak

rangja a lehetd legnagyobb, azaz M.
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Fajl visszaallitasa ¢ Az adatgytijts barmely k tarolopontbol Gsszesen k(n — 1)

k(k—1 . . k(k—1
% megegyezik, vagyis k(n — 1) — %

részt t0lt le, melyek koziil darab OVJT
alaki részbdl kell visszaallitanunk az o-t, amely M = k(n — 1) — "727_"7 hosszi. Ez
megegyezik V' egy négyzetes részméatrixanak transzponéaltjabol képezett linearis

egyenletrendszerrel, és mivel ennek rangja M, ezért az egyenletrendszer megoldhato.

Tarolépont visszaallitasa ¢ Ha az ¢. tarolopont meghibasodik, akkor n — 1 régi
taroloponttol tolt le egy-egy részt, ha az [. éllel vannak Gsszekotve, akkor az ov]-t,

igy visszadllitva az eredeti tarolopontot. Ez tehéat egzakt javités.

3.4.3. MSR pont tobb ponti hiba esetére

Vegytink egy (n, k) paramétertd Reed-Solomon kodot az F, test felett, ahol ¢ > n.
Tegyiik fel, hogy az M = tk, ekkor az o fajlunk egy tk hosszu vektor. Ennek az

elemeit atrendezhetjiik egy t X k-as O métrixsza:

011 ... O1k
O —
01  --- O
Legyen d = k! Ekkor aysr =t, fuse = Bysp =1, ymsr =k +t — 1.
A Reed-Solomon kéd G generatormatrixa k X n-es mérettd, az i. oszlopéat jeldlje

g;. Az i. tarolopontban a t hosszu Og; vektor elemei talalhatok.

Fajl visszaallitasa ¢ A Reed-Solomon koédolas miatt barmely & tarolépontbol

vissza tudjuk nyerni a fajlt.

Tarolépont visszaallitasa ¢ Térolopontok meghibasodésa esetén az 1j ¢ tarolo-

pontot szamozzuk 1-t6l t-ig. Az i. 4j tarolépont az (0;1,...,0)8;,, részt tolti le
k taroloponttol (m = 1...k). Ebbsl mar ki tudja szamolni a (01, . .., 0;) vektort.

[gy barmely j-re megadhatja a (0, ...,0)g,; vektort, és elkiildheti a tSbbi 1j
tarolopontnak. Igy a hianyzo részeket ki tudjak potolni az tj tarolopontok egymés

kozott. Igy tehat ez is egzakt javitas.
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4. fejezet

Alkalmazkodé6 javitas

Eddig a javitas sordn egy fix szamu segité pont segitségével allitottuk helyre az
adatokat, viszont vannak olyan esetek, ahol érdemes lenne nem egy fix mennyiséget,
hanem egy D = {d;,ds, ...} pozitiv egész szamokbol 4ll6 halmazon beliil szabadon
vélaszhat6 d-t hasznélni, ekkor a 4, jeloli a d; darab segité pont esetén hasznélt
savszélességet. Ekkor [ is egy halmaz. Bar ez a bévités altalanosabb az el6z6 fejezetben
lévé NDSS definiciojaban megadottakkal, ez is egy halozati adattarolé rendszer. Egy
ilyet megvalosité NDSS-t alkalmazkod6é NDSS-nek neveziink. Adott a-ra a 3.1
egyenlGtlenséget egyenléséggel teljesits, azaz minimalis F4,-t ﬁzj(oz)—val jeloljiik.

Ebben a fejezetben ¢t = 1, és az [1] cikket dolgozzuk fel.

21. Tétel (Aggarwal, Tian, Vaishampayan; [1|). Egy NDSS(M,n,k, D1, «, 3,0)-

beli grafban a ¢ szerinti minimdlis vagds értéke legaldbb

k—1
. D (ds— DB
Zomln(aa criflelrfl)( J Z)ﬂdj)a
€s ez az érték fel is vétetik.

Bizonyitas. Az el6z6 fejezetben taglaltakhoz hasonloan épitjiik fel az adatfolyam
grafjat. Most az 1j tarolopontok barmely d € D szamu régi aktiv ponthoz kapcso-
lodhatnak. Legyen e; = arg ming p(d; —1)Ba,. Egy speciélis esetet néziink, ahol az
eredeti n tarolopont szamozva van 1-t6l n-ig, a k 0j pedig tovabb n + 1-t6l n + k-ig.
Az n + 1. tarolopont az n+ 1 —e;_1,...,n+ 1 — 1 tarolépontokhoz kapcsolodik. Az

adatgyjté az utols6 k ponthoz kapcsolodik, és ha o < (e; — 1), akkor az z};" ‘

pontot az U-ba rakjuk, egyébként az U-ba. Az 27! mindig az U-ba keriil. Az el6z6
tételekhez hasonldéan a vagas minimalis vagas ebben a folyamban, és egyel§ a tételben
lévs szummaéaval. Minden mas, ebbe a csalddba tartozo grafon 1évs folyam esetén a

minimélis vagas nagyobb vagy egyenlé ennél. [
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Az el6z6 fejezethez hasonloan sziikséges, hogy a fenti Gsszegnél kisebb vagy egyenld

legyen M, azaz:

(4.1) me (v, mln —1)Bq,) >

A tovabbiakban a D halmaz [ elemd, és k < d; < ... < d; < n. A fenti tétel

segitségével keresiink korlatokat a-hoz.

22. Tétel (Aggarwal, Tian, Vaishampayan; [1|). Adott n, k, M, o és |D| > 1 esetén
(o, By, (), By, (), ..., B () akkor és csak akkor teljesiti a 4.1. egyenldtlenséget, ha

k=1 vagy
(dy —k+2)M

T (d—k+2)k—-1
Bizonyitas. Vegyiik elszor a D els6 két elemét, azaz {d;,ds} C D-t, ahol d; > ds.

Mivel az (o, 5], (@), 00) teljesiti a 4.1 egyenlétlenséget, igy van olyan minimalis B4, (c),
amivel (o, 8 (a), Ba, () teljesiti az egyenl6tlenséget. Ezt a minimaélis (g, (a)-t jelol-
juk Bvdz(oz)—val. Mivel egyrészt a (] (a) egyenlséggel teljesiti a 3.1. egyenlSlenséget,
masrészt BVdQ(a) is egyenl@séggel teljesiti a 4.1. egyenlGtlenséget, ezért a kévetkezs

egyenleteket tudjuk:

k—1
Zmin(a, (dy — )85, (a)) = M

> mina, (dy — )55, (@), (d2 — 1), () = M

Mivel a szumma belsejében 1évé minimum a masodik kifejezésben legfeljebb

akkora, mint az els6ben, ezért minden 0 <7 < k — 1-re:

(ds = 1), () > min(av, (dy — )35, (o)

Mivel 5’;2(04) minimélis, ezért tudjuk, hogy ez is egyenlséggel teljesiil valamely i-re,

vagyis:

faal) = _maix min(o—, d o i)

77777

Mivel d; > ds, ezért mindkét kifejezés értéke nd, ha ¢ ng. Tehat a maximum ¢ = k — 1-
nél van. P
e . o 1—k+1
Megjegyezziik, hogy 3] (a) optimalitdsa miatt a > (di — k + 1)} (c), ezért
di —k+1
dy — k + 15 a (@)

Bay () =
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23. Lemma. 3 (o) = BVdQ(a) pontosan akkor, ha B:b(a) eqyenldséggel teljesiti a 3.1.

eqyenldtlenséget d = do-re, azaz:

imm(a,( >§2 ZEW )=

c stz

di—k+1
do—k+1

ugy, hogy a lemmat feltesszuk, azaz 3, (a) = de () = 35 (@), és teljesiil a

fenti egyenlGség.
Mivel 3} (a) egyenlSséggel teljesiti 3.1-t d = d;-re, és (dy — z)d Zi} > (dy — 1)
minden 0 <1 < k — 1-re, ezért a két baloldalt all6 kifejezésnek tagonként is meg kell

egyezniiik minden 0 < i < k — 1-re:

di —k+1

min(a, (dg — l)m

fa (@) = min(a, (dy — )53, ()

Mivel + = k — 1 esetén a két kifejezés ugyanaz, ezért k = 1-re mindig teljesiil a

lemma. Tehat £ > 1 esetén mar csak a 0 < i < k — 2-re kell teljesiilnie.

Mivel ezen indexek esetén (dy — z)g;::ﬁ > (dy — 1), ezért csak akkor lehet
egyenldség, ha a minimum mindkét oldalon az elsg helyen vétetik fel. Mivel a (dy — )
kifejezés értéke csokken, ahogy i nd, ezért ha azt akarjuk, hogy o < (dy —14)3] ()
legyen minden 0 < ¢ < k — 2-re, akkor a-nak kisebbnek vagy egyenlének kell lennie a

legkisebb jobboldali kifejezésnél is, vagyis a legnagyobb indextinél is, tehat
(4.2) a < (d —k+2)6; (a).

Most megéllapitjuk 3 (c) értékét. Tudjuk, hogy ha o = M /k, akkor a

me{ — )B4, (@), = M

egyenlGség bal oldalan 1év6 szumma minden tagja M /k értéki, és ekkor egy MSR
pont az (a, 8 (a)), vagyis (5} (a) = ﬁ, ekkor a < %, vagyis teljesiil a tétel.

Mivel el6z6leg mar megéllapitottk, hogy az 0 < i < k—2 indexekre mindenképpen
a masodik helyen vétetik fel a minimum, ezért csak a k — 1. indexnél vétethetik fel a
méasodik helyen. Ezért ha o > M /k, akkor:

k—2
STat(d—k+1)8;(a) =
=0

M— (k-1
ﬁdl(a): dl—(k+1)a
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Igy a 4.2 egyenl6tlenségbe behelyettesitve:

(k4 2)(M = (k=1)a) _(d—k+2M  (d—k+2)(k—1)

= (dy — k+ 1) T (i —k+1)  (di—k+1)
O<(dl—k+2)M_(dl—k+2)(k:—1)+(d1—k+1)a
- dy—k+1 d—k+1
e (dy —k+2)M (- k+2)M

T (di—k+2)(k—-1)+(d—k+1) (d—k+2k—-1
Ezzel a tételt a D els6 két elemére bizonyitottuk. Ha hozzévesziink még egy d;-t,

annak bizonyitasa, hogy mely esetben lesz a B;i(a) megfeleld, teljesen analég modon
torténik. [

A fenti tétel szemléletesen azt jelenti, hogy ha a < «y és nem alkalmazkodo

NDSS-ként optimaélis volt a rendszer, akkor alkalmazkodo javitast hasznalva ugyanigy

optimalis marad.

24. Kovetkezmény (Cadambe, Jafar, Maleki, Ramchandran, Suh; [2]). Adott n,
k és M értékekre az MSR pontok minden d értékre eqyszerre is elérhetdk, tehdt az

(B, Br(30), Br (B8), .., Bi_ 1 (Bh)) teljestti a 4.1. egyenldtlenséget.
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5. fejezet

Heterogén adattarol6 rendszerek

Az eddigiekben minden tarolépont kapacitasa egységes, azaz homogén volt.
Viszont ez a gyakorlatban nem mindig kivitelezhets, ezért van sziikség a heterogén
adattarolo rendszerek fogalmanak bevezetésére, a 4] cikk alapjan. Fontos, hogy a
tovabbiakban ¢t = 1, azaz egy tarolopont meghibasodésa esetén javitunk.

Ebben az esetben tehat ha a tarolopontokat x1,..., z,-nel jeloljik, akkor az i.
tarolopont kapacitasa «;. Vagyis az a most nem egy szam, hanem egy n hosszi
vektor. Feltessziik, hogy a tarolépontok a kapacitas szerinti névekvs sorrendbe vannak
rendezve, azaz a; < as < ... < ay. Mivel ekkor nem egyforméak a tarolopontok
kapacitasai, a tarolopontok kozotti kommunikacié mérete sem lehet feltétleniil egy-
séges. Tehat 3; ; s-sel jeloljiik azt, hogy mekkora adatot tolt le az x; tarolopontot
helyettesité Gj pont az x; ponttol, abban az esetben, ha az 4j pont az S halmazban
lévé indextd pontoktol tolt le adatot (]S| = d). Speciélis eset az, amikor ez a letoltott
adatmennyiség nem fiigg a meghibasodott taroloponttol és a segité tarolopontok
halmazatol, csak attol a taroloponttol, amitdl letolti az adatot. Ezt S;-vel jeloljiik,
vagyis f; ;s = fB; minden j-re és S-re. Ekkor a 3 is egy n hosszu vektor (egyébként
egy nd (”;1) hosszu vektor). Ha minden 3; = (, akkor szimmetrikus javitasrol
beszéliink.

Egy meghibasodas esetén a segité tarolopontokat (";1)—féleképpen valaszthatjuk

ki. Tehéat az x; cstics meghibasodésa esetén az atlagos savszélesség:
n—1
V=Y, Zﬁi,j,S/( p )
S:j¢S,|S|=d i€S

Vagyis ~ is egy n hossza vektor.
Tehat minden tarolopontot egyszerre nézve az atlagos savszélesség v = Z?Zl v/,
az dtlagos kapacitds pedig @ = > 7 a;/n.
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A kovetkezSkben ezekhez az adott o, [, v paraméterekhez keressiik az NDSS C
kapacitasat, vagyis azt az informaciémennyiséget, amit barmelyik k tarolopontbol
letoltott adatok utan vissza tudunk nyerni. Ez a homogén rendszer esetében a 3.1.

egyenlGtlenség alapjan adott o és v esetén

k-1
(5.1) Zmin{(d—i)v/d,a},

melyet Ch,(a, v)-val jeloliink a tovabbiakban.

25. Tétel (Ernvall, Rouayheb, Hollanti, Poor; [4]). Egy heterogén NDSS C' kapaci-

tasat feliilrol becsiili

k—1
S min {(d — i7/d,3} = Cro(@, ),
=0
ahol @ az NDSS dtlagos kapacitisa, 7 pedig az dtlagos sdvszélessége.

Bizonyitas. A bizonyitashoz a heterogén NDSS-bél homogén NDSS-t generalunk
ugy, hogy kombinalunk NDSS-eket. Ezt a kombinalast a kovetkez6 modon tehetjiik
meg: legyen NDSS; és NDSS, két NDSS ugyanannyi taroloponttal, melynek térolo-
pontjait xi, ..., zl-nel és 2%, ..., x2-nel jeloljiik. Az 0j NDSS; + NDSS, = NDSS.-
vel jelolt rendszer tarolopontjai pedig x¢, ...,z lesznek. Az x¢ tarolopont kapacitasa
af = al + a2, az 1j B° vektor elemei pedig Biis = B}Jﬁ + 52-2%5.

A heterogén NDSS-t jeloljitk N DS S-sel! Vessziik ennek a permutacioit gy, hogy a
tarolopontok sorrendjét valtoztatjuk meg. Tehat minden o : {1,...,n} — {1,...,n},
o € P, permutaciora NDS'S,, azt a heterogén NDSS-t jeloli, melynek . tarolopontja
az eredeti NDSS o (7). tarolopontja, illetve o(S) = {o(i) : i € S. Ezekre az NDSS-
ekre nyilvin nem vonatkozik az «; szerinti sorrend. Ezeket a permutalt NDSS-
eket kombinaljuk: ZUGP" NDSS, = NDSS),. Ez az NDSS homogén, mivel a k.

tarolopontjanak a kapacitasa
Z Aoy = (n — 1) Zai = oy,
ocePy i=1
és a k. és [. tarolopont kozotti adatforgalom adott S* esetén:
Zj,s* Z Botk),o)o(sx) = (n—d = 1)1 (d = 1)! Z Z Z Bij.s = Bhs
oeP, Jj=1 i=1,i#j |S|=di€S,j¢S

melyeket @-val és J-val kifejezve:



n

ﬂh:(n—d—1)!(d—1)!z(”;1%—]:—(”;1)!27—]:

Tehat az NDSS), kapacitasa az 5.1. egyenlet alapjan:

ISHES]

k—1 k-1
Oy = Z min {(d — i)n!7/d,n'a} = n! Z min {(d — i)y/d,a} = n! Cpo(@,7)

Mivel az eredeti inhomogén NDSS kapacitasa C' volt, és n! ilyen kapacitasiu
NDSS-t kombinaltunk, ezért az N DS'S), kapacitasa legalabb n! C'. Tehat:

n!C S Ch =nl Cho(a, 7)

C S Ch()(au 7)

Ezzel bebizonyitottuk a tételt. [
Az alabbi kévetkezmény azt mondja ki, hogy a 3. fejezetben megismert NDSS-nél

a tarolopontok kozotti kommunikacié homogén mivolta optimalis.

26. Kovetkezmény. FEgy homogén NDSS-ben a szimmetrikus javitds maximalizdlja
C-t.

Bizonyitas. Tekintsiik a heterogén NDSS-ek azt a specialis esetét, amikor minden
tarolopont kapacitasa «, vagyis homogén, de a 3 nem feltétlentil egységes. Ekkor az
el6zo tétel alapjan a teljes kapacitést feliilrsl becsiili Ch,(@,7), és mivel @ = «, ezért
a kovetkezményt kaptuk. [

A kovetkezSkben csak azzal a specialis esettel foglalkozunk, amikor f3; ; s = f;

minden j-re és S-re. A f;-ket nagysag szerinti névekvé sorrendbe helyezziik, azaz:

Pr<ps<...< B

27. Tétel (Ernvall, Rouayheb, Hollanti, Poor; [4]). Egy heterogén NDSS C' kapaci-

tasdt egyrészt alulrol becsiili a kovetkezd kifejezés:

d—i+1
Cloin me {an, B+ 685+ ...+ Bt = mln {Zal T Z Z B3
i=l+1 j=1
Madsrészt feliilrol becsiili a kovetkezd kifejezés:
d+1
Clax Zmln {as, Bi + Bio+ o+ Bii ) = mln {Z v + Z Z Bi}
— i=l+1 j=i+1

25



A két tétel koziil egyik sem erdsebb a masiknal, vannak olyan esetek, ahol a 25.
tétel ad erdsebb korlatot, illetve olyanok is, ahol a 27. tétel.

Vegylik észre, hogy ha az NDSS homogén, vagy minden (; = 3, esetleg minden
a; < B, akkor Cin = Chax-

A tétel bizonyitasahoz tekintsiik elGszor a kovetkezs allitast:

28. Allitas. Egy heterogén NDSS C kapacitdsa:

C= ™ ,fk)H}zIQf] hm#me ag,, mm{]ezs B; :|Si] = d+1—4; 80 (f1,..., ;) =0})
Bizonyitas. Az allitas a 11. tétel altalanositasa, a bizonyitasa hasonloképp, élkapa-
citasos irdnyitott grafok segitségével torténik. Itt is egy olyan specialis esetet néziink,
ahol k darab javitas tortént, és a segité tarolopontok koziil a lehets legtobb méar 1j
tarolopont. Az (f1,..., fi) indexhalmaz jeloli a & darab meghibasodott tarolopontot,
az S; pedig az 0j xy, tarolopont régi segité pontjainak halmazat, amely d 4+ 1 — 1
elemd, mivel ¢ — 1 darab segit6 tarolopont az Gjak, azaz f; indextiek koziil keriil ki.

Annak bizonyitasa, hogy ez minimaélis vagas, illetve hogy ennél kisebb vagas
egyetlen masmilyen NDSS(M,n, k,d,1, a, 3,0)-beli grafban sincs, hasonloképpen
torténik, mint a 11. tételben. [

A pontos érték kiszamitasa nagy rendszereknél lassu. Ezért adunk ré korlatokat a
fenti tételben, melynek bizonyitasa a kovetkezs:
Bizonyitas. A segédallitasban szerepls képlet elsé minimuméat ado (f1,. .., fr)
indexhalmazt jeloljiik (f7, ..., fi)-vel. Ekkor:

C = me ay, mm{ZﬁJ 1S)| =d+1—4S5N(f,....[})=0}),
JES;
amelyben a bels¢ minimum alulrél becsiilhets a d — i 4+ 1 legkisebb 3; Osszegével,

vagyis:

d—i+1
B5)

1

k
2 > minfag,

Jeloljiik [*-gal azt a szamot, ahdny helyen a szummaban a minimum az ay-n vétetik

j=

fel. Ekkor ezeket az ap-ket alulrol tudjuk becsiilni az [* darab legkisebb a;-vel. A
maradék k — [* tagot pedig a legkisebb Zd v f3;-okkal, amelyek mérete csokken, ha

az 1 n6, tehat a k — [* legnagyobb indexi tagot kell venni.

I ko d—i+l ko d—itl
BT S ST D 9 97
i=1 i=l*4+1 j=1 i=l+1 j=1
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Ezzel megvan az als6 becslés. A felsé becslés hasonloképp adodik, viszont itt nem a
minimumot ado6 (f7, ..., f;) indexhalmazt vessziik, hanem az (1, ..., k) indexhalmazt,

ezzel a kifejezés legalabb C.

C<Zmlnal,mm{2@ S| =d+1—-4;5nN(1,...,i) =0})
JES;
A belsé minimumban szerepld feltételek d + 1 darab kiilonb6z6 indexre vonatkoznak,
és mivel a (37-k sorrendbe vannak rendezve, ezért tudjuk, hogy a minimumban csak a
d+ 1 darab els6 index szerepelhet. Ezért gy tudjuk feliilr6l becsiilni, hogy a d — 7+ 1

darab legnagyobb, maximum d + 1 indexd [;-t vessziik.

d+1

min(as, Y B;)

Jj=t+1

||M»

Legyen [* azt a szam, ahany helyen a szummaéaban a minimum az a;-n vétetik fel.
Mivel az a;-k névekvé sorrendben vannak, a C')  87-k pedig csokkend sorrendben,
ezért ez egyben azt is jelenti, hogy a minimum az els6 helyen az els6 [* indexnél

vétetik fel. Vagyis ekkor a kovetkezd atirassal nem valtoztatunk az Osszegen:

* d+1 d+1
>_ait Zzﬂ—mln{2%+zzﬁ}
=1 i=l*+1 j=i+1 i=l4+1 j=i+1

Ezzel bizonyitottuk a tételt. [J
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6. fejezet

Rétegelt videdk tarolasa

Az eddigiekben a meghibédsodés esetén fellépd javitasokra adtunk modszereket,
most pedig azzal foglalkozunk, hogy nagy terheltség, vagyis minél t6bb felhasznalo
esetén is elérhetéek maradjanak a fajlok. Ehhez mas modellt érdemes hasznélnunk,
mint a javitasoknal. Lényeges kiilonbség, hogy nem hibasodnak meg a tarolépontok,
hanem azt vizsgaljuk, hogy hany felhasznalé igényeit tudja kiszolgalni a rendszer.
Az [5] cikket dolgozzuk fel.

6.1. Modellezés

A fajlunk most egy vide6, amit tébb, 6sszesen L kiilonféle felbontasban tudnak
megtekinteni a felhasznalok. Ahhoz, hogy ezt kivitelezhessiik, a vide6é L réteghdl
all, egy [; alaprétegbdl, és L — 1 darab [, ... [, finomitd rétegbdl, ezt rétegelt
videonak nevezziik. A vide6 . méretii felbontasban valé megjelenitéséhez az els i
rétegre van sziikségiink. Egy réteget egy w hosszi F'-beli vektorként modelleziink.

Egy felhasznalé p € {1,..., L} réteget kérhet, ezt p-tipusti kérésnek nevezziik,
az ilyen felhasznalot pedig p-tipust felhasznalonak. A p-tipusi kérések beérkezését
egy A, paraméterd Poisson-folyamattal modellezziik. Egy felhasznalo kilépését a
rendszerbdl i,u paramétert Poisson-folyamattal modellezziik, ahol ¢, a rendszerben
1év6 p-tipust felhasznéalok szama.

A beérkezett kéréseket egy szerver dolgozza fel, amely n taroléponthoz kapcsolodik.
Feltessziik, hogy a szerver gy osztja ki az elérhetd eltarolt rétegeket a felhasznéloknak,
hogy ha 1j felhasznélok érkeznek, a rétegek esetleges tjra kiosztésa nem lassitja a
régi felhasznalok kiszolgalasat.

Nevezziik p-tipusu tarolépontnak azt a taroléopontot, amely az [y, . . ., [, rétegek

koziil tarol rétegeket, és az [, biztosan szerepel a tarolt rétegek kozott.
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Az i-tipusu tarolopontokon elhelyezett - barmilyen tipusi - rétegek szamat jeloljiik
m;-vel. Jelolje tovabba B azon rétegek szamat, amennyit egyszerre egy tarolopontbol
lehet letolteni. Ekkor B végessége miatt az egyszerre rendszerben 1évé felhasznélok
szama véges. Ha egy olyan p-tipusu kérés érkezik be, amit méar nem tud kiszolgéalni
a rendszer, elutasitja. Ha p-t6l fiiggetleniil egyik kérést sem tudja fogadni, akkor
tulterhelt allapotba keriil. Ennek a valoszintisége a ttlterheltségi valészintiség
(Ps), melyet minimalizalni szeretnénk.

A felhasznéalok egy halmaza megengedett, ha egyik kérést sem utasitja el a
Szerver.

Harom kiilonbo6z6 adattarolasi modszert néziink meg. Az els6ben vannak olyan
tarolopontok, ahol csak az alapréteget taroljuk, majd olyanok, ahol csak az alapréteget
és az elsd finomito réteget, és igy tovabb. Tehat nem hasznéljuk ki, hogy egy vided
rétegekbdl all, hanem a kiilonbo6zé felbontasu videdkat teljesen kiilonbozé fajlként
kezeljiik. Ezt klasszikus modszernek nevezziik.

A maéasodikban rétegelt videokat tarolunk el, tehat a rétegeket kiilon tarolopontokon
taroljuk, de a rétegeket nem kodoljuk, ezt nevezziik kodolatlan tébbfelbontasa
(URS) modszernek. A harmadikban pedig a rétegeket linearis koddal elkodolva
taroljuk, ez a kddolt tobbfelbontasta (CRS) modszer.

Ahhoz, hogy megértsiik a harom modszer kozotti kiillonbségeket, nézziink egy pél-

dat L = 2-re! Ekkor az els6 modszer szerint m; réteg van az 1-tipusi tarolépontokban,

m2

5 J darab [; és ugyanennyi [y a 2-tipust tarolopontokban.

és L

A masodik szerint szintén my darab [; van az 1-tipusu tarolépontokban, de mo
darab [, a 2-tipusi tarolépontokban.

A harmadik moédszerben pedig m; darab [; alapréteg van az 1-tipust tarolépon-
tokban, my darab réteg pedig [y és l; valamilyen linearis kombinacioja, melyeket a
2-tipust tarolopontok tarolnak. Ezek a linearis kombinaciok nem definicié szerinti
rétegek, de ahhoz, hogy Osszehasonlithassuk a kodolatlan modszerekkel, tovabbra
is rétegként hivatkozunk rajuk. Ebben a harmadik esetben l’;—val jeloljik az els6
p réteghdl kodolt réteg k. verziojat, amit a Y b, a;xl; képlettel kapunk meg, ahol
o, € Fy, egy véges testbeli egyiitthato. Ezt a réteget egy p-tipusi rétegnek vessziik.

6.2. Megengedettséghez sziikséges feltételek

Ebben a részben a megengedett felhasznalo-halmazhoz kerestink sziikséges és elég-
séges, illetve sziikséges feltételeket, melyek a kovetkezs rész numerikus eredményeinek

eléréséhez sziikségesek.
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Jelolje yﬁ’ € N a p-tipusi rétegek szaméat, amit a j. felhasznal6é beolvas. Egy p-
tipust felhasznald (i < p)-tipust rétegeket olvashat be. Osszesen N felhasznal van a
rendszerben, és N = Z;zl;:l ip. Legyen P egy fiiggvény, amely egy felhasznalé indexét
leképezi a kérésének tipusara, azaz {1,...,N}-r6l {1,..., L}-re képez. T, pedig
jelolje azt a p X p méretd egylitthatomatrixot, amelynek (a, b) eleme a j. (p-tipust)

felhasznalo altal letoltott a. kodolt rétegben az [,-hez tartozo oy egyiitthato.

29. Definicié. Ahhoz, hogy a felhasznalok megengedettek legyenek, a kovetkezs

egyenleteknek és egyenl6tlenségeknek kell teljesiilniiik az yé’ € N véltozokra:

(6.1) >y <Bm, (¥pe{l,...,L})

j=1
Vagyis barmely p-tipust réteget tarolé pont esetén van megfelel6 méretd savszélesség,

hogy az Osszes felhasznélo, aki ilyen réteget akar beolvasni, beolvashassa azt.

P(j)
(6.2) Y oyi=PG)  (Vje{l,...,N})
z=1
Azaz minden p-tipusu felhasznalé pontosan p réteget olvas be.
(6.3) rang(T}) = P() (V) € {L,....N})

Tehat minden felhasznalo vissza tudja kodolni a p réteget, amit kért. Ezeket az

egyenleteket és egyenlGtlenségeket nevezziik pontos formulanak.

Viszont ezek a feltételek a sok valtozd és egyenlet miatt numerikus modellezéshez
nehezen hasznalhatok. Ezért vezette be Ferner, Wang és Médard [5] a kovetkezs

kozelité formulat:

30. Definici6. A felhasznalok halmaza megfelels a kozelité formula szerint, ha

az 1, > 0 valtozokra:

L L
(64) S v <BY m,
p=1 p=1

Azaz amennyi réteget az osszes felhasznalonak le kell toltenie Gsszesen, kevesebb,

mint amennyi elérhetd.
(6.5) i, < Bm,, (Vpe{l,...,L})

Vagyis a p-tipusu felhasznélok kevesebben vannak, mint amennyiszer le lehet tolteni

az [, réteget tarolo pontrol egy réteget.
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31. Allitas. Ha a felhaszndldk halmazdra teljesil a pontos formula, akkor a kozelitd

formula 1s.

Bizonyitas. Mivel ijl Zjvzl yf , azaz az Osszes felhasznalo altal beolvasott Osszes
réteg szama egyenls Zﬁzl pipy-vel, ezért ha a 6.1-et Osszegezziik minden p-re, a 6.4-gyel
egyezik meg.

Mivel minden p-tipusi felhasznalonak le kell toltenie legalabb egy p-tipusi réteget,
ezért i, < Z;VZI Y- Igy ha a 6.1 teljesiil, a 6.5 is. O

32. Tétel. Ha L > 2, akkor van olyan felhaszndlo-halmaz, hogy a kézelitd formula

teljestil rd, de a pontos formula nem.

Bizonyitas. Vegylik azt az esetet, amikor B = 1, azaz minden tarolopont egy réteget
tud atadni. Legyen m; = my =L és my = --- = my_1 = 0. Ha vesziink két L-tipust
felhasznalot, akik koziil az egyik 1 darab 1-tipusu kodolt réteget és L — 1 darab
L-tipusu kodolt réteget kap, a masik pedig L — 1 darab 1-tipusu kédolt réteget és 1
darab L-tipusi kodolt réteget kap. Lathato, hogy a kozelits formulat teljesiti ez a
leosztas, de a pontosat nem, hiszen a masodik felhasznélé nem tudja visszakoédolni a
rétegeket. [

33. Tétel. Ha L = 2, akkor nincs olyan felhaszndlo-halmaz, hogy a kézelitd formula

teljesiil rd, de a pontos formula nem.

Bizonyitas. A felhasznalok szama szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy ha a
kozelitd formula teljesiil, akkor a pontos is. N = 1 esetén ez nyilvan teljesiil 1-tipusi
és 2-tipusi felhasznalo esetén is.

Adott N megengedett felhasznalora feltessziik, ha a kozelité formula teljestil,
akkor a pontos is. Legyen egy 1j, NV + 1. felhasznal6. Tegyiik fel, hogy az uj, N + 1
elemt felhasznélohalmazra a kozelité formulak teljesiilnek. Ha 1-tipusi felhasznalo,
akkor a 6.5 miatt le tudja tolteni az alapréteget, yy 4 = 1 és ya,, = 0, ezzel a
pontos formulak teljesiilnek.

Ha 2-tipust a felhasznald, akkor vagy egy alapréteget és egy kodolt réteget, vagy
két kodolt réteget akar letolteni. Az els§ esetben a kozelité formulak miatt kell
lennie elég rendelkezésre allo savszélességnek, és mivel yy, = 1 és yx, = 1, ezért
teljesiilnek a pontos formulak.

Ha két kodolt réteget akar letolteni, akkor a 6.5 miatt van két szabad kodolt réteg
letoltéséhez savszélesség, igy teljesiilnek a pontos formuldk. [

Tehat L = 2-re alkalmazhatjuk a kozelité formulat.
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6.3. Numerikus eredmények

A kovetkezSkben numerikus szamitasok utjan hasonlitjuk 6ssze a harom adatta-
rolési modszert L = 2 esetén.

A klasszikus modszer tulterheltségi valoszintisége a sorbanéllas-elmélet alapjan:

Pglasszikus _ (Al/u)mlB/(mlB)' > 2()\2//J’)m23/(m23)'
S (/) /il S (200 /)i /!
A kédolatlan és kodolt videdrétegeket alkalmazd modszerek vizsgalatahoz a cikk

ir6i Monte Carlo numerikus szimulaciokat végeztek.

6.3.1. A szerver terhelésének hatasa

ot L 4

([ ]
(L N .
Fs

(S ]

e L |

—— LIRS
—=— RS

iy

Alp

6.1. abra. A szerver terhelésének hatasa Ps-re. Az abra forrasa: [5]

Legyen most A\; = )y, azaz ugyanannyian intéznek egyes és kettes tipusu kérést.
Jeloljiik A-val a A\; + Ag-t.

ElGszor azt nézziikk meg, hogy a \/u fliggvényében (vagyis a beérkezs felhasz-
nalok aranya a kiléps felhasznalokhoz képest) hogyan valtozik a Py tulterheltségi
valoszintség. Ez a szerver terhelése.

Példaként tekintsiik azt az esetet, amikor B = 2 és 12 tarolopont van, melybdl
my = 8 tarolja csak az l; réteget, mo = 4 pedig az [y réteget az URS modszernél,
illetve az I5 rétegeket a CRS modszernél. Azért igy véalasztjuk meg, mert 2-tipusi
kérések az URS modszernél megkétszerezik az [1-et tarold pontok felé tamasztott

igények szaméat. A kapott eredményeket az 6.1. abran lathatok.
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Csak kis mértéki és viszonylag konstans javulas figyelhet6 meg a CRS mddszernél.

Ezért a tovabbiakban a \/u aranyt lefixaljuk 6-ra.

6.3.2. A kiilonbozd kérések aranyanak hatasa

113

[

[l

[y

[l

6.2. abra. A kiilonboz6 kérések aranyainak hatasa Ps-re. Az abra forrasa: [5]

Most pedig a kérések aranyaban nézziik meg a P valtozasat. Legyen m = mq +my
allando, és az el6bbi megkotésiink a \;-kre mar nem érvényes. Ekkor mgy és A1 /g
fiiggvényében nézziik a valtozasokat. Feltessziik még az URS modszernél, hogy
mo < my, hiszen ha tobb lenne, akkor nem lenne kihasznalva legaldbb mo —m darab
tarolopont savszélessége, hiszen minden -t tarolé ponthoz kell egy [;-et tarolo a 2-
tipust kérésekhez. Nevezziik P/-nek annak a valoszintiségét, hogy a rendszer nem tud
tobb i-tipusi rendelést fogadni. Egyenléként kezeljiik a kiilonb6z tipusu kéréseket,
vagyis nem engediink meg olyan eljarasmodokat, amelyek az egyik tulterheltségi
valoszintiségét tigy minimalizalja, hogy a mésik minimalizalasaval nem foglalkozunk.

Tehat adott A; /A esetén a Pl +cP2-t kell minimalizélnunk ms fiiggvényében, ahol
¢ € R. A numerikusan generalt eredmények kiilonboz6 A /Ay ardanyokra a 6.2. dbran
lathatok. A ¢ konstans véltoztatédsa nem okozott lényegi valtozast az eredményekben,
igy az dbréan a ¢ = 1-re kapott eredmények lathatok.

Lathato, hogy ha URS moddszer helyett CRS-t hasznalunk, nagysagrendes javu-
last érhetiik el. Ezen feliil, ahogy a A;/A\y ardny csokken, ugy né a tulterheltségi
valoszintiség. Ez varhato volt, mivel az arany csokkenésével tobb a 2-tipusu kérés, igy

tobb réteget kell letolteniiik.
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