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Bevezeto

A szakdolgozat célja a valos fliggvények tulajdonsigainak egy kiterjesztését, a matrix-
monotonitést illetve a métrix-konvexitast bemutatni és egy jol struktaralt egységként vizs-
galni.

A métrix-monoton fiiggvények elméletét eleinte Lowner vizsgéalta, majd Krauss a matrix-
konvex fliggvények korét tarta fel. Az 6nadjungalt matrixokon értelmezett fiiggvények nagy
szerepet jatszanak a kvantum-infoméaciéelméletben.

Mar a klasszikus analizisben is a monotonitas és a konvexitas kozott szoros kapcsolat
van, a matrix fliggvényeken ezek a kapcsolatok megerdsédnek. Ugyan erdsebb allitasokhoz
juthatunk ennek révén, de ennek az az ara, hogy sokkal nehezebb kérdés megallapitani egy
fliggvényrdsl, hogy matrix-monoton, illetve, hogy matrix-konvex.

Rajendra Bhatia [1, I,V ,IX X fejezet| konyvében, illetve Frank Hansen [2]| cikkében t&bb
bizonyitassorozat megtalalhato, ezek meghatarozzak témank f6 irdnyat, melyben minden
nyilt intervallumra egy erds kapcsolatot mutatunk meg a matrix-monotonitas és konvexitas
kozott. Ezen feliil az uton kitérlink az osztott differencidkra, és kiterjesztjiik a derivalas
fogalmat ezekre a fiiggvényekre.

Végiil kitértink egy konkrét matrix egyenlStlenségre, itt bebizonyitjuk a Lieb |3] konkavitas-
tételét. Fredetileg Lieb a Wigner-Yanase-Dyson feltevés bizonyitasanal az f : A — A¢
fiiggvény konkavitasabol (0 < g < 1) indult ki, mely szintén nem egy trivialis kérdés, ezért
volt egyik célunk azt is belatni utkézben. Ezt a tételt B. Simon és T. Ando is bebizonyi-

tottak, és az altaluk adott, téméankhoz kozelebb es6 bizonyitast mutatjuk be.



1. El6késziletek

1.1. Alapdefiniciok és allitasok

Ebben az alfejezetben kimondunk néhany gyakran hasznalt definiciot, jelolést, és ezek-
hez szorosan kapcsolodo allitdst. Ezek vagy a téma feldolgozasat segitik, vagy gyakran

hasznalhatoak tovabbi definicidk és bizonyitédsok kimondésanal.

1.1. Definicio. M, (K) Az n x n-es négyzetes mdtrizok halmaza K felett.
1.2. Definicié. U € M,,(C) unitér, ha U*U = UU* = I, azaz U* = UL
1.3. Definicioé. A € M,,(C) énadjungdlt, ha A* = A. Jelolés: A € M, (C)*“.

1.4. Allitas. Legyenek X,Y € M, (C) énadjungdltak. Ekkor XY énadjungdlt akkor, és
csak akkor, ha XY =Y X.

1.5. Allitas. Ha A € M, (C) énadjungdlt, akkor 3 U unitér és D wvalds diagondlis
mdtrizok, hogy A = U*DU.

1.6. Allitas. Ha A € M,(C) énadjungdlt, akkor A minden sajdtértéke valds.

n
1.7. Definici6. =,y € C" vektorok skaldrszorzata (z,y) = > x;Y;.
i=1

1.8. Definicio. X,Y € M,,(C) mdtrizok skaldrszorzata (X,Y) = tr(X*Y).
1.9. Definicioé. A € M,,(C) pozitiv definit (jel: A > 0), ha énadjungdlt és
(Az,z) >0 , Vo € C"\{0}.
1.10. Definicié. A € M,,(C) pozitiv szemidefinit (jel: A > 0), ha énadjungdlt és
(Az,z) >0, Vo e C".
1.11. Allitas. A pozitiv definit < A sajdtértékes pozitivak és A onadjungdlt.
1.12. Allitas. A pozitiv szemidefinit < A sajdtértékei nemnegativak és A onadjungdlt.
1.13. Allitas. A pozitiv szemidefinit = A dtldelemei nemnegativak.
1.14. Definici6. Legyen A € M, (C). Ekkor A operdtornormdja:

[A]] = sup{[|Av[| : ]| = 1,0 € C"}



1.15. Definici6. Legyen A € M, (C). Ekkor A spektrdlsugara
0(A) = max{|\|: X sajdtériéke A-nak}.

1.16. Allitas. Legyen A € M, (C). Ekkor o(A) < ||A||. Ha A normdlis (AA* = A*A),
specidlisan ha A onadjungdlt, akkor itt egyenldség dll fenn.

Megjegyzés: Ez nem mainden normdra igaz, példdaul o Frobenius-normdra nem teljesdil.
1.17. Allitas. Legyen A, B € M,(K), és B invertdlhaté. Ekkor
0(AB) = o(BA).

Bizonyitas:

Vegyiik észre, hogy AB és BA hasonl6ak:
AB ~ BA & 3X € M,,(K) : BA= X(AB)X L.

Ebben az esetben az X = B vélasztés jo6 lesz.

Mivel AB és BA hasonléak, ezért a karakterisztikus polinomjuk megegyezik, azaz

det(BA— M) = xpa(A) = xap(\) = det(AB — ).

Ezzel készen vagyunk, ugyanis ha ugyanaz AB és BA karakterisztikus polinomja, akkor
a sajatértékeik is mind megegyeznek, ebbdl meg kovetkezik, hogy a spektralsugaruk is

azonos.

1.2. Matrix-monotonitas és matrix-konvexitas definicidja

Az Onadjungalt matrixok igen jo tulajdonsidgokkal birnak, és a rajtuk értelmezett fligg-
vények pedig szamos alkalmazashoz vezetnek. Ennek tiikrében ezeket fogjuk vizsgélni a
tovabbiakban.

1.18. Definici6. Legyenek X, Y € M, (C) énadjungdltak. Ekkor X > Y & X —Y >0,

azaz X — Y pozitiv szemidefinit.

1.19. Definici6. Legyen A € M, (C) énadjungdlt, tehdt unitér mdtrizszal diagonalizdlhato
(A = U*DU, ahol U unitér és D wvalds diagondlis mdtriz). Legyen I intervallum. Ha
f:I = R figgvény, és A sajatértékei I-ben vannak, akkor f(A) = U*f(D)U, ahol f(D)
diagondlis és f(D);; = f(di;).

Megjegyzés: f(A) nem figg U vdlasztdsdtol.



1.20. Példa. f(z) = |z| (abszolitérték)

()66 )0
-0 DG EI D)

1.21. Definici6. Legyen I intervallum. Az f figgvény n-monoton nové (n > 1) I-n, ha

N|— N[
v

N[ D[
[ N1
NI DO

minden olyan X,Y € M, (C) énadjungdlt mdtrizra, melyek sajitértékes I-ben vannak,
X<Y=f(X)<f).
f n-monoton csokkend ha X <Y esetén f(X) > f(Y).

Mivel f n-monoton csékkend ha — f n-monoton névé, ezért altaladban a monoton néve

esettel elég foglalkozni.

1.22. Definici6. Legyen I intervallum. Az [ figgvény n-konver (n > 1) I-n, ha minden
olyan X,Y € M, (C) énadjungdlt mdtrizra, melyek sajdtértékei I-ben vannak

VA€ (0,1) esetén fOAX +(1—=NY) < Af(X)+ (1 =N f(Y) .
f n-konkdv, ha —f n-konvex.
Megjegyzés: AX +(1—\)Y sajatértékei mind I-ben vannak, tehét f értelmezhetd rajta.

1.23. Allitas. Ha az f figguény folytonos, és A\ = % -re teljestl a konvezitds feltétele (azaz
f gyengén konvezx), akkor minden X\ € [0,1] -re is teljesil.

Megjegyzés: Ha egy f: I — R (I C R) fiiggvény n-monoton (illetve n-konvex), akkor

minden m < n, m € Nt esetén f m-monoton (illetve m-konvex).

1.24. Allitas. n-monoton illetve n-konvez figgvények konvergens sorozatdnak pontonkénti

limesze szintén n-monoton illetve n-konver.

1.25. Definicié. Az f fiigguény operdtor-monoton illetve operdtor-konver ha n-monoton

illetve n-konver minden n € N esetén.

1.26. Allitas. Operdtor-monoton illetve operdtor-konvez fiigguények konvergens sorozatd-

nak pontonkénti limesze szintén operdtor-monoton illetve operdtor-konvex.



1.3. Nevezetes fiiggvények vizsgalata

Ebben a részben tobb ismert fiiggvényt fogunk vizsgalni, Rajendra Bhatia [1, V. fejezet|
konyvének feldolgozasaval eljutunk az A? fuggvenyig (0 < ¢ < 1), melyet tovabbi eredmé-
nyek eléréséhez példaul Lieb hasznalt fel [3] -ban elért eredményeihez. Mivel viszonylag
egyszerid (vagy annak tiing) fiiggvényekrsl van sz6, ezért konnyen alkalmazhatoak tételek

illetve allitasok bizonyitasaiban.

1.27. Példa. Az f(X) = X? fiigguény operdtor-konvex R-en.
Bizonyitds:
Legyen A, B € M, (C) énadjungdlt.
Ekkor azt kell belatni hogy VA € (0,1):

(M + (1 -=XN)B)2 < A%+ (1-)\)B?,

ami ekvivalens azzal, hogy: NA? + (1 — \)B? — (AA+ (1 — \)B)? > 0. Innen

M2+ (1-MNB2—(AMA+(1-)N)B)?=
M2+ (1-N)B? = [N2A2 4+ X1 - MNAB+ A1 - \N)BA+ (1 -)\)?B? =
A=22)A2 - X1 -MNAB - AX1-MNBA+(1-)\) - (1-N))B%=
A1 =NA%2 - X1 =MNAB-A1-XN)BA+(1-MN(1-(1-\)B?=
M1 —\)[A%2 - AB - BA+ B?| =
A1 =N (A—-B)?2>0,

viszont az utolsd alak ¥ A, B-re fenndll, tehdt oz eredeti dllitds is igaz.

1.28. Példa. Az f(X) = X? fiigguény nem operdtor-monoton névé [0,00)-n.

Bizonyitds: ellenpélddval.
- 2 1 B= 11 A-B- 10 ,
11 11 00
42 5 3 B2 _ 2 2 2o 3 1 '
3 2)7 2 2)7 10

Ekkor A > B esetén A%2 > B? nem teljesiil, ugyanis det(A?> — B?) <0 .
Amennyiben ez nem elég meggydzé példa (ugyanis B-nek van 0 sajdtértéke), akkor [5,
p. 35/-ban taldlhatunk egy példdt ugyanerre, amelyben A és B mdr pozitiv definit mdtrizok.



Emiatt igen fontos, hogy csak 6vatosan vonhatunk le kévetkeztetéseket a matrix fiigg-
vényekre a skalar fiiggvények korébdl.

Megjegyzés: Emiatt az f(X) = X? fiiggvény legfeljebb 1-konvex lehet, ami igaz is.

Megjegyzés: A matrixokon vett négyzetre emelés megegyezik a sajatértékek négyzetre

emelésével. Legyen A 6nadjungalt, ekkor diagonalizalhato, igy
A? = (U*DU)(U*DU) = U*D(UU*)DU = U*DDU = U* f(D)U = f(A),
és az n-ik hatvanyra emelés esetére (n € N) is hasonléan fennall ez a kapcsolat.

1.29. Példa. Az f(X) = X3 fiigguény nem operdtor-monoton névé [0, 00)-n.

Bizonyitds: ellenpélddval.
1 11 2
A= s ,B = ,A— B = 0 ,
11 11 0 0
43— 34 14 B _ 4 4 B 30 10 ‘
14 6/’ 4 4]’ 10 2

Ekkor A > B esetén A% > B3 nem teljesiil, ugyanis det(A> — B3) = —40 < 0 .

1.30. Példa. Az f(X) = X3 fiigguény nem operdtor-konvez [0, 00)-en
Bizonyitds: ellenpélddval.

Legyen A, B ugyanaz, mint az 1.29 példiban. Ekkor

A3+B3_<A+B>3_ 19 9\ (13 8\ (6 1
2 2 ~\9 5 8 5) \1 0/

6 1 3, B¢
Mivel det <1 0) < 0, ezért nem teljesil, hogy % > (—A;B)g.

A kovetkezd lemmaéval tovabbi fiiggvények fontos tulajdonséigait tudjuk bizonyitani.

1.31. Lemma. Legyenek A, B € M, (C) dnadjungdltak. Ekkor ha B > A , akkor minden
K € M,(C) esetén K*BK > K*AK.

Bizonyitas:

Legyen u € C. Ekkor minden wu-ra fennall a kovetkezs:

(u, K*(B— A)Ku) = (Ku,(B—A)Ku) >0,

mert feltettiik, hogy (B — A) pozitiv szemidefinit.



1.32. Allitas. Az f(X) = X! fiigguény operdtor-monoton csikkend (0,00)-en.

Bizonyitas:
Legyen 0 < A < B. Azt kell belatni, hogy A=! > B~1.
Tudjuk, hogy

B> A.

Mivel B invertalhato, ezért alkalmazzuk az 1.31 lemmat K = B3 -re, igy megkapjuk,
hogy

azZaz

I> B 2ABx. (1)

Allitas: 0< X <T& X 1>1

Ez azért teljesiil, mert X = U*DU sajatértékei [0, 1]-ben vannak, tehdt X 1 sajatérte-
kei (ezek reciprokai) [1, 00)-ben vannak, igy X ' — I = U*D~'U ~U*IU = U*(D~' - 1)U
sajatértékei nemnegativak.

Visszatérve a bizonyitashoz, (1)-re alkalmazhatjuk az elgbbi kisebb allitasunkat, igy
megkapjuk, hogy

[< (B 2AB2)"'=B:A"'B:. (2)

Mivel B invertalhato, ezért ujra alkalmazzuk az 1.31 lemmét, szintén K = B3 -re,
igy megkapjuk (2)-bél, hogy

azZaz

B l<A™l

tehat az inverzképzés operator-monoton cstkkend (0, 0o)-en.



1.33. Allitas. Az f(X) = X! figguény operdtor-konvez (0, 00)-en.

Bizonyitas:

Felhasznaljuk az inverzképzés folytonossagat a (0,00) intervallumon. Igy elég csak
A = Z-re belatni a konvexitast (azaz a gyenge konvexitést). Legyenek A, B € M,(C)
onadjungaltak, és 0 < A < B. Azt kell belatni, hogy

> 0.

A'4Bt (A+B\
2 2

A kovetkezd egyenl@séget fogjuk ezért belatni:

Al4Bt (A + B)—l (A =B YA+ B ) (A1 - B

2 2 B 2 ' (3)

Ha ezt belatjuk, akkor ebbdl kvetkezik az allitas, ugyanis (A=t +B~1) =1 pozitiv definit,
(A=! — B~1) 6nadjungalt (a monotonitdsbol kévetkezik az is, hogy pozitiv szemidefinit, de
ez nem sziikséges), igy az egész jobb oldal pozitiv szemidefinit, tehat a bal oldal is, mert
megegyeznek.

Szorozzuk meg az (3) egyenletet jobbrél 2(A + B)-vel. Ekkor

21+ A7'B+B'A) 4l = (A - B YA+ B Y (A B - B714),

aAzZaz

A'B+B A2l =(A - B HY A+ B Y)Y HAIB-B14).

A bal oldalt tovibb alakitva azt kapjuk, hogy

(A'—B HB-A)=A''-B HA '+ B H YA 'B-BtA).

Innen elég belatni, hogy

(B—A)=(A14+B Y l4a1B-B14).

Szorozzuk meg mindkét oldalt balrél (A~1 + B~1)-zel. Ekkor

(A'+ B YB-A) =A"'B-B A

Ez lathatéan minden A, B-re fennall, tehat az eredeti egyenl@ség is.



Megjegyzés: Ebben az esetben is helytallo az f(X) = X! jellés az f(t) = 1 -re,

¢
ugyanis ha X = UDU* | akkor

Xf(X)=UDU*Uf(D)U* =UDU*U)D"'U* =UDD 'U* =UU* = I,
tehat f(X) valoban az X inverze.
1.34. Lemma. Legyen B pozitiv definit és B > A > 0. Ekkor HA%B_%H <1.

Bizonyitas:
Mivel B invertalhato, ezért alkalmazzuk az 1.31 lemmét K = B3 -re, igy megkapjuk,

hogy

B>A= B BB :>B 2AB"2,

aAzZaz
I>B 1AB .

Ezt a kovetkezSképp alakitsuk tovabb:
I>B 3AB™i = BiATATB i = (A3B7H) AiBTE
<

Felhasznéljuk, hogy egy K matrix kontrakcio (||K]| 1) akkor és csak akkor, ha
K*K <1 (& KK* <), igy megkapjuk a lemma allitasat, azaz ||A%B_%H <1

1.35. Allitas. Az f(X) = X2 figgvény operdtor-monoton novd [0, 00)-n.

Bizonyitas:
Legyen 0 < A < B és tegyiik fel, hogy B invertalhato (B > 0). Ekkor az 1.34 lemma
pont azt mondja ki, hogy

lAZB~2 ] < 1.

Az operatornormat becsiilhetjiik alulrél a spektralsugarral, igy

o(ARB™3) < |AZB73|| < 1.

Felhasznéljuk, hogy A2B~% és B-1A2B~1 hasonloak (és feltevés szerint léteznek),

ezért a kovetkezot allithatjuk:



Tehat eddig belattuk, hogy Q(B_%A%B_%) <1, ez azt jelenti, hogy

o(BTEARBTE) = ||BTIAT B < 1,

ugyanis B iA2B~% mar onadjungalt. Ezért

B 1A:B 1 <. (4)
Most az (4) egyenletre alkalmazzuk az 1.31 lemmat K = B %—del, igy

BiB 4A*B~iBi < BilB1,

azZaz

Az < B3,
Ezzel megkaptuk, hogy a gyékvonas operator-monoton névé (0, 0o)-n.

Abban az esetben, ha B szinguléris, azt tudjuk, hogy € > 0-ra

A2 < (B +el)7.
Innen € — 0 esetén szintén megkapjuk, hogy As <B 3,

1.36. Allitas. Legyen 0 < q<1,qcR. Az f(X) = X1 fiigguény operdtor-monoton névd

[0, 00)-n.

Bizonyitas:

Legyen r = g alakt valos szdm, ahol 1 < m < 2" egész és n € N. Az ilyen alaka r
szamokrol latjuk be, hogy f(X) = X" operator-monoton névé.

Teljes indukcioval n-re fogjuk belatni az allitast.

Indukcids feltevés: Minden r = 57 (j € {1,...,n} és m € {1,...,2"}) esetén

0<A<B= A" < B,

azaz f operator-monoton nove.

Han =1, ekkor j =1ésm € {1,2}. Két eset van, az els6ben r = % , azaz a gyokvonéas
monotonitasarol van szo, ezt mar belattuk 1.35 -ben. A mésodik esetben r = 1, azaz az
identitéds fliggvényt kapjuk, erre trividlisan fennall.

Tegyiik fel, hogy n = k — 1 -ig igaz, bizonyitsuk n = k-ra.
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Tudjuk, hogy j € {1,...,k —1} és m € {1,...,2¥71} esetén igaz az indukcios 4llitas
m_
2

Legyen 0 < A < B. (ii. esethez sziikséges feltenni).

r= ra.

Most két esetre bontsuk a bizonyitast:
(i) Ham € {1,...,2F" 1} akkor az indukcios feltevésbol

AFET < B
Mivel a gytkvonasrol belattuk, hogy operdtor-monoton névs 1.35-ben, ezért
m m l m l m
Ask = (AT—I)Q < <BT:—1>2 — Bk

(ii) Ha m € {(2¥71 +1),...,2F}, akkor mivel 0 < A < B, ezért (felhasznalva, hogy az

inverzképzés operator-monoton cstkkend 1.32 szerint)

N

-1>p-1
Innen alkalmazzuk az 1.31 lemmat K = B2ﬂ’c -val:

m
k

B2¥ A~1B3F > B2k B~1RBak

azZaz

m m__q

B2+ A'BaF > B3I

Mivel 57 — 1= =20 65 m > 251 egért (m — 2871 € {1...257 1)

Emiatt az indukcios feltevéssel ezt alulrol tovabb becsiilhetjiik azzal, hogy

m 1

! > Ak-T7

Osszesitve az (5) és (6)-ban kapott eredményeket, azt kapjuk, hogy

B2 A71BaF > AmT ! (7)

Még egyszer alkalmazzuk az 1.31 lemmaét, a (7) egyenlStlenségre, most K = A72 del:

A"2BFATIBSE A7 > A3 AT T 14 (8)



Ezt atalakithatjuk a kovetkezéképpen:

m 2 m
(a7bpatamh)" > aztn 2,
Felhasznaljuk tjra, hogy a gydkvonas operator-monoton nové 1.35 szerint. Igy
1 m 1 m 1 m
ATEpEEATE > (AR - s
Szintén az 1.31 lemma segitségével K = A2 1a leolvashaté, hogy

— 1
1145

5z

AZA 2B AT2 A2 > A A ,

azZaz

m m

Bt > Ask.
Eredményképp beléttuk, hogy r = 5 (m € {1,...,2"}) esetén
0<A<B=A"<B".

Mivel az g alaki racionalis szdmok stirtin helyezkednek el [0, 1]-en, ezért ez minden
q € [0, 1]-re is teljesiil.
Tovabba 0 < A < B esetre az allitds f folytonossaga miatt teljesiil.

12



2. Kapcsolat matrix-monotonitas és konvexitas kozott a po-

zitiv félegyenesen

Ebben a részben Osszekapcsoljuk a métrix-monotonitast a métrix-konvexitassal. Az itt
talalhato bizonyitasok nagy része Frank Hansen [2] cikkébdl szarmaznak. Olyan tételek
kertilnek bizonyitasra, melyek segitségével egy fliggvény mér ismert tulajdonsiagabol (mo-
notonitas vagy konvexitas) a masikrél valamilyen informaciot nyeriink. Ezek segitségével
nem lehet megtudni barmilyen fiiggvény Osszes tulajdonsagat, viszont arra a kés6ébbi ré-

szekben mutatunk be eszkozoket.
2.1. Allitas. Legyen I nydt intervallum, f : I — R konkdv/konvex. Ekkor f folytonos.
2.2. Lemma. Legyen D € M,(C), ||.| operdtornorma, és e, A > 0. Ha e\ > ||D||?* akkor
el D
>0.
D A

Bizonyitas. Legyen (u,v)' € C".
Azt kell belatni, hogy

e(u,u) + v, v) + (u, Dv) + (Du,v) > 0. (9)
A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenséggel becsiilhetjiik, hogy
[(u, Dv)| < |u[ | Dv| < ||D|| |ul [v],

azaz ha felbontjuk az abszolutértéket akkor —||D|| |ul|v| < (u, Dv).
Hasonléan megkapjuk, hogy —||D|| |u| |v] < (Du,v).
Tehat (9)-et becsiilve

e{u,u) + Ao, ) + (u, Dv) + (Du,v) = elul® + Aol = 2| D) [u] o]
Most hasznaljuk fel, hogy e\ > || D||?, igy
2
elul? + Aol? = 20Dl ful o] 2 efuf + Ajvf? — 2VEXul [v] = (VElul = VXJo])” = 0.

2.3. Tétel. Legyen f : (a,00) = R 2n-monoton nové figguény (a € R). Ekkor f folytonos

és n-konkdv (a,00)-en.

Bizonyités. Feltehetd, hogy a = 0. Legyen X1, X9 € M, (C) pozitiv definit és s € [0, 1].
Legyen V € Ma,(C) a kovetkez6:
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v ( Vsl, -/ - s)In>
V(I =8I, NES ’

ahol I, € M, (C) egységméatrix. A V matrix unitér, ugyanis VV* = V*V = Iy,. Innen
szamoljuk ki, hogy

Vv X1 0 V= SX1+(1—S)X2 \/g\/l—S(XQ—X]_)
0 X2 \/g\/l—S(XQ—Xl) (1—8)X1+8X2 )

Legyen A, > (1 — s) X1 + sX5. Ekkor adott ¢ > 0-ra fennall:

<5X1 +(1—9s)Xo+el, 0 ) B < sX1+(1—35)X, Vsv1—s(Xg — X1)> (10)

0 21, \/5\/1 —S(X2 —Xl) (1—S)X1 + sXo
> 6In —\/5\/ 1-— S(X2 — Xl) (11)
T\ sV = s(Xe — X1) A, '

Fz azért igaz, mert bal oldalra rendezve azt kapjuk, hogy

0 0
Z 07
0 )\In—(l—S)Xl —SXQ

és ez A definiciéjabol adododan teljesiil.
A 2.2 lemma szerint (11) pozitiv szemidefinit, ha e > ||/sv/1 — s(X2 — X1)||3.
Elég nagy A-ra azt kapjuk (10)-bdl, hogy

>0

— ?

sXq + (1 —S)X2+€In 0 B sX1 —I—(l —S)Xg \/5\/1 —S(X2 —Xl)
0 21, \/5\/1—S(X2—X1) (1—S)X1+SX2

azZaz

SX1+(1—S)X2+EIn 0 > SX1—|—(1—8)X2 \/5\/1—5(X2—X1)
0 AL T \VsvTI—s(Xo—X1) (1—s)X1+5Xy |

Mivel f 2n-monoton novs, ezért alkalmazhatjuk mindkeét oldalra (itt hasznéaljuk fel

hogy f értelmezési tartoménya kiterjed a végtelenbe) és tovabbra is fennall

f(SXl + (1 — S)XQ + Efn) 0 > f sXq + (1 - S)XQ \/g\/E(XQ — Xl)
0 fRAL) )~ Vvl —s(Xa—X1) (1—-8)X1+sXy |
(12)

A (12) egyenl6tlenség jobb oldalardl tudjuk a kovetkezdket:
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f < SX1—|—(1—S)X2 \/g\/].—S(XQ—Xl)> :f (V* (Xl 0 ) V)
VsVl —s(Xe — X7) (1 —5)X1 + sXo 0 Xs
- <f(X1) 0 ) _ ( sX0) + (1= 9)f(X2) VBT s(/(X2) - <X1>>>
0 f(X2) VsVT=s(f(X2) — f(X1)  (1—s)f(X1) +sf(X2) |
Tehat

f(sX1+ (1 —5)Xo+ely) 0 -

0 f@2AL)) —

<sf(X1) (L= 9)f(X2)  VsVI=s(f(X2) - <X1>>).
VAVI=s(f(X2) = f(X1) (L= 9)f(X1) + sf(X)

Vegyiik észre, hogy itt a bal fels§ részmatrixokra:

f(SX1 + (1 — S)X2 =+ EIn) > Sf(Xl) + (1 — S)f(XQ), (13)

ugyanis ha bal oldalra rendeznénk az eléz6t, akkor sziikséges a pozitiv szemidefinit-
séghez, hogy az atloelemek nemnegativak legyenek (ennek blokkositott valtozata, hogy az
atloelemek pozitiv szemidefinit matrixok).

Innen mér csak azt kell belatni, hogy eI, elhagyéaséval is fennall a (13) egyenlStlenség.
Ezt ugy kapjuk meg, hogy belatjuk f-rél, hogy folytonos.

Jeldlje f jobboldali hatarértékét ¢ € R-ben:

f(t) = linbf(t—i—w), ahol w > 0, t > a.
w—

Legyen t1,t2 € R, t1,t2 > 0. Ekkor f monotonitasabdl megkapjuk, hogy

sfi(t) + (1 =) fr(t2) < sf(tr+e)+ (1 —s)f(t2+¢) (14)

barmely kicsi, rogzitett e-ra.

Feltettiik, hogy f 2n-monoton, tehat a (13) egyenl6tlenség fennall 1 dimenzios esetben
is. Emiatt tovabb becsiilhetjiik a (14) egyenlStlenséget a kovetkezsképpen.

Legyen x1 = t1 + €, xo = tg + €. x1 és zo-re alkalmazzuk a (13) egyenlStlenséget

sfti+e)+ (1 —s)f(ta+e) < f(s(ti+e)+ (1 —9)(ta+e)+¢e) = f(st1 + (1 — s)ta + 2¢).
(15)
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Osszefoglalva a (14) és (15) egyenlttlenségeket, eddig azt lattuk be, hogy

sfe(t) + (1 = 8)f1(t2) < f(str + (1 = s)ta + 2¢). (16)

Tartsunk (16)-ban e-nal a 0-hoz. Ekkor definici6 szerint

sfr(t1) + (1 =) f+-(t2) < fo(st1 + (1 = s)t2), (17)

azaz fy konkav, és ebbdl kivetkezik, hogy f folytonos.
Legyen § € R, § > 0 kicsi. Mivel f monoton novs, ezért

f+(t=08) < f(t) < f+(2),

ha 0 < 6 < t. Mivel f; folytonos, ezért ha 6 — 0, akkor f(t) = f4(¢) minden ¢ > O-ra.
Ezzel megkaptuk, hogy f is folytonos, tehat (13) fenndall € — 0 esetben is, igy

f(sX1+ (1 —8)X2) > sf(X1) + (1 —s)f(X2), (18)
azaz f n-konkav.

2.4. Kovetkezmény. Ha f(X) operdtor-monoton novd figguény (a, 00)-en, akkor f operdtor-

konkdv (a, c0)-en.

Bizonyitas: Tegyiik fel hogy f n-monoton névé minden 2n € N esetén. Ekkor f n-

konk&v minden n € N esetén az el6bbi tétel alapjan.

2.5. Tétel. Ha f(X) nemnegativ figguény, és n-konkdv (a,00)-en (n € N), akkor f n-

monoton novd (a,o0)-en.

Bizonyitas: Feltehetd, hogy a = 0. Legyenek X,Y € M, (C) pozitiv definit matrixok
és X <Y , tovabba A € (0, 1) szam. Ekkor

AY = AX +AY - X) = AX + (1 - VM)A (Y = X)).
Mivel f n-konkév, ezért definiciobél kovetkezik, hogy

FOY) = M(X) + (1= Nf (A5 (Y = X)),
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tovabbéa, ha fennall, hogy f nemmnegativ, akkor az elébbi &llitast bévithetjiik az egyik

tag elhagyéasaval (ugyanis nincs negativ skalarral megszorozva):
FOY) 2 Af(X) + (1= NFAZ5 (Y = X)) > Mf(X),

JOY) = Af(X).

Ha X\ — 1, akkor megkapjuk, hogy f(X) < f(Y), ugyanis f folytonos (mert konkav).
Bévebben, ha csak azt tudjuk, hogy X <Y akkor vegyilink egy p € (0, 1) szamot, igy
uX porzitiv definit marad. Innen uX < X <Y miatt

f(pX) < f(Y).
Tehat p — 1 esetén megkapjuk a monotonités feltételet: f(X) < f(Y).

2.6. Kovetkezmény. Ha f(X) operdtor-konkdv (0, 00)-en és nemnegativ, akkor f operdtor-

monoton novd (0, 00)-en.

2.7. Kovetkezmény. Ha f(X) nemnegativ, akkor f operdtor-konkdv (0,00)-en akkor és

csak akkor ha operdtor-monoton névd (0,00)-en.
Bizonyitas: a 2.4 és a 2.6 kovetkezmények egyesitése.

2.8. Allitas. Ha egy f(X) fiigguény operdtor-monoton novs (0,00)-en, és nemnegativ,

folytonos figgvény, akkor g(X) = ﬁ operdtor-konvez (0, 00)-en.

Bizonyitas:
Legyenek A, B € M,(C), A,B > 0. Tudjuk, hogy f operator-monoton névé, ezért
a 2.7 kovetkezmény miatt operator-konkav, igy A = %—re azt kapjuk, hogy

I LIB) _ f(428), 19)

Ezek sajatértékei még mindig (0, 00)-ben vannak, igy felhasznaljuk, hogy az inverzkép-

zés operator-monoton csokkend 1.32 szerint, ezért

o)
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Fel fogjuk hasznélni, hogy az inverzképzés konvex (0, 00)-n. Tudjuk, hogy f(A) és f(B)
sajatértékei szintén (0, 00)-ben vannak, ezért A =  esetén (ezt bizonyitottuk 1.33 -ben) ez

azt jelenti, hogy

(FA)+ (B (f(A) > f(B))_l : (21)
9 2

Ha 0sszeillesztjiik az (20) és (21) egyenlStlenségeket, akkor pont azt kapjuk, amit sze-

retnénk belatni, azaz

(fA)~! ; (f(B)~" > <f <A42—B>>1’

ami ekvivalens azzal, hogy

o) 1oB) , o (428),

Ezzel belattuk, hogy A = % esetén teljesiil a konvexitas, igy felhasznalva, hogy f
folytonos, ebbdl kovetkezik, hogy g operator-konvex (0, 0o)-n.
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3. A kapcsolat altalanositasa (Lowner- és Krauss-matrixok)

Eddig a pozitiv félegyenesen értelmezett fliggvényekkel dolgoztunk, most mar altalanosabb
allitasokrol lesz sz6. Ezen feliil olyan allitasok hangzanak el, melyek segitségével j6 esetben
egy konkrétan megadott fiiggvényrsl meg tudjuk allapitani a monotonitasat, illetve a kon-
vexitasat. Itt leginkabb Rajendra Bhatia [1] kényve alapjan kozelitettiik meg a Lowner-

és a Krauss matrixokat.

3.1. Osztott differenciak

3.1. Definicié. f(x) elsérendi osztott differencidja az x1 # xo helyeken

~ flx2) = f(=1)
['Tla‘T?]f - To — 71 .

Ha x1 = x9, akkor [z1,z1]f = f'(z1).

3.2. Definicié. f(x) mdsodrendd osztott differencidja, ha x1 # x3,

(w2, 3] f — @1, 22y
T3 — X1 '

(21, 22, 23] f =

f'(@1)=[w2,m1]y
T1—T2 )
£ (z1)
3 .

Ha r1 = I3, akkor [[L‘l,fL’Q,xl]f =

Ha 21 = 9 = 3, akkor [z, 21, 21]f =

3.3. Allitas. Az osztott differencidk linedrisak, azaz:

[1'1,---,l'n]f+g = [x17"'7x7L}f + [$17"'axn]gv

[T1,. ., Zn)ap = A2, .o, 2] g
3.4. Allitas. A mdsodrendid osztott differencidk szimmetrikusak, azaz
[CL, b, C}f = [ba a, C]f = [Ca b, a]f‘

Megjegyzés: Az osztott differencidk mind szimmetrikusak, elsérendd esetben ez trivia-
lis. Mivel a mésodrendd esetet fogjuk hasznalni, egyszertibb bizonyitast alkalmazhatunk.

Bizonyitas:

[a,b,c]f: b = =
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b(f(a) — f(c)) +c(f(b) — fa)) +a(f(c) — (b))
(a—c)(a—b)(b—c) '

Az utolso alakban vegyiik észre, hogy barmely két bemenetet megcserélve a szamlalo

és a nevezd is el§jelet valt, igy ugyanezt a kifejezést adja.
3.5. Lemma. Legyen X\, \; € R, és f(x) = a". Ekkor

LUPSITED BRI

s=1

Bizonyitds:

f(>‘l) - f(A]) )\ZL B )\;l n—1 n—2 n—2 n—1 = s—1yn—s
iy Al = S T v ¥ DV ¥ O N S WP M Vs

Megjegyzés: Az Osszeg szimmetrikus, igy felcserélhets \; és \; szerepe. Ezt az osztott

differencidk szimmetridjaval is lehet indokolni.

3.6. Lemma. Legyen \j, \j, \;, € R, és f(x) = a™. Ekkor

i A Aelp = DD ARSI,
s=1r=1
Bizonyitas:

Z )\sfl)\nfs . Z )\s 1)\n s

[)\ bV )\k] _ P\J’Ak]f — [)"L’)‘]]f _ s=1 J g s=1 _
ERAYVE) f )\k—)\ )\k_)\l

21 )\j—l)\z—s . Z )\n 3)\5 1 21 )\;—1(}\2—3 o )\;1—5)
B Ak = Ai - A = Ai B
81)\n8)\n8 nsl r—1y(n—s)—r nnsslrlnrs

= ZA 3 ZA ZA Y ) P P VY.
k_ s=1r=1

Az alakitasok soran kétszer felhasznédljuk a 3.5 lemmat, egyszer a bizonyitas elején,

méasodszor pedig ott, hogy

n—s n—s

= [Ag, Ailgs
)\k_)\z [k? ]g

ahol g(x) = 2"~ %.
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3.2. A Fréchet-derivalt

A klasszikus analizisben sok informaciét nyeriink valos fiiggvényekrél a derivalas segitsé-

gével. Emiatt érdemes kiterjeszteni ezt a fogalmat a matrixok korébe.

3.7. Definicié. Egy f : M,(C)** — M, (C)%* énadjungdlt mdtrizokon értelmezett fiigg-
vény Fréchet-derivdlhatd (a tovdbbiakban: derivdlhats) eqy A € M, (C)-ben, ha létezik olyan
Df(A): My(C)** — M, (C)* szintén onadjungdltakon értelmezett linedris leképezés, hogy
minden énadjungdlt H € M, (C)-re

i A+ 1) = £(4) = DAY

— 0.
| H||—0 [ H

Megjegyzés: Ha f valdban derivdlhato A-ban, akkor
d
Df(A)(H) = af(A + tH)li=o,
ami o H irany menti derivdltja f-nek A-ban.
Megjegyzés: Eszrevehetd, hogy a klasszikus f : R — R fiiggvényeknél

Fa) -t 100 = 1)

h—0 h

atirhato a kovetkezd alakba:

o W@+ 1) = (@) = f'a)h

h—0 |h

=0,

igy a skalar esetben f Fréchet-derivaltja a-ban f’(a).
Erre a derivéilasra fennallnak a szokisos derivaltra érvényes kapcsolatok, st az egyér-

telmiiség is. Kzeket most nem fogjuk belatni, de kimondjuk a jobb atlathatésag végett.

3.8. Allitas. legyenek f,g: M,(C)** — M, (C)*® derivdlhald fiiggvények. Ekkor a kivel-
kezd derwvdldst szabdlyok teljestilnek.

Osszegfiigguény derivdltja:

D(f +9)(A) = Df(A) + Dg(A).

Szorzatfigguény deriwdltja (Leibniz-szabdly):

D(f9)(A) = (Df(A)g(A) + f(A)(Dg(A)).
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Megjegyzés: A matrixokon vett szorzas nem kommutativ, ezért oda kell figyelni amikor

alkalmazzuk a derivalési szabalyokat, leginkabb példaul a Leibniz szabalyra.

3.9. Allitas. Legyenek A , B € M, (C) énadjungdltak. Ekkor a kivetkezd néhdny elemi
fliggvény derivdltja:
Legyen f(A) = A2, ekkor

Df(A)(B) = AB + BA. (22)
Legyen f(A) = A", ekkor
Df(A)(B)= Y  A'BAF (23)
jtk=n—1
Legyen, f(A) = A7, ekkor
Df(A)(B)=—-A"'BA™" (24)

3.10. Definicié. Legyen az f : M, (C)%* — M, (C)** énadjungdlt mdtrizokon értelmezett
fiiggvény Fréchet-derivdlhats eqy X C M, (C)** nyilt halmazon, ekkor adott a Df : X —
L(M,,(C)**, M,,(C)**) linedris leképezés, ahol L(Y,Z) jeloli az' Y — Z linedris leképezé-
sek halmazdt. Ekkor f kétszer derivdlhaté eqy A € X C M, (C) helyen, ha létezik olyan
D%f : X — L(M,(C)**, L(M,(C), M, (C)**)) bilinedris leképezés, hogy minden énadjun-
gdlt Hy, Hy € M, (C)-re

L IDS(A + ) (Hy) = DF(A)(Hy) — D*f(A)(Hy, 1)

=0.
|| Ha||—0 | Ha ||

Jelolés: Ha Hy = Hy = H, akkor D*f(A)(Hy, Hs) = D*f(A)(H).
Megjegyzés: Ha f valdban derivdilhats A-ban, akkor

d2
D J(A)(H) = S F(A+ 1tH) |0
ami a H irdny menti mdsodik derivdltja f-nek A-ban.

3.11. Allitas. Legyenek A , B € M, (C) énadjungdltak. Ekkor az f(A) = A™ fiigguény

mdsodrendd derivdltja:

D*f(A)(B)=2 >  A'BA/BA".
i+j+k=n—2
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A kovetkezo allitasok kulesfontossaguak a tovabbiak szempontjabol. Itt mondjuk ki a
derivaltak és a monotonitas illetve konvexitis kozti kapcsolatot, mely a klasszikus anali-

zisben ismert allitasoknak a kiterjesztése.

3.12. Allitas. Egy f fiigguény n-monoton névé (ill. csokkend) egy I nyilt intervallumon
akkor, és csak akkor, ha % f(X + tH)|i—o pozitiv (ill. negativ) szemidefinit minden on-
adjungdlt X mdtrizra, melynek sajatértéker I-ben vannak, és minden H > 0 dnadjungdlt

mdtrizra.

Bizonyitas:

(=) Tegyiik fel, hogy f egy n-monoton névé fiiggvény I-n. Tudjuk, hogy

d . f(X +tH) - f(X)
o/ (X +tH)|—o = lim ; :
Legyen X tetsz6leges. Mivel H pozitiv szemidefinit, igy
X +tH > X,

tehat feltevés szerint f monotonitasa miatt

f(X +tH) = f(X),

ezért ezt bal oldalra rendezve és t-vel osztva pozitiv szemidefinit métrixot kapunk, és
t — 0 esetén ez tovibbra is pozitiv szemidefinit lesz.

(<) Tegyiik fel, hogy 3A < B, hogy f(A) nem kisebb-egyenls, mint f(B). Ezt ugy
tudjuk megfogni matematikailag, hogy 3¢ € C", melyre

(f(A)¢, Q) > (f(B)¢, Q).
Azt kell belatni, hogy van olyan X és 0 < H, hogy

(f(X +tH)(, ) |i=0 < 0,

azaz %f(X + tH)|;=o nem pozitiv szemidefinit.
Legyen H = B — A > 0. Most tegyiik fel, hogy A < B, és legyen g : R — R,

9(t) = (f(A+tH)(, Q)

Alkalmazhatjuk a Lagrange-féle kozépértéktételt barmely rogzitett ¢ mellett, ezért 30 <
tO S 17 hOgy
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azaz

(f(A+tH)C, §)' li=to = (f(B)C,¢) — (f(A)C, ).
Felteves szerint azt is tudjuk, hogy 3¢, hogy (f(B)— f(A)(,¢) < 0. Erre a {-ra teljesiil:

G (A + )G, Olemty <0

Tehat valasszunk gy, hogy X = A + toH, mert ekkor a derivaltra fennall

S+ )G Ol < 0,

és ezt szerettiik volna belatni.

3.13. Példa. Térjiink vissza az 1.28 példdban vett f(X) = X? fiiggvényre. Ekkor Df(A)(B)
AB + BA. Ebben a példdban lévé A, B € My(C) mdtrizokra det(AB + BA) = —1 teljesiilt,

tehdt f nem 2-monoton névd [0, c0)-n.

3.14. Allitas. Egy f € C?(I) fiigguény n-konves (konkdv) egy I nyilt intervallumon akkor,

és csak akkor, ha j—;f(X + tH)|i=o pozitiv (negativ) szemidefinit minden X onadjungdlt

mdtrizra, melynek sajitértékei I-ben vannak, és minden H > 0 dnadjungdlt mdtrizra.
Megjeqyzés: Ez ekvivalens azzal, hogy [ n-konvex akkor, és csak akkor, ha f' n-monoton

novo.

Bizonyitas:

Ezt az el6z6 bizonyitashoz képest mashogy vizsgéljuk meg. Definicié szerint f n-konvex
I-n ha minden A, B € M,,(C) énadjungalt matrixra, melyek sajatértékei I-ben vannak, és
minden 0 < A\ < 1-ra

fAA+ (1 =NB) < Af(4)+ (1 - Nf(B),

Azaz minden ¢ € C" -re

(fAA+ (1= N)B)(, Q) < Af(A)C, Q) + (1 =) (f(B)E, Q).
Rogzitsiik le (-t, és legyen

K = {A € M,(C) 6nadjungalt |A sajatértékei I-ben vannak}.
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Ekkor K egy konvex halmaz, ugyanis A, B€ K == M+ (1-AN)Be K (0<A<1).
Tekintsiik azt a g : K — R lineéris funkcionalt, hogy

9(A) = (F(A)¢, ¢).

Vegyiik észre, hogy f n-konvex akkor és csak akkor, ha g konvex.

Azt is tudjuk valés analizisbél, hogy ekvivalensek:

(i) g konvex.

(ii) g minden egyenes K-t metsz8 részén konvex.

Egy egyenest viszont pont egy X + tH alakkal jellemezhetiink, és ha egy X pontban
kicsit eltériink H irdnyban, mivel g konvex, ezért itt a méasodik derivilt nemnegativ.

Visszafele ugyanez a bizonyitas igaz, ugyanis a felhasznalt allitasok ekvivalenciat mond-
tak ki a lépések kozott.

3.3. Lowner-matrixok

Az ebben a részben definialt Léwner-métrixok szorosan kapcsolédnak a Fréchet-derivithoz,

és mégis mashogyan megfoghato eredményeket kapunk ezek segitségével.

3.15. Definicido. Legyen Aq,...,  \p € R. Az f fligguény és A1, ..., A\, dltal meghatdrozott
Lowner-mdtriz:

AL A o0 AL Ay
Lf()\lw--,)\n): : ’ .

s Alp oo A Al
Jelilés: Legyen A = diag(\1, ..., A\n), ekkor L(A) = Le(A1,..., \pn).
Jeldlés: Legyen A dnadjungdlt, igy A = U*AU. Ekkor Ly(A) =U*L;(A)U.

A kovetkezd éllitasban megmutatjuk a Lowner-matrixok és a Fréchet-derivalt kozti
kapcsolatot. Ennek kovetkeztében eljutunk egy olyan eszk6zhdz, aminek a segitségével el

tudjuk dénteni, hogy mikor matrix-monoton egy fiiggvény. Ezt az allitast késgbbi allitasok
bizonyitdsaban is fel fogjuk hasznalni.

3.16. Allitas. Legyen f € CY(I), azaz egyszer folytonosan differencidlhaté I-n, ahol T
nyilt intervallum. Legyen A = diag(\1,...,\n), ahol \; € I, és H énadjungdlt. Jelolje o a
elemenkénti szorzdst matrizokndl. Ekkor



Bizonyitas:

A valés egyiitthatos polinomfiiggvények korében fogjuk bizonyitani, majd onnan app-
roximacioval kovetkezik az allitds C(I)-re. Linearitds miatt ezért elég most f(X) = X"
(n € NT) alaku fiiggvényekre bizonyitani.

Felhasznéljuk, hogy tetszoleges 6nadjungélt A-ra f(A) = A™ esetén
Df(A>(B) = Zﬁk:nq AjBAk7 igy

s=1 s=1

(DF(A)(H)) i gy = <Z As‘lHA"‘S> =Y A hiA,
(i-9)

A (25) egyenlet jobb oldalanak (i, j)-ik eleme pedig a 3.5 lemma miatt:

(Lg(A)e H)(i,j) = [Xi, Ajlhi = Z)‘f_l)‘?_shij'
s=1

A kovetkezd allitasban ezt kiterjesztjiik az 6nadjungalt matrixok korébe, hogy bévebb

koérnyezetben alkalmazhaté legyen.

3.17. Allitas. Legyen f € CY(I), azaz egyszer folytonosan differencidlhaté I-n, ahol T
nyilt intervallum. Legyen A onadjungdlt, és A = U*AU , A = diag(\1,...,\n), ahol
Ai € I, és H onadjungdlt. Ekkor

Df(A)(H) = Ly(A) o H.

Bizonyitas:

Tovabbra is a polinomok koérében bizonyitjuk az allitast, ebbdl szintén approximécidval
kovetkezik, hogy C'(I)-n is teljesiil.

Azt akarjuk belatni, hogy

Df(A)(H) = U*(Ls(A) o UHU*)U.

Kezdjiik a bal oldal vizsgalataval. Felhasznaljuk, hogy f(A) = A™ esetén Df(A)(B) =
Z]ﬁkk:nfl AJBAk? igy

Df(A)(H) =) ATHA" = UNT'WHU*A"*U = U* (Z ASlUHU*A”S> U.

s=1 s=1 s=1

Mivel U unitér, igy nem lehet szingularis, ezért elég belatni, hogy
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> ATWWHUA™® = Ly(A) o UHU™. (26)

s=1

Irjuk 4t a (26) jobb oldalat a kdvetkezd alakba:

(Lp(A) o UHU™) s = oy Ajly (UHU™) 5y = Y XTI (UHU™)

s=1

(4,9) J)

Most vizsgaljuk (26)-ban a bal oldal (i, j)-ik elemét, mivel A diagondlis, ezért konnyen
megkapjuk, hogy

S (NTUHUAY )5 = Y AT UHU ) A%,
s=1 o=t

Ezzel belattuk, hogy (26) teljesiil, igy az eredeti 4llitast is.

3.18. Kovetkezmény. Legyen ¢ : [a,b] — {A € M,,(C) énadjungdll |A sajdtértékei I-ben
vannak }. Tegyiik fel, hogy ¢ € C'([a,b]). Legyen f € CY(I) és F(t) = f(¢(t)). Ekkor

b
FO) - F(a) = [ Li(o(®) o o ()t

Bizonyitas:

A Newton-Leibniz formulabél adodik megfelels feltételek mellett, hogy

b
F(b)— F(a) = /F’(t)dt,
ugyanis feltettiik f-rél és ¢-r6l, hogy folytonosak.

Erre az esetre levezetjiik a lancszabalyt, mivel annak értelmezése nem trivialis. Ezért

azt allitjuk, hogy

(f(¢(1)" = Df(S(t)(¢' (1)) (27)

Ekkor kicsi h elmozdulassal [a, b]-ben

F(@(t+h) = f(o(t) + &' (t)h + o(h)).
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Mivel f folytonos, ezért az o(h) tag kivihetd f-bol, és tovabbra is o(h) lesz. Ezért ez
tovabb egyenld azzal, hogy

flo(t +h)) = f(o(t) + Df(8(t))(¢' (t)h) + o(h).
Mivel Df(¢(t)) lineéris, igy kivihetjiik h-t, mivel nem fiigg téle, és azt kapjuk, hogy

F(@(t+h)) = f(6(t) + Df (&) (& (t))h + o(h).
Ez definici6 szerint azt jelenti, hogy Df(¢(t))(¢'(t)) maga az f(4(t)) derivaltja.

Tehat alkalmazhatjuk a lancszabalyt, és azt kapjuk, hogy a kompozicié deriviltja

F'(t) = (f(¢(1)) = Df(¢(t)(¢'(1)). (28)

Most alkalmazzuk a (3.17) allitast (A = ¢(t), H = ¢/(t)), igy megkapjuk azt, hogy

Df(¢())('(t)) = Ly(¢(t)) o ¢/ (t). (29)
Tehat belattuk két nagyobb lépésben, hogy

b

b
F(b) - F(a) Z/Df(¢(t))0(¢'(t)) Z/Lf(¢(t))0¢'(t)dt-

a

3.19. Tétel. Legyen f € CY(I), ahol I nyilt intervallum. Ekkor f operdtor-monoton nivd
(ill. csokkend) akkor és csak akkor, ha Lg(A) pozitiv (ill. negativ) szemidefinit minden

olyan A € M, (C) dnadjungdlt mdtrizra, melynek sajdatértékei I-ben vannak.

Bizonyitas:

(=) Tegyiik fel, hogy f operator-monoton nove, és A sajatértékei I-ben vannak. Legyen

ekkor H > 0 ugyanis

(t0.2) = <(ZZ) > - (Z> -0
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Ezért barmilyen t € R*-ra A +tH > A.

Felhasznaljuk, hogy f operator-monoton névd, igy

f(A+tH) > f(A),

tehat f(A+tH) — f(A) > 0.
Vegyiik t — 0-ban a hatarértéket, ebbdl azt kapjuk, hogy t-vel osztva (t > 0)

DI(AH) = S (A+ )iz 2

ugyanis feltettiik, hogy f egyszer folytonosan differencidlhaté.
Ha alkalmazzuk a 3.17 allitast, akkor azt kapjuk, hogy

Df(A)(H) = Ly(4) o H >0,

viszont ebben az esetben H valasztasa miatt ez ekvivalens azzal, hogy L;(A) > 0.

(<) Legyenek A, B sajatértékei I-ben, és A < B. Legyen

é(t) = (1 — t)A + tB,

ahol 0 <t < 1, ekkor ¢(t) sajatértékei szintén I-ben vannak, emiatt feltevés szerint

minden t-re

L(o(t)) = 0. (30)

Vegyiik észre, hogy ¢(t) t-szerinti derivaltja minden t-re

¢'(t)=B—A>0. (31)

Felhasznaljuk, hogy két pozitiv szemidefinit matrix pontonkénti szorzata szintén pozitiv

szemidefinit. Igy (30) és (31) kompozici6jarol megkapjuk, hogy
L(8(t) o ¢'(t) = 0.
Mivel ez fennéll minden ¢ € [0, 1]-re, ezért a 3.18 kovetkezmény miatt
1
f(B) — f(A) = F(¢(1)) — F(¢(0)) = /Lf(¢(t)) o ¢/(t)dt > 0,
0
ezért f operdtor-monoton néve.
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3.20. Példa. Az f(t) = €' fiiggvény nem operdtor-monoton névé R-en.
Bizonyitds: ellenpélddval beldtjuk, hogy f nem 2-monoton névd.
Legyen A1 = 1, 9 = 0, ekkor

e e—1
LA, 22) = | .4 110 ;

1-0

és det(Ly(A1,A2)) = —€® +3e + 1~ —0.234 < 0.
Ugyan ez csak azt jelenti, hogy az [0, 1] intervallumon f nem 2-monoton névd, de a
példdban csak arra szerettiink volna rdmutatni, hogy f 1-monoton névd figgvény, de itt se

kovetkezik ebbdl, hogy 2- sét n-monoton novd.

3.4. Krauss-matrixok

A Lowner-matrixokhoz hasonléan most a konvexitas, illetve a masodrendt derivaltak ko-

z6tt mutatjuk meg a kapcsolatot.

3.21. Definicio. Legyen Aq,...,  \n € R. Az f fligguény és A1, ..., A\, dltal meghatdrozott
Krauss-mdtrizai p =1,...,n-re:

[)\p7)\17)\1]f [)\va].))\n]f
Kp’f()\l,...,)\n)ZQ T
[)\p,/\n,/\l]f [)\p,/\n,)\n]f

Jelolés: Legyen A = diag(A1, ..., \n), ekkor K}, ¢(A) = Kp t(A1,..., An).
Jelolés: Legyen A énadjungalt, igy A = U*AU. Ekkor K, f(A) = UK, (A)U.

3.22. Allitas. Legyen f € C?(I), azaz kétszer folytonosan differencidlhaté I-n, ahol T
nyilt intervallum. Legyen A = diag(A1,..., ), ahol \; € 1, és H énadjungdlt. Tovdbbd
legyen Hy, € M, (C) :

. H(p,i) ha i = j
(Hp)(ig) = (diag(Hpays - - Hpm))) (i) = o
0 kiillonben,
tehdt ez H p-edik sordt tartalmazza a fédtldjaban.
Ekkor az teljesiil, hogy
D*f(A)(H) =2 H;K,;(A)H,. (32)

p=1
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Bizonyitas:

A valés egyiitthatos polinomfiiggvények korében fogjuk bizonyitani, majd onnan app-
roximacioval kovetkezik az allitds C?(I)-re. Linearitds miatt ezért elég most f(X) = X"
(n € NT) alaku fiiggvényekre bizonyitani.

Kezdjiik a jobb oldal felbontasaval:

(2(Hy Ky, f (M) Hp) (i j) =
E(p,l) T 0 [)‘I% A1, Al]f e [Apv )‘17 >\n]f h(p,l) tt 0
o 1 B : I
0 o T \Pede s o D dale) \ 0 ) )

(Ahol h; ;y jeloli H-nak az (i, j)-ik elemét)

= 2R [Aps Xis Al phip gy =

(A 3.6 lemma szerint behelyettesitiink az osztott differencidkba, és azt is felhasznéljuk,

hogy H 6nadjungalt.)

= 2h(;p) (Z > AZ“?‘“?"“”) hp.)-

s=1r=1

A masik oldalrél viszont felhasznaljuk, hogy A diagonalis, igy

(D2f(A)(H))(i,j) =12 Z ATHA"HAS =

q+r+s=n—2 (i,5)
20> | X MhaaNhaaXs | =20 X MhapNihea | =
q+r+s=n—2 \p=1 p=1 \g+r+s=n—2

=23 hay) > AN B
p=1

q+r+s=n—2

tehat a jobb oldalon 1évg métrixok Gsszege (32)-ben tényleg a bal oldali matrixot adja.
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3.23. Tétel. Legyen f € C%(I), ahol I nyilt intervallum. Ekkor f n-konver I-n akkor, és

csak akkor, ha minden p € {1,...,n} -re és minden A\1,...,\, € I esetén

Kp (M, oy An) > 0.

Bizonyitas

(<) Tegyiik fel, hogy Kp r(A1,...,An) > 0 minden p-re és A\ ..., \,-re.

Legyen H € M, (C) tetszoleges 6nadjungalt matrix, ekkor alkalmazzuk az 1.31 lemmat
K = Hp-ra (ez még mindig az a diagonalis matrix, melynek f6atlojaban H-nak a p-ik sora

szerepel), igy

H'K, ;(A)H, > H:0H, = 0.

Ekkor a most bizonyitott 3.22 allitas alapjan ezeket Gsszegezve p =1...n-re

D*f(A)(H) =2  HJK, ;(A)H, > 0.
p=1

Ez viszont a 3.14 allitds miatt azt jelenti, hogy mivel a mésodik derivalt pozitiv szemi-
defint matrix minden H-ra, ezért f n-konvex.

(=) Tegyiik fel, hogy f n-konvex. Ekkor azt akarjuk belatni, hogy tetszGleges p €
{1,...,n} és Ai,..., A\ € ] esetén K, ¢(A1,..., ) > 0, azaz minden n € C"-re

(Kp,p(M)n,m) > 0.

Rogzitsiik le p-t és n-t. Mivel f n-konvex, ezért (a masik irdny utols6 lépéséhez hason-

loan)

D*f(A)(H) =2  HyKy;(A)Hy > 0.
p=1

Ebbé&l még nem kovetkezik, hogy a Krauss-matrixok kiilén-kiilén pozitiv szemidefinitek.
Mivel p rogzitett, igy definiadlhatjuk a kovetkezdket:

Legyen € > 0, és valasszuk (-nak

hai #p

?

hai=p

G =

— o=
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tovabba legyen H € M, (C) a kivetkezs

mn;  hai=j=p
hijy = enm; hai=pvagyj=p

EQﬁmj kiilonben.

Ekkor vegyiik észre, hogy

hig1) " 0 G
Hq ¢ = o
0 e h(q,n) Cn
Fzzel a helyettesitéssel, azt kapjuk, hogy

n,n hag=p
engn ha g #p.

0 < (D*f(A)(H)(,C) =2 (HiKqp(MHyC,C) =

q=1

= 2Z<Kq,f(A)HqC7HqC> = 2(Kp, (M) Hp(, HyC) + 2Z<Kq,f(A)HqCa Hy() =
q=1 q#p

= 2<Kp7f(A)ﬁpn7ﬁpn> + 2 Z<Kq,f (A)gﬁqm €ﬁq77> =
a#p

= 2,1 (K, (M), m) + 26% > T2 (Ky (M), 7).
q#p

Tehat ha € — 0, ezért mivel 7 rozitett, igy

O S 2ﬁp’7p<Kp,f(A)777 n>7

ezért ha n, # 0, akkor

0 < (Kp,r(M)n,m).

; +0 hai=
Ha n, = 0, akkor legyen n} = n b

ni ha i # p.
Ekkor 6 — 0-bol (" — n) megkapjuk, hogy K, ;(A) pozitiv szemidefinit.
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3.24. Példa. Az f(t) = €' fiiggvény nem operdtor-konver R-en.
Bizonyitds: ellenpélddval beldtjuk, hogy f nem 2-konvex.
Legyen A1 = 1, 9 = 0, ekkor

1 1 e—2
—Ks r(A1, N2) =
2 2,f( 1 2) (6—2 % )7

itt det(3 Ko (A1, A2)) = —€? + de — £ ~ —0.016 < 0, tehdt f nem 2-konvez R-en.

3.25. Kovetkezmény. Legyen f € C%(I), ahol I nyilt intervallum. Ekkor f operdtor-
konvex akkor, és csak akkor, ha g(t) = [t,to]; operdtor-monoton nové I-n minden rogzitett
to € I-ra.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy g n-monoton névé I-n minden tp-ra. Ez azt jelenti, hogy f'(t) n-
monoton névé minden ¢ € I-re (ugyanis minden to egy kis kornyezetében f monoton
novs), tehat 3.14 miatt f n-konvex I-n.

Tegyiik fel, hogy f (n + 1)-konvex. Most azt fogjuk belatni, hogy ekkor g n-monoton
novs. Legyen A1 = diag(A, ..., Ant1) € Mp+1(C). Ekkor az f-hez tartozo Krauss-
méatrixok minden Aq, ..., A\y41-re pozitiv szemidefinitek, ahol \; minden i-re befutja az
egész I intervallumot.

Legyen ¢ € C” tetszdleges, rogzitett.

Legyen n € C"*! = (1,...,1,0) és legyen

0 G
=\ K
0 C'!L
G o G 0
Mivel mindegyik Krauss-matrix pozitiv szemidefinit, ezért
n+1 n+1
0< QZ<H;Kp7f(An+1)Hp777 n) =2 Z(Kp,f(An—s—l)Hpn?Hpm-
p=1 p=1

(Tovabbra is H), = diag(H p-ik sora).) Ezekre a H és n) paraméterekre

Ohap<n
(glv"'vcfh()):&\ha‘p:n_‘_l’

ezért az el6z6t tovabbalakithatjuk, hogy

pTl =
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0 < (Knt1,7(An41)¢, Q).
Vizsgéaljuk meg az (n + 1)-ik Krauss-matrix (¢, 7)-ik elemét (az atlathatosag végett
ennek a felét vizsgaljuk), ha i,j < n:

1

5 Bt (A1) ig) = Pt i Al = (A M, Agly =

)\n 7)‘i - )\TL 7)\' )\Z —g(Aj
_ [ +1 ]f [ +1 ]]f _ g( ) g( ]) — [)\i,)\j]gy

Ai — A Ai — A
ha tg-nak vilasztottuk A,yi-et g definicidjadban. Tehat irhatjuk, hogy

0 < (Knp1,1(Ar1)C C) = (2L (A)C, C),

ahol A, = diag(A1, ..., \,). Mivel ( € C" tetszdleges volt, ezért Lq(A,,) pozitiv szemi-

definit, tehat a 3.19 tétel miatt g n-monoton névé I-n.

Fzzel az eredménnyel altaldnositottuk az eddigi kapcsolatot a métrix-monoton és méatrix-
konvex fliggvények kozott, amit az eléz6 fejezetben lattunk be a (0, 00) intervallumon, és
bévebb kérben alkalmazhaté allitdsokhoz jutottunk a Lowner- és a Krauss-méatrixok segit-

ségével.
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4. Lieb konkavitas-tétele

Zaraskeént levezetjiik Lieb konkavitas-tételét, amit els6ként Lieb bizonyitott be, [3]-ben
megtalalhato az eredeti bizonyitésa, ahol az f(A) = A? (0 < ¢ < 1) fiiggvény konkavitésa-
bol indult ki. Mi azonban a Rajendra Bhatia [1, IX]-ben taldlhat6, B. Simon és T. Ando
bizonyitasat mutatjuk itt be Lieb tételének egy gyengébb valtozatéara.

4.1. Lemma. Legyenek az Ry, Ry, S1,52,T1,To € M, (C) pozitiv szemidefinit mdtrizok
(azaz R;, S;, T; > 0, ahol i € {1,2}) olyanok, hogy

o RiRy = RoRy,

e 515y = 5251,

Ty = TrTh,

Ry > 51+ 11,

Ry > S5+ 1.

Ekkor minden 0 <t <1 esetén

RiR) ™" > 815, '+ TiT, ",

Bizonyitas:

Legyen E = {t € [0,1] | R{R;™" > StSy " + TiT, '},

Ekkor a feltevések szerint 0 € F és 1 € F.

Elgszor azt latjuk be, hogy % € E. Legyen z,y € C" tetsz6leges. Ekkor

o, (5753 + TET3 )| < I, S5 S5 9)] + (@, TE T3 )] =
Felhasznaljuk, hogy S és T1 énadjungélt, majd ezt tovabb becsiiljik feliilrsl a Cauchy-
Schwarz egyenlétlenséggel (|(a, b)| < ||all||b]]), igy azt kapjuk, hogy
11 1 1 1 1 1 1
= [(S7z, Sy + [(T7 =, T y)| < ISP (l[[SFyll + 1T 2|75yl <
Most alkalmazzuk a Cauchy-Schwarz egyenlétlenség egy mésik alakjat (|aiby +agba|? <

(a? + a3)(b? + b3)), igy azt kapjuk, hogy

1 1
2

1 9 1 9 2 1 9 1 9
< (!!wa\l +\|fo||) (Hs;yu +HT22y\) . (33)
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Vegyiik észre, hogy mivel S 6nadjungalt, ezért

1 1 1
|S¢a|? = (57w Sta) = (Siz,x).

Ezt az atalakitast alkalmazva négyszer, (33) megegyezik a kovetkezgvel:

[SIE
[T
Bl

— ((Svz, @) + (Tiz, ) ((Say,y) + (Toy, y))E = ((S1 + Th)a, )

((S2 + T)y,y)2 <

Feltevés szerint ((R;(,¢) > ((Si+T;)¢, ¢) V¢ € C™) ezt feliilrsl becsiilhetjiik azzal, hogy

N|=
NI

< (Riz,2)2 (Ray,y)? = ({(Riz,2)(Ray, y))? .

Tehat eddig belattuk, hogy tetszéleges x, y-ra

N|=

N o=
[NIE

(o, (53 + TP T))| < ((Raz, )Ry, 1) (34)

Ezzel belatjuk, hogy minden u és v egységvektorra (felhasznélva, hogy Ry énadjungélt)

-

1

_1 11 11 1
vl = [(By *u, (5755 + TP T3 )Ry *v)| <

D=

1 11 11
|<u, R, 2(512 522 + T12T22)R2

1 1
(itt hasznaljuk az (34) egyenl6tlenséget, ahol x = R, ?u és y = R, v)

NI
NI
NI

_1 _1 _1 _1 2 1 _ 1 _
< (<R1R1 bu, Ry Pu)(RoR, P, R 2v>) _ (<Rfu, R, *u)(Rjv. R,

v)> =
= ((w,u)(v,0))% = |luf|[[v]| = 1.

Ez most azt jelenti, hogy

R’% S%S% T%T% R*% <1
Ry 2(S;S; + TV T3 )Ry *| < 1.

Felhasznéljuk, hogy 0 < A, B méatrixokra (ha az egyik invertalhato), akkor o(AB) =
0(BA), és ha X normalis, akkor o(X) = ||X||. Ebbdl, tovabba R; és Ro kommutativitasa-
bél azt kapjuk, hogy

_1 11 1 1 1 1 _1 11 1 1 _1 _1
L2 [[(Ry * (5753 + TPy )Ry *) Ry * || = o((Ry *(S7 S5 + TP T3 )Ry *)Ry ) =
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1111 11 1 1111 11
=0(Ry "R, *(S7 83 + TPT?)Ry ") = o(R, >Ry " (S S5 + TPT )R, * )—
1 1 1 11 11 1 1 1 11 11

= o(Ry *(Ry "Ry *(S7 S5 +T7PT5 )Ry ")) = o(Ry "Ry *(S7 S5 + T T 2)32431 )-

1

Vegyiik észre, hogy R;%Rz_i(Sl% 52% —|—T1%T2%)R2_%R1_4 onadjungalt. Ez abbdl kovetke-
zik, hogy egyrészt a zardjelen beliill mindkét tag énadjungalt, mert felcserélheté dnadjun-
galt matrixok szorzata. Masrészt pedig balrél és jobbrél meg van szorozva egy K, illetve
K* matrixszal (azaz ha A énadjungalt, akkor (KAK*)* = (K*)*A*K* = KAK™). Mivel

onadjungalt, ezért

1

1 11111
+ 17T 2)Rz4R14||—zQ( 4R24(512522+ T 2)Rz”ﬁﬁ )§1~ (35)

1 _1
172, " By *(S7S

B po=

Ez mar megfelel§ alakban van, ezért most alakitsuk ezt vissza gy, hogy

1

1 11

w\»—‘

sTiT

N o=

TF)R, 'Ry < 1. (36)

1 1
Alkalmazzuk az (1.31) lemmat el6szoér K = R{-re, majd meégegyszer K = Rj-re, igy

1

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1
RyR{ Ry "Ry *(S7 S5 + TPTy )Ry * Ry *R{ Ry < Ry RIIR{ Ry,
azaz (Ry és Ro kommutativitasat jra felhasznélva)
11 11 111 11
St Ss +T72Ty < RyR{Ry; = R{R;3.
Ezzel belattuk, hogy % € FE. Most azt latjuk be, hogy E konvex halmaz, azaz ha

A\ 11 € E, akkor 234 € B.
Legyen A\, u € E, ekkor az teljesiil, hogy

.RAR% )\>S)\51 )\ )\Tl )\
o RYRy > SISy M+ TiT,
Vegyiik észre, hogy ezek alakja a kovetkezs

. ﬁl Z§1+f17
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~

. §22§2+TQ,

és a kommutativités is teljesiil, ugyanis (csak az egyiket irjuk le, a mésik kettd ugyanugy

levezethetd)

RiRy = R)RVARVRY™ = RVRYMRIRY™ = RyR).

Ezért alkalmazhatjuk ezt a lemmat ¢ = 3-re (erre mar beldttuk), igy

(RYRY™)2(RYRy™)7 > (SYSYTN2(SYSy )2 + (TN~ )2 (T1Ty ).
Kisebb 4talakitassal azt kapjuk, hogy

Atp  q_Atu Atp q_Atp Atp  _Atp

R12 R2 2 2512 SQ 2 —I—TITTQ 2 ,

tehat ’\# € E, ezért a lemma igaz minden ¢ € [0, 1]-re.

4.2. Definicié. Legyen f eqy kétvdltozds K2 — R fiigguény. Ekkor f kélcsondsen n-konkdv
A, B-ben I-n, ha minden 0 < X\ < 1 esetén tetszéleges Ay, Ag, B1, Ba € M, (C) énadjungdlt

mdtrizokra, melyek sajdtértékei I-ben vannak,

f()\Al + (1 — )\)AQ, A\B + (1 — )\)Bg) > /\f(Al, Bl) + (1 — )\)f(AQ, Bg).

Megjegyzés: f kolcstndsen n-konvex I-n, ha — f kdlcsondsen n-konkav.
Megjegyzés: Ha f kélesonosen n-konkav A, B-ben I-n, akkor rogzitett A vagy B mellett

egy valtozéban is n-konkév.

4.3. Tétel. Legyen K € M,(C), és legyen 0 < t < 1 walds szam. FEkkor a kévetkezd
fi{X € My(C)X* = X, X >0)2 5 R,

f(A,B) = tr(K*A'KB'™)

folytonos fiigguény kélcsondsen konkdv A, B-ben.

Bizonyitas:

Legyenek 0 < Aj, Ag, By, By € M,(C) 6nadjungéltak, tovibbé legyen A = A; + Ao
¢s B = By + By. Jeldlje A,B : M,(C) — M,(C), A(K) = AK a balrol szorzis-, és
B(K) = KB a jobbrol szorzas operatorat. Hasonloan definialhaté Aj(K), Ay(K), illetve
Bi(K), By(K).

Most belatjuk, hogy K, illetve B pozitiv operatorok (hasonloan belathato, hogy ﬁl, ﬁg, El, Eg

is pozitivak).
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Legyen V; azon K métrixok halmaza, amelyben csak az i-edik oszlop lehet nullatél
kiilonboz6. Ekkor V; invariéns altere A-nak és rajta A métrixa (a kézenfekvs bazisban) A.

2 2

Emiatt az egész M, (C) téren A-t reprezentalja az az n“ X n° méretd blokkdiagona-

lis métrix, melynek mindegyik diagonéalis blokkja A. Viszont A-r6l tudjuk, hogy pozitiv
szemidefinit, tehéat A matrixa is pozitiv szemidefinit.

Hasonléan kapjuk, hogy a jobbrél szorzasnal K sorai szolgéltatjak az n dimenzids
invarians altereket. Ezeken az altereken vett jobbrol szorzas matrixa viszont BT, ezért
az egész M, (C) téren B matrix blokkdiagonalis elemei mindegyike BT. Mivel B pozitiv
szemidefinit, ezért B' is az, tehat B métrixa is pozitiv szemidefinit.

FEkkor az el6z6 4.1 lemma alapjan 0 < ¢ < 1-re

A'BY(K) > A'BITH(K) + ALBITY(K).
Ez azt jelenti, hogy minden K € M, (C)-re

(K, A'B'"'(K)) > (K, A{B{ ™" (K) + Ay By~ (K)),

ahol a skalarszozat itt a méatrixok korében értelmezett (definicié szerint (X,Y) =

tr(X*Y)). Igy a balrol-jobbrol valo szorzasokat elvégezve azt kapjuk, hogy

tr(K*A'KB'"™") > tr(K*A{K B} ") + tr(K* A5 K By ™).

Ha leosztunk kettével, akkor azt kapjuk, hogy

1 1 1

itr(K*AtKBl_t) > §tr(K*A§KB}*t) + 5tr(K*,angzaz}*f). (37)
Veégiil vegyiik észre, hogy

1 * pt 1—ty 1*t 1-t) _ 1 * At 1-t) _
(K" A'KB )_tr(QKAKB =tr | g KA'KB ) =

(e @A) ) (e () R (5) )

Igy azt kapjuk (37)-bél, hogy

f A1+ Ay B1+ By
2 ’ 2

) 2 3B + 5 F (e, ). 3)

Ez pont a gyenge kolcsonds konkavitas feltétele, tehat f folytonossagabol kovetkezik,
hogy f kolcséndsen konkav A, B -ben.
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