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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek Agoston Istvannak,
aki mindig tiirelmesen és segitGkészen allt hozzam, tanacsaival végig segitette

a munkamat.

1. Bevezetés

A matrixok fogalméval legeloszor a lineéaris egyenletrendszerek targyalasanal
talalkoztam, majd a kés6bbi tanulményaim soran rendszeresen felbukkan-
tak pl. a linearis algebraban (mint linaris tarnszforméaciok), a geometridban
(kupszeletek leirasanal), az analizisben (gondoljunk pl. a Jacobi-méatrixra),
a kombinatorikaban (grafok szomszédsagi méatrixaként) stb.

A szakdolgozatom célja az volt, hogy bemutassak egy speciélis matrixosz-
talyt, az tn. ritka matrixokat, ismertessek egy-két veliik kapcsolatos problé-
méat, majd a gyors matrixszorzas algoritmusain keresztiil ismerkedjiink meg

az osztaly "kiilonlegességeivel".



2. Ritka matrixok: elemi észrevételek

2.1. Mik is a ritka matrixok?

LegelGszor nézziik mik azok a ritka martixok.

2.1.1. Definici6: Ritka madtriznak nevezzink egy olyan mdtrizot, amely

nagyon "sok" nulla elemet tartalmaz.

Lathatjuk, hogy ez nem igazi definicio, viszonyitas kérdése az, hogy mit
mondunk soknak. Ha példdul a matrix elemeinek egynegyede nem nulla,
akkor egy 2 x 2-es matrixok esetén csak egy darab nem nulla eleme van, egy
4 x 4-es matrixnak 4 darab nem nulla eleme van, de mar egy 100 x 100-as
méretd méatrixnal ebben az esetben 2500 nem nulla elemet fog tartalmazni.
Ha pl. (M,) egy olyan matrixsorozat, melyben az n-edik tag n x n-es, és
f(M,) jeloli a nem 0 elemek szamat M,-be, g(M,,) pedig az Osszes elemét

akkor az el6bbi esetben-amikor a nem 0 elemek szama %, azt kapjuk, hogy
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Ilyenkor tehat a 0 elem szama né ugyan a sorozatban, de az 0sszes elemhez
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viszonyitott szamok aranya allando.

2.1.2. Feladat: Mit kapunk, ha a mdatrizsorozatok elemei n x n-es diago-

ndlis, illetve tridiagondlis matrizok?

Megoldas: A diagonélis matrixnal csak a f6atloban vannak nem nulla ele-

mek, ez n-et jelent, igy

M 1
T == O han oo

A tridiagonalisnél, pedig a f6atloban szintén n elem van a mellete 1év6 két

atloban pedig n — 1, tehét

f(M,) 2-(n—1)+4+n 3n-2 3-2
g(Mn): 3 =3 =, — 0, ha n — oc.




Ezeknél a tridiagonélis matrixoknél lathatd, hogy ahogy noveljiik a mé-
retiiket, egyre kisebb ardnyban lesznek a nem nulla elemek, egyre nagyobb
lesz a "ritkasaguk", hiszen a diagonalis matrixnél pl. egy 5 X 5-0s matrix 5
nem nulla elemet fog tartalmazni, mig egy 100 x 100-as 100 nem nulla elemet
fog tartalmazni. Es ugyanigy a tridiagonalis matrixnal egy 100 x 100-as méat-
rix 298 darab, mig egy 1000 x 1000-es méretd 2998 darab nem nulla elemt
fog tartalmazni. Itt aszimptotikusan azt tudnank mondani, hogy a két fajta
méatrix nem nulla elemeinek szama ~ O(n) és igy (az el6bbi jeloléssel)

f(My)
9(Ms)

Tehat 6nmagaban egy méatrixnal nem érdemes arrdl beszélni, hogy ritka-e

— 0.

vagy sem, inkdbb méatrixsorozatoknéal van értelme a kérdésnek. Igy ritka
matrixok szorozatérol akkor beszéliink, ha a nem nulla elemek aranya tart a
0-hoz. Ritka méatrixok sorozatara természetes példat kapunk, ha olyan grafok
névs sorozatara nézzik a szomszédsagi matrixat melynek foka egy bizonyos

korlat alatt marad.

2.2. Ritka matrixok szorzata és inverze

Naiv modon azt gondolnank, hogy ha sok nem nulla elemiink van két ritka

matrixban, akkor a szorzatuk is sok nem nulla elemet fog tartalmazni.

2.2.1. Példa:
[0 300
001 00 0020
A=10 2 0 0 4] ésB=14 0 0 0
0 00 0 3 0 00O
0010
Ekkor: _
4 0 00
AB=1{0 0 8 0
00 3 0]




Viszont ez nem igaz minden matrixra, ugyanis megadhatunk olyan ritka
matrixokat, amelyek sorozata mar nem ritka: pl. ha az egyik matrixnak van

egy csupa nem nulla oszlopa a masik méatrixnak pedig csupa nem nulla sora:

2.2.2. Példa:

0100 0000
0100l o [1111
A=10 100 “B=l000 0
0100 0000
Ekkor:
111 1
111 1
AB=11 1 1
111 1

Vajon mi a helyzet a ritka méatrixok inverzével? Altaldban egy ritka
matrix inverze lehet strd és egy stird matrix inverze is lehet ritka.

Nézziink itt is két példat:

2.2.3. Példa:

11 ... 0 o] " 1 =1 1 -1 ..
01 1 ... 0 0 1 -1

0 11 0 ... 0 1 -1
0 0 1] 0 1

2.2.4. Példa:

11 11" 1 =1 o0 0]
0 1 1 0 1 -1 0
0 1 1 0 ... 0 1 -1
0 0 1] 0 0 1




P1. C.M. da Fonseca:[F07| a tridiagonalis matrix sajatértékeivel foglalko-

zik, és a kovetkez6 tételt mondja ki:

2.2.5. Tétel: Legyen

(a—b a—b a—b ... a—1b
a—b 2a—b 2a—b ... 2a—b
C=]|la—b 2a—b 3a—0b ... 3a—0> , ahola > 0,a # b.
_a—b 2a—b 3a—b ... na—2> |
Ekkor
[1+-% -1 0 |
—1 2 -1 0
0 -1 2 -1 0 ...
D= , _ _ _ . 0 , ahola > 0,a # b ez
0 o -1 2 -1
0 0 -1 2|

(1+a) - C inverze.

Ez a példa is mutatja, hogy stird méatrix inverze lehet ritka, ami pl. a
sajatértékek kiszamolasanal is lehet hasznos, hiszen ha A sajatértéke A, ak-
kor A~l-nak sajatértéke % S mint a fonti tridiagonélis méatrixok esetén,

eléfordulhat, hogy a ritka matrix sajatértékeit konnyebben kiszdmolhatjuk.

2.3. Ritka matrixok tarolasa

A fonti elemi észrevételeken til a ritka méatrixok sajatos, gyakran pozitiv tu-
lajdonsaga elGkeriil pl. a numerikus eljarasoknal. Hogy egy példat emlitsiink,
regularis matrixok QR felbontasanak a szamolasdnal a Givens-forgatasok
modszere kiilonosen ritka matrixoknél hatékony. Tobb ilyen alkalmazas is
talalhatok pl. a [FH13| konyvben. Mi a tovabbiakban egyetlen specialis kér-
déssel foglalkozunk még (a matrixszorzas el6tt), nevezetesen a ritka matrixok
tarolasaval.

Ha ugyanis a matrixunk m nem nulla elemet tartalmaz, akkor naiv médon

minden elemnél ha az értékét és a kordinatait (a, ;, 4, j); eltaroljuk, ennek 3m
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(azaz O(m)) a tarolési igénye, szemben az egyébként sziikséges n - k-val, ahol

n X k a matrix mérete. Ha tehat - — 0, ekkor sokat sporolunk.

2.3.1. Példa: Legyen

00500 0
00000 0
01000 0

A=1o 000 0 15
00004 0
00000 0]

Ekkor A tdroldisa: (5,1,3),(1,3,2),(15,4,6),(4,5,5).

Egy maésik taroldsi moéd bizonyos esetekben még ennél is kevesebb tar-
hellyel oldja meg a problémat. Itt is 3 tombbe taroljuk el az adatokat, de
nem mindegyik témb lesz m elemi.

Az elsé E tombbe taroljuk a matrix nem nulla elemeinek értékeit a bal
fels saroktol indulva végig menve a sorokon a jobb alsé sarokig. A maéasodik
Ec tombe az E tomb értékeihez tartozé oszlopindexeket tessziik a harmadik
tomb i.eleme pedig az i.sor elsé nem nulla elemének F-beli indexe lesz, végiil

pedig ennek a tombnek az utolsé elemébe a (nem nulla elemek szama-+-1)-et

irjuk.
2.3.2. Példa:
5 0 0 3
01 20
B= 00 3 0
0 0 0 4
Ekkor:

E=1531,2,34]
Ec =1[1,4,2,3,3,4]
Er=11,3,5,6,7]

Lathatjuk, hogy az F és E¢ tombokbe m darab, mig az Er tombbe n+1
darab elemet tarolunk el, ahol a métrixunk n X k-as méretd. Ez Osszesen

(2m+n+1).



Az is latszik, hogy akkor éri meg jobban ezt a tarolasi médszert hasznélni,
han+1 < m. A 2.3.2. Példa-ban szerepld matrix 6 nem nulla elemet
tartalmaz, és 4 sora van, igy ennek a téarolasa: 2 -6 + 5 = 17 tarhelyet
igényel. Tehat jobban jarunk ezzel a modszerrel, hiszen a naiv modszer
6 - 3 = 18 tarhelyet igényel.

Ezzel szemben a 2.3.1. Példa-nal a naiv modszerrel jarunk jobban, mivel
az A matrix 4 nem nulla elemet és 6 sort tartalmaz, igy n + 1 > m teljesiil.

Osszegfoglalva azt kapjuk, hogy mindkét tarolasi médszerrel jobban ja-
runk n?-hez képest, és a naiv tarolasi modszert, akkor éri meg jobban valasz-

tanunk, ha m nagyon "pici".
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3. Gyors matrixszorzas

3.1. A természetes matrixszorzas

Legyen A és B két n x m-es matrix és szorzatuk C. Ekkor a természetes
szorzassal C elemei a kdvetkezdképpen allnak els:

n

Cik = Zaijbjk minden 1 <1,7 < n esetén.

k=1
Peldaul: ¢y1 = aiby + aiabar + aizbsy + ..o + a1pbn1 :
_all a2 13- .- aln_ _bll 0 ...... O_
O O T O b21 O ...... O
: : : bsy 0 ...... 0
| 0 0 co 0 | _bm 0 ...... 0_

Lathato, hogy minden elem kiszdmolasakor 6sszeszorzunk egy sort és egy
oszlopot, itt latszik hogy a két vektor elemei szamanak meg kell egyeznie,
tehat A oszlopainak és B sorainak ugyanannyinak kell lennie, hogy Ossze
tudjuk szorozni Gket. Tovabba pedig ilyenkor n szorzéast és n — 1 Gsszeadést
illetve kivonast végziink.

Tehat, ha A és B két n x n-es méretd matrix, akkor C is n x n-es mérett

lesz, azaz n? eleme lesz.Osszesen:

3

n?-n = n® szorzast kell elvégezniink és

n?-(n—1) = n® — n? osszeadast.

3.2. Strassen algoritmusa

Korabban lattuk, hogy n? szorzés és n® —n? dsszeadés, illetve kivonas kell két

n X n matrix Osszeszorzasa esetén, és sokaig a szamitogép nélkiili vilagban,

nem is volt igény réa, hogy ezeket a lépésszamokat csokkentsék.
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Némileg véaratlan volt 1969-ben Volker Strassen bejelentése, & egy olyan
modszert talalt, melynél a métrixszorzas n'°827 ~ n28! szorzassal volt végre-
hajthato: Lasd[S69]. Ennek szemléltetésére legyenek eloszor: A és B 2 x 2-es

matrixok és jeloljiik a szorzatukat C-vel.
A — ajp a2 B = bii b1z
as1 Q92 b21 b22

AB = (O — [011 012] _ [@11511 + ai2by  anbiz + a12b22} :

Co1 Coa|  |@2bir + axbar  asibia 4 asaba
A font is lathatd matrixszorzassal a 2 x 2-es métrixok szorzéasa 8 szamszorzast
és 4 Osszeadast igényel, az aldbbi 1j oOtlettel tudta a sziikséges szorzasok
szamét csokkenteni Strassen.

Nézziik a kovetkezé mennyiségeket:

oy = (a1 + az) - (br1 + ba2)
g = (a1 + az) - b

a3 = ary - (b — baa)

Qg = Ag2 - (521 - bn)

as = (a1 + aiz) - b

g = (az1 — a11) - (bu1 + b12)
ar = (

= (@12 — a22) - (b12 + baa)

Ezekbdl mar szorzas nélkil is ki tudjuk fejezni C' elemeit, ugyanis:

a1 + g — a5 + ay = a;rbiy + ar1bag + agebiy + a2boy + azabay — a22byy
— a11bge — 12022 + a12bi2+
+ a12b2z — ag2b12 — a22b2y
= anbi + az2by

= C11-

12



as + as = ajibig — ajibag + ajnbae + a11b22 + a12b92
= a11b12 + a12b9o

= C12.

Qg + g = ag1b11 + agebii + agba — agsbiy
= a91b11 + ag2b9;

= C21.

ay + a3z — ag + ag = ajibiy + arnbeg + aggbiy + azbar+
= +a11b12 — a11baz — az1b11 — ag2bi1+
+ ag1bi1 + a21b12 — a11biy — aibio
= a21012 + azbyn

= C99.

Mindegyik «; kiszamolasanal 1 szamszorzast végziink, utana pedig mar
csak Osszeadjuk, illetve kivonjuk egyméashbol ezeket. A szémszorzésok szama
tehat 7 lesz, az Osszeadasok és kivonasok szama pedig Gsszesen 18.

Azért azt meg kell jegyezniink, hogy természetes matrixszorzassal 2 x 2-es
méatrixok esetén 4 Gsszeadast, illetve kivonast végziink, szemben a mostani
18-cal.

Mi van akkor, ha a matrixaink 4 x 4-es mérettiek?

A kovetkez6t tudjuk elmondani: ha A = {ﬁ; ﬁ;z] .B = [g; g;j ahol
A;j-k és B;j-k 2 x 2-es blokkok, akkor

AB — A1 B+ A1wBay A1 Big + A12B22} ’

Ao1 By + AsaBoy Ag1 By + Aga B

Tehat ugyanigy szorozzuk Ossze Gket, mint a 2 x 2-es méatrixokat, csak a

méatrixok elemeit 2 x 2-es blokkokkal hellyetesitjiik. Vegyiik észre, hogy a

13



2 x 2-es matrixok eseténél nem hasznaljuk ki a szorzas kommutativitasat, igy
az el6bbi képleteket most 2 x 2-es blokkok szorzasara is hasznalhatjuk. Itt
minden blokkszorzas kiszamolasanél 7 szamszorzast végziink, mivel 2 x 2-es
métrixokat szorzunk Ossze. Osszesen 7 blokkszorzasunk van, tehat 7 -7 =
72=49 szamszorzast fogunk elvégezni.

Ugyanigy tudjuk ezt rekurzivan folytatni minden 2-hatvanyra: legyen
n = 2% és minden k-ra 2F x 2F méretd matrixok szorzésakor az «;-knél a
2F=1 x 2k=l_eg blokkokat szorozzuk, 7-szer a 2F~' x 2¢~! méretii matrixok

szorzéasakor 16v6 szamszorzasok szamat kapjuk. Tehét legyen

M (k):= a 2F x 2F méret matrixok szorzasanal 16v6 szdmszorzasok szama

Ekkor M(0) =1, és M(k) =7- M(k —1). Ekkor a rekurziot megoldva azt
kapjuk, hogy

M(k’) — 7k: — 7log2n — (210g2 7)log2n — 2log2 nlogy 7 (210g2 n)log27 —

log, 7 2.807... . ,,2.81

=n =N n

Lathattuk, hogy a 2 x 2-es blokkoknal 8 helyett 7 szamszorzast kaptunk,
ami csak egy picivel jobb eredmény, de elég nagy n-re méar sokkal jobb becslést
kaptunk ezzel a modszerrel, hiszen n?8! < n3, és nagy n-ekre ez mar sokat
szamit.

Mi a helyzet az Osszeadésokkal és kivonasokkal? Legyen

A(k):= a 2% x 2% méretil matrixok szorzésanél 16vs szamosszeadasok és

kivonésok szama.

Tudjuk, hogy a 281 x 2¢~1_es blokkok kozott 18 dsszeadast illetve kivonast
végziink, igy ezeknél a szamosszeadasok szdma: 18- (2F1)2 = 18 . (2%72) =
9. 22k=1 Jegz.

De szdmosszeadasra sziikség van a blokkok szorzasanal is: az a;-k ki-

szamitasanal, a 7 blokkszorzasnal a szamosszeadasok illetve szamkivonésok

14



széma TA(k — 1). Ezeket 6sszerakva: A(k) =9 -2%~1 + 7TA(k — 1).
Vezessiik be a B(k) = 7" A(k) jelolést. Ekkor:

B(k)=177" (g) 2% 7R Ak —1) = @) <27—2:) +7 DAk —1) =

(8 e,

Azt is tujduk, hogy B(0) = 0. Ezeket k szerint Gsszeadva
k | Eg /4Nt & |
;B(z) = ;5 (?) +;B(z ~1).
Ha kivonjuk mindkét oldalbol S°F_  B(i — 1)-t akkor a kévetkezét kapjuk:
£ 25000
=2 \7 2¢=\7) ~\2/\3

A Zf:o (%)l < % egyenlGtlenséget a mértani sorozat 6szegképletébdl kapjuk,

ugyanis

. k+1
zk:(él)l 1((4_;)+_1> (%>k+1_1 1_<§)k+1_7_41;_:1 4—4’;—21<é
= -3
i=0 7

Ezekutan mar tudunk felsé becslést adni A(k)-ra:

A(k) = B(k)7T" < 6-7F = 6 - n'oo27,

Az alabbi szorzast még altathatobba tehetjiik, mert A(k)-ra egy kénnyen
belathato explicit képletet is tudunk adni.

A(k) =6-7"—6-4F.

A fonti képletet k szerinti indukciéval fogunk bizonyitani
Nézziik k = O-ra:

A(k)=két 1x 1 méretd matrix Gsszeszorzasanal 1évs osszeadasok és kivonasok

15



szama=0, méasrészt

6-7"—6-4"=6-1-6-1=0

Tehat k=0-ra teljesiil az egyenlGség.

Nézziik meg még k = 1-re:

A(k)=két 2 x 2 méretii matrix osszeszorzasanal 1évs osszeadasok és kivonasok
szama—18.

6-7F —6-4F =18.

Teljesiil az egyenlség.

Tegyiik fl, hogy k — 1-re teljesiil az allitas, azaz A(k—1) = 6- 781 — 6. 4k1
és lassuk be, hogy k-ra is teljesiil:

9
A(k) = 92214 7A(k—1) = 9.2 14 7.6.7F 1 —7.6.4"1 = 54k+6.7’f_42.4k—1 —

9 42 9 42 18 42
6-7 —i—2 1 67"+ 5 I + 1 1
Kook [ 24 ko gk k k
=6-7"4+4 e =6-7"44"(—6)=6-7"—6-4".
Es ezzel be is lattuk a képletet.
Mivel 4% = 22" = 222" — (2l0827)" — 2,

281 _ 6n? < n3 —n?, ha n elég nagy.

Innen mar latszik, hogy A(k) ~ 6n
Elég nagy n-re ez is kisebb, mint az eredeti mitiveletigény. Ilyenkor ugyanis
még az Osszeadasok széma is kevesebb a Strassen-algoritmusnal, mint a szo-
kasos szorzasnal. Erdemes megjegyezziink, hogy a szorzasok altalaban bo-
nyolultabb mitveletnek tekinthet6k az 6sszeadasnal, igy a Strassen-algoritmus
"jo"-sdganak mércéje is elsGsorban az M (k)-ra adott becslés.

Egy dologgal még addésok vagyunk: mi van, ha a métrix mérete nem 2-
hatvany? Egy egyszerd modszerrel visszavezethetjiik az altalanos esetet az
elébb targyaltakra: A, B helyett

- [A0], 5 [BoO
A‘{o I} GSB_[O 1}

16



matrixokkal szamolunk, ahol A és B mar 2¥ x 2*-0s métrixok. Nyilvan:

~ = AB
AB = [ ; ﬂ .

[lyenkor a kib&vitett méretre vonatkozod képletek fogjak megadni a mii-
veletigényeket, de nagy n-ekre még igy is kedvez6bb értéket kapunk, mint
a természetes matrixszorzasnal. A métrix méretét ugyanis kevesebb, mint

a kétszeresére fogjuk megnovelni, s a miivelet igénye a Strassen algoritmust

2.81 _ 22.81 . 281

n ~ 7 -n>8l

hasznalva legfeljebb (2n) , a szokasos matrixszo-

zéssal pedig n?® szorzasunk van. Nagy n-ekre viszont 7 - n?8! < n3.

Végezetiil itt jegyezziik meg, hogy 1990 Winograd talélt egy olyan mod-
szert a 2 X 2-es matrixok szorzasara, ahol a szamszorzasok szama szintén 7
lesz, viszont az Osszeadésok illetve kivonésok szama 16 helyett csak 15:

Nevetesen vegyiik a kovetkezs kifejezéseket:

B1 = ag + ax 71 = B2l Bo =72+ 73
B2 = b1 —an Y2 = a11bny Bio =7+
B3 = ain — ag Y3 = Q1221 B = Pio+ 1
By = a1z — Ba Ya = P37 Bi2 = Pio + s
B5 = bz — buy Y5 = B15s b1z = Prz + 76
B = baz — S5 Yo = Pabaz Bra=Pu—7r
Br = baz — bra V7 = a2 Bis = P + 15
Bs = Bs — bar
Ekkor:

o - 59 513
AB=0= {614 &J

Mindegyik B; egyiitthatoban egy szamosszeadast, illetve kivonast vég-
zink, és mindegyik ~; kifejezésnél egy szamszorzast hajtunk végre. A [;-k
szama 15, a 7;-ik szdma pedig 7, innen is latszik, hogy Osszesen 15 szam-
Osszeadasra, illetve kivonasra és 7 szamszorzasra van sziikségiink.

Ezzel az eljarassal a sziikséges Osszeadésok szama kicsit csokken, de aszimp-

totikusan nem valtozik a becslés a Strassen-algoritmushoz képest.
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3.3. Egyéb algoritmusok

Strassen modszerét tjabb eredmények kovették. A T70-es években Pan, va-
lamint Bini et al., majd a 80-as években Schonhage, Romani, Coppersmith
és Winograd, és Strassen hoztak jobb eredményt. 1990-ben Coppersmith
és Winograd immaron egy O(n?376)

William|VW11] eredménye a legjobb: O(n*37).

lépésigényt algoritmust talalt. Jelenleg

Evszam Szerzé w lépésszam
Kezdetekben | Hagyomanyos O(n?)

1969 Volker Strassen ~ O(n*®)
1978 Pan ~ O(n*™)
1978 Bini et al. ~ O(n*7™)
1981 Sconhage ~ O(n?>%)
1981 Pan, Schénhage ~ O(n*>%)
1982 Romani ~ O(n*°17)
1985 Coppersmith, Winograd | ~ O(n?4%)
1986 Strassen ~ O(n?47)
1990 Coppersmith, Winograd | ~ O(n?37°)
2014 Williams ~ O(n?37)

3.4. Egy naiv becslés ritka matrixok szorzasara

Nézziik meg eloszor, mi a helyzet akkor, ha ritka matrixokat szorzunk.

A szokasos eljarasnél és a Strassen-algoritmusnal nem tudjuk kihaszal-
ni, ha 0 elem van valamelyik tényezGbe, legalabbis a lépésszam becslésénél
a matrix "ritkasdga" nem hoz javulast. Ezzel szemben a kivetkezd, a szo-
késostol eltérs, de viszonylag egyszerd naiv méatrixszorzasi eljaras lehetévé
teszi, hogy a lépésszam becslésénél figyelembe vegyiik, ha kevés a nem nulla
elemiink.

Legyen A és B két n x n-es métrix és szorzatuk C. Jeloljiik A,-val az
A matrix k-adik oszlopat, és az ebben szereplé nem nulla elemek szamat
jelolje ayp, Br. B métrix k—adik sorat, és a benne 1év6 nem nulla elemek

szama legyen b,. Ekkor az AB maétrixszozatot az aldbbi, diadikus szorzatok
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Osszegeként is felirhatjuk:
AB =Y AuBj.
k=1

Mivel A, egy oszlopvektor, tehat n x 1-es méretd, By, pedig egy sorvektor

azaz 1 X n-es méretd, igy a szorzatuk n X n-es méretd lesz minden k-ra.

Osszeadva ezeket minden k € {1,2,........ ,n}-ra, pont AB-t fogjuk kapni:
Zk A*kBk* - A*lBl* —|— A*QBQ* + ...... + A*an* — AB
a1 0O ... 0 bll b12 bln 0 a2 ... 0 0 0 0
921 0O ... 0 0 0 0 0 a929 ... 0 b21 bgg bgn
anr 0 ... 0 o 0 ... O 0 ape ... O O 0 ... O
0 0 ... a, o 0 ... 0
0 0 A2, L :
4+ e+ . . .
Do : O 0 ... 0
0 0 ... Oy b1 bna .. bpp

Amikor Osszeszorzunk egy oszlopot és egy sort, az oszlopban 1évG Gsszes
nem nulla elemet szorozzuk Ossze a sorban 1év6 6sszes nem nulla elemmel.
Igy ha a;, jeloli A matrix k-adik oszlopaban 16v6 nem 0 elemek szamat, by,
pedig a B-nek k-adik soraban 1év6 nem 0 elemek szaméat, akkor az A,; B
szorzat kiszamitasakor pontosan ab, darab szamszorzéast kell elvégezniink.

Igy az AB kiszamitasanak miiveletigénye:

n

Z akbk lesz.

k=1
Hogy lehetne feliilr6l becsiilni ezt a szorzatot? Ha most A ritka matrix és m

darab nem nulla elemet tartalmaz, akkor ezt a fonti szorzatot feliilrél tudjuk

becsiilni mn-nel, mivel:
Z akbk = albl + CLng + CL3b3 + o + anbn
k=1

<an+an+azgn—+...... +a,n =

= (Z ag)n = mn.
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Természetesen ezt akkor is meg tudjuk tenni, ha B tartalmaz m darab nem
nulla elemet. Ez azt mutatja, hogy ha m lényegesen kisebb, mint n?, pl.
m =~ n%, akkor a szorzasok szama lényegesen kisebb, mint n3. (Az alabbi
példa esetén n*5.) Nézziink, mi van akkor, ha mindkét matrix ritka, és legfel-
jebb m darab nem nulla elemet tartalmaz: kaphatunk-e még jobb becslést.:
Sajnos nem, amint azt a kovetkezs példa is mutatja:

Legyen m > n és nézziik azt az esetet, amikor A és B matrix elsé m/n osz-
lopéban illetve soraban vannak a nem nulla elemek, a tobbi oszlopba illetve
sorba pedig csupa 0, vagyis

a; — bz =0 kiulonben

Ekkor

n

m
E apby = —n? = mn.
n

k=1
Ez tehat azt mutatja, hogy nem kaptunk jobb felsé korlatot, azaz nem tudjuk

tovabb javitani a lépésszamot. Viszont egy kicsivel jobb becslést kapunk, ha
anem 0 elemek egyenletesen oszlanak el A-ban és B-ben. Legyen pl. m =~ n%;

akkor egyenletes eloszlas mellett az alabbit kapjuk:.
ar, = by = m/n minden 1 < k < n-re.,

és igy
& m\2 m? 9
Zakbk:n<—> =—=n"<m-n.
n n

k=1
Ez &ltalaban kisebb, mint mn, mivel m < n?, ezért = < n, tehat
m m
—=m (—) < mn.

n

3.5. Strid matrixok szorziasa Coppersmith és Winograd
modszerével

Miel6tt a Yuster és Zwick altal ritka matrixok szorzasara adott eljarast ismer-

tetlink, térjiik vissza egy kis idére a "kozonséges" matrixok szorzasara. Mig
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Strassen algoritmusa elsGsorban négyzetes matrixokra miikodott, a késébbi
eljardsoknal mar altalaban tetszéleges téglalap alakti matrixok szorzaséara 1j
modszert adtak.

Jelolje M (a,b,c) az a X b és bx-es méatrixok Osszeszorzasanal sziikséges
szamszorzasok szamat. Kicsit attekinthetébbé valik az irdasmod, ha attériink

5, ¢ = n' esetén jelolje k(r,s,t) a

a logaritmikus jelolésre: a = n", b = n
logaritmikus miveletigényt, azaz legyen k(r, s, t) a legkisebb olyan w szam,
melyre M(n",n* nt) = O(nw+oW).

Jelolje w a k(1,1,1) kitevst. Ez épp azt jelenti, hogy n x n-es métrixok
szorzasanal legalabb n“ nagysagrendd szamszorzésra van sziikségiink. Alta-
lanos matrixokra tudhato, hogy legalabb n? szorzas biztosan sziikséges, igy
w > 2, masrészt a Strassen algoritmus azt mutatja, hogy w < 2.81. Tehat w

értékét nem ismerjiik pontosan, de becslést adhatunk ré.

1990-be Coppersmith és Winograd egy jobb fels§ becslést adott w-ra:

3.5.1. Tétel: (Coppersmith és Winograd/CW90]):
w<2.370.

Tehat, barmely n-re M(n,n,n), azaz két n x n-es méatrix szorzasanak
minimalis koltsége legfeljebb O(n?376+°(1)) lehet.

Sziikségilink lesz még két konstansra a 1épésszam becsléséhez: Legyen
a=sup{0<r<1lk(l,r1) =2},

Tehéat o az a maximalis kitevé, amire M (n,n®, n) = O(n?+°W),
ahol @ € (0,1). Legyen tovabba

7w—2

B

S l-a
7 évvel kés6bb Coppersmith a-ra is adott egy becslést:

3.5.2. Tétel: (Coppersmith{C97]):
a>0.29).

Az 1. és 2. tételbdl levezethets az alabbi becslés:
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9 <r<
3.5.3. Tetel: k(1,r,1) < V=rsa
24 B(r—a) kilonben

3.5.4. Kovetkezmény: M(n,l,n) = n>~fto)]8 4 p2toll),

A bizonyitasoktol itt most eltekintiink, ezek megtalalhatok pl. Huang
és Pan cikkében. Lathatjuk, hogy « és [ ismeretében, barmely n-re és [-re
M(n,l,n)-t ki tudjuk szamitani. Illetve, ha tudjuk w-t és a-t, akkor meg
tudjuk mondani a [ értékét is.
w=2.376-tal és a=0.294-gyel, azt kapjuk hogy [ ~0.533. Ha w=2 lenne
igaz, akkor az azt jeletené, hogy két n x m-es matrix szorzasat n? lépéssel is
megtudnank csinalni, azaz a=1. Ebben az esetben -t nem tudjuk definilni,

de nincs is ra sziikségiink.

3.6. Az 1j, ritka matrixokat szorzo6 algoritmus

Ebben a fejezetben ismeretettem azt az eljarast, melyet Yuster és Zwick adott
a [YZ05| cikkben ritka matrixok szorzéasara.

Legyen A és B a két n x n-es matrixunk, egy tetszéleges R gytiri f6lott,
és legyen a szorzatuk C, amit ki szeretnénk szamitani. Jelolje A, A k-adik
oszlopat, és By, pedig B k-adik sorat.

Koréabban mar lattuk, hogy AB=)", A,;By..

Legyen a, az A maéatrix k-adik oszlopdban 1év6 nem nulla elemeinek a
szama, és by pedig B matrix k-adik sordban 1év6 nem nulla elemienk a szé-
ma. Béarmely I C {1,2,...,n}-re legyen A,;, A-nak az a részmatrixa, ami
azokbol a oszlopokbol all, amik benne vannak I-ben, és By,, B-nek az a rész-
matrixa ami azokbol a sorokbél all, amik benne vannak I-ben. Ekkor az is
latszik, hogy ha J = {1,2,...,n} — I, akkor A,;B.+A.;Bj. = AB. Az 4j
ritka matrix szorzé algoritmusunk f6 6tlete abban rejlik, hogy két féle mat-
rixokat szorzé algoritmust hasznal, ketté szedi a méatrixokat ennek alapjan,
hogy hol van kevesebb nem nulla elem van: itt tudunk spoérolni a naiv méatrix

szorz6 algoritmussal, a stirid részére pedig valamelyik gyors, stirt téglalap ala-
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kit matrixok szorzasara alkalmazhato algoritmust hasznaljuk. Ahhoz, hogy

megallapitsuk, hogyan is szedjiik szét a matrixokat, elészor definidlunk egy

7 permutaciot, melyre ar1)br1) = ar(2)br2) = Ar3)br@E) = oo > Ar(n)br(n)-

Ez a rendezés azt mutatja, hogy hol a legstirtibb a két métrix, hol kell a

legtobb(vagy a legkevesebb) szorzést végezniink a naiv algoritmussal. Igy a

kovetkezotéleképpen fog kinézni az algoritmusunk:

8.

Algoritmus : SMP(A, B)

Input : A és B n x n matrixok

Output : C = AB.

. Legyen ay az A k-adik oszlopaban, azaz A.i-ban 1évé nem nulla elemek

szama, minden 1 < k < n-re.

Legyen b, a B k-adik sordban, azaz Bj.-ban 1év6 nem nulla elemek

szama, minden 1 < k < n-re.

Legyen 7 permutéacio olyan, melyre arq)br(1) = r2)br2) = ooovvonn. >

Q7 (n) b7r(n) .

. Megnézziik, mely 0 <[ < n-re minimalis M (n,l,n) + o, Gr(k)brk)-

Legyen I = {m(1),7(2),......... (D)} és J={n(l+1),...... ,m(n)}.

Szamitsuk ki Cy = A,;Br.-t pl. a Coppersmith-Winograd féle matri-

xokat szorzo altalanos algoritmussal.

Szamitsuk ki Cy = A, ;Bj,.-t a ritka matrixokat szorzo ,naiv”’ algorit-

mussal.

Output C; + Cs.

3.6.1. Tétel: (Yuster és Zwick[YZ05])

Az SMP(A,B) algoritmus két n X n-es mdtrix szorzatdt szamitja ki az R gyi-

ri felett. Ha A-ban m., és B-ben pedig mo nem nulla elem van, akkor az
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algoritmus legfeljebb

B 2-ap
@) <mm {(mlmQ) srip a0 4 p2te) gy mop, pete®) })

gytribeli miveletet haszndl.

Bizonyitas:
El6szor megmutatjuk, ahhoz hogy az algoritmus kivalassza azt az [-et,
amivel minimalizalja az M (n,l,n) + >, ., Gz brw) kifejezést, illetve igy a

tovabbi lépésekben a miiveletek szamat is,
O (mm {mln, man, n o0 })

miveletre van sziikségiink, azaz [ kivalasztasa énmagéban nem tal "koltsé-
ges".

Ezt tgy fogjuk belatni, hogy mégnézziik az algoritmusnak azokat a 1épése-
it, amiktdl figg az M (n,l,n) + >, ., Grk)br) érték minimalizalasa és belat-
juk, hogy ezek miiveletigénye minden esetben kisebb vagy egyenlé mqn, mon
és n@to) . Neézziik a lépéseket:

Tegyiik fol,hogy m; < mag, és egyik sem 0.

1. lépésben:

Végig megyiink A elemein és meghatarozzuk az a; értékeket, azaz megszamol-
juk, hogy oszloponként hdny nem nulla elemet tartalmaz. A tételbdl tudjuk,
hogy Osszesen m; darab nem nulla elem van, és mivel azt nem szamoljuk
lépésnek, amikor 0 elemet talalunk, igy ez m; 1épést jelent. Az is kénnyen
latszik, hogy ezt feliilrél tudjuk becsiilni mindharom taggal:

mivel 1 < n, ezért m; < min

mivel feltettiik, hogy:m; < mao, ezért my < mo < mon

mivel m; < n?, ugyanis A legfeljebb n? elemet tartalmaz és korabban mar
lattuk, hogy 2 < w, ezért my < nwtold)

2. lépésben:

Ugyanigy tudjuk, hogy B my darab nem nulla elemet tartalmaz, igy ha végig
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megyiink B elemein és igy taroljuk el Sket, akkor ez msy 1épést fog jelent.
Ugyanakkor ezt megtehetjiik tigy is hogy csak az A nem nulla oszlopaihoz
tartozo sorokat nézziik meg B-ben, ezekben mind n elem van, igy ez mn
lépés lesz.
Tehat ennek a lépésnek a miiveletigénye legfeljebb k < min {mqy, min}.
Igy a k 1épésszam:
kE<mn; k <ms < mgn
az my < n? egyenldtlenségbdl itt k < n@+°() (hiszen w < 2).

3. lépésben: Sorba rendezziik a szorzatokat. Mivel legfeljebb n szorza-
tunk lehet, ennek a sorba rendezése legfeljebb n - log n 1épés lesz.
Han <m; <my
Tudjuk, hogy: logn <n
akkor nlogn < min < mon
és nlogn < n? < nvte®)
Ha my < my < n vagy m; < n < my
= A-nak a skatulya elv miatt nem minden oszlopéba lesz nem nulla elem,
azaz lesz olyan k € {1,2,........ ,n}, amire ay=0. Mivel A m; nem nulla elemet
tartalmaz, ezért legfeljebb m, darab axb, nem nulla szorzat lesz és ezeket kell
sorba rendezniink. Ennek a lépésszama mq x log my lesz.
= logm; <logn <n
Ekkor my logm; < myn és
mq logmy < min < n? < nvte
és mivel my < n, ezért min < mon.

4. lépésben pedig:
Kivalasztjuk azt az [-et, amire minimalis lesz M(n,l,n) + >, ., Gr)br)-
Az 6tlet az az, hogy a > kst O (k) br(r) rtéket, visszafele szamitjuk ki minden
kEe{l,2 ... ,n}-ra, tehat | = n-t6l kezdjiik, és mindig csak az eggyel ki-
sebb agby szorzatot adjuk hozza.
Az M(n,l,n) I-ben csdkkenni fog, ha [ csokken, mert ¥ monoton névé.

Ha my <mg < n vagy m; <n < mp
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= Biztos, hogy lesz A-nak olyan oszlopa ami csupa 0 lesz. Tehét az a)bx(x)
szorzatok koziil my darab lesz nem nulla. Mivel a 7 permutacié csékkend
sorrendbe rendezi a szorzatokat, ezért » ko, Ar(k)br(k)=0, ezeket nem is kell
kiszamolnunk.

Es azt is tudjuk, hogy M(n,l,n) érték csokken, ha [ csdkken, igy [ > mj-re
M(n,1,n) 43000 Gr(eybrry = M(n,ma,n) 42200 Gr(ybrgry- Tehat M (n, [, n)-
t sem érdemes kiszdmolni az m;-nél nagyobb [-ekre. Igy &sszesen: O(m;)
lépéshaol valasztjuk ki [-et.

Mivel my < mg, n ezért O(m;) < O (mm {mln,mgn, n“””’(l)}) )

Ha n <m; < ms

= O(n) lépéstink lesz.

Ekkor O(n) < O (min {mln, mamn, nw+0(1)}) )

Miutan pedig kiszamitottuk az M(n,l,n) + > .o, Gr(k)br értékeket,
megkeressiik a minimumot, és mivel a szo6bajovs [ értékek szdma < my < mo,
ezért ez szintén < O (min {mln, man, n“*o(l)}) lépést jelent.
(Természetesen, ha my < mq, ugyanigy szimmetrikusan be tudjuk ezeket
latni.)

Ha ezeket 6sszeadom, az még mindig csak konstansszorosa lesz a 1épések-
nek itt megkapott f6lsé korlatjanak, tehéat, az egész eljaras 1épésszam igénye
0] (mm {mln, mon, ne o) })—nagysé,grendfi.

Ezekutan mar csak azt kellene belatnunk, hogy a tovabbi 1épésekben,az

algoritmus
O((mlmz)%ngﬁ_%f+o(l) +n2+0(1))
miveletet hasznal. O

Ehhez egy segéd lemmara lesz sziikségilink, ami a naiv matrix szorz6 al-

goritmus lépésszamaval kapcsolatos:

mima2

3.6.2. Lemma: Bdrmely 1 <1 <n-re ) Grr)brry < ™52,

Lemma bizonyitas: Feltehetjiik, hogy a3 > ay > ........ > a, ¢és legyen
1<l<n.
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Ekkor la;.1 = a1 + ajpq + ... + a1 < ap +ag + ... + a1 +a =
Zkgl ar, < Yoy ax = my. Ebbdl kovetkezik, hogy a;11 < ™. Az is latszik,

hogy > o) Aniybrky < D poy @i, ™ definicidja miatt. Ezeket sszerakva

m mim
Zaﬁ(k)bw(k) < Zakbk < a4 Zbk < Tlmz = ll 2

k>1 k>1 k>l

Visszatérve a lépésekhez:
Bizonyitas:

Az 5.1épésben nem végziink mtveletet.

Miutan [l-et megkaptuk, elvégezziik a matrixszorzast, és ezek utan vég-
ziink gytrtimtveleteket.

Mivel [-et ugy valasztottuk, hogy a naiv méatrixszorzas és a hagyoményos
gyors méatrixszorzas optimalis kombinacidjat adja, a gytrimiiveletek szama—
O(min {mln,mgn,nw+o(1)}). Azt kell tehat megmutatnunk, hogy a 6.-8.
lépések ml’iveletigénye:O({(mlmQ)%n%“(l) + p2toll) })

6. és 7.1épésben, a két algoritmus miveletigényeinek Gsszege: a két kii-
16nboz6 algoritmus lépéseinek szama: M (n, 1, n) + >, o Gre)br)-

Két esetet kiilonboztetiink meg:
1) ha mymy < n*te;

2) ha mymy > nte.

n2+a
2

1) Legyen [ = ™32 mivel [ < =n?% , igy a definiciojabol azt kapjuk,

n

hogy M(n,l,n) = O(n?+°W),

Felhasznélva a segéd lemmat és [ kivalasztott értékét:
M(n, [, n) + Z aﬂ(k)bw(k) < n2to) + e =

l
k>l

2
_ p2tol) | (mimg)n®

mimes
— p2to(1) 4+ 2

= O(n*°W),
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1 af—2
1

2) Legyen ebben az esetben [ = (mymg)?+in /1 .
Mivel

1 af—2 24+a af—2
[ > (n2+a) BHin B+l — qnBFlp BH1 —

2fataB—2
=N B+1 =

a(1+8)
=n B+l =

:n7

Igy
p2eftof > p2-abto)pal — p2Ho(d) “eyert

M(n,l,n) = n?=f+o)f —

_ B ap?-28
:n2 aﬁ+o(1)(m1m2)ﬁ+1n B+l —

B 2B8+2-ap?—aB+o(1)+aB?—28
= (mymg)F+in B+1 =

B 2—apB
= (mymy)FFip art oW

Itt is felhasznaljuk a segédlemmat:

E : mims 11 2-apB B 2-aB
a’ﬂ'(k‘)bﬂ'(k‘) < I = (m1m2) B+1ln, B+l — (m1m2),{3+1n BTL |
k>1

Ezeket Gsszerakva M (n,[,n)+> ", Grybrp) = O((mlmg)%n%“(l)).

Tehat a 6. és a 7.-ben

O((mymy) i 5t +W) 4 O(p2+o0) =

= O((mlmQ)%nQI;T&lﬁ’Lo(l) + n2tel)

miiveletet végziink.

Végiil pedig a 8.1épésben egy Gsszeadast végziink, osszeadunk két n x n-es
matrixot, tehat a miiveletigény altalaban n?, azaz O(n*+°W).

Viszont, ha m; < mag, és m; < n, akkor Ci-ben és Cs-ban legfeljebb min
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nem nulla elemiink van, igy C; + C5 kiszamolasanal< min < mgn Osszeadast
végziink. [

Erdemes megemliteniink egyébként [ valasztasara két specialis esetet:
Abban az esetben, amikor [=0, [ iires halmaz lesz, csak a naiv méatrix szorzo
algoritmust hasznaljuk, ekkor a matrixaink valoszintleg elég kevés nem nulla
elemet tartalmaznak.
A 6. és a 8.1épéshen egyaltalan nem fogunk mitiveletet végezni. A 7.1épésben
a mivelet igénytink Y ;| ar)brk) = D p_; axbi. Korabban mar lattuk, hogy
ez feliilrsl becsiilhets min {min, maon}-nel.
Amikor pedig l=n, ilyenkor J lesz iires halmaz, és ekkor csak a gyors stiri
téglalap alaki matrix szorzo algoritmust hasznéljuk, ennek a mitivelet igénye:
M(n,l,n) = M(n,n,n) = n“r°W lesz.

26 2-a8

Ha m; = my = m, akkor az algoritmus legfeljebb O (m Fip g o) 4 n2+"(1)>

miveletet hasznal.

A legjobb eredményeket hasznalva w-ra, a-ra és 5-ra ez az érték legfeljebb
O(mTn!2 4 p2+o)),

Ha m = O(n*z" ~¢), barmely e-ra akkor O(n®) miiveletet hasznalunk.
Ha m = O(n'*2), akkor n?>*°() miiveletet hasznalunk.

Ha pedig, my vagy mo = 0, akkor C' = 0, ez az eset nem tul érdekes,
az algoritmus minden lépésben 0 1épést tesz meg, ezért nem is foglalkoztunk

vele a bizonyitasban sem.
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