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1. Bevezetés

Kozépiskoldban specidlis matematika tagozatra jartam, mindig emelt 6ra-
szamban tanultam a matematikat. Az alapérakon ugyan sok mindent meg-
tanultunk, betekintést nyertem az egyetemi tananyagba is, de matematika
szakkorre nem, vagy csak korlatozott formaban volt lehetség: az OKTV
versenyfelkészitéseken kiviil egyik tanar sem tartott matematika szakkort.
Az elképzelt szakkorom motivacidja, melyrsl szakdolgozatom szol - éppen
az, hogy milyen j6 lett volna, ha annak idején egy szamomra érdekes mate-
matikai témakorbdl szakkor lett volna tartva. Mivel a szdmelmélet mindig is
az egyik kedvenc témam volt, ezért dolgozatomban egy fiktiv szamelméleti
szakkort inditottam.

Egy szakkor sikerességének egyik kulcsa az, hogy a nagyobb 6raszam-
ban, esetleg jobb matematika oktatdsban részesiilé didkok éppugy el legye-
nek foglalva, mint a kevesebb 6raszamban matematikat tanulé didkok. Erre is
probaltam figyelmet forditani dolgozatom irésa kézben. Példaul a kongruen-
cidkat nem minden didk tanulja kozépiskolaban. Sok feladatnal pedig sokkal
gyorsabb és egyszeriibb, esetleg elegdnsabb lenne a megoldas kongruenciaval,
mint anélkiil, emiatt néhany feladathoz tébb megoldast is adtam. Igy min-
den tanuldé megtaldlhatja a megoldasok koziil a szaméra legjobban érthetd
levezetést.

Dolgozatom két részbél &ll. Az els6 részben Arany Déniel matematikaver-
senyre szant, vagy ott megjelent feladatok megoldasat dolgoztam ki. Ezekbdl
a feladatokbol érdemes egy szakkori alkalmon egyszerre tobb feladatot fel-
adni, hogy minden tanul6 kivilaszthassa azokat a feladatokat, amikkel ott a
legszivesebben foglalkozik. Kévetkez6 alkalmon pedig meg lehet beszélni az
el6z6 szakkor feladatainak megoldasat. A kidolgozott feladatok koziil vannak
olyanok, amelynek megoldasai egy-egy korabbi feladatra épiilnek, igy fon-
tos a sorrend betartdsa sok esetben. A dolgozatom masodik részében pedig
egy kiilon téma szerepel (lanctortek és Pell-egyenletek), ahol a didkok on-
alloan tehetnek kisebb felfedezéseket, és a problémak megoldésa kozben a
szamitogép erejét is segitségiil hivhatjak. Programozas kozben szembesiilhet-
nek numerikus szamitasi hibakkal, melyek kikiiszobolésével foglalkozunk is.
Ezen tdl megismerhetnek néhany egyetemen tanult tételt, és megfigyelhetik,
hogy a gytiriiegységek hogyan lehetnek segitségiinkre a Pell-egyenlet 0sszes
megoldasdnak megadésiban.
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2. Definicidk, tételek

2.1. Definicid. (Oszthatdsag) Legyenek a, b egész szamok (azaz a,b € 7).
Azt mondjuk, hogy az a osztoja b-nek (jellése: a | b), ha létezik olyan ¢ egész
szam, hogy b = ac. (Ha az a nem osztoja b-nek, azt igy jeldljiik: a tb.)

2.2. Megjegyzés. Ha =, y nem nulla egészek és = | y, akkor |z| < |y
Specialisan, ha z, y pozitiv egészek és x | y, akkor z < y.

2.3. Definicié. (Kongruencia) a,b, m € Z esetén azt mondjuk, hogy az a
kongruens b-vel az m modulusra nézve, ha m | a —b. Ha az a kongruens b-vel
az m modulusra nézve (,modulo m”), ezt igy jeloljiikk: a = b (m); ha pedig
m { a — b, akkor azt irjuk, hogy a Z b (m).

2.4. Tétel. (,kis” Fermat-tétel) [1/ Tetszdleges p pozitiv primszdm ese-
tén érvényesek a kovetkezdk:

1. ha a € Z, akkor a’» = a (p);
2. haa €7 és (a;p) =1, akkor a?~' = 1 (p).

2.5. Definici6. (Maradékosztaly) TetszGleges m > 2 egész esetén az
egész szamok halmaza m diszjunkt osztaly unidjara bomlik fel, mégpedig
agy, hogy 0 < i < m — 1 esetén az i-edik osztalyban k - m + i alakd szdmok
vannak, ahol k € Z. Ezeket az osztalyokat m szerinti, mas néven modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik.

2.6. Megjegyzés. a = b (m) pontosan akkor, ha a és b egy maradékosz-
talyba esik modulo m.

2.7. Definicid. (Teljes maradékrendszer) Az {aj,as,...,a,} C Z hal-
maz teljes maradékrendszer modulo m, ha minden mod m maradékosztalybol
pontosan egy elemet tartalmaz.

2.8. Megjegyzés. [1] Ha egy teljes maradékrendszert a modulushoz relativ
prim szammal végigszorzunk, és ehhez egy tetszleges egészet hozzdadunk,
akkor ismét teljes maradékrendszert kapunk.

2.9. Definici6. (Egység) Egy egész szamot egységnek neveziink, ha min-
den egész szamnak osztoja.
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2.10. Definici6. (Felbonthatatlan szam) A b nullatol és egyseégektdl kii-
16nb6z6 egész szamot felbonthatatlannak nevezziik, ha barmely b = ¢d (¢, d €
7) felbontas esetén ¢ vagy d egység.

2.11. Definici6. (Primszam) A p nullatol és egységektol kiilonbozs egész
szam prim, ha minden olyan a és b egész szamra, amelyre p | ab teljesiil,
érvényes p | a vagy p | b (legalabb az egyik).

2.12. Megjegyzés. [3| Az egész szamok korében a primszamok és a felbont-
hatatlan szamok azonosak.

2.13. Tétel. (A szamelmélet alaptétele) [I] Minden 1-nél nagyobb ter-
mészetes szam felbomlik egyértelmien (a szorzotényezdk sorrendjétdl eltekint-
ve) pozitiv primszdmok szorzaldra.

2.14. Tétel. (A szamelmélet alaptétele, altalanos alak) [1)

Minden 0-tol és egységektdl kilonbozd egész szam felbonthato véges sok fel-
bonthatatlan szdm szorzatdra, €s ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és
eqységszeresektol eltekintve egyértelm.

2.15. Definici6. (T6kéletes szam) Tokéletes szamnak nevezziik azokat a
természetes szamokat, amelyek megegyeznek az énmaguknal kisebb pozitiv
osztoik Osszegével.

2.16. Definicié. (H,,) Legyen m pozitiv egész, amely nem négyzetszam
(azaz b € Z = b* # m) és nem is oszthato 1-nél nagyobb négyzetszammal.
Jeloljiikk H,,-mel azon valos szamok halmazat, amelyek felirhatok = + y/m
alakban, ahol x és y egész szam; ezek egyértelmtiien allnak elG ilyen alakban.
Specialisan H, jel6lje azon valos szamok halmazat, amelyek felirhatok z+yv/2
alakban, ahol x és y egész szam.

2.17. Definicio. (H,,-beli oszthatosag) Legyen a,b € H,, szamok. Azt
mondjuk, hogy az a osztdja a H,,-beli szamok kérében b-nek (Jelolése: a |y,
b), ha létezik olyan ¢ € H,,, hogy b = ac. (Ha az a nem osztoja a H,,-beli
szamok korében b-nek, azt igy jeloljik: a 1g,, b.)

2.18. Tétel. (A maradékos osztas tétele) [I] Legyenek a ésb egész szd-
mok, b # 0. Ekkor taldlhato olyan q és r egész szdm, amelyre a = bq + r és
0 <r < |b teljesiil. Az ilyen q és r egészek egyértelmien meghatdrozottak.
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3. Feladatok

3.1. Feladat. (TK 31.) Az a,b,c pozitiv egész szamokrol azt tudjuk, hogy
ac = 284 és bc = 497. Mi lehet az abc?

Megoldas: Mivel c az ac és be szamokat is osztja, ezért ¢ a két szam pozitiv
koz0s osztoi koziil keriil ki. 284 = 22.71 és 497 = 7-71. Igy ¢ = 1 vagy ¢ = 71
lehetséges.

I.eset: ¢ = 1. Ekkor a = 284 és b = 497. Tehat abc = 284-497-1 = 141148.
II. eset: ¢ =71. Ekkor a =4 és b="7. Tehat abc =4 -7-71 = 1988. [

3.2. Feladat. (TK 32.) Melyik nagyobb?
19881958 vagy 19871957 4 1981957 4 198719857

Megoldas:
Elég az 19871987 419871988 119881987 19881988 elGjelét megallapitanunk.
19871987 4 19871988 1 19881987 _ 19881988 —
= 19871987 . (1 + 1987) + 19881%7. (1 — 1988) =
= 1988 - 19871987 — 1987 - 19881987 = 1987 - 1988 - (19871986 — 19881986),
Ez pedig negativ, mivel 1987986 — 19881986,
Kaptuk: 19871987 + 19871988 4 19881987 < 19881988,
Tehat 19881988 a nagyobb. [

3.3. Feladat. (TK 33.) 19881988 1 19871987 _ 19881987 1 19871988 ogzthato-e
13-mal?

Megoldas: (Kongruenciaval és Kis-Fermat tétellel)
Az eredeti szamok helyett dolgozzunk a 13-mal valo osztasi maradékokkal!
1989 = 0 (13), igy 1988 = —1 (13) és 1987 = —2 (13).
Vizsgaljuk: (—1)1985 4 (—2)1957 — (—1)1987 4 (—2)1988 —
=1 + (_2)1987 _ (_1) + (_2) i (_2)1987 =9 + (_1) . (_2)1987 — 21987 + 2.
Keressiik 2'8713-mal valé osztasi maradékat!
A kis Fermat-tétel miatt 2'2 = 1 (13), mivel (2,13) = 1.
21987 + 2 — 21980 . 27 + 2 — 212-165 . 27 + 2 — (212)165 . 27 + 2 =
= 1165.27 1 2=128+2=130= 0 (13).
gy 19881988 1 19871987 — 19881987 4 19871988 is oszthatd 13-mal.
O
Megoldas: (Ugyanez kongruencia nélkiil)
19881988 4 19871987 _ 19881987 1 19871988 —
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= 1988 - 19881987 1 19871987 — 19881987 1 1987 - 19871987 =

= 1987 - 19881987 + 1988 - 19871987 = 1988 - 1987 - (1988986 + 198719%6)
Elég lenne bizonyitani, hogy 13 | 19881986 4 19871986,

13 | 1989, mivel 1989 = 13 - 153.

19881950 4 19871986 — (1989 — 1)1986 4 (1989 — 2)19%6,

Az elbbire alkalmazzuk az (a—b)" = 3 (=1)*-(}) -a"*-b* azonossagot!

1986

Z(_l)k X (1986) 19891986~k 1k+ Z( ) (1986> 19891986—k . ok

k=0

Vegyiik észre, hogy az el6bbi osszegekben minden tag oszthatd 1989-cel,
kivéve mikor 1989 kitevéi nullak. Igy elég csak ezek Gsszegére felirni az oszt-
hatosag feltételét, a tobbi (1989-cel oszthato) tag elhagyhato.

Kell: 13 | (—1)1986 . (1950) - 19890 - 11986 4 (—1)1986 . (1550) . 19890 . 21986

Készen lennénk, ha sikeriilne belatnunk, hogy 13 | 219%¢ 4 1.

91986 | | — 1956 | {1986 _ 96331 4 {6331 _ (26)331 | (16)331
2n
Ismert: a® ! + b2+ = (a+b) - S_(=1)% - a® % . b* ahol n € N.
k=0
Vagyis a + b | @+t 4 b2,
Az elgbbire felirva 26 + 1° | (26)33! + (19)%31 vagyis 65 | (29)33 + (16)331,
Viszont 65 = 13 - 5, igy 13| (26)33! + (16)331,
Tehat 19881988 1 19871987 — 19881987 1 19871988 oszthatd 13-mal.
U

3.4. Feladat. (TK 34.) Legyenek a; b; ¢ pozitiv egészek, a < b < ¢, tovabba
tudjuk, hogy a; b; c mindegyike osztdja a mésik ketts dsszegének. Hatarozzuk
meg a > és ¢ hanyadosok értékét!

Megoldas:
Mivel ¢ | a+ b, ezért a2.1] definici6 szerint k - ¢ = a + b.
a<césb<cmiatta+b<c+c=2c
Tehat k- ¢ < 2¢, ahol k € ZT (mivel a,b,¢c >0) = 0<k<2=k=1.
¢ = a + b-t irjuk be a tobbi feltételbe:
bla+c=b]2a+b. al2.1] definici6 szerint [ - b = 2a + b.
Mivel a < b miatt b < 2a + b < 2b+ b = 3b.
Tehat b < 1-b < 3b, ahol | € ZT (mivel a,b,c>0) = 1<I<3=1=2.
Vagyisz—2a+b:>b—2aés c=a+b=a+ 2a = c=3a.
Ekkor—— 4 =2 es—:%a:?).
O
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3.5. Feladat. (TK 35.) Keressiik meg az 0sszes olyan pozitiv egész szamot,
amely a tizes szamrendszerben négyjegy(, jegyei rendre a; b; ¢; d (a # 0),
tovabbé ab = ¢+ d; bd = a + ¢ és acd = (a + d)>.

Megoldas:
A feltételek miatt ab — bd = c+ d — (a + ¢).
Tehat b-(a —d) =d—a=—(a—d).
Atrendezve kapjuk: (b+ 1) - (a — d) = 0.
Mivel b+ 1 > 0, igy a — d = 0, tehat a = d. Ezt irjuk be a feltételekbe:
ab=c+d=ab=c+a.
acd = (a + d)® = a’*c = (2a)® = a*c = 8a.
Ekkor ¢ = 8a (a?-tel oszthattunk, mivel a # 0).
a és c szamjegyek, a # 0, igy csak a=1; c=8 lehetséges.
a=dmiatt d=1. ab=a+c=b=1+8 = b=9.
Tehat a keresett szam az 1981, és a szam kielégiti a feltételeket. [

3.6. Feladat. (TK 36.) Hatarozzuk meg az Gsszes olyan x; y; n szamhéar-
mast, amelyre teljestil, hogy z; y; n pozitiv egész szamok, az x és az y a tizes
szamrendszerben egyardnt n-jegyt, toviabb4 x? = 3.

Megoldas:

Legyen k = 22 = ¢°. (azaz © = Vk és y = Vk). Ekkor k négyzetszam
és kobszam egyben. Minden négyzetszam, illetve kobszam primtényezds fel-
bontésaban az Gsszes kitevs paros, illetve 3-mal oszthato. Igy k primtényezds
felbontasaban minden kitevs 6-tal oszthato lesz, ami azt jelenti, hogy k elGall
egy (nemnegativ) egész szam hatodik hatvanyaként.

Ha x és y pontosan n darab szamjegybdl 4ll 10-es szamrendszerben, az
azt jelenti, hogy 107! < z,y < 10", ahol x és y pozitiv egészek.

Ekkor viszont 102772 < 22 < 10?2 és 10°"73 < ¢° < 10%",

Tehat 10272 < k < 10?2 &s 10%"3 < k < 103",

Azaz [10°"7%,10%") N [10°"73;10%") #£ 0 < [2n — 2;2n) N [3n — 3;3n) # ()

Ez pontosan akkor igaz, ha 3n — 3 < 2n

Atrendezéssel kapjuk: n < 3. Tehat n = 1 vagy n = 2.

. eset: n = 1.

Ekkor 10° < k < 10% és 10° < k < 10% egyszerre.

Az erGsebb feltétel: 10° < k < 102

Tehat keressiik azon legfeljebb 2 szamjegyt pozitiv hatodik hatvanyokat
(k), melyre x = vk és y = v/k pontosan 1 szamjegybdl allnak.
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II. eset: n = 2.

Ekkor 10% < k < 10% és 103 < k < 10° egyszerre.

A két feltétel osszesitve: 103 < k < 10,

Tehat keressiik azon pontosan 4 szamjegybdl allo pozitiv hatodik hatva-
nyokat (k), melyre z = vk és y = vk pontosan 2 szamjegybdl allnak.

Minket a legfeljebb 4 szamjegyti hatodik hatvanyok érdekelnek, igy gytijt-
siik ossze 6ket: 19=1, 20=64, 35=1729, 45 =4096

5% = 15625 ... Ut6bbi mar til nagy, nem is érdemes tovabb nézni.

Tehat k csak az els6 4 szam egyike lehet. Nézziik sorra:

k=1=x=1¢sy=1. Ez megfelel az I. esetnek.

k=64 =z =8 és y = 4. Ez megfelel az 1. esetnek.

k=729 = x =27 ¢és y=9. Ez nem jo!

k =4096 = x = 64 és y = 16. Ez megfelel a II. esetnek.

Tehat a megfelels (z,y,n) szamharmasok a kiévetkezdk:

(1,1,1); (8,4,1); (64,16,2).

O

3.7. Feladat. (TK 37.) Az a; b; ¢ nullatol kiilonb6z8 egész szamokrol azt
tudjuk, hogy a? | b%; b* | ¢ és ¢? | a®. Bizonyitando, hogy ekkor a; b; ¢ koziil
legalabb kett6 megegyezik!

Megoldas:

Ha a, b, ¢ nullatél kiilénbozs egészek, akkor a2, b2, ¢? pozitiv egészek.

Ekkor a 2.2l megjegyzés miatt a® < b? < ¢ < a? & a® = b? = 2.

Igy |a| = |b] = |c|, vagyis az a, b, ¢ szamok csak el6jeliikben térhetnek el
egyméastol. De 3 nemnulla szamnak egyenként csak kétféle lehet az elGjele,
igy a skatulyaelv szerint lesz koziiliik legalabb ketts, amely megegyezik. Ezzel
bebizonyitottuk a kért allitast.

O

3.8. Feladat. (TK 38.) Keressiik meg az 0sszes olyan pozitiv egész szamot,
amely a tizes szamrendszerben négyjegyt, jegyei rendre a; b; ¢; d, egyik jegy
sem 0, tovidbba a + ¢ = b; 4ad = c.

Megoldas:
Mivel a, b, ¢, d nemnulla szamjegyek, és ¢ = 4ad, ezért c néggyel oszthato
(pozitiv) szamjegy.
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Tehat ¢ = 4 vagy ¢ = 8.

I. eset: c=4.
dad =4 < ad =1 a=d=1. De b= a + ¢, igy b=5.

IT. eset: c=8.

dad=8ad=2a=2¢éd=1,vagya=1éd=2.

De b = a+ c szamjegy, és a = 2 esetén b = 10 adédna, ami nem szamjegy.
Tehat a=1 és d=2 lehetséges csak. Ekkor b=9.

Tehat a keresett szamok: 1541 és 1982, és ezek a szamok valoban kielégitik
a kezdeti feltételeket.
O

3.9. Feladat. (TK 39.) A T7-tel valo oszthatosag vizsgalatara tjabb elja-
rast nyerhetiink a kovetkez6 észrevételbdl (tizes szamrendszerbeli felirasnal):
7|y mag & 7| @ a — 2a.

Keressiink hasonlot a 13; 17; 19; 23; 29 és 31 esetére!

Megoldas:

Tekintsiik a kdvetkezo alapfeladatot: Legyen x € N és p € N olyan, melyre
(p;10) = 1. Ekkor keressiink z p-vel vald oszthatosagara eljarast! Legyen
T =ay...a1ag = 10b+ ag, ahol b =a; .. . a.

Ekkor p |z < p | 10b+ag < p | 100+ ag + (10k —1) - ag, ahol p | 10k — 1.
Ilyen k létezik, mivel (p; 10) = 1, igy 10k — 1 teljes maradékrendszert alkot
mod p (k=0;1;...;p— 1) a[2.8] megjegyzés miatt.

De p | 10b+ag+ (10k—1)-ag < p| 10b+10k-ag < p | 10-(b+k-ap) &
p| b+ k- ap, mivel (10;p) = 1.

Tehat kaptuk: p | 100+ ag < p | b+ k - ag, ahol k olyan, hogy p | 10k — 1.

Megjegyzés k — p értékkel is dolgozhatunk k helyett, ha kényelmesebb.
(p|10-(k—p)—1<p|10k—10p—1< p| 10k — 1.)

Megjegyzés

Hogyan talalunk megfelel6 k-t7

p négyféle szamjegyre végzddhet: 1; 3; 7; 9 szamjegyekre.

Ha p 1-re végzédik, akkor —p = 10k — 1 < k = 22 j6 vélasztés.
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Ha p 3-ra végzddik, akkor 3p =10k — 1 & k = % jO vélasztas.

Ha p 7-re végzodik, akkor —3p =10k — 1 & k = 1;—5”’ jO valasztas.
Ha p 9-re végzsdik, akkor p = 10k — 1 < k = 2t j6 valasztas.

10

Példak

p =T esetén k = 1;—3” = 1’13'7 = —2 j6 valasztas, mint ahogy a példaban.
p = 13 esetén k = % = 3'1130“ = +4 jo vélasztas. (Azaz egy szam

pontosan akkor oszthaté 13-mal, ha az utols6 szamjegyét elhagyva keletkezd
szamhoz hozzdadva az elhagyott szamjegy 4-szeresét, az igy kapott szam
oszthato 13-mal.)

p = 17 esetén k = 1;—5’” = =20 = —5 jo valasztas. (Azaz egy szam
pontosan akkor oszthatd 17-tel, ha az utols6 szamjegyét elhagyva keletkezd
szambol kivonva az elhagyott szamjegy 5-szeresét, az igy kapott szam oszt-
hat6 17-tel.)

p =19 esetén k = % = % = 42 jo valasztas.
p = 23 esetén k = 311—31 = % = +7 jo valasztas.
p =29 esetén k = 1%01 = %6’1 = 43 jo valasztéas.
p =31 esetén k = 11_—01” = % = —3 j6 valasztas.
OJ

Megjegyzés

Fontos hangsiilyozni, hogy bar a feladat csak primekre kért oszthatosagi
szabalyt, mi altalainosan minden 10-hez relativ primre adtunk a fent leirt
modszerrel.

Ezt kombinalhatjuk a 2" és 5"-nel valo oszthatosagi szaballyal, igy akar-
milyen x egész szammal valé oszthatosagot tudunk ellenérizni, mivel barmely
pozitiv egész el6all 2-5™ - p alakban, ahol (10; p) = 1. Ekkor elég kiilon-kiilén
belatni, hogy z-nek 2! és 5™ és p is osztoja, mivel 2, 5, és p paronként relativ
primek.

(Egy szamnak pontosan akkor osztoja 2" vagy 5", ha az utolsd n szamje-
gyébdl alkotott szamnak osztoja 2™ vagy 5.)

3.10. Feladat. (TK 40.) Keressiik meg az Osszes olyan pozitiv egész sza-
mot, amely a tizes szamrendszerben négyjegyi, jegyei rendre a; b; ¢; d (a # 0),
tovabbéa ab = (a + d)?; a + ¢ = b; ac = 2d>.

Megoldas: ac = 2d° & d* = &
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a+c=bsb—a=c

ab= (a+d)? & ab=a*+2ad+d* & ab=a*+2ad+% < b=a+2d+5
(mivel a # 0, leoszthattunk vele).

Elsbbit atrendezve kapjuk: b —a =2d+ 5 & c=2d+ 5 & 5 =2d &
c = 4d. De c és d szamjegyek, igy d = 0; 1; 2 lehetséges csak.

L. eset: d=0.
Ekkor ¢ = 4d < ¢=0. a + ¢ = b miatt a=Db.
Ekkor minden feltétel teljesiil. (a=b=1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9)

IT. eset: d = 1.
Ekkor ¢ = 4d < ¢ = 4. ac = 2d? miatt 4da =2 < a = % Ez ellentmondés.

IT1. eset: d=2.
Ekkor ¢ = 4d < ¢=8. ac = 2d? miatt 8¢ = 8 & a=1.
b = a + ¢ miatt b=9.

Tehat a lehetséges szamok:
1100; 2200; 3300; 4400; 5500; 6600; 7700; 8800; 9900; 1982, és ezek a
szamok tényleg kielégitik a kezdeti feltételeket. [J

3.11. Feladat. (TK 41.) Keressiik meg az Gsszes olyan pozitiv egészekbdl
allo g; m; n szamharmast, amelyre 1 < g = ab(= abyg); m! = ab, és n! = ba,
alakt (a jegyek utani index a feliras alapszéma, a 10-et nem szokas kiirni)!

Megoldas:
l<g=ab
m! =ab, & m! =ag+bsml =a-ab+b
n!=ba, &nl=bg+asn =b-ab+a
Mivel a és b tizes szdmrendszerbeli szamjegyek, ezért a <9 és b < 9.
De ekkor maxm! = maxn! <9-99 + 9 = 900.
1'=1; 21=2; 3l=6; 4!'=24; 5! =120; 6!=720; 7! = 5040 sok!
Tehat m =1;2;3;4;5;6

L eset: m=1.
m!l=1=a-ab+b=a=0;b=1
De 1 < g = ab = 1 nem teljesiil!
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II. eset: m = 2.

m'=2=a-ab+b=a=0;b=2.

Ekkor n! =b-ab+a =2-2+0 =4 nem jo, mivel n! = 4-nek nincs n-re
egész megoldasa.

III. eset: m = 3.

m'=6=a-ab+b=a=0:b=6.

Ekkor n! = b-ab+a = 6-6 + 0 = 36 nem jo, mivel n! = 36-nak nincs
n-re egész megoldasa.

IV. eset: m=4.

m=24=a-ab+b=a=1;b="1.

Ekkor n! = b-ab+a = 7-174+ 1 = 120 jo, mivel n! = 120-ra n=>5
megoldas. Ekkor g = ab = 17.

V.eset: m=5.
m! =120=a-ab+b=a-(10a+b)+b=a=3=120=3-(30+b)+b =
90 4+ 4b = 120 = 4b = 30. Ekkor b nem lenne egész, nem jo!

VL eset: m = 6.
m! =720 =a-ab+b=a-(10a+b)+b=a=8= 720 =8-(80+b)+b =
640 + 9b = 720 = 9b = 80. Ekkor b nem lenne egész, nem jo!

Tehat a megoldast ado szamharmas (g;m;n) = (17;4;5).
U

3.12. Feladat. (TK 42.) Hatarozzuk meg az Osszes olyan pozitiv egészek-
bél allé a; by ¢ szamhéarmast, amelyre a + 20 + 3¢ | b+ 2¢ + 3a
és b+ 2c+ 3a | ¢+ 2a + 3b.

Megoldas: a[2.2] megjegyzés miatt a + 2b+ 3¢ < b+ 2c¢+ 3a < ¢+ 2a + 3b.
a+2b+3c|c+2a+3bésa+2b+ 3c|a+ 2b+ 3¢ miatt
a+2b+3c|c+2a+3b—(a+20+3c)=a+20+3c|a+b—2c
De mivel a+2b+3c < ¢+ 2a+ 3b, ezért 0 < ¢+ 2a+3b— (a+2b+3¢) =

a—+b—2c
Masrészt a;b;c > 0, igy a + b — 2¢ < a + 2b + 3c.

Tehat 0 < a+b—2c < a+2b+3césa+2b+3c|a+b—2c=a+b—2c=
c+2a+3b—(a+2b+3c)=0.
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Igy c+2a+3b = a+2b+3c, de ekkor a+2b+3c = b+2c+3a = c+2a+3b.
a+2b+3c=b+2c+ 3a< b= 2a— c. Ezt irjuk be a + b — 2¢ = 0-ba!
a+2a—c—2c=0&3a=3c&a=c

Masrészt b = 2a — ¢ = 2a — a = a. Kaptuk: a=b=c.

Tehat a megfelels szamharmasok (a; a; a) alaktak, ahol a pozitiv egész.
O

3.13. Feladat. (TK 43.) Keressiik meg az Gsszes olyan pozitiv egész szé-
mot, amely a tizes szamrendszerben négyjegyi, jegyei rendre a; b; ¢; d (a # 0),
tovabba a? + b? = 16¢c +2d — 52; ¢ + d? = 2a + 16b — 73.

Megoldas:

Induljunk el a 2. egyenletbél: a jobb oldal péaratlan, mert felirhato 2 -
(a + 8b — 37) + 1 alakban. Ekkor a bal oldalnak is paratlannak kell lennie:
ez csak tigy teljesiilhet, ha ¢? és d? kiilonbozé paritastak, ekkor ¢ és d is
kiilonb6z6 paritasuak. Hasznaljuk fel, hogy barmely péaros négyzetszam 4-gyel
oszthato, barmely paratlan négyzetszam pedig 4-gyel osztva 1 maradékot ad.
Ekkor a 2. egyenlet bal oldalan 1év6 kifejezés 4-gyel osztva 1 maradékot ad.
Igy a jobb oldalon is 4-gyel osztva 1 maradékot ado kifejezésnek kell allnia.
160 — 73 = 3(4), igy 2a = 2(4) kell lennie, hogy az Osszegiik 1 maradékot
adjon 4-gyel osztva. De 2a = 2(4) csak tgy lehet, ha a paratlan.

Az 1. egyenlet jobb oldala paros, mert felirhat6 2 - (8¢ + d — 26) alakban.
Viszont a bal oldal gy lesz paros, ha a? és b? azonos paritastiak, de ekkor a
és b is azonos paritasiak. Tehat b is paratlan.

Most adjuk ssze a két egyenletet: a® + b? + ¢® + d* = 2a + 16b + 16¢ +
2d — 125 < a? — 2a + b* — 16b + ¢ — 16¢ + d*> — 2d = —125 < a® — 2a +
1+b0*—16b+64+c* —16c+64+d* —2d+1=—-125+14+64+64+ 1<
(a=12+b—-8)*+(c—8)*+(d—1)*=5

Az 5 egyféleképp all el§ 4 négyzetszam Osszegeként (a sorrendtdl elte-
kintve): 4+140+0. Ez 3 paros, és 1 paratlan szam. b paratlan, igy b — 8 is
paratlan. A a — 1; ¢ — 8; d — 1 tehat sziikségképpen paros: ¢ — 8 paros, igy ¢
is paros. d — 1 paros, igy d paratlan.

A kovetkez&kben hasznéljuk fel, hogy barmely péaratlan négyzetszam 1
maradékot ad 8-cal osztva.

Tekintsiik az 1. egyenletet: a® + 0> = 2(8), mivel a®> = »* = 1(8),
mivel mindkett§ paratlan négyzetszam. A jobb oldalon 16¢ — 52 = 4(8),
ezért 2d = 6(8), hogy az Osszegiik 2 maradékot adjon 8-cal osztva. De ha
2d = 6(8), akkor d = 3(4). Ekkor viszont d — 1 = 2(4). Ekkor viszont
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d — 1 nem 0 és primtényezds felbontdsaban a 2 pontosan az elsé hatvanyon
szerepel, mivel 4-gyel nem oszthato, de paros. Igy (d — 1)2 = 4(8), mivel
(d — 1)? primtényezSs felbontdsaban a 2 pontosan a méasodik hatvanyon fog
szerepelni, azaz 4-gyel oszthato, de 8-cal mar nem.

Most mér azonosithatjuk a tagokat: (b — 8)2 = 1; (d — 1)* = 4. Igy
kizarasos alapon (a —1)? =0; (c — 8)* = 0.

Ami rogton latszik: a=1; ¢=8. |d — 1| =2,de d — 1 # —2, mivel d # —1
(d szamjegy). Tehat d — 1 = 2 & d=3.

Kell még: [b—8| =1<b=7vagy b=0.

Rendezve az 1. egyenletet, kapjuk: b* = 16¢ + 2d — 52 — a®> = 128 + 6 —
52 — 1 = 81. Tehat b=9.

Tehat a megoldas 1983. Konnyen ellenérizhets, hogy ez a szam valéban
kielégiti mindkét egyenletet.

O

3.14. Feladat. (TK 44.) Mutassuk meg, hogy 22 | 19831984 — 1.

Megoldas: Hasznaljuk az a® — b? = (a — b) - (a + b) azonossagot!

19831984 — 1 = (1983992 — 1) - (1983%92 + 1) = (1983%% — 1) - (198349 + 1) -
(1983992 + 1) = (1983*% — 1) - (1983*#8 + 1) - (198390 + 1) - (19832 4 1) =
(1983'24 — 1) - (198324 + 1) - (1983248 + 1) - (1983%6 + 1) - (198392 + 1) =
(198352 —1)-(1983%2+1)- (1983124 +1)-(1983%18+1)-(1983% +1)-(1983%2+1) =
(198331 — 1) (198331 1) - (1983%2 +1) - (1983124 4-1) - (1983%*8 + 1) - (1983196 +
1)-(1983%2 4+ 1).

1983 hatvanyai paratlanok, igy a szorzat minden tagja paros. Elég bebi-
zonyitanunk, hogy az utobbi 7 szorzoétényezs egyike oszthatoé 26 = 64-gyel.

Kell: 64 | 19833 + 1

Ismert: a + b | a? + bP, ahol p paratlan természetes szam.

Tehat 1983 + 1 | 198331 + 131 = 1984 | 19833! + 1. De 1984 = 64 - 31, igy
64 | 19833 + 1.

Kaptuk: 20 | (1983%! — 1) - (1983%2 + 1) - (1983'%* 4 1) - (1983%%% + 1) -
(198319 4 1) - (1983%2 + 1), mivel minden tényezs paros, és 6 tényez6bdl 4ll
s 201198331 + 1, igy 212119831981 — 1. [T

3.15. Feladat. (TK 45.) Bizonyitando, hogy barmely n péaratlan pozitiv
egészre 28 | n!9%t — 1

Megoldas:
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A |TK 44. feladat alapjan n'% —1 = (n3 —1)- (3 +1) - (n®? + 1) -
(R4 1) - (n28 4+ 1) - (%96 + 1) - (n*2 + 1).

n barmely hatvanya paratlan, igy a szorzat Osszes tényezdje paros. Elég
lenne belatni, hogy a 7 tényez6 koziil valamelyik tényez6 4-gyel is oszthato.

n3l — 1 és n3! + 1 szomszédos péaros szamok, igy egyikiik 22 = 4-gyel is
oszthato. Ezzel belattuk, hogy 28 | n'%* — 1.
[

3.16. Feladat. (TK 46.) Keressiik meg az Gsszes olyan pozitiv egész szé-
mot, amely a tizes szamrendszerben nyolcjegyt, jegyei rendre a; b; ¢; d; e; f;
g; h (a #0), tovabba b= 3d; a +d = h; bg + cf = d*h*;, f = d* c+ g = h¥%
h=(a+e)

Megoldas:

c+g=h%*és h = (a+e)%bdl adodik: ¢ + g = (a + e)*. Mivel ¢ és g
szamjegyek, igy ¢ + g < 18 fennall. Ekkor (a + e)* < 18 kell, de mivel a # 0,
ezért a + e = 1 vagy a + e = 2 lehetséges. Ennek megfelelGen bontsunk
esetekre:

L. eset:a =2, e =0.

Ekkor h = (a +¢e)? & h = 4.

a+d=hsd=h—a&sd=2.

b=3d < b=6.

f=d*< f=4

Kéne: bg + cf = d?h? és ¢+ g = h%. Tehéat 6g + 4c = 64 és ¢+ g = 16.
Utobbit szorozva 4-gyel: 4c 4+ 4g = 64.

6g + 4c — (4c+4g) = 64 — 64 & 29 = 0 & g = 0, de ekkor ¢ = 16.
Ellentmondasra jutottunk, mivel ¢ szadmjegy. Itt nem taldltunk megoldést.

IT. eset: a =1, e = 1.

Ekkor h = (a +¢€)? & h = 4.

a+d=h<sd=h—asd=3.

b=3d=b=09.

f=d< f=09.

Kéne: bg + cf = d*h? és ¢+ g = h%. Tehat 9g + 9c = 144 és ¢ + g = 16.

Ez minden ¢+ g = 16 parra jo, tehat c=7¢és g =9, vagy c=8¢és g =38
vagy c=9ésg=1"1.

III. eset: a =1, e = 0.
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Ekkor h = (a+¢€)* & h = 1.

a+d=hsd=h—a&sd=0.

b=3d<b=0.

f=d*< f=0.

Kéne: bg + cf = d*h* és c+ g =h? Tehat 0 =0ésc+g = 1.

Ez minden ¢+ g = 1 pérra jo, tehat c=0¢ésg=1, vagy c=1és g = 0.

Tehat a szamok: 19731994, 19831984, 19931974, 10100001, 10000011, és
ezek tényleg kielégitik a kezdeti feltételeket.
O

3.17. Feladat. (TK 47.) Keressiik meg az Osszes olyan pozitiv egész sza-
mot, amely a tizes szadmrendszerben nyolcjegyt, jegyei rendre a; b; ¢; d; e; f;
g; h (a #0), tovabba ¢ = 2d; a+d = h; bg+cf = bd*; c+g = d* d = (a+e)%;
e+g=1F.

Megoldas:

Indirekt tegyiik fel, hogy d < 3.

Ekkor ¢ = 2d miatt ¢ < 6, tehat ¢ + g < 15, mivel g szamjegy.

c+g=d?és d= (a+e)*bdl adodik: c + g = (a + e)L.

De ¢+ g < 15, igy (a + e)* < 15, de ekkor a # 0 miatt csak a +e = 1
lehetséges, tehat a =1, e = 0.

d=(a+e)P=d=1.

c=2d<c=2.

Viszont ekkor ¢ + g = d? nem teljesiilhet, mert ¢ > d?. Ellentmondasra
jutottunk, tehat az indirekt feltevés nem igaz.

Kaptuk: d > 3, azaz d > 4.

De ¢+ g = d*ben c+ g < 18, mivel ¢ és g szamjegyek. Igy d* < 18, vagyis
d < 4.

Igy d = 4.

c=2d & c=8.

ctg=* & g=d*—c& g=_8.

d=(a+e)P e at+e=2.

Bontsunk esetekre:

Ieset:a=1¢ése=1.

et+g=f f=0

a+d=h<& h=0>.

Kéne: bg + cf = bd?. Tehat 8b+ 72 =160 < 8 =T2 < b=09.
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II. eset: a = 2 és e = 0.

etg=f< f=8

a+d=h< h=06.

Kéne: bg + cf = bd?. Tehat 8b + 64 = 16b < 8b = 64 < b = 8.

Tehat a kapott szamok: 19841985 és 28840886, és ezek tényleg kielégitik
a kezdeti feltételeket.
O

3.18. Feladat. (TK 48.) Hatarozzuk meg az Gsszes olyan n pozitiv egészet,
amelyre n® + 1| n® + 1.

Megoldas:
Legyen k = Ziﬁ
n+1n°+1s kel
Alakitsuk at a tortet a kovetkez6 moddon:

n’+1 _ n®4n?  n2-1 _ n? |
n3+1 — n3+1 n3+21 o n3+1°
Mivel n € Z*T = n* € Z+.

n?—1

Ahhoz, hogy k egész legyen, kell: 75— egész legyen. Tehat n®+1|n?—1.

Ekkor a2.2] megjegyzés miatt n? — 1 =0 vagy |n® + 1| < |n> —1].

El6bbi n = 1 esetén teljesiil a pozitiv egészek korében.

Most vizsgaljuk |n® + 1] < [n? — 1| megoldashalmazat.

n > 1esetén n® +1 > 0és n? —1 > 0, igy elég a kovetkezot felirni:
nd+1<n?-1.

Rendezve: n® —n? < —2&n?- (n—1) < -2.

Tehat keressiik n? - (n — 1) < —2 egyenl6tlenség megoldasait. De n? > 0
ésn—1>0,igyn?- (n—1) >0.

Kaptuk: ennek az egyenl6tlenségnek nincs megoldasa.

Tehat csakis n = 1 lehetséges, és ekkor valoban igaz, hogy n3+1 | n®+ 1,
mert 2 | 2.

O

3.19. Feladat. (TK 49.) Legyenek a;b;n (n # 1) pozitiv egészek. Mikor
teljesiil, hogy n® + 1 oszthato (n® + 1)-gyel?

Megoldas:

A [TK 48.] feladat mintajara:

Elgszor belatjuk, hogy b > a esetén a kovetkez§ feladatoknak nincs meg-
oldasa n > 1 feltétel mellett:
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L. nb+1|(n*+1)
2. nb+1](n*—1)

ElGszor keressiik 1. megoldasat b > a feltétel mellett:

a[2.2] megjegyzés miatt n® + 1= 0 vagy |n® + 1] < |n® +1].

El6bbi sosem teljesiil a pozitiv egészek koérében.

Most vizsgéljuk [n® + 1| < |n® + 1] megoldashalmazat.

n > 1lesetén n® +1 > 0 és n® +1 > 0, igy elég a kovetkezét felirni:
nt+1<n*+1.

Rendezve: n® —n® <0< n®- (nb~¢ —1) <0.

Tehat keressiik n® - (n®=% — 1) < 0 egyenlétlenség megoldasait. De n® > 0
ésnb=*—1>0,han>1,1igy n® (nb=—1) > 0.

Kaptuk: ennek az egyenl6tlenségnek nincs megoldasa.

Most keressiik 2. megoldasat b > a feltétel mellett:

a[2.2] megjegyzés miatt n® — 1 = 0 vagy |n® + 1| < |n® — 1].

ElGsbbi sosem teljesiil n > 1 esetén.

Most vizsgéljuk [n® + 1| < |n® — 1| megolddshalmazét.

n > lesetén n® +1 > 0 és n® —1 > 0, igy elég a kovetkezot felirni:
nt+1<n®*—1.

Rendezve: n® —n® < -2 & n%- (7% —1) < 2.

Tehat keressiik n®- (n~*—1) < —2 egyenl6tlenség megoldasait. De n® > 0
ésnP™ —1>0,han>1,igy n® (n®*—1)>0.

Kaptuk: ennek az egyenlStlenségnek sincs megoldésa.

Vilagos, hogy 1.-nek b = a esetén minden n megoldasa lesz.
2.-nak b = a esetén pedig nem lesz megoldasa, mivel n® +1 > n® — 1 és
n® —1+#0, han > 1, ez pedig ellentmond a megjegyzésnek.

Most vizsgaljuk b < a feltétel mellett az eredeti n®+1 | (n®+ 1) feladatot.
Elég lenne: visszavezethets 1, vagy 2 valamelyikére. b > a feltétel mellett.
Legyen k = %3,
n+1|n'+1& kel
Alakitsuk at a tortet a kovetkez6 modon:

na+1 o na+na7b . nafbil o na_b . nafbil
nb+1 = nb4l nb+1 T nb+1 °
Mivel n € Z* = n2=% € Z*.
a—b
Ahhoz, hogy k egész legyen, kell: "nb—Jj egész legyen. Tehat n® + 1 |
net—1
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Ha a — b < b, akkor visszavezettiik a feladatot 2.-ra.
Ha a — b > b, iteraljuk az el6bbi eljarast:
n4+1|nt -1l ey,

nb+1
na,fb_l o na7b+na72b N na72b+1 o na‘72b . na72b+1
nb+1 nb+1 nb+1 - nb+1
2 Py a—2b . —
n®=" € Z, ezért eleg: "t € 7, vagyis n’ + 1| n*"* + 1.

Ha a — 2b < b, akkor visszavezettiik a feladatot 1.-re.

Ha a — 2b > b, akkor folytatjuk az atalakitast. Lathato: ha paros szami
atalakitas utan lesz igaz elészor, hogy a —m - b < b (vagyis m péaros), akkor
1.-re vezettiik vissza, ha pedig paratlan sok atalakitas utan (vagyis ha m
paratlan), akkor 2.-ra vezettiik vissza a feladatot.

Lattuk kordbban: csak akkor lehet megoldas, ha 1.-re visszavezethetd b =
a-val. Tehat ha m péaros, a — m - b = b esetén az eredeti oszthatosagi feladat
barmilyen n-re teljesiil, ellenkez6 esetben pedig nincs megfelel6 n > 1 szam.

Legyen m = 2[. Ekkor kell: a — 2l -b =b < a = (2l + 1) - b. Tehat ha
b-nek pozitiv paratlan szamszorosa a, pontosan akkor lesz megoldasa n®+1 |

(n® + 1)-nek, és ekkor n tetszéleges értéke mellett teljesiil az oszthatosag.
0

3.20. Megjegyzés. Ennek mintajara a 2. egyenletnek pontosan akkor lesz
megoldasa, ha b-nek pozitiv paros szamszorosa a.

Megoldas: [Ugyanez rovidebben]

Kell: n® +1 | n®+ 1. Ezt irjuk 4t kongruencias alakba:

n“+1= 0 (n®+1).

Ebbél kapjuk: n® = —1 (nb +1).

Ezt tgy is irhatjuk, hogy n® = n® (n®+1). Tehat n® = n®* = —1 (n®+1).

Az tétel (a maradékos osztas tétele) szerint a = bg+r, ahol 0 < r <
).

Tehat " = —1 (n*+1) & (n®)7-n" = —1 (n®+1).

Ebbsl: (=1)4-n" = —1 (n®+1).

I. eset: g paros

Ekkor n" = —1 (nb+1)enb+1|n"+1=nb<n".

Mivel n > 1, ez r = b esetén teljesiilne elGszor, de a feltétel szerint r < [b],
tehat ez nem jo.

I1. eset: ¢ paratlan
Ekkorn"= 1 (n°+1)=n"+1|n"—1<n’+1=r=0.
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Kaptuk: a = ¢ - b, ahol ¢ > 0 pératlan.
Tehat a feladatban szerepls n® + 1 | n® + 1 pontosan akkor teljesiil, ha a

pozitiv paratlanszorosa b-nek.
O

3.21. Megjegyzés. n = 0 vagy n = 1 barmilyen a,b € Z* mellett teljesiti
anb+1|n%+ 1 oszthatésagot.

3.22. Feladat. (TK 50.) Az a; < ag < ... < a, egész szamokrol azt tud-
juk, hogy mindegyikiiknek a négyzete is szerepel koztiik. Legfeljebb mekkora
lehet az n?

Megoldas:

Jelolje a legnagyobb abszolut értéki szamot a,,q.! Ha |ama.| > 1, akkor
(mae Négyzetének abszolut értéke nagyobb lesz, mint a,,,, abszolat értéke.
Viszont a2,,,-nek is a szamok kozott kell szerepelni. De ez ellentmondas,
mivel a,,q, abszolut értéke maximalis volt, de van egy nala nagyobb abszolit
értéki tag a sorozatban. Tehét csak |a;q.| < 1 lehetséges. De ekkor minden
i =1;2;...;n-re |a;| < 1. Ilyen egész szambol Gsszesen 3 darab van: {-1, 0,
+1}, és ha ezeket valasztom rendre aq, as, az-nak, akkor teljesiil a feladat
szovegében leirt feltétel, mivel —1 < 0 < 1és (—1?) =1, 12 =1 és 0> = 0.
Tehat n értéke legfeljebb 3 lehet, és ez megvaldsithato.

O
3.23. Feladat. (TK 51.) Van-e olyan n,m € Z, hogy nm # 0 és % + % +
24 =07
Megoldas:

2 n2
I R R
Atrendezve kapjuk:
m3-(2n2+4) - _3

4

2n27—lF4 paros, igy a tort szamlaloja paros. De a tort értéke paratlan, és ez
csak ugy fordulhat el§, ha a szamlalo és a nevez6 paritasa megegyezik. Tehat
n* is paros, de ez csak 1gy lehet, ha n paros. Legyen n = 2k, ahol k # 0
egesz. , ‘

e g o sl - g o s -

A nevezs paros. A tort értéke ugy lehet egész, ha a szamlaléban van paros
tényezd. De a szamlaloban szereplé 2k? + 1 paratlan, igy m® paros. De ekkor

m paros. Legyen m = 2t, ahol t # 0 egész.
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(2t)3-(2k24+1) __ 8t%-(2k2+1) _ 2t3. (2k2+1) o
2t? paros, igy a tort szamlaIOJa pAaros. De a tort értéke péaratlan, és ez
csak agy fordulhat el6, ha a szamlalo és a nevez6 paritasa megegyezik. Tehat
k* paros, de ez csak tgy lehetséges, ha k péaros. Legyen k = 2[, ahol | # 0

egésyz,.
2t3-(2:(20)2+1) _ 2t°-(81°+1) _ 3.(81%+1) _
—ant = 3© e 3@———3.
A nevez§ paros. A tort értéke ugy lehet egész, ha a szamlaléban van paros
tényezs. De a szamlaloban szerepls 812 + 1 paratlan, igy t3 paros. De ekkor

t paros. Legyen t = 2p, ahol p # 0 egész.
(2p)3-(84l2+1) _ 3o 8 (8sll2+1) — 3« G4 G(Sllerl) _ 3
1)- (81> — 1) = 641* — 1. Tehat 641* 1 maradékot ad (812 + 1)-gyel

8l
(812 +
osztva. Igy legnagyobb kozos osztojuk 1. Tehédt a két szamnak nincs kozos

w

primosztoja.
Vagyis (812 + 1;641%) = 1. De ekkor (8% + 1;1*)
O (D) — 3 2O 36 (8124 1) - 1’—4 ~ 3
Mlvel (8l2 + 1;1%) =1, ezért a bal oldalon allo klfejezes csak akkor lehet
egeész, ha L l—4 egész. Mivel p # 0, igy l—4 # 0 egész
De 812 +1 > 9, mert [ # 0 egész. Ekkor [(8* + 1) - IZ’;| > 9, és ez

ellentmondéas, mivel a tort abszolut értéke 3
Vagyis az eredeti egyenletnek nincs megoldasa

O
Megoldas: [Ugyanez rovidebben]

2 2
Srdid-0edido—tenido_tenn 2
Atrendezve kapjuk:
m3-(2n244) -3

nt o
2n% 44 paros, igy a tort szamlaloja paros. De a tort értéke paratlan, és ez
csak ugy fordulhat el§, ha a szamlalo és a nevez§ paritasa megegyezik. Tehat
n* is paros, de ez csak ugy lehet, ha n paros. Legyen n = 2k, ahol k # 0
egésyz.
3
m 2R 3 Atrendezés vége: m® - (2k2 + 1) = —3 - 4k%.
)+1, ezért (2k*+1;4k%) = 1. De 2k? +1 | —3-4k*

(2K)*
4k* = (2k*+1)-(2k* -1
igy kapjuk: 2k* + 1| —3.

Mivel k # 0, igy 2k* + 1 > 1. Tehat csak 2k* + 1 = 3 lehetséges. Ebbdl

= —3-4 & md = —4, ez pedig

k2 —1<:>k—:|:1
1) = =3 -4k* & 3m® =

Ekkor m? - (2k* +
lehetetlen, mivel a —4 nem koébszam
Tehat az egyenletnek nincs megoldasa
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O

3.24. Feladat. (TK 52.) Hatarozzuk meg az Gsszes olyan p primszamot és
k pozitiv egész szamot, amelyre p* — 1 kobszam!

Megoldas: A feladat szerint p* — 1 = n3 < p* = n? + 1.

I. eset: p pozitiv primszam.

Ismert: p* =n3+1=(n+1)-(n2—n+1).

n*—n+1=(n-20,52%+0,75>0,75 > 0 minden n € N esetén.

p>l=pr>1=n*+1>1n*>0&n>0.

pPP=m+1)-n>—n+1),ezért n+1=p®ésn?—n+1=p®alaki, ahol
a,b > 0 egészek.

pPP—l=n+l-1l=nésp’—1=n —n+l1-1=n>-n=n-(n-1),

Ebbél lathato: (p* — 1) | (p® — 1).

Ezzel visszavezettiik a feladatot a [TK 49.| feladathoz hasonlo feladatra,
annyi kiilonbséggel, hogy most a,b = 0 is megengedett.

Haa=0%p*—1=0<« n=0. De ez ellentmondas, mivel n > 0.

Hib=0&p"—1=0%<mn-(n—1)=0. Tehat n = 0 vagy n = 1. De
n = 0 nem felel meg a feltételnek, tehat elég n = 1 ellendrzése.

n®+1=1%2+1=2=p" Vagyis p= 2,k = 1 megoldasa a feladatnak.

Keressiik (p® — 1) | (p® — 1) megoldasait, ahol a,b > 0, p > 1 prim.

[TK 49.] mintajara:

ElGszor keressiik a megoldast a > b feltétel mellett:

a2.2] megjegyzés miatt p® — 1 = 0 vagy |p® — 1| < |p* — 1].

El6bbi sosem teljesiil, ha b > 0.

Most vizsgédljuk |[p® — 1| < |p® — 1| megoldashalmazat.

p>1ésab>0, ezért p —1>0és p® —1 > 0, igy elég a kovetkezdt
felirni: p* — 1 < p® — 1.

Rendezve: p* —p* <0< p®- (p» % —1) <0.

Tehat keressiik p° - (p®~° — 1) < 0 egyenlStlenség megoldasait. De p® > 0
bs p* —1>0,1gy p*- (p*°—1) > 0.

Kaptuk: ennek az egyenl6tlenségnek nincs megoldasa.

Vilagos, hogy a = b esetén minden p prim megoldasa lesz a részfeladatnak.

Most vizsgaljuk a < b feltétel mellett a (p® — 1) | (p* — 1) feladatot. Elég
lenne: visszavezethets b < a vagy b = a valamelyikére.

p“—l\pb—lﬁiz:i € 7.

Alakitsuk at a tortet a kovetkezé modon:
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b b b—a b—a
p’—1 _ p’—p p’~ %=1 _ ,b—a | P
pa—1 - pe—1 pa—1 _p +

Mivel p € ZT = p*~* € Z*.

Ahhoz, hogy a tort egész legyen, kell:
pb—a —1.

Ha b — a < a, akkor visszavezettiik a feladatot.

Ha b — a > a, iteraljuk az el6bbi eljarast.

Legyen m az az egész szam, ahany iteracidé utan teljesiil elGszor, hogy
b—m-a<a.

Lattuk kordbban: csak akkor lehet megoldas, ha a = b-re visszavezethetd.
Tehat kel: b—m-a=a<b=(m+1)-a.

Tehat pmthe = pb,

Tudjuk: (n+1)-(n> —n+1)=n3+1=p*-p’.

Tehat p® - pmH)e = pd 41 & pm+2e = pd L 1 o (p9)" 2 =n3 + 1.

De p* =n+ 1, tehat (n+1)""2 =n? + 1.

Milyen m-re lehet igaz, hogy (n + 1)™2 = n3 + 17

Ha m + 2 = 3, akkor (n +1)> = n* +3n*> + 3n + 1 > n3 + 1, mivel
3n? + 3n > 0 teljesiil n > 0 miatt. Ez nem jo!

Ha m +2 > 3, akkor (n+ 1)"" = (n+1)*- (n+1)™ > n? + 1, mivel
(n+1)™! > 1. Ez se jo!

m > 0, igy maradt: m + 2 = 2.

Kel: (n+1)?=n*+1en’+2n+1=n*+1sn>—-n?-2n=0.

Kiemelve: n- (n*—n—-2)=0&n-(n—2)-(n+1)=0.

A szorzat pontosan akkor lehet 0, ha barmelyik tényezGje 0. Azaz n =0
vagy n = 2 vagy n = —1 lehetséges.

De n > 0 feltételt ezek koziil csak n = 2 teljesiti. Ellenérizziik le: n® +1 =
22 +1=9=7p"

Tehat p = 3,k = 2 megoldasa a feladatnak.

bfa_l

pr—1 "

pb—ai
pi—1

L egész legyen. Tehat p® — 1 |

IT. eset: p negativ primszam.

Ha k paros, akkor p* > 0, igy az L. esetben kapott p értékek ellentettjei
lesznek a megoldasok, feltéve ha az ott szerepld k is paros.

Tehat p = —3, k = 2 megoldés.

Az érdekes eset, ha k nem paros.

Ekkor n* +1=p" <0 n*<-1&n< —1.

Probaljuk visszavezetni a feladatot pozitiv p esetére.

Legyen ¢ := —p pozitiv prim (p < —1 < ¢ > 1).

¢ =(-p)f=-p=-n"+1)=-n" -1
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Legyen t := —n pozitiv szam. (n < —1 < ¢ > 1)
Ekkor vegyiik észre, hogy az alabbi két egyenlet ekvivalens:

1. —pF=-n3-1
2. ¢ =12 -1

Ismert: ¢" =3 —1=(t—1)- (2 +t+1).

t?+t+1=(t+0,52%+0,75>0,75 > 0 minden ¢ € N esetén.

¢>0=¢>0=83-1>0t3>1t>1.

F=t—-1)- P +t+1),ezért t — 1 =q%ést>+t+ 1= q" alaki, ahol
a,b > 0 egészek.

CHl=t—1+1l=téesg —1=2+t+1-1=t2+t=1t-(t+1).

Ebbdl lathato: (¢ + 1) | (¢® —1).

Ezt pedig mar megoldottuk a [TK 49.] feladatban részfeladatként, annyi
kiilénbséggel, hogy most a,b = 0 is megengedett.

a > b > 0 esetben a feladatnak nem volt megoldasa. Vizsgaljuk meg,
hogy a = 0, vagy b = 0 megoldas-e.

Haa=0c¢+1=2&t=2.¢"=t—-1=7 Ekkor ¢ =7,k =1 jo.

Ez p = —7,k = 1-nek felel meg, és ez valoban megoldas, mivel (—7)! —1 =
(—2)°.

Hab=0<¢"—1=0<1t-(t+1)=0. Tehat t = 0 vagy t = —1. De ez
ellentmond ¢ > 1 feltételnek.

Maradt b > a vizsgélata:

b = a lehetetlen.

b > a esetén a megjegyzés szerint szerepcserével ¢% + 1 | ¢@2% — 1.

P—1=q¢"*-1=t-(t+1)=(¢°+1)-(¢"+2) & t-(t+1) = ¢** +3¢"+2

Tehat ¢+ = ¢%* + 3¢* + 3.

Kell: ¢* | 3. Ebbdl ¢* = 3, vagyis ¢ = 3 és a = 1.

Ekkor 3% = 21 lehetetlen.

Tehat a megoldast nyajto (p, k) szamparok: p = 2.k = 1; p = 3,k = 2;
p=-3k=2p=—-7k=1.

Es ezek tényleg kielégitik a kezdeti feltételeket.

O
Megoldas: |Ugyanez kongruenciakkal] A feladat szerint p* —1 = n® < p* =
nd + 1.

I. eset: p pozitiv primszam.
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Ismert pr=nd+1=Mnm+1)-n2—n+1).

n*—n+1=(n-20,52%+0,75>0,75 > 0 minden n € N esetén.

p>l=pP>1=n4+1>1en>0<cn>0.

pP=(n+1)-(n?—n+1), ezért n+1=p* és n®> —n+1 = p® alakt, ahol
a,b > 0 egészek.

pPP—l=n+l-1l=nésp’—1=n —n+l1-1=n>-n=n-(n-1).

Ebbél lathato: (p* — 1) | (p — 1).

Ezzel visszavezettiik a feladatot a [TK 49.] feladathoz hasonlo feladatra,
annyi kiilonbséggel, hogy most a,b = 0 is megengedett.

Haa=0%p*—1=0<« n=0. De ez ellentmondas, mivel n > 0.

Hab=0<p"—1=0%n-(n—1)=0. Tehat n = 0 vagy n = 1. De
n = 0 nem felel meg a feltételnek, tehéat elég n = 1 ellenGrzése.

n®+1=1%>+1=2=p" Vagyis p= 2,k = 1 megoldasa a feladatnak.

Keressiik (p® — 1) | (p® — 1) megoldésait, ahol a,b > 0, p > 1 prim.

[TK 49.] mintajara:

Irjuk at kongruencias alakba:

pP-1= O(pa—l).

Ebbdl kapjuk: p = 1 (p* — 1)

Ezt tgy is 1rhatJuk hogy p® = p? (p® —1). Tehat p* = p* = 1 (p* —1).

Az 218 tétel (a maradékos ostas tétele) szerint b = am + r, ahol 0 <
r < lal.

Tehat p™ ™ = 1 (p* = 1)< (p*)"-p"= 1 (p*—1).

Ebbsl: 1 -p" = 1 (p* —1) = r = 0.

Kaptuk: a = m - b, ahol m > 0 egész.

Tehat p™e = p.

Tudjuk: (n+1)- (N> —n+1)=n3+1=p*-p’.

Tehat p® - p™ @ =nd + 1 < pmt)e =p3 41 & (p9)" =n’ 4 1.

De p® = n + 1, tehat (n + 1)™ =n3 + 1.

Milyen m-re lehet igaz, hogy (n + 1)™* =n3 4+ 17

Ha m + 1 = 3, akkor (n + 1) = n®> +3n*> +3n+1 > n® + 1, mivel
3n? + 3n > 0 teljesiil n > 0 miatt. Ez nem jo!

Ha m + 1> 3, akkor (n+ 1)™" = (n+1)*- (n+1)™"2 > n® + 1, mivel
(n+1)™2 > 1. Ez se jo!

m > 0, igy maradt: m + 1 = 2.

Kel: (n+1)2=n*+1&n’+2n+1=n*+1&n*>—n*>-2n=0.

Kiemelve: n- (n>—n—-2)=0&n-(n—2)-(n+1)=0.
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A szorzat pontosan akkor lehet 0, ha barmelyik tényezGje 0. Azaz n =0
vagy n = 2 vagy n = —1 lehetséges.

De n > 0 feltételt ezek koziil csak n = 2 teljesiti. Ellenérizziik le: n® +1 =
22 +1=9=7p"

Tehat p = 3,k = 2 megoldasa a feladatnak.

IT. eset: p negativ primszam.

Ha k paros, akkor p* > 0, igy az L. esetben kapott p értékek ellentettjei
lesznek a megoldasok, feltéve ha az ott szerepld k is paros.

Tehat p = —3, k = 2 megoldés.

Az érdekes eset, ha k nem paros.

Ekkor n* +1=p" <0 n*<-1&n< —1.

Probaljuk visszavezetni a feladatot pozitiv p esetére.

Legyen ¢ := —p pozitiv prim (p < —1 < ¢ > 1).

¢ =(-p)f=-p=-n"+1)=-n"-1

Legyen t := —n pozitiv szam. (n < —1 < ¢ > 1)

Ekkor vegyiik észre, hogy az aldbbi két egyenlet ekvivalens:

1. —pF=-n3-1
2. F=t3-1

Ismert: ¢f =13 —1=(t—1)- (2 +t+1).

t?+t+1=(t+0,52%+0,75> 0,75 > 0 minden ¢ € N esetén.

>0=>¢>0=-1>0t3>1at>1.

F=0t—-1)-+t+1),ezértt—1=qést>+t+1=¢q" alaka, ahol
a,b > 0 egészek.

CH+l=t—1+1=tésq"—1=+t+1-1=+t=t-(t+1).

Ebbél lathato: (¢¢ + 1) | (¢° — 1), ahol ¢ pozitiv prim.

Ezzel visszavezettiik a feladatot a [TK 49.] feladathoz hasonlo feladatra,
annyi kiilonbséggel, hogy most a,b = 0 is megengedett.

Haia=0&¢+1=2ct=2.¢"=t3—1=7. Ekkor ¢ =7,k =1 jo.

Ez p = —7,k = 1-nek felel meg, és ez valoban megoldas, mivel (—7)!—1 =
(—2)"

Hab=0&¢"—1=0&1t-(t+1)=0. Tehat t =0 vagy t = —1. De ez
ellentmond ¢ > 1 feltételnek.

Tehat keressiik (¢* + 1) | (¢° — 1) megoldésait, ahol a,b > 0, ¢ > 1 prim.

[TK 49.] mintajara:

Irjuk 4t kongruencias alakba:
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¢ —1= 0(¢*+1).

Ebbél kapjuk: ¢* = 1 (¢* + 1).

Tudjuk: p* = —1 (p* +1).

Az 218 tétel (a maradékos osztas tétele) szerint b = am + r, ahol 0 <
r < |al.

Tehat ¢“" " = 1 (¢ +1) < (¢*)™-¢" = 1 (¢"+1).

Ebbsl: (=1)"-¢" = 1 (¢“+1).

I. eset: m paros
Ekkor ¢"= 1 (¢ +1) = r =0.

II. eset: m paratlan

Ekkor ¢" = —1 (¢°+ 1)< q¢ = q¢* (¢“+1).

Mivel ¢ > 1, ez r = a esetén teljesiilne el@szor, de a feltétel szerint r < |al,
tehat ez nem jo.

Kaptuk: b = m - a, ahol m > 0 paros.

Legyen m = 2l. Tehat ¢** = ¢".

Tudjuk: (¢ —1)- (P +t+1) =3 —1=¢q"¢"

Tehat q° - qu-a —$3_1e q(2l+1)-a —$3_1s (qa)2l+1 =3 _1.

De ¢ =t — 1, tehat (¢t — 1)™ ™ =3 — 1.

Milyen [-re lehet igaz, hogy (t — 1)1 =3 — 17 (t > 2).

t = 2 mellett sosem teljesiilhet, mivel 1 # 23 — 1.

Ha 2/ +1 = 3, akkor (t—1)3 = 3 —3t2+3t —1 < t3—1, mivel —3t*+ 3t =
=3t (t—1) <0 teljesiil ¢ > 2 miatt. Ez nem jo!

Ha 2] +1 =5, akkor (t —1)> >4 - (t — 1)3 > > — 1 minden ¢ > 3-ra. Ez
se jo!

(Megj: t = 3ta 4-23 =32 > 3"—1 = 26. A 4-(t —1)3 fiiggvény
meredeksége 12 - (t — 1)? = 12{% — 24t + 12. Ez t > 3 esetén nagyobb, mint
a t® — 1 fiiggvény meredeksége, azaz 3t%. Ugyanis: 12t* — 24t + 12 > 3t? &
912 — 24t + 12> 0 (3t —2)- (3t —6) > 0 < {t < 2 vagy t > 2 esetén}. Ez
teljestil!)

Ha 2/ + 1 > 5, akkor (t — 1) = (t —1)5 - (t — 1) > 3 — 1, mivel
(t— 124 > 1. Bz se jo!

[ > 0, igy ennek nincs megoldésa.

Tehat a megoldast nyajtoé (p, k) szamparok: p = 2.k = 1; p = 3,k = 2;
p=-3k=2p=-Tk=1.
Es ezek tényleg kielégitik a kezdeti feltételeket.



3. FELADATOK 30

O

3.25. Feladat. (TK 53.) Van-e olyan n paratlan pozitiv egész, amelyre n—+
2 négyzetszam és n — 2 kobszam?

Megoldas:

n + 2 négyzetszam és a feladat szovege szerint n > 0 volt.

n+2=a%ésn—2=1>0 Mivel n paratlan, igy n + 2 és n — 2 paratlan
& a? és b® paratlan < a és b paratlan.

a> —2=mnés b>+2=mn. Ekkor > > —1 = b > —1.

Latszik: a? —2=0+2 a* 4= < (a—2)  (a +2) = >

b3 primtényezds felbontasaban minden kitevd 3-mal oszthato, mivel kob-
szam (és minden egység kobszam).

a— 2 és a+ 2 legnagyobb kozos osztdja osztdja a kiilonbségiiknek, azaz a
4-nek.

Tehat (a — 2;a + 2) az 1, 2, 4 szamok valamelyike koziil keriil ki.

Viszont a — 2 és a + 2 is paratlan, igy (a — 2;a + 2) = 1.

Tehat a—2 és a+2 nem rendelkezik kozos primosztoval. Ekkor viszont (a—
2) és (a + 2) primtényez6s felbontasdban minden kitevé harommal oszthato,
azaz a — 2 és a + 2 is kobszam.

Van-e két olyan kobszam, melyeknek kiilonbsége 47

Keressiik u® — v® = 4 megoldésait. (Feltehets: u > v > —1.)

Vegyiik észre, hogy u és v paritasa megegyezik.

Szorzatta alakitassal: u® — v3 = (u —v) - (u® + uv + v?)

Ha u és v mindketten parosak, akkor a szorzat elsG tényezGje paros, a
masik tényezSje 4-gyel oszthato, tehat 8 | u® — v3 kéne. Ez ellentmondaés.

Ha u és v mindketten paratlanok, akkor a szorzat elsé tényez&je péaros, a
mésodik tényezGje paratlan.

(u—v)- (VP +uv+v?) =4 u—v=4é u’+uv+v? =1 (Itt figyelembe
vettiik, hogy u > v.)

u—v =44 u=0uv+4. Behelyettesitve: (v +4)?+ (v+4)-v+0v°=1%&
v+ 8v+ 16 + 0% + 4v + 0% = 1.

Rendezve kapjuk: 302 +12v+15 = 0 & v*+4v+5 =0 < (v+2)%+1 = 0.
De (v +2)*+1 > 1 tetszéleges v esetén.

Tehat a feladatnak nincsen megoldésa.

OJ

3.26. Feladat. (TK 54.) Hatarozzuk meg az 6sszes olyan p pozitiv prim-
szamot, amelyhez léteznek olyan a; b; ¢ nemnegativ egészek, hogy p +a = 0P
ésp—a=cl.
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Megoldas:

Vonjuk ki az els6 egyenletbdl a masodikat:

(p+a)—(p—a)=0b"—c < 2a=0b" — .

Mivel 2a > 0 & WP — P > 0< b > ? < b > c. (b és ¢ nemnegativak)

Masrészt bP — P paros, és ez csak agy lehet, ha b és ¢ paritasa megegyezik.

Ha &sszeadjuk a két egyenletet, kapjuk: (p+a)+ (p —a) = b + & <
2p = bP + cP.

p = 2 esetén:

2+a=0b¢és2—a=_c

Mivel 2 —a < 2= 2 < 2.

Ekkor ¢ = 0 vagy ¢ = 1 lehetséges.

Hac=0,a=2,0*=4= b=2. Ez megoldisa a feladatnak.

Hac=1,a =1, b =3 = b=+/3. Ez nem megoldas, mert ilyenkor b
nem egeész.

Ezutan vizsgaljuk p paratlan prim esetét:

2p =+ = (b+c)- (Bt =P 2c+ P32 — P43 + L+ bR —
beP—2 + P71,

Igy b+ c | 2p, illetve b+ ¢ > 0.

b+c=1vagy b+c=2vagy b+ c=p vagy b+ c = 2p.

Lattuk: b és ¢ paritasa megegyezik, igy b + ¢ paros.

Tehat b+ ¢ = 2 vagy b+ ¢ = 2p maradt.

I eset: b+ c=2.

Volt: b > c=0b=2,c=0,vagy b=1,c= 1.

Hab=2c=0,akkorp+a=2Pép—a=0=0= p=a Ebbdl
2p = 2P. Ennek pedig p > 3 esetén nincs megoldasa.

Hab=1,c=1,akkor p+a =17 =1 és p—a = 17 = 1. Fzeket Gsszeadva
kapjuk: 2p = 2 < p = 1. De ez nem j6, mert 1 nem prim.

IL. eset: b+ c = 2p.

Ekkor (P~ — 0P 2c + P32 — P43 4+ VPP — beP T P = 1.

b és c azonos paritastak. Ha b-t és c-t is parosnak valasztanank, az 6sszeg
minden tagja paros lenne, pedig az 0sszeg paratlan. Tehat b és ¢ paratlanok.

Hasznéljuk fel, hogy b > c. Ekkor b*c! > bF=1d*! < brch — =1+t > 0,

AL P 2e P32 — P4 + .+ PP — beP2 + P kifejezésben
vegyiik parosaval a tagokat (az utols6 tag kimarad):

bl — P2 > 0, bP 32 — P43 >0, .., PP — beP2 > 0.
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Akkor ezek dsszege z := P —bP 24P 32 —bP A3 . 4+b2PT3 —beP2 >

Tehat 24P~ = 1, ahol z > 0 és ¢ paratlan. Ekkor csak ¢ = 1 lehetséges.

Ekkor z = 0, specialisan a z-ben levé egymast kovets tagok kiilonbsége
is 0.

Tehat bP~1 — b 2c =0 b2 (b—c) = 0.

Deb>cmiatt b#0,igyb—c=0<b=c=1.

ttb+c=2p & 2p=2<% p=1. Ez nem j6, mert 1 nem prim.

Lattuk: csak p = 2 esetén lehet megoldés, ekkor a = 2, b = 2, ¢ = 0. Ez
valoban kielégiti a kezdeti feltételeket.
O

3.27. Feladat. (TK 55.) Jeloljiik p,-nel az n-edik pozitiv primszamot

(p1 =2;p2 =3;p3 =5;py =T; ps = 11; ...). A p,-et meg nem halado pozitiv
egészek koziil maximdalisan hany valaszthato ki gy, hogy koziiliik barmely
ketts relativ prim legyen?

Megoldas:

Allitas: maximalisan n + 1 darabot tudok kivalasztani. Ezt a kivetkezd
modon fogom belatni: mutatok n + 1 darabot, ami megfelel a feltételeknek,
majd bebizonyitom, hogy ennél tébbet nem tudok igy kivalasztani.

Az 1;p1;po;ps3; ... pp szdmok jok lesznek, mivel n + 1 darab péaronként
relativ prim.

A skatulyaelv miatt nem fogok tudni kivalasztani n + 1-nél t6bb szamot
igy.

Ugyanis legyenek a skatulydk rendre 1;pq;po;ps;...;p, jelzéstiek. Min-
den kivalasztott szdm abba a jelzést skatulyaba keriil, amelyik a legkisebb
primosztoja, illetve az 1 szam keriiljon az 1 jelzésii skatulyaba. Ezt meg tu-
dom tenni, mivel a tétel (szamelmélet alaptétele) szerint minden 1-nél
nagyobb természetes szam felirhato egyértelmien (a szorzotényezsk sorrend-
jétol eltekintve) pozitiv primek szorzataként, igy minden 1-nél nagyobb ter-
mészetes szamhoz hozza tudom rendelni a legkisebb primosztéjat. Masrészt
a p,-nél nem nagyobb szamoknak nem lehet p,-nél nagyobb primosztojuk.

Nyilvanvalo, hogy az 1 jelzési skatulyaba csak az 1 keriilhet, igy oda nem
keriilhet 1-nél t&bb szam. Viszont ha akarmelyik p; jelzést skatulyaba leg-
alabb 2 szdm keriil, akkor azoknak a szdmoknak p; kozos osztojuk lesz, igy
nem lehetnek relativ primek. Mivel n + 1 darab skatulyam van, akarhogy vé-
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lasztok ki ennél tobb szamot, biztosan lesz olyan p; jelzést skatulya, amelybe
legalabb két szam keriil, igy a kivalasztott szamok nem lesznek relativ primek.
Ezzel belattuk, hogy legfeljebb n + 1 darab szam valaszthato ki a feladat
feltételeinek megfelelGen.
OJ

3.28. Feladat. (TK 56.) Legyenek p és ¢ primszamok, 3 <p < ¢;4 | p+1;
4 | ¢ + 1. Bizonyitando, hogy ¢*> — p? nem lehet négyzetszam!

Megoldas:

Mi g — p és q + p legnagyobb kozos osztoja?

(¢—pia+p) | (g+p)—(¢—p), illetve (¢ —p;q+p) | (¢ —p) + (¢ +p).

Tehat (g—p; q+p) | 2p, és (g—p; g+p) | 2q, de ekkor (g—p; g+p) | (2p; 2q).

De (2p;2q) = 2, mivel p és ¢ kiilonboz6 primek. Tehat (¢ — p;q +p) | 2.

Viszont ¢ — p és q + p is paros, igy (¢ —p;q +p) = 2.

Ekkor (42; £2) =1,

Tegyiik fel indirekt, hogy ¢ = ¢ — p?.

F=(q—p)-(g+p) =2% 5. 42

Ez csak tgy lehet, ha P és % is négyzetszam, mivel relativ primek.

Tehat o = L2 és b* = TL.

Ezeket Gsszeadva, illetve kivonva egymasbol, kapjuk: ¢ = a® 4+ b? és p =
b? — a?.

Most hasznaljuk fel, hogy 4 | ¢+ 1< g = 3 (4).

De ¢ = a?+1?, és ismert: barmely négyzetszam 0 vagy 1 maradékot adhat
4-gyel osztva.

Tehat a? + b? lehetséges maradékai 4-gyel osztva: 0; 1; 2.

Ellentmondasra jutottunk, mivel ¢ = a® + b* = 3 (4).

Tehat ¢> — p? nem lehet négyzetszam. Ezzel belattuk az allitést.

[

3.29. Megjegyzés. Fontos megjegyzés, hogy a feladat megoldasahoz nem
hasznéltuk ki mindkét oszthatosagot, tehat egy erGsebb feladatot is belattunk
ezzel.

3.30. Feladat. (TK 57.) Jeloljiik py-val a k-adik pozitiv primszamot (p; =
2,p2=3;ps=D5;ps=T;ps =11;...). Legyenn € Z; n > 3; N = (p, +1).
Bizonyitando, hogy az 1% 22; 3% ...; (N — 1)% N? szamok koziil ki lehet
valasztani legalabb N — n + 1 darab kiilonb6z6t tgy, hogy a kivalasztottak
koziil barmely két kiilonb6z6 szam kiilonbsége Osszetett szdm legyen!



3. FELADATOK 34

Megoldas:

A feladatban leirt A?> — B? kiilonbségek felirhatoak (A — B) - (A + B)
alakban. (Felteheté: A > B. Ekkor 2 < A < N.)

(A — B) - (A + B) mindig 0sszetett szam, kivéve ha A — B = 1, mivel
ha ekkor A + B prim, akkor a szorzat is prim lesz. Tehat érdemes csak az
A — B =1 esettel foglalkozni.

Fontos megjegyzések A — B = 1 esetén:

1. A— B =1 pontosan akkor, ha a A% és B? szomszédos négyzetszamok.
(N — 1 darab ilyen szampér létezik, mivel 2 < A < N.)

2. >-B*=(A-B)- (A+B)=A+B=(A+(A—-1))=2A-1.

1) =2-2—1 =3 és max(A4%? — B?) =

3. min (A? — B?) = min (24 —
1:2'%(pn+1)_1:pn+1_1:pn-

max (24 — 1) = 2N —

4. A’ - B? = 2A—1 minden 3 < k < p, paratlan szdmot pontosan egyszer
vesz fel, ahol 2 < A < N egész. Ezek koziil n — 1 darab prim, mivel a
2 nem fordulhat eld.

Vizsgaljuk meg sorra a szomszédos négyzetszamokat (mondjuk névekvd
sorrendben)! Ha az éppen vizsgalt négyzetszamok kiilonbsége prim, dobjuk
ki a listabol a ketts koziil a nagyobbik négyzetszamot. 4. miatt n — 1 darab
olyan négyzetszampar van, melyek kiilonbsége prim. Tehat az N darab négy-
zetszambol legfeljebb (n—1) darabot kell kivennem, hogy a megmaradé négy-
zetszamok kiilonbsége ne lehessen prim. Mivel a kiilonbség 1 nem lehet, ezért
ez éppen azt jelenti, hogy ki tudok véalasztani legalabb N —(n—1) = N—n+1
darabot az 1%; 2%; 3%; .. .; (N —1)%; N? szamok koziil gy, hogy barmely ketts
kiilonbsége Osszetett szam legyen. Ezzel bebizonyitottuk az allitast. [J

3.31. Megjegyzés. Erdekes kérdés, hogy lehet-e javitani a feladat altal
megadott alsdé korlatot, azaz tudunk-e olyan N-t6l és n-t6l fliggd szamot
mondani, amennyi biztosan kivalaszthato 1%; 22; 3% .. .; (N — 1)%; N? koziil,
hogy koziiliikk barmely kett6 kiilonbsége Osszetett szam legyen.

Legyenek 2K — 1 és 2K + 1 ikerprimek. Vegyiik észre, hogy ha K?-et
elhagyom az 1%; 22; 3%; .. .; (N —1)?; N? listabol, akkor se 2K — 1, se 2K + 1
nem fog tobbé elGallni a maradék négyzetszamok koziil kettd kiilonbsége-
ként. Ugyanis 2K — 1 = K? — (K —1)? ¢s 2K +1 = (K +1)* — K?, és a
feladatban belattuk, hogy minden primszamnak egyértelmi az ilyen alakt
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felirdsa. Vagyis ikerprimenként elég csak 1 darab négyzetszdmot eltérélném
ketts helyett, eziltal eggyel tobb négyzetszamot hagyhatok bent a listdban,
mint egyébként. Fontos megjegyezni, hogy az egyetlen "ikerprimharmas” 3;5;7
szamok esetén két négyzetszamot kell elhagyni, vagyis ott 1 négyzetszammal
kevesebbet dobtam ki a haromhoz képest. (3 =22 — 1% és 7 = 4% — 32.)

A feladat n > 3 feltétele szerint p, > 5. Ekkor egy négyzetszammal
tobbet tarthatok meg a 3; 5 ikerprimek miatt. A 7-tel mar nem tudok ajabb
négyzetszamot megtartani.

Jelolje 5 a 7-t6l nagyobb, de p,-t6l nem nagyobb pozitiv ikerprimparok
szamat, ha n > 5. n = 3 és n = 4 esetén legyen 5 = 0. Ekkor n > 3 esetén
legfeljebb N —n+1+(7+1), vagyis N —n+ j+2 darab négyzetszamot tudok
kivalasztani az 12; 2%; 3%; .. .; (N — 1)%; N? szadmok koziil tgy, hogy barmely
kettd kiilonbsége Osszetett szam legyen, és ennyit valoban kivalaszthato.

3.32. Megjegyzés. A megjegyzésben j > 0. Az eredeti feladatot akar
a kovetkezd formaban is feladhattuk volna: Bizonyitandé, hogy n > 3 esetén
az 1%; 2% 3% ...; (N — 1)% N? szamok koziil ki lehet vélasztani legalabb
N —n + 2 darab kiilonbo6z6t gy, hogy a kivéilasztottak koziil barmely két
kiilonb6z6 szam kiilonbsége Osszetett szdm legyen!

3.33. Feladat. (TK 58.) A p; ¢; r kiilonb6z6 primszamok, m; n pozitiv
egészek ugy, hogy az (m+ 1)-t6l (m + n)-ig terjedd egész szamok egyike sem
oszthato a p-t6l, ¢-tol, r-t6l kiilonbozé primszammal. Legfeljebb mekkora
lehet az n?

Megoldas:

Erdekesebb a feladat, ha pozitiv primekre szoritkozunk.

Minden k-adik pozitiv szam oszthat6 k-val. Ekkor ha n legalabb 5, akkor
van 2-vel, 3-mal, 5-tel oszthato is koztiik. Tehat p = 2; ¢ = 3; r = 5.

Legfeljebb hény egymast kévets szamot sorolhatok fel, hogy mindegyik-
nek csak 2, 3, vagy 5 lehessen a primosztoja?

7-et biztosan nem, mivel minden hetedik egész szam oszthatd 7-tel.

6 darab felsorolhaté-e?

Nem, mivel 6 darab egymast kovet§ szam tartalmaz 6k + 1 és 6/ + 5
tipustt szamot is (k — 1 = 0 vagy k — [ = 1). Ezek egyike sem oszthato
2-vel, vagy 3-mal, igy csak 5 | 6k + 1 és 5 | 6] + 5 lehetséges. De ekkor
5[/6k+1—(6l+5)<5]|6-(k—1)—4.

Viszont k — [ = 0 vagy k — [ = 1 esetén ez nem teljesiil. Tehat n < 6.
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n =5 lehetséges?

Igen. Példaul 2,3,4,5,6 jo. Ekkor m = 1; n = 5.
Tehat n értéke legfeljebb 5.

O

3.34. Megjegyzés. Ha a feladatban nem csak pozitiv primszamokra szorit-
kozunk, a megoldas a kévetkezs:

Most 2; —2; 3; —3; ... primszamok kiilénb6zének tekinthetsk.

Minden k-adik pozitiv szam oszthat6 k-val. Ekkor ha n legalabb 3, akkor
van 2-vel, -2-vel, 3-mal és -3-mal oszthato is koztiik. Ez ellentmondas, tehat
n < 2.

n = 2 lehetséges?

Nem, ugyanis két szomszédos természetes szam koziil az egyik péros, a
masik paratlan. A parosnak osztoja a 2, de ekkor —2 is. A paratlannak pedig
nem osztdja a 2, viszont van primosztéja, legyen példaul p ilyen. De ekkor
—p is osztd, ami ellentmondas.

Tehat n értéke legfeljebb 1 lehet, és ez meg is valosithato m = p* — 1
valasztassal, ahol p primszam, k € Z™.

3.35. Feladat. (TK 59.) Az a; b; m; n pozitiv egészekrél azt tudjuk, hogy
az (m + 1)-t6l (m + n)-ig terjedd egész szamok mindegyike az a és b koziil
legalabb az egyiknek egész kitevis hatvanya (a kiilonb6zd szamok elGallité-
saban a hatvanykitevék nem sziikségképpen azonosak). Legfeljebb mekkora
lehet az n?

Megoldas:
A feladat megoldasa el6tt valaszoljunk a kovetkezs kérdésekre:

1. Mikor lehet a* — a! =17 (a,k,l € Z*, a > 2.)

2. Mikor lehet a* —a! =27 (a,k,l € ZT, a > 2.)

#—a' =1= a| 1. Ellentmondas,

El6szor valaszoljunk az 1. kérdésre: a
mivel a > 2.

Valaszoljunk a 2. kérdésre: a* —a! =2 = a | 2. a > 2 miatt a = 2.

Tehat az a alapa és b alapt hatvanyok sziikségképpen felvaltva fognak
szerepelni a sorozatban.

Ha n > 4, akkor lesz két a alapu hatvany, és lesz két b alakt hatvany a
szamok kozott. A sorrendjiik az el6zéek alapjan: a®;b/; ad; b" vagy forditva.

De ekkor a = b = 2 kellene, ezt pedig kizarhatjuk a # b miatt.
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Tehat n < 3. n = 3 pedig megvalésithato m = 1 valasztasaval. Ekkor
a=2¢éb=3. (2=2%3=23"4=22)
O

3.36. Feladat. (TK 60.) Hatarozzuk meg az Gsszes olyan k pozitiv egész
szamot, amelyhez talalhatok olyan n; m pozitiv egészek, hogy

1 1k

TL2 +m2 - n2+m2‘

Megoldas:
1 1k m24n? _ _ k 2 2\2 _ 2,2
T = e © e = s & (T A+ mP)° = kmn®.

Atalakitva: n* + 2m?n? + m* = km?n? & n' + (2 — k) - m?n? + m* = 0.

Ez n%re nézve mésodfokii egyenlet m paraméterrel. A megoldoképletet
felirva: )

"y = (k—2)-m i\/w

Egy egész szam gyoke csak akkor lehet egész, ha maga a szam négyzetszam
volt. Kiilonben a gyok irraciondlis szam (vagy esetleg komplex).

Tehat kell: (2 — k)% - m* — 4m* négyzetszam.

(2—k)>-mt—4am* = (K> —4k+4)-m*—4m* = (K*—4k)-m* = k-(k—4)-m*,

Mivel m* négyzetszam, ezért elég: k- (k — 4) négyzetszam.

Masrészt a megoldas elején talalhato atalakitasban (n? + m?)? és m?n?
négyzetszam, igy k is sziikségképpen négyzetszam.

Most keressiink olyan négyzetszamokat, amelyek kozott a kiilonbség 4!

Mivel a négyzetszamok kozti kiilonbség folyamatosan névekszik, ezért elég
az elsG néhany négyzetszam kozott keresni.

02=0;12=1;22=4;32=9;42=16; 5> = 25; ...

Lathato: csak a 4 és a 0 az egyetlen négyzetszam par, hogy a kiilonbségiik

Tehat k = 4 az egyetlen pozitiv egész, ami mellett talalhatunk megoldéast.

Mar csak le kell ellenérizniink, hogy k = 4-hez valoban taldlhatok-e olyan
m és n pozitiv egészek, amik kielégitik a kezdeti egyenletet.

Vizsgéaljuk az n* + (2 — k) - m?n? + m* = 0 egyenlet megoldashalmazét
k = 4 esetén:

nt=2mPnP4+mt=0s n*-m?)?=0n’-—m?=0&n?=m’

Mivel n és m pozitiv egészek, igy ez csak akkor lehet, ha n = m.

Ha n = m tetsz6leges pozitiv egészek, és k = 4, akkor valéban igaz, hogy
# + % = % = %, és csak k = 4 mellett talalunk megoldast.

OJ
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3.37. Feladat. (TK 23.) Mutassuk meg, hogy csak egyetlen olyan p prim-
szam van, amelyre p 4+ 1 négyzetszam!

Megoldas: Tehat p prim, p + 1 = n?, ahol n nemnegativ egész.
Ekkor n? — 1 = p. Atrendezve n> —1=(n—1)-(n+1) = p.
Ez csak tgy lehet, ha a szorzat valamelyik tényezGje egység.

[Leset:n—1=—-1,ésn+1=+1.
Ekkor n =0, p = —1, de -1 nem prim!

II. eset: n — 1 = 1.
Ekkor n = 2, p = 3. Ez tényleg prim.

III. eset: n+1=—1
Ekkor n = —2, de feltettiik, hogy n > 0.

Ezzel belattuk, hogy tényleg csak egy ilyen p van, és p = 3.
O

3.38. Feladat. (TK 26.) Legyen a pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy ha
2% 4 1 primszam, akkor a = 2" (n nemnegativ egész) alaka!

Megoldas:

A kovetkez6t fogom bizonyitani: Ha a nem 2" alakid, akkor 2* + 1 nem
prim. Ebbél kovetkezni fog az eredeti allitas helyessége.

Elgszor vizsgaljuk meg a 2¢ tipusa szamok tulajdonsagait:

2'=2(3);22=1(3);22= 2(3);2'= 1 (3); ...

Vegyiik észre a szabalyossagot:

Ha a péaratlan, akkor 2° = 2 (3). Ha a paros, akkor 2 = 1 (3).

Tehat ha a paratlan, akkor 2¢+1 oszthat6 harommal. Ez csak akkor prim,
ha20+1=3&2=2&a=1=2"

Erdekes eset: ha a paros. Tegyiik fel, hogy a nem 2" alaki. Ekkor a =
2" . (2k + 1), ahol k porzitiv egész. Ekkor 2k + 1 > 3.

Ekkor 2¢ + 1 = 22"(k+1) 1 = (22")2k+1 4 12k+1 Ennek pedig valodi
osztoja 2" 4 1, vagyis nem prim.

Kaptuk: 2°+1 csak akkor lehet prim, ha a 2" alaka. Fzzel bebizonyitottam
az allitast.

O

3.39. Megjegyzés. |5
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Az F, = 22" +1 szamokat Fermat-szamoknak nevezziik. Azokat a Fermat-
szamokat pedig, amelyek primek, Fermat-primeknek nevezziik.

Osszesen 5 Fermat-primet ismeriink: Fy = 3; F} = 5; Fy, = 17; F3 = 257;
Fy = 65537.

Fermat azt sejtette, hogy minden ilyen alakt szam primszam. Euler 1732-
ben, els6 szamelméleti cikkében megcafolta ezt, kimutatva, hogy 641 | F5.

Ennek egy bizonyitasa a kovetkezd:

Egyrészt 641 = 5* + 24 ezért 5 = —2% (641).

Masrészt 641 =527 + 1, ezért 5-27 = —1 (641).

Utobbibol kivetkezik, hogy 5 - 2% = 1 (641).

De 5% = —2* (641), igy helyettesitve kapjuk:

—21.28 = 1 (641) & 232 = —1 (641) & 641 | 232 + 1.

Mar t6bb szaz Fermat-szamrol belattak, hogy nem prim. Ma F};-ig ismert
a Fermat-szamok teljes primtényezds felbontasa, az utana kévetkez6knek csu-
pan néhany valodi osztoja ismert. Sok esetben pedig valodi osztd sem ismert,
csak belattak, hogy F, Osszetett szam. Ilyenek példaul Fyg és Foy. Maig a
legnagyobb Fermat-szam, amirGl belattdk, hogy Gsszetett: Fs3a9780, €s prim-
osztoja 193 - 23329782 1 1 [g]

Bebizonyitottdk: ha n > 2, akkor F}, minden primosztoja p = k-2"2 +1
alaka. (k € Z)

Manapsag szamitogépekkel keresnek bizonyitékot arra nézve, hogy egy
Fermat-szam 0Osszetett. A Fermat-szamok nagyon specialisak, ugyan expo-
nencidlis a kitevs, mégis létezik rajuk egyszerd primteszt, aminek segitségé-
vel gyorsan (polinomialis id6ben) el lehet donteni egy Fermat-szamrol, hogy
Osszetett-e vagy sem. Ilyen a Pépin-féle primteszt, miszerint F),, pontosan
akkor prim, ha 3”5~ = —1 (F,), ahol n > 0. [3]

Ellendrizziik le a primtesztet az ismert F, (n > 0) Fermat-primekre:

Fi=5 3% = -1()a32= —1(5).

Valoban: 9 = —1 (5), mivel 9 =2-5— 1.

F=17: 37 = -1 (17) & 3*= —1 (17).

Valoban: 6561 = —1 (17), mivel 6561 = 386 - 17 — 1.

257—1

F3=257: 372 = —1(257) &3 = —1(257).

Ezt mar nehezebb ellenérizni. Vizsgaljuk 3 kettd-hatvanyait:
3= 3 (257).

32 = (312 (257) & 32 = 9 (257).

3= (3%)% (257) & 31 = 81 (257).

3= (31)?% (257) & 38 = —121 (257).
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316 = (38)2 (257) < 316 = —8 (257).

332 = (316)2 (257) < 332 = 64 (257).

364 = (3%2)2 (257) < 3% = —16 (257).

3128 = (364)2 (257) < 3128 = 1 (257).

Fy = 65537: 33— = —1 (65537) < 332768 = _1 (65537).
Ellenérizziik itt is 3 hatvanyaival:

31 = 3 (65537).

32 = (3")2 (65537) © 32 = 9 (65537).

3t = (32)2 (65537) < 3* = 81 (65537).

38 = (3%)2 (65537) < 38 = 6561 (65537).

316 = (38)2 (65537) < 316 = —11088 (65537).
382 = (316)2 (65537) < 332 = —3668 (65537).
364 = (332)2 (65537) < 354 = 19139 (65537).
3128 = (364)2 (65537) < 3128 = 15028 (65537).
326 = (3128)2 (65537) < 3256 = 282 (65537).
3512 = (3256)2 (65537) < 3°12 = 13987 (65537).
31024 = (3512)2 (65537) « 31024 = 224 (65537).
32018 = (31024)2 (65537) < 32018 = 8 (65537).
3109 = (32048)2 (65537) < 310% = (4 (65537).
38192 = (31092 (65537) < 38192 = 4096 (65537).

316381 = (38192)2 (65537) « 316381 = 256 (65537).

332768 = (316381)2 (65537) < 332768 = —1 (65537).

Tehat az ismert Fermat-primekre miikodik a primteszt.

Ma azt sejtik a matematikusok, hogy nem létezik az ismert 5 darabon
kiviil mas Fermat prim, vagy ha igen, akkor is csak véges sok. Ezt senki nem
tudta maig bebizonyitani, és az sem biztos, hogy egyaltalan valaha be tudjik
latni ezt matematikai modszerekkel.

A Fermat-primeket sszefiiggésbe lehet hozni a geometriaval is. Gauss té-
tele szerint a szabalyos n-szog pontosan akkor szerkeszthetd euklideszi szer-
kesztéssel, ha n paratlan primtényez&i valamennyien Fermat-primek és mind
csak az elsé hatvinyon szerepel.

3.40. Feladat. (TK 27.) Legyen m pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy ha
2™ — 1 primszam, akkor m maga is primszam!

Megoldas:
A kovetkez6t fogom bizonyitani: Ha m nem primszam, akkor 2" — 1 nem
prim. Ebb&l kovetkezni fog az eredeti allitas helyessége.
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Tegyiik fel ugyanis, hogy m = a - b, ahol a > 2; b > 2, azaz m nem prim.

Ekkor 2™ —1 = 24% —1 = (2%)* — 1°, melynek valodi osztoja 2% — 1. Ekkor
2™ — 1 nem prim, ebbdl pedig kovetkezik az eredeti allitds helyessége.

O

3.41. Megjegyzés. [7]

Mersenne-primeknek hivjuk azokat a primeket, amelyek elGallnak 2™ — 1
alakban, ahol m prim.

Fontos, hogy abbol, hogy m prim, nem kévetkezik, hogy 2™ — 1 is prim.
Példaul 2° — 1 = 31 Mersenne-prim, mert 5 prim, és 31 is prim. Viszont
211 — 1 = 2047 nem prim, mivel 23 | 2047.

A modern kor legnagyobb ismert primei altaldban Mersenne-primek. A
ma ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim, 2016. januar 7-én fedezték
fel, ez a 274207281 _ 1 szam, és tobb, mint 22 millié szAmjegybdl 4ll. Ez a 49.
ismert Mersenne-prim.

Nem ismert, hogy véges vagy végtelen sok Mersenne-prim létezik.

Manapsag a Mersenne-primeket egyiittes erével keresik halozatba kotott
szamitogépek a GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) projekt
keretében. Ehhez barki be tud csatlakozni sajat szamitogépével egy program
feltelepitését kovetGen. [§]

A Mersenne-primek felismerésére alkalmas a Lucas-Lehmer primteszt, mi-
szerint adott p > 2 primre pontosan akkor lesz M, = 2P — 1 is prim, ha
M, | Sp—a, ahol Sy, az a rekurziv sorozat, ahol Sy = 4 és Sy = S7_; — 2, ha
k>1. 3

A Mersenne-primek érdekes kapcsolatban allnak a tokéletes szamokkal
(Lasd: definicio). Mar Eukleidész bebizonyitotta, hogy minden esetben,
amikor 2" — 1 prim, 2"~ . (2" — 1) tokéletes szam lesz. Azonban az, hogy az
Osszes paros tokéletes szam el6 is all ilyen alakban, nagyon sokaig csak sejtés
volt. El6szor Euler bizonyitotta a XVIII. szazadban. [9)

Maig megvalaszolatlan kérdés, hogy létezik-e paratlan tokéletes szam. Igy
szintén nem tudjuk, hogy véges vagy végtelen sok tokéletes szam van-e. [3]

3.42. Feladat. (TK 6.) Mutassuk meg, hogy az l-en és —1-en kiviil 1++/2
6s 342v/2 is egység Ha-ben, s6t £(1++/2)" is egység Ho-ben minden n egész
kitevére!

A feladathoz tartoznak a .16l és a 217 definiciok.
Megoldas: ElGszor lassuk be, hogy két Hy beli szam Osszege, kiilonbsége és
szorzata is Ho-beli.
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(a+bv2) + (c+dv2) = (a+c) + (b+d)v2.

(a+bv2) — (c+dv2) = (a—c)+ (b— d)V2.

(a4 bv2) - (c + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2.

Ennek kévetkezménye, hogy (a + bv/2)* € Hy, ha k > 0 egész.

(Specialisan (a + bv/2)? = (a® + 2b%) + (2ab)V/2.)

Elég lenne belatni, hogy +(1 + v/2)" egység Hy-ben, mivel ekkor 1 és
—16s 14+ /2 és 34 2V/2 is egységek lesznek, ugyanis £1 = +(1 + /2)°;
1+v2=(1+v2) és3+2v2=(1+2)>2

Mi (14 v/2) negativ kitevés hatvanyai?

-1_ _1_ _ —1+2 — —1+v2 _
1+v2) = 4+V2 T (14V2)(-14+v2)  (—14+2)+(—1+1)v2 1+ v2.

(1+v2)7*F = (=1+V2)~
Tehat (1 + /2)" € H, tetszGleges n egész szamra.

P . P z a:+y\/§ : -
Kéne: tetszbleges x,y € Z esetén Tivar 8 Hy-beli.

z4+yv2 _ —-n
SV~ d(a+yv2) - (1 V)

Ez értelmes, mivel el6bb lattuk: (1 +v/2)™" € H, tetszoleges n egészre.

A kapott kifejezés pedig Ho-beli, mivel Hs-beli szimok szorzataként all
el6. Ezzel belattuk, hogy a feladat szévegében szerepls szamok egységek Ho-
ben.

O

3.43. Feladat. (Aktudlis feladat) Keressiik meg az Gsszes olyan pozitiv
egész szamot, amely a tizes szamrendszerben nyolcjegyt, jegyei rendre a; b;
c;d;e; f; g; h (a#0), tovabba a®+b? = 6d—4c—28; A +d* = 2a—4b+33;
e+ f2 =6h—4g+26; ¢*+h®=12f —8e — 59.

Megoldas:

[TK 43.] mint4jara: Az elss két egyenletet dsszeadva kapjuk: a®+b? 4+
d? = 2a —4b—4c+6d+5. Atrendezve: (a—1)%+ (b+2)>+ (c+2)? +(d—3)% =
23. A 23 sorrendtdl és egységszorzoktol eltekintve egyféleképp all el§ négy
négyzetszam Osszegeként: 23 = 9+9+44+ 1. Mar csak a 4 tag sorrendjét kell
eldonteni.

Mivel a masodik egyenlet jobb oldala paratlan, igy ¢ és d kiilénb6z6 pa-
ritastiak. De ekkor ¢ + d? 1 maradékot ad 4-gyel osztva, igy 2a is 4-gyel
oszthato, mert ekkor ad a jobb oldal is 1 maradékot 4-gyel osztva. Vagyis a
paros. Az els6 egyenlet jobb oldala paros, emiatt a és b azonos paritasaak,
vagyis b is paros. Ekkor b+ 2 is az. De ekkor (b + 2)? = 4 lehet csak. Ebbdl
ad6doan b+ 2 =+2=b=0.
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(c+2)? > 4 miatt (¢ +2)? =9 (hiszen a 4 mar foglalt) = c+2 = +3 =
c=1.

Ezeket visszairva a masodik egyenletbe: 1 +d? = 2a+ 33 < d? = 2a + 32.
Mivel a paros, a értéke legalabb 0, legfeljebb 8. Tehat 2a 4 32 minimuma 32,
maximuma 48.

Vagyis 32 < d? < 48, ebbél d?> = 36 = d = 6. Ekkor a = 2.

Az utolso két egyenletet osszeadva kapjuk: e+ f2+¢?+h? = —8e+12f —
49+ 6h — 33. Atrendezve: (e +4)?+ (f —6)>+ (g+2)*+ (h—3)* = 32. A 32
sorrendtsl és egységszorzoktol eltekintve egyféleképp all el6 négy négyzetszam
Osszegeként: 32 = 16+ 16 + 0+ 0. Méar csak a 4 tag sorrendjét kell elddnteni.

(e+4)? > 16. Ekkor (e +4)* = 16 lehet csak. Ebb6l e +4 = +4 = e = 0.

(g + 2)* > 4 Ekkor csak (g + 2)? = 16 lehetséges. Ebb6l g + 2 = +4 =
g =2.

Maradt: (f —6)? =0 = f = 6, valamint (h —3)> =0= h = 3.

Tehat a megoldast ado nyolcjegyl szam 20160623, és ez valoban kielégiti
az egyenleteket.

O

3.44. Megjegyzés. A négy-négyzetszam tétel szerint minden pozitiv egész
felirhato négy darab négyzetszam Gsszegeként. [3]

Egy ilyen feladat konstrualasdhoz érdemes megkeresni azokat a szamokat,
amelyek egyértelmtien allnak el§ ilyen modon.

Vizsgéljuk meg, hogy n > 49 esetén milyen szdmoknak lehet egyértelmii
az ilyen felirasa!

A harom-négyzetszam tétel szerint minden pozitiv egész felirhato harom
darab négyzetszam Osszegeként, kivéve a 4'- (8m+7) alaki szamok. (I,m > 0
egészek) [3]

Annak bizonyitasara, hogy egy n pozitiv egész szam tobbféleképp is fel-
irhaté négy négyzetszam Osszegeként, azt fogjuk vizsgalni, hogy van-e négy
kiilonboz6 n-nél kisebb négyzetszam (a2, b%, ¢?, d*> < n), hogy n —a* és n — b?
és n — c? és n — d? koziil egyik sem 4'- (8m +7) alaku, és a® + b% + 2 + d?-nek
nem egyértelmi a négy négyzetszam Osszegeként valo felirasa.

Hasznaljuk fel, hogy barmely paratlan négyzetszam 8k + 1 alaki, és bar-
mely paros négyzetszam 8k + 0 vagy 8k + 4 alaku.

Most be fogjuk latni, hogy n > 49 esetén csak a 8k 4 0 tipusi szdmoknak
lehet egyértelmt az ilyen felirasa.

A 8k + 2 és 8k + 4 és 8k + 6 alakt szamoknak nem egyértelmi az ilyen
felirdsa, mivel 12 és 32 és 5% és 72 mellé is tudunk 3 masik négyzetszamot
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talalni, hogy a négy négyzetszam osszege kiadja m-et, mivel n — 12, n — 32,
n — 5%, n — 7% is paratlan, de nem 8m + 7 alaku. Igy a kiilonbség nem lehet
48 (8m+7) alakt. 12+ 32 +52+ 7?2 =84 =92+ 12+ 12 + 1% is.

A 8k+3 és 8k+T7 alaki szamoknak sem egyértelmt az ilyen felirasa, mivel
12 és 32 és 5% és 7% mellé is tudunk 3 masik négyzetszamot talalni, hogy a
négy négyzetszam osszege kiadja n-et, mivel n — 1%, n — 32, n — 5%, n — 72
is paros, de néggyel nem oszthato, igy a kiilénbség nem lehet 4! - (8m + 7)
alaki.

A 8k+1 és 8k+5 alakt szamoknak sem egyértelmi az ilyen felirdsa, mivel
02 és 22 és 42 és 62 mellé is tudunk 3 masik négyzetszamot talalni, hogy a
négy négyzetszam osszege kiadja n-et, mivel n — 0%, n — 22, n — 4% n — 62
is paratlan, de nem 8m + 7 alaku. Igy a kiilonbség nem lehet 4! - (8m + 7)
alakd. 02 4 22 + 42 + 62 = 56 pedig 8k + 0 alakd.

Tehat kaptuk: n > 49 esetén csak a 8k + 0 alakt szdmok kozott lehetnek
olyanok, melyeknek négy négyzetszam Osszegeként vald felirdsa egyértelmii.

Most felhasznéljuk, hogy 02, 22, 4%, 62 16-tal osztva 0 vagy 4 maradékot
ad .

Ekkor n > 56 esetén a 16k + 8 alakd szdmoknak sem egyértelm( az ilyen
felirasa, mivel 0% és 22 és 4% és 62 mellé is tudunk 3 masik négyzetszamot
talalni, hogy a négy négyzetszam osszege kiadja n-et, mivel n — 02, n — 22,
n— 42, n — 6% is 16k + 8 vagy 16k + 4 alaki. Ha 16k + 8 alaku, akkor 8-cal
oszthato, de 16-tal nem, tehat a kiilonbség nem lehet 4° - (8m + 7) alakd. Ha
pedig 16k + 4 alaki, akkor 4 - (4k + 1) alaki, de ez nem lehet 4! - (8m + 7)
alaki.

Tehat n > 56 esetén elég csak a 16-tal oszthaté szamokat vizsgalni.

A 0 és 100 kozé es szamok koziil a kovetkezd szamoknak egyértelmi az
ilyen felirasa:

0=0%40*+0°+07
1=1%+0%+ 0%+ (02
2=12+412+ 0% + 0?
3=1241"+1*+0?
5=22+1240%+0?
6=2*+1>41>+0?
7T=22+124+12412
8§ =22+2240%+0?

11=32+124+12407
14=324+224+1240°
15=3%2+22+1%2 412
23 =32 +32 422412
24 =42 422 4+ 22 4+ (?
32 =42 4+ 42+ 0%+ 0?
56 = 62 + 4% + 22 4 (2
96 = 82 + 42 + 42 4 (2
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4. Bevezetés a lanctortek vilagaba

A kovetkez§ fejezeteket tigy épitem fel, hogy a szakkor résztvevsi ugy is-
merkedjenek meg a témakorrel, hogy kozben atélhessék az 6nallo felfedezés
oromét. Ezt ravezets feladatokkal, példakkal segitem el6, majd az észrevétele-
ket kézosen matematikai formaba ontjiik: definiciok és tételek kimondasaval.
A szakkorre szant idG végessége és az anyag mélysége miatt inkdbb a mate-
matikai tények felfedeztetése és kimondésa a célom, semmint a bizonyitasok
részletezése. A kimaradt bizonyitésokat az érdekléds didkok elolvashatjék a
bibliografiAban szerepld szamelmélet konyvekben.

A legtobb didk legkésébb 6tddikes koraban taladlkozik tortekkel. Megta-
nulja, hogyan adjon 6ssze vagy hogyan szorozzon Gssze két tortet. Azt is
megtanulja, hogy hogyan kezelje az emeletes torteket, de ennél jobban nem
mélyiil el a témakorben. Vannak olyan problémak a matematikaban, amiknek
a megoldasidhoz elengedhetetlenek a lanctortek, emiatt vizsgaljuk a témakort.
Mik azok a lanctortek?

4.1. Definici6. Tetsz6leges x = z( valos szam esetén tekintsiik a kdvetkezo
algoritmust:

Legyen ag = |xo].

Ha x; — a; # 0, akkor legyen x;,1 = # és a1 = |Tiq1]. (1 >0)

-
Ekkor x = ag + L .
L2 e — —

ag+

.‘.u.nJrT
Koénnyen lathato, hogy @ > 0+ésetén a;-k pozitiv egészek, és a is egész.
Ha x,41 egész (azaz 41 — a1 = 0), akkor az eljaras véget ér. Az ily
modon kapott ag, ay, ..., a,, Tpi1 egész szdmokat x lanctortjegyeinek nevez-
ziik.
A jobb oldalon all6 sokemeletes tortet (véges) lanctortnek nevezziik, és

vezessiik be ra a kovetkezd jelolést: [ag; ar; as;. .. ;an; Tpa1].

4.2. Megjegyzés. Ha nem taldlunk olyan n-et, amelyre x, ., egész, akkor
beszélhetiink végtelen lanctortrsl, de ennek értelmét majd 6vatosan meg kell
vizsgalnunk.

4.3. Feladat. Fejtsiik lanctort alakba a kovetkezd tortet: %.
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Megoldas:
45 _ 13 _ 1 1 _ 14
6—2+16—2+%—2+1+%—2—|—1+§ 2+ +4+% =1[2;1;4;3].
O

A didkok meglatjak, hogy minden véges lanctort racionélis szamot repre-
zental és forditva: minden racionalis szamnak véges hosszt a lanctort alakja.
De vajon egyértelmiti-e ez a lanctort alak racionalis szdm esetén?

4.4. Megjegyzés. Ha nem teljesen az algoritmus szerint képezziik a lanc-
tortalakot, el()’allhat a ¥ masik lanctortszerd alakban:

16
45—2+ =24+ ——— = [2;1;4;2;1].

1+4+3 I+ e
T
Itt a kordbbi 3 jegyet folytattuk 2 —1—% alakban. FEz az algoritmusban nem
all els, de szokés ezt is lanctortnek hivni. Ebben az esetben a kovetkezd

bizonyithato:

4.5. Tétel. [2] Minden véges lanctirt raciondlis szamot reprezentdl. Fordit-
va: minden raciondlis szdm kifejezhetd véges lanctiortként, pontosan kétféle
modon.

4.6. Definicié. Legyen n > 0O-ra r, = [ag;a1;...;a,], akkor r, = Z—Z, ahol
k, pozitiv egész és a tort toviabb nem egyszertisithetd.

4.7. Feladat. Pr()béljuk meg kiszamitani a kovetkez§ tortek értékét:
L1+3; 1+ 1+ 1l 1 ——— ...
S R —

1+T 1+‘1—1+1

1+1

1+17 1+1

(A szigortian vett lanctortalakban ez nem fordulhat els, de most a fenti
szokast kovetjiik.)

Akar versenyt is lehet rendezni: ki tudja a legtdbb ilyen tort értékét kisza-
molni 2 perc alatt? A legtobben hamar észre veszik, hogy nem kell minden
tortnél elolrsl kezdeni a szamitast, és felhasznaljak a korabbi eredményeket:

7'0:1:1
m=1+1=2=2
T2_1+1+1 1"‘%—

|

|

|
—_
(S

=
l
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1 1 3 8
ry=1+ —=1+5=1+:=35=16
1+ 1 3 5 5
1+ 3
1+1
S U R S
+—— E
=1 °
1+
1+1
1 1 8 21
re=l+—a—=1+m=1+3=3=1615...
1+ T 8
1+ T
W
1+1
1 1 1 4
1Jr1 T 13
LT a—
1+ I
It—1
1+1+%

Az egyik didk észre veszi, hogy az egyszertisitett tortek szdmlaloja és
nevezdje szomszédos Fibonacci-szamok lettek.

Egy masik didk a tizedestort alakot figyelte, és azt vette észre, hogy mig
To;T2;T4;76; - - - Tésztortek szigortan monoton noévs sorozatot alkotnak, ad-
dig rq;73;7r5; 17 résztortek szigorian monoton csokkend sorozatot alkotnak.
Raadésul olyan modon, hogy az egymast kdvetd tortek értékei egymasba
skatulyazott zart intervallumokat alkotnak.

Egy harmadik didk pedig megkérdezte ezek utan, hogy vajon mi térténne,
ha "végtelen sokdig” vennénk ezeket a torteket? Az értékek egyre kozeledné-
nek egyméshoz, esetleg egy érték koriil ingadoznak? Lesz-e hatarérték?

Tegyiik fel, hogy értelmes a végtelenités gondolata!

Ekkor legyen x =1 + # De ekkor x =1+ % igaz.

1+@

Tehat ha létezik = hatarérték, akkor teljesiti az 22 = v+1 & 22°—2—-1=0
masodfoku egyenletet. A megoldoképletet alkalmazva: x5 = %5

Meg lehet kérdezni a szakkor résztvevéit, hogy lehet-e egyszerre két ha-
tarérték. Azok, akik tanultak méar egy kis analizist, régton ravagjak, hogy
nem, mert legfeljebb egy hatarérték lehet. A szemfiilesebbek észre is veszik,
hogy az %5 tort értéke negativ, emiatt ha van hatarérték, csak az %5
lehet. De vajon létezik-e hatarérték?

A valasz igen, ugyanis a Cantor-axidoma szerint egymasba skatulyazott
zart intervallumok metszete nem iires. Masrészt a rendér-elv miatt a hatar-
érték nagyobb lesz barmely paros indext résztortnél, de kisebb lesz barmely
paratlan indexii résztortnél. (Megjegyezziik, hogy a fentiekbdl is kideriil, hogy
a szomszédos Fibonacci-szamok hanyadosa az aranymetszés szamahoz tart.)

De mi a helyzet tetsz6leges végtelen lanctort esetében? Vajon minden
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végtelen lanctortnek létezik hatarértéke? Es tetszéleges esetben hogyan lehet
kiszamolni iigyesen a résztortjeit?

4.8. Feladat. Nézziik példaul a kovetkezs lanctortet: [1;2;3;4;5;6;7;.. .].
Vajon konvergens? Vajon igaz r&, amiket az el6z6 példanal megallapitottunk?

Rendezziink ismét versenyt: szamitsak ki a didkok a résztorteket. Ki tudja
2 percen beliil a legtobb résztortet kiszamitani?

Latszik, hogy a 3 perc elteltével a didkok sokkal kevesebb résztortet tudtak
kiszdmitani, mint az elsG esetben, mivel itt nem vettek észre olyan ismétls-
dést. Igy a kovetkezd tortnél nem tudtak az el6z6 eredményeit felhasznalni.

A szakkor résztvevdi valahogy igy kezdhettek neki:

7’0:1:1
m=1+1i=3=15
rp=l4gr =141 =147=7=1428571
3
_ 1 1 1 1 13 _ 43 _
rs =g = lhgpr = e = Ly = Lgg = g5 = 1,433333
4 4
=1+ —r— =14+ =1+ " =1+2- =1+ =
4 2+3+41+%g 2+3+1er 2 Py 212
1+§7—1+§§—§§_14%uyn
— 1 _ 1 _ 1 _ 1 _
T5—1+—2+ - —1+—2+ 11 —1+—1_2+ - —1+_2+ 11 =
3+%— 3+4+ﬁ 3+ﬁ£ 3*1%6
6 6
1 — — 1 421 _ 1393 _
1+2+3+15310 1+2+‘1‘§6 1+2+}1§§ 1+g;§ 1+5% = gy = 1433127

A leggyorsabb didk az 6todik kozelitd tortig jut el legfeljebb, mivel a
szamitasok minden résztortnél egyre hosszabbak.

Viszont a szakkor résztvevdi itt is érzik, hogy a résztortekbdl 4llo sorozat
konvergens lesz, és igaz, hogy ro; ra; 14; . . . résztortek szigoriian monoton nova,
r1;73; 755 . .. résztortek szigortian monoton csdkkend sorozatot alkotnak.

Ezek utdn mondjuk ki egyiitt:

4.9. Tétel. [2] A [4.6 definicicban definidlt r, értékek kielégitik az ry <
ro < Ty <71 < ... ...<7rT7<ry5<ry<ry végtelen egyenldtlenséglincot.
Szavakkal: a pdros indexi r,-ek novekvd sorozatot alkotnak, és minden ra,

kisebb, mint barmely ro;_1. Tovdbbd: im r, lélezik és minden j > 0-ra ryj <
n—oo

lim 7, <7gj41.
n—0o0
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4.10. Tétel. [2] Minden [ao; ay; ag; .. .] végtelen lanctort értéke irraciondlis.

4.11. Tétel. [2] Kilinbizé végtelen lanctortek kilonbézd értékhez konver-
gdlnak.

Osszefoglalas [2] Barmely z valos irracionalis szam egyértelmten felirha-
t6 — a[d.1] definicioban adott eljardssal — [ag; a1; as; . . .| végtelen lanctortként.
Megforditva: barmely [ag; ai;as;...] végtelen lanctort, amelyben a; minden
i > O-ra pozitiv egész, irraciondlis szamot reprezentél. Az [ag; aq;ag;. . . ; ay)
véges lanctortet az x n-edik szeletének nevezziik; e lanctort értéke: Z—” n =
0;2;4;...-ra ezek a szeletek monoton névekvs sorozatot alkotnak, am%lynek
hatarértéke x. Hasonléan n = 1;3;5;...-re a megfelel§ szeletek monoton
csOkkend sorozatot alkotnak, ugyancsak x hatarértékkel. A szeletek k, neve-
z8je n > 0-ra pozitiv egész szamokbol alld6 novekve sorozat. Végiil, ha az x;-t
a definicio szerint definialjuk, akkor [ag;aq;...] = [ag;a1;...;an_1;2,] és

Ty = [Ap; Qi1 ;- .

4.12. Megjegyzés. Felmeriil a kérdés, hogy hogyan lehetett volna a [4.8
feladatban kiszdmolt Z—: szeleteket egyszeriibb modon meghatarozni. Erre
szolgal a kovetkezs tétel:

4.13. Tétel. [3] Legyenek ap;aq;as;... egész szamok az x ldnctortjegyei.
Ekkor h; és k; értékei rekurzivan kaphatoak a kovetkezd sorozatbol:

ho = Qagp, hl =ag-a + 1,’ hz = Q; - hi—l + hi_g, ha 1 Z 2,

ko = 1,’ ]{?1 = daq, k)z = Q; - ]{72‘_1 + k?z'_g, ha 1 Z 2.

(Felhaszndltuk, hogy ro = Z—g =ay =% ésr = % = ag + a—ll = %i“

Ebbél kaptuk ho; ko; hy; ki értékeit.)

4.14. Megjegyzés. [2] Akit nem zavarnak a negativ indexek, az nyugodtan
hasznalhatja h; és k; értékeinek meghatarozasara a kovetkez6 rekurziot is:
h_y=0;h_y=1;hi=a; hi_y +hi_3, hai>0,
]{3_2 = 1; ]{3_1 = O; k’z = Q; - k?i—l + k’i_Q, ha 7 > 0.

4.15. Feladat. Most probaljuk meg a tétel alapjan megcsinalni a
feladatot:

Tehdt h_p = 0; hoy = 13 kp = 1; kg = 0 és ry = Jo = L=tz hy
1> 0.

Ez alapjan keressiik [1;2;3;4;5;6;7;...] szeleteit.

_ 1
TO_T'
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_ 1241 _ 3
7’1——2 5-
ro — 3:3+L 10
27 3241 T
ro — 41043 _ 43
37 472 T 30

r, — 543410 _ 225
4 = 53047 — 157"

6-225+43 __ 1393
6-157+30 972 °

s =

Lathato: a rekurzidval sokkal egyszertibben megkaphatoak a szeletek.

4.16. Feladat. Probaljuk meg szamolégép segitségével megkeresni a v/2
lanctort alakjanak elsé 7 lanctortjegyét (ag-ig)!
r=x9=+v2=1,2599...
ag = LJ]()J =1.
r = ——=3,8473... é5 4y =

T4—aq

Trg = —— =4,5264.

Ts—as

Tehat /2 = [1;3;1;5;1; 1; 4;.. .

il [21] = 3.
Ty = = =1,1801... és ay = [x2] = 1.
vy = - =5,5497... é a3 = |23] = 5.
vy= - =1,8190... és ay = |24] = 1.
w5 = 2 =1,2209... és a5 = |25] = 1.

6] = 4.

5. Periodikus lanctortek és Pell-egyenletek

5.1. Definicid. Az [ag;a1;as;. . .| végtelen lanctortrsl akkor mondjuk, hogy
periodikus, ha van olyan n egész szam, hogy a, = a,., minden elég nagy r
egészre. Tehat egy periodikus lanctortet a kovetkez6 alakban lehet felirni:
[bo; b1; bas - - - bj;ap;ar;. .. Qn-1;00; Q15 . . -5 An_1; . - )=
= [bo; b1;b2; .. .5 bj; @05 G1; - - - Gn_1], ahol az ap; aq;. .. ;a,—1 f6lotti vonal
azt jelenti, hogy ezt az egész szamokbol allo egyiittest végteleniil sokszor kell
ismételni. Peldaul [1; 3] jeloli az [1;3;1;3;1;3;. . .]-et; ennek értékét konnyen

ki lehet szdmitani. Ha az [1; 3]-at z-el jeloljiik, akkor z = 1+ —

3417
Ebbol: 2 =14+ g ©r=1+5 < z-Br+1)=3z+1+z &
322 +r=4r+1< 322 —3x—1=0. Ebbdl 5 = BEVIL A negativ gyokot

6
kizarhatjuk, tehat » = %ﬁ.
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5.2. Feladat. Szamitsuk ki [2; 1;1-_3] értekét is!
Az el6zGekbdl [2;1;1;3] = 2 + 5 1 , ahol 7 = 321
3+v21

w
I+
ﬁ
¥

— _ _ _ _ 3+v21
2+x+1 2+x_+1 2+3+\/7+1_2+9+?/ﬁ_2+9+\/ﬁ'

(=]

Ezt b0v1tve a nevezo konjugéltjaval:
34v21 (3+v21)-(9—v21) _ 27-21-3-v/2149-v21 _ 6+6W
2+9+\/ﬁ =2+ (9+v21)-(9—v21) 2+ 81—21 =2+

1+v21 _ 21421
2+ 10 10 -

A példék utan a szakkor résztvevsi mar sejtik, hogy a periodikus lanctor-
tek milyen alakiak, igy ezt fogalmazzuk meg tétel forméajaban:

5.3. Tétel. [2] Barmely periodikus lanctirt kvadratikus irraciondlis szam, és

a+\/

viszont. (Kvadratikus szdmoknak mondjuk az alaki szamokat, ahol a; b;

c egész, ésb >0, c#0).

5.4. Megjegyzés. Ebbdl kovetkezen a v/d alaki szamok is periodikusak,
ahol d nem négyzetszam.

5.5. Feladat. Hatarozzuk meg a kdvetkezd szamok lanctortalakjat szamo-

logép nélkiil: v/50; v/38.

Az algoritmus szerint ap = [\/50 =T x = \/%_7 = (\/%—\/75)79&/7%+7) =

‘51’97 = 14+ (v/50—7). Latszik, hogy talaltunk egy periodust, mivel /50 —7

tjra elfordult. Igy /50 = [7;14].
Hasonléan v/38-ra:

_ /T _ _ 1 V3846 _ /3846
o = [ 38] = 6. zo = V38—6  (V38—6)-(vV38+6) 2
) — |B8+61 g o 1 _ 2 2-(v/38+6) 2:(V38+6)
1= 2 Tl T e g VES—6 (V35—6). (V38+6) 2

Ezt érdemes egyszerisiteni: w = /3846 =12+ (v/38 — 6). Mivel
V38 — 6 wjra elsfordult, periodust talaltunk, igy v/38 = [6;6; 12].

Legyen hazi feladat az informatika szakkordsok szaméra egy olyan szami-
togépes program irasa, amely kiszamolja 20 lanctortjegyig v/d lanctortalakjat
azon 1 < d < 100 egészekre, ahol d nem négyzetszam. A tobbieknek hézi fel-
adat szamologéppel kiszamitani v/50 és /38 elsé 15 lanctortjegyét, papirra
leirni, majd Osszehasonlitani a szakkoron kdzosen kiszamolt lanctort alakkal.

Kovetkez6 oran bemutattak a didkok az eredményeiket.
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Az egyik diak szamologéppel szamolt a kévetkez6 modon: mindig kivonta
a szam egészrészét, és a kapott eredmény reciprokat vette. O a kivetkezd
lanctort alakokat kapta:

V38 = [6;6;12;6;12;6;12:6;1;1;2;1;1;4;4;.. ].

V50 = [7;14;14;14; 14;14;10;1;2;2;1;2;2; 1; 1;.. ]

Egy masik didk irt egy szamitogépes programot, amely a[£.1] algoritmust
hasznalja. A program kimenete a kovetkez§ oldali abran lathato.

A diakok latjak, hogy v/38-nak és v/50-nek a szakkéron kiszamolt lanc-
tortalakja, a szamologéppel kiszamolt lanctortalakja, és a szamitogéppel ki-
szamolt lanctort alakja is kiilonboz6. De akkor melyiknek hihetnek? Vajon
a szakkorén szamoltuk el, vagy a szdmologép allitodott el, vagy a program
hibas?

A szakkorén mindent jol szamoltunk, a szamolégép jol mikdédik és jo
gombokat is nyomott le a didk a hazi feladat megoldasakor. A program pedig
nem elvi hibas. Akkor mi lehet a probléma?

Ahhoz, hogy megértsék a didkok, hogy digitalis eszkozokkel szamitott
eredmény miért megbizhatatlan jelen formaban, érdemes a gépi szamabrazo-
lassal megismertetni Gket.

Minden digitalis eszkdz 4=m - 2% alakban tarolja a szdmokat (m a man-
tissza, k a karakterisztika; m € Z*1; k € Z). m és k lehetséges értékei alulrol
és feliilr6l is korlatosak, ezek el6re adottak, az eszkdz pontossiaganak mé-
réeszkoze. Tehat az eszkozok meghatarozott pontossaggal tudnak szamolni,
és ha nem gépi szammal kell szamolniuk (hiszen egyik irraciondlis szam se
+m - 28 alaki), akkor az input szam helyett a hozzd legkozelebb esG gépi
szammal szamol. Ezt a jelenséget hivjuk numerikus hibanak. Az egészrész
levonasa utan kapott [0;1)-beli tényleges érték és a hozza legkozelebb esd
gépi szam kozott ugyan lehet, hogy kicsi a kiilonbség, de a reciprokuk kozott
méar sokkal nagyobb kiilonbségek lesznek. Raadéasul a két 1épést iterdljuk: az
egészrészt levonjuk és az igy kapott szam reciprokat vessziik egymés utan.
Igy par iteracio utan teljesen hibas értékek keletkezhetnek.

Mit tudunk csinalni, hogy kikiisz6boljiik a numerikus hibakat?

Moédositsunk a program algoritmusin: a program szamoljon formaélisan
M alaku szamokkal (m;b; c; d egészek, d adott, pozitiv és nem négyzet-
szam, ¢ # 0, valamint a tortet minden lépésben tovabb nem egyszertsithets
alakban adjuk meg. A program szamoljon tgy, mint ahogy mi szamoltunk
szamologép nélkiil lanctortalakot: egy iteracioban két lépést hajtunk végre:
kivonjuk a szam egészrészét, és vessziik az igy kapott érték reciprokat. Az
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O C:\Users\Elitebook\Documents\Szakdoga\prog\numhibaymain.exe

sqrt(2)=[1;2;2;2;2;2;232;2;2;2;2;2;2;2;2;2;2;2;2;5...] 2
sqrt(3)=[1;1;2;1;2;1;231;2;1;2;1;2;1;2;1;2;1;2;1;...]
sqrt(5)=[2;4;4;4;4;4;4;4;4,4,4;4;4;2;1,10,2;1,7,8;...]
sqrt(6)=[2;2;4;2;4;2;4;2;4;2;4;2;4;2;4;2;2;1;48;2;...]
sqrt(7)=[2;1;1;1;4;1;1;1;4;1;1;1;4;1;1;1;4;1;1;1;...]
sqrt(8)=[2;1;4;1;4;1;4;1;4;1;4;1;4;1;4;1;4;1;4;1;...]
sqrt(10)=[3;6;6;6;6;6;6;6;6;6;7;1;1;1;10;5;16;1;16;12;...]
sqrt(11)=[3;3;6;3;6;3;6;3,;6,3;6;3;6;6;1;1;2;2;43;2;...]
sqrt(12)=[3;2;6;2;6;2;6;2;6,2;6;2;6;2;5;33;1,;3;1;1;...]
sqrt(13)=[3;1;1;1;1;6;1;1;1;1;6;1;1;1;1;6;1;1;1;1;...]
sqrt(14)=[3;1;2;1;6;1;2;1;65132;1565152;1;65152;1;...]
sqrt(15)=[3;1;6;1;6;1;6;1;6;1;6;1;6;1;6;1;6;1;8;1;...]
sqrt(17)=[4;8;8;8;8;8;8;8;8;7;3;1;1;1;1;1;1;6;2;1;...]
sqrt(18)=[4;4;8;4;8;4;8;4,8;4;7;1;1;8;2;3;1;1;3;4;...]
sqrt(19)=[4;2;1;3;1;2;8;2;1;3;1;2;8;2;1;3;1;2;9;12;...]
sqrt(20)=[4;2;8;2;8;2;8;2,8;2;8;2;8;1;2;5;5;1;3;17;...]
sqrt(21)=[4;1;1;2;1;1;8;1;1;2;1;1;8;1;1;2;1;1;8;1;...]
sqrt(22)=[4;1;2;4;2;1;8;1;2;4;2;1;8;1;2;4;2;1;9;2;...]
sqrt(23)=[4;1;3;1;8;1;3;1;8;1;3;1;8;1;3;1;8;1;3;1;...]
sqrt(24)=[4;1;8;1;8;1;8;1;8;1;8;1;8;1;8;1;5;1;23;1;...]
sqrt(26)=[5;10;10;10;10;10;10;10;7;4;1;6;8331;12;2;3;11;1;1; ]
sqrt(27)=[5;5;10;5;10;5;10;5;10;4;1;11;3;2;4;8;2;1;1;1;...]
sqrt(28)=[5;3;2;3;10;3;2;3;10;3;2;3;10;2;1;3;3;1;25;3;...]
sqrt(29)=[5;2;1;1;2;10;2;1;1;2;10;2;1;1;2;10;2;1;1;2;...]
sqrt(3e)=[5;2;10;2;10;2;10;2;10;2;10;2;10;1;2;4;1;1;11;2;...]
sqrt(31)=[5;1;1;3;5;3;1;1;108;1;1;3;5;3;1;1;10;1;1;7;...]

N C:\Users)Elitebook\Documents\Szakdogahprog\numhiba\main.exe

sqrt(32)=[5;1;1;1;10;1;1;1;10;1;1;1;10;1;1;1;10;1;1;1;...] &
sqrt(33)=[5;1;2;1;10;1;2;1;10;1;2;1;10,;1;2;1;10;1;2;1;..
sqrt(34)=[5;1;4;1;10;1;4;1;10;1;4;1;10;1;4;1;10;1;55;1;...]
sqrt(35)=[5;1;10;1;10;1;10;1;10;1;10;1;10;1;11;23;1;5;2;1;...]
sqrt(37)=[6;12;12;12;12;12;12;12;1;1;2;3;1;1;8;3;5;1;19;1;...]
sqrt(38)=[6;6;12;6;12;6;12;6;11;1;3;1;1;1;1;3;1;36;1;2;...]
sqrt(39)=[6;4;12;4;12;4;12;4;12;4;38;3;2;4;1;4;2;9;2;92;...]
sqrt(4e)=[6;3;12;3;12;3;12;3;12;3;15;3;5;10;8;2;8;24;15;1;...]
sqrt(41)=[6;2;2;12;2;2;12;2;2;12;2;2;12;2;1;5;1;7;1;1;...]
sqrt(42)=[6;2;12;2;12;2;12;2;12;2;12;2;288;1;5;1;1;3;7;2;...]
sqrt(43)=[6;1;1;3;1;5;1;3;1;1;12;1;1;3;1;5;1;3;1;31;5...]
sqrt(44)=[6;1;1;1;2;1;1;1;12;1;1;1;2;1;1;1;12;1;1;1;...]
sqrt(45)=[6;1;2;2;2;1;12;1;2;2;2;1;12;132;2;2;1;13;9;...]
sqrt(46)=[631;3;1;1;2;6;2;1;1;3;1;12;1;3;1;1;2;6;2;...]
sqrt(47)=[6;1;5;1;12;1;5;1;12;1;5;1;12;1;5;1;11;1;1;1;...]
sqrt(48)=[6;1;12;1;12;1;12;1;12;1;12;1;12;1;10;16;1;8;8;3;...]
sqrt(58)=[7;14;14;14;14;14;14;11;1;1;6;2;1;7;262;1;7;3;4;2;...]
sqrt(51)=[7;7;14;7;14;7;14;7;20;8;39,5;5;7;4;2;631;1;1;...]
sqrt(52)=[7;4;1;2;1;4;14;4;1;2;1;4;14;4;1;3;7;1;5;3;...]
sqrt(53)=[7;3;1;1;3;14;3 1;1;3;14;3;1;1;3;14;1;4;2;1;...]
sqrt(54)=[7;2;1;6;1;2;14;2;1;6;1;2;14;2;1;6;1;1;2;1;...]
sqrt(55)=[7;2;2;2;14;2;2;2;14;2;2;2;14;2;2;1;1;6;1; 22 ]
sqrt(56)=[7;2;14;2;14;2;14;2;14;2;14;2;2;1;1;15;1;6;2; 1 ..
sqrt(57)=[7;1;1;4;1;1;14;1;1;4;1;1;14;1;1;4;1;1;14;1; ]
sqrt(58)=[7;1;1;1;1;1;1;14;1;1;1;1;1;1;14;1;1;1;1;1;. ]
sqrt(59)=[7;1;2;7;2;1;14;1;2;7;2;1;14;1;2;7;1;152;9;...]

, . . 4o+ m+tbd , . . . . P
egészrész levonasa utan is ™% alakt szdm marad modositott m és b érteé-

kekkel, illetve a reciprok vétele utan iigyeskedjiink a nevezé gyoktelenitésének
modszerével (bdvitiink a nevezs konjugaltjanak (-1)-szeresével, majd egysze-
riisitsiink, ha tudunk). Igy minden iteraci6 utan valamilyen W alakt
szamot kapunk. A program az algoritmus futasa soran végig csak m; b; c;
d értékeket tarolja, ahol d adott, m; b; ¢ pedig minden 1épés utan valtozik.
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Ezzel elkeriiltiik, hogy a szamitogép irracionélis szamokkal szamoljon. Ha igy

irjuk meg a programot, a lanctort alakban végig pontos értékeket kapunk.
Az informatika szakkorosok szamara hazi feladat a programot igy atirni.

A program keresse meg a legrévidebb peridédust is és irja ki a periédushosszat.
Egy kis segitséget nyijt legrovidebb periodus kereséséhez az alabbi tétel:

5.6. Tétel. (2]

Ha a d pozitiv egész és nem négyzetszaém, akkor a v/d ldnctort-kifejtésének
alakja: \/d = [ag; a1; ag; - . - ; ap_1; 2aq), ahol ag = [\/3] . Tovdbbd, ha xo = Vd,
co =1, mg = 0, dgy az egyszerisitett tortben |c;| akkor és csak akkor egyenld
1-gyel, ha r | i. Itt r a Vd kifejtésében a legrovidebb periddus hosszdt jeldli,

my; €s ¢; pedig az elébb leirt W—beli m és c értékek az eqyes iterdciok utdn
az eqyszerisitett tortben.

Ahhoz, hogy bemutathassam a lanctortek gyakorlati alkalmazéasait, egy
kicsit latszolag kezdjiink el massal foglalkozni:

5.7. Definici6. (Pell-egyenletek) Pell-egyenletnek az 2 — dy? = 1 alaku
diofantikus egyenletet neveziink, ahol a d (rogzitett) pozitiv egész és nem
négyzetszam.

Kérdezziik meg a szakkor résztvevéit, tudnak-e kapasbol megoldéast adni
egy ilyen egyenletre. Szinte mindenki latja, hogy = £1, y = 0 megoldasa
az egyenletnek. Ezeket hivjuk az egyenlet trivialis megoldasainak. De van-e
az egyenletnek nemtrivialis (azaz ezektdl eltérs) megoldasa?

Alakitsuk szorzattd a Pell-egyenlet bal oldalat:

(x+y-Vd)-(x—y-Vd) =1

Ebbdl kévetkezik, hogy ha x és y megoldasa a Pell-egyenletnek, akkor az
a+b-+/d alaka szamok kérében (a és b egészek), az x +y-Vd és . —y-V/d
szamok oszto6i az 1-nek, igy mindketten egységek. Mivel egy egység tetszGleges
hatvanya is egység, ezért ha létezik egy € # +1 egység, akkor az € hatvanyai
végtelen sok egységet adnak. Ez azt jelenti, hogy ha létezik a Pell-egyenletnek
nemtrividlis megoldésa, akkor végtelen sok megoldas van. [3]

5.8. Tétel. [2] Legyen d olyan pozitiv egész, amely nem négyzetszam. Ekkor
az 22 — dy? = 1 Pell-eqyenletnek végtelen sok megolddsa van.

5.9. Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy az 22 — dy? = 1 Pell-egyenletnek van
(x+y-Vd; z,y > 0 értelemben) legkisebb pozitiv megoldasa. Ezt a megoldast
az egyenlet alapmegoldasanak is szoktak nevezni.
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5.10. Tétel. [3] Legyen d olyan pozitiv egész, amely nem négyzetszdam, és
To, Yo az ¥* — dy* = 1 Pell-egyenletnek az a(z egyértelmien meghatdrozott)
megolddsa, amelyre ro > 0, yog > 0 és xo+yo - Vd minimdlis. Ekkor az dsszes
megolddst a kévetkezd képlettel megadott x és y egész szampdrok adjdk:
z+y-Vd=%x(xo+yo- Vd)", n=0;£1;+2; ..

Ezek szerint ha tudnank a Pell-egyenlet legkisebb pozitiv megoldasat,
akkor az Osszeset tudnank. De hogyan taldljuk meg a legkisebb pozitiv meg-
oldast? Errdl szol a kovetkezd tétel:

5.11. Tétel. [2], [{] Az 2*—dy* = 1 egyenlet minden pozitiv megolddsa meg-
taldlhato az x = h,, y = k, értékek kozott, ahol a Z—" szamok /d kifejtésének
szeletei. Legyen a \/d kifejtésének periddusa r. Az 22 — dy® = 1 dsszes pozitiv
megolddsdat az x = hpr_1, Yy = kpr_1 értékek adjak, aholn = 1;2;3;..., har
pdros és n = 2;4;6; ..., ha r pdratlan.

5.12. Megjegyzés. Ezek szerint az 22 — dy? = 1 Pell-egyenlet alapmegol-
désa x = h,_1, y = k,_1, ha r paros és x = hg,_1, y = ko,_1, ha r paratlan.

Héazi feladat az informatika szakkorosok szamara a programot olyan mo-
don tovabbfejleszteni, hogy kiirja az 22 — dy? = 1 Pell-egyenlet alapmegol-
désat is, illetve azt is, hogy hanyadik Z—" szelet adta az alapmegoldast Vd
lanctértalakjabol. !

A program altalam megirt valtozatanak outputja a kévetkezd oldalakon
megtalalhato.
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DN C:\Users\Elitebook\ Documents\Szakdogaprog\lanctortd\m:

sqrt(2)=[1; 2;... per.hossz: alapmego.: (x=3; y=2); i=1 -~
sqrt(3)=[1; 1; .. per.hossz: 2; alapmego.: (x=2; y=1); i=1

sqrt(5)=[2; 4; per.hossz: 1; alapmego.: (x=9; y=4); i=1

sqrt(6)=[2; 2;4;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=5; y=2); i=1

sqrt(7)=[2; 1;1,1,4,.,,] per.hossz: 4; alapmego.: (x=8; y=3); i=3
sqrt(8)=[2; 1;4;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=3; y=1); i=1
sqrt(1e)=[3; 6;. per.hossz: 1; alapmego.: (x=19; y=6); i=1
sqrt(11)=[3; 3; per.hossz: 2; alapmego.: (x=18; y=3); i=1
sqrt(12)=[3; 2; per.hossz: 2; alapmego.: (x=7; y=2); i=1
sqrt(13)=[3; 1; 365...] per.hossz: 5; alapmego.: (x=649; y=180); i=9
sqrt(14)=[3; 1; .. ] per.hossz: 4; alapmego.: (x=15; y—4)J i=3
sqrt(15)=[3; 1; per.hossz: 2; alapmego.: (x=4; y=1); i=1
sqrt(17)=[4; 8;. per.hossz: 1; alapmego.: (x=33; y=8); i=1
sqrt(18)=[4; 4; per.hossz: 2; alapmego.: (x=17; y=4); i=1
sqrt(19)=[4; 2; J3_,1 2;8;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=170; y=39); i=5
sqrt(2e)=[4; 2;8; per.hossz: 2; alapmego.: (x=9; y=2); i=1
sqrt(21)=[4; 1; ;85...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=55; y=12); i=5
sqrt(22)=[4; 1; ;8;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=197; y=42); 1i=5
sqrt(23)=[4; 1; .| per.hossz: 4; alapmego.: (x=24; y=5); i=3
sqrt(24)=[4; 1; per.hossz: 2; alapmego.: (%=5; y=1); i=1

3
sqrt(26)=[5; 1; per.hossz: 1; alapmego.: (x=51; y=10); i=1

HE
sqrt(27)=[5; 5;16;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=26; y=5); i=1

sqrt(28)=[5; 3;2;3;10;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=127; y=24); 1i=3
sqrt(29)=[5; 2;1;1;2;16;...] per.hossz: 5; alapmego.: (x=9801; y=1828); i=9
sqrt(3e)=[5; 2;18;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=11; y=2); 1i=1

sqrt(31)=[5; 1;1;3;5;3;1;1;10;...] per.hossz: 8; alapmego.: (x=1520; y=273); i=7
sqrt(32)=[5; 1;1;1;18;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=17; y=3); 1i=3
sqrt(33)=[5; 1;2;1;18;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=23; H

sqrt(34)=[5; 1;4;1;16;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=35; y=6); i=3
sqrt(35)=[5; 1;18;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=6; y=1); 1i=1

sart(37)=[6; 12;...]1 per.hossz: 1; alapmego.: (x=73; y=12); i=1 v

sqrt(38)=[6; 6;12;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=37; y=6); i=
per.hossz: 2; alapmego.: (x=25; y=4); i=

sqrt(39)=[6; 4;12;...]

sqrt(4e)=[6; 3;12;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=19; y=3); i=1

sqrt(41)=[6; 2;2;12;...] per.hossz: 3; alapmego.: (x=2049; y=320); 1i=5

sqrt(42)=[6; 2;12;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=13; y=2); i=1

sqrt(43)=[6; 1;1;3;1;5;1;3;1;1;12;...] per.hossz: 10; alapmego.: (x=3482; y=531); i=9
sqrt(44)=[6; 1;1;1;2;1;1;1;12;...] per.hossz: 8; alapmego.: (x=199; y=30); i=7

sqrt(45)=[6; 1;2;2;2;1;12;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=161; y=24); 1i=5

sqrt(46)=[6; 1;3;1;1;2;6;2;1;1;3;1;12;...] per.hossz: 12; alapmego.: (x=24335; y=3588); i=11
sqrt(47)=[6; 1,;5;1;12;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=48; y=7); i=3

sqrt(48)=[6; 1;12;.. per.hossz: 2; alapmego.: (x=7; y=1); i=1

sqrt(50)=[7; per.hossz: 1; alapmego.: (x=99; y=14); i=1

5
sqrt(51)=[7; 7;1 per hossz: 2; alapmego.: (x=50; y=7); i=1
sqrt(52)=[7; 4;1; per.hossz: 6; alapmego.: (x=649; y=98);
sqrt(53)=[7; 3;1; per.hossz: 5; alapmego.: (x=66249; y=916@);
sqrt(54)=[7; 2;1; . per.hossz: 6; alapmego.: (x=485; y=66);
sqrt(55)=[7; 2;2; per.hossz: 4; alapmego.: (x=89; y=12); i=3
sqrt(56)=[7; 2;14;... per.hossz: 2; alapmego.: (x=15; y=2); i=1
sqrt(57)=[7; 1;1;4;1;1;14;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=151; y=28); i=5
sqrt(58)=[7; 1;1;1;1;1;1;14;...] per.hossz: 7; alapmego.: (x=196@3; y=2574); i=13
sqrt(59)=[7; 1;2;7;2;1;14;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=530; y=69); i=5
sqrt(6e)=[7; 1;2;1;14; per.hossz: 4; alapmego.: (x=31; y=4); i=3
sqrt(61)=[7; 1;4;3;1;2;2;1;3;4;1;14;...] per.hossz: 11; alapmego.: (x=1766319649; y=226153980); i=21
sqrt(62)=[7; 1;6;1;14;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=63; y=8); i=3
sqrt(63)=[7; 1;14;. per.hossz: 2; alapmego.: (x=8; y=1); i=1

sqrt(65)=[8;
sqrt(66)=[8;
sqrt(67)=[8;
sqrt(68)=[8;
sqrt(69)=[8;
sqrt(70)=[8;

per.hossz: 1; alapmego.: (x=129; y=16); i=1
per.hossz: 2; alapmego.: (x=65; y=8); i=1
;1;1;2;5;16;...] per.hossz: 10; alapmego.: (x=48842; y=5967); i=9
per.hossz: 2; alapmego.: (x=33; y=4); i=1
33;3;16;...] per.hossz: 8; alapmego.: (x=7775; y=936); i=7
316;...1 per.hossz: 6; alapmego.: (x=251; y=3@); i=5 v

5.13. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy Waclaw Sierpinski: "Ele-
mentary Theory of Numbers” (PWN, Warszawa, 1987) konyv [4] 334. oldalan
lévé tablazataban hibas érték szerepel d = 29 esetén a Pell-egyenlet alapmeg-
oldaséra. A tablazat szerint az alapmegoldas (hibasan) x = 4901; y = 1820.
A program természetesen d = 29-re is helyesen adja meg az alapmegoldast:
x = 9801; y = 1820. Ez valoban j6, mivel 98012 — 29 - 1820% = 1.
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B C:\Users\Elitebook\ Documents\Szakdoga\prog\lanctortf\main.exe
sqrt(71)=[8; 2;2;1;7;1;2;2;16;...] per.hossz: 8; alapmego.: (x=3480; y=413); i=7

sqrt(72)=[8; 2;16;...] per.hossz: 2; alapmego.: (x=17; y=2); i=1

sqrt(73)=[8; 1;1;5;5;1;1;16;...] per.hossz: 7; alapmego.: (x=2281249; y=267000); i=13
sqrt(74)=[8; 1;1;1;1;16;...] per.hossz: 5; alapmego.: (x=3699; y=43@); i=9

sqrt(75)=[8; 1;1;1;16;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=26; y=3); 1i=3

sqrt(76)=[8; 1;2;1;1;5;4;5;1;1;2;1;16;...] per.hossz: 12; alapmego.: (x=57799; y=6630); i=11
sqrt(77)=[8; 1;3;2;3;1;16;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=351; y—4a), i=5

sqrt(78)=[8; 1;4;1;16;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=53; y=6 =

sqrt(79)=[8; 1,;7;1;16;...] per.hossz: 4; alapmego.: (x=80; y-9)J i=3

sqrt(80)=[8; 1;16;.. per.hossz: 2; alapmego.: (x=9; y=1); i=1

sqrt(82)=[9; 1
sqrt(83)=[9; 9
sqrt(84)=[9; 6
sqrt(85)=[9; 4
sqrt(86)=[9; 3
sqrt(87)=[9; 3
sqrt(88)=[9; 2
sqrt(89)=[9; 2
sqrt(9e)=[9; 2
sqrt(91)=[9; 1;
1
1
1
1
1
1
1
1

per.hossz: 1; alapmego.: (%=163; y=18); i=1
per.hossz: 2; alapmego.: (x=82; y=9); i=1
per.hossz: 2; alapmego.: (x=55; y=6); i=1
;---] per.hossz: 5; alapmego.: (x=285769; y=30996); 1i=9
51;1;1;3;18;...] per.hossz: 10; alapmego.: (x=164€5; y=1122); i=9
per.hossz: 2; alapmego.: (x=28; y=3); i=1
;2;18;...] per.hossz: 6; alapmego.: (x=197; y=21); i=5
;18;...] per.hossz: 5; alapmego.: (x=500001; y=536€6@); i=9
per.hossz: 2; alapmego.: (x=19; y=2); i=1
,1,18,...] per.hossz: 8; alapmego.: (x=1574; y=165); i=7
;1;18;...] per.hossz: 8; alapmego.: (x=1151; y=120); i=7
51;1;1;18;...] per.hossz: 10; alapmego.: (x=12151; y=1260); i=9
;1;8;1;5;1;1;3;2;1;18;...] per.hossz: 16 alapmego.: (x=2143295; y=221064);
.| per.hossz: 4; alapmego.. (x=39; ; i=3
.] per.hossz: 4; alapmego.: (x=49; y-5), 1
1
]
p

sqrt(92)=[9;
sqrt(93)=[9;
sqrt(94)=[9;
sqrt(95)=[9;
sqrt(96)=[9;
sqrt(97)=[9;
sqrt(98)=[9;

>

;1;5;1;18;...] per.hossz: 11; alapmego.: (x=62809633; y=6377352); i=21
per.hossz: 4; alapmego.: (x=99; y=1@); i=3

315
8.
sqrt(99)=[9; 1 er.hossz: 2; alapmego.: (x=18; y=1); i=1
max. periddus helye: d=94, hossza: 16

max. alapmego. helye: d=61, értéke: (x=1766319049; y=226153980)
Press any key to continue . . .

i=15

Ugy gondolom, a bevezetésben osszefoglalt célokat sikeresen megvalosi-
tottam. A hitelesség érdekében a program C++forraskodja is megtalalhato

lentebb.

#include <iostream >
#include <cstdlib>
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <windows.h>
#include <vector>
using namespace std;

0 N O oA W N

©

int lnko(int a, int b)

10 {

11 int tmp;

12 a=fabs(a);
13 b=tfabs (b);
14 if (a<b)

15 {

16 tmp=b;
17 b=a;

18 a=tmp ;
19

20 while (b>0)
21 {

22 tmp=b;
23 b=a%b ;
24 a—tmp;
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}

return a;

int main()

{

setlocale (LC_ALL, "hun");
int d=1;

int maxper—=0;

int maxperhely=0;

long long int maxmegox=0;
long long int maxmegoy=0;
int maxmegohely=0;

while (d<=100)

vector<int> a;
vector<int> b;
vector<int> c;
vector<int> egesz;
int p;

int q;

int r;

int o;

int perhossz;

bool per=false;

if (sqrt(d)!=floor(sqrt(d)))

egesz.push_back(floor(sqrt(d)));
a.push_back(—egesz[0]) ;
b.push_back (1) ;

c.push_back(1l);

while (!per)

p=c.back()*a.back();
g=c.back () *b.back () ;
r=dx*(b.back())*(b.back())—(a.back())*(a.back());
o=lnko (1lnko(p,q) ,T);

p=p/0;

q=q/0;

r=r/o;

egesz.push_back(floor ((ptaxsqrt(d))/r));
a.push_back (p—rxegesz.back());
b.push_back(q);

c.push_back(r);

28

if (a.back()=—a.at(0) && b.back()=—b.at(0) && c.back()=—c .«

at (0))

perhossz=a.size () —1;
per—true;

}

cout << "sqrt (" << d <<")=[" << egesz[0] << "; ";
for (unsigned int i=1; i<egesz.size(); ++i)

{ cout << egesz.at(i) << ";";}

cout << "...|" << " per.hossz: " << perhossz;
if (perhossz>maxper)

maxper—perhossz;
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82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102

103
104

106
107
108
109
110
111
112

113

114
115
116
117 }

maxperhely=d;

}

vector<long long int> h;
vector<long long int> k;
int alapindex;
h.push_back (0
k.push_back (
h.push_back(
k.push_back(
n (
k
i

)
.push_back esz.at(0));
.push_back (1) ;
f (perhossz%2==0)

{ alapindex—perhossz —1;}
else

{ alapindex—2%perhossz —1;}
for (int i=0; i<alapindex; +-+i)
{

h.push_back(egesz.at (((i)%perhossz)+1)xh.at(i+2)+h.at(i+1));
k.push_back(egesz.at (((i)%perhossz)+1)xk.at(i+2)+k.at(i+1));

}

cout << " alapmego .: (x=" << h.back() << ";
") g i=" << alapindex << endl;
if (h.back()>maxmegox )

maxmegox=h.back () ;
maxmegoy=k.back () ;
maxmegohely—d;

}
}
d=d+1;
}

cout << "max. periodus
maxper << endl;

cout << "max. alapmego.
<< maxmegox << "; y=" << mazxmegoy << ")" << endl;

helye: d=" << maxperhely << ",

system("pause");
return 0;

helye: d=" << maxmegohely << ",

y=" << k.back() << ¢«

hossza: " << «

erteke: (x="<
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