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Bevezetés

A linearis programozés egy linedris megengedettségi probléméja adott A € Z™*™ méatrix

és b € Z™ vektor esetén az alabbi rendszer megengedett megoldésat megtalalni:
Ar=b,2 >0, (1)

vagy bizonyitani, hogy az egyenletrendszernek nincs nemnegativ megoldasa. Az elsé
gyakorlatban hasznalt algoritmus a szimplex modszer volt, egy kombinatorikus algorit-
mus, melyet Dantzig [1] publikalt 1947-ben. Bar a gyakorlatban hatékony, futési ideje bizo-
nyos feladatokra akir exponencialis is lehet. Kés6bb szamos algoritmus sziiletett a feladat
megoldasara, mint Agmon, Motzkin és Schoenberg relaxacios modszere 1954-ben. Az elsd
polinomialis futasi idejd algoritmus az ellipszoid médszer volt, melynek polinomialis vol-
tat Khachiyan [2] orosz matematikus igazolta 1978-ban. Neumann Janos Dantziggal vald
levelezésében ismertette az els6 bels6pontos modszert a linedris megengedettségi feladat
megoldéasara. Ez az algoritmus nem polinomialis idejt, és a gyakorlatban sem hatékony,
am szamos, az utobbi évtizedekben sziiletett polinomialis futéasi idejd algoritmus alapjaul
szolgal. Neumann algoritmusat Dantzig [6] publikalta 1984-ben. Ezt kovette Karmarkar
[7] bels6pontos modszere ugyan ebben az évben. Chubanov [4] 2012-ben egy, a relaxéacios
modszeren alapuld algoritmust tett kozzé, illetve 2013-ban [11] egy Neumann [6] algorit-
musan alapul6 modszere is sziiletett, melyet ez a dolgozat is bemutat.
E szakdolgozat téméaja olyan, az utobbi 15 évben sziiletett algoritmusok részletezése,
melyekben egyszeri iterativ modszereket és djraskalazo lépéseket kombinélva a linearis
programozas polinomidlis futasi idejii algoritmusaihoz jutunk. Bar ezek a modszerek las-
sabbak, mint néhany belsé pontos moddszer, abbol a szempontbdl el6nytsebbek lehetnek,
hogy a benniik hasznalt legbonyolultabb mtveletek vektor- és matrixszorzasok.
Az els6 fejezetben két fent emlitett algoritmust, Neumann algoritmusat és a relaxidcios
modszert foglaljunk 6ssze. Ezen kiviil Dunagan és Vempala [8] 2008-ban publikalt algorit-

musanak koordinatavaltoztatd 1épését is ismertetjiik itt, hiszen ez a masodik és harmadik
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fejezetekben targyalt két Dadush-Végh-Zambelli-algoritmus [6] alapja. A 4. fejezet téma-
ja a mar emlitett Chubanov [11] algoritmus, végiil Végh Laszl6 és Giacomo Zambelli [5]
relaxacidés modszeren alapulé buborék algoritmusa zarja a dolgozatot. A fiiggelékben a
dolgozatban hasznalt jelolések szerepelnek, illetve a kodolasi méret fogalmanak részlete-

zése.



1. fejezet

Korabbi iterativ linearis programozasi

algoritmusok

Ebben a fejezetben olyan algoritmusok rovid lefrasa talalhatdé meg, melyek a késébbi fe-

jezetekben ismertetett modszerek alapjaul szolgalnak.

Szamos algoritmus ismert az £, = {x € R} : Ar =0} ,az A, = {x € R} : Ax = b} vagy
az Ei ={z € R} : Jy € R*: z = Ay} poliéderek egy nem nulla pontjanak megtalala-
sara. A legtobb iterativ mddszerben az alabbi 1épések talalhatéak meg L, egy pontjanak
meghatarozasahoz:

Minden iteraci6 soran fenntartunk egy nemnegativ z € R™ vektort, ami nem a nullvektor.
Az x vektorbol kiszamoljuk y-t az y = Ax képlettel, e vektor norméjanak csokkentése a
cél.

(1) Ha y = 0, akkor = az L, egy pontja.

Ha ATy > 0, akkor ATy € L. = {z € R% : Az =0}

(2) Kiilonben kivalasztunk egy olyan k € [n] indexet, melyre aiy < 0 és Gjradefinialjuk a

hasznalt vektorokat a kovetkezGképpen:
/. A ! /8
Yy = ay+ Pag, ' = ax + mek, (1.1)
k

ahol az « és B szorzotényezGk algoritmusonként valtoznak.
Ezen algoritmusok konvergenciajanak vizsgalatanél egy fontos mennyiség a kondicidészam,

melyet p-val jeloliink és az alabbi modon definialhato:

o AT
pa = max mina;y.

lyll=1,y€R™ j€n]
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Geometriailag |pa| az origo tavolsaga a conv(A) halmaz hataratol. p4 > 0 akkor és csakis
akkor, ha az origo conv(A)-on kiviil helyezkedik el. Ekkor py az {y € R™: ATy > 0}
duélis kupba irhato legnagyobb gomb sugara, melynek kozéppontja az origé kozépponta
egységgdmb egy hatarpontja. Illetve p4 < 0 pontosan akkor teljesiil, ha az origd COHV(A)

belsejében van, ekkor —p,4 a legnagyobb origo6 kézépponti conv(A)-ba irt gdmb sugara.

Kiilonben py = 0.

1.1. Dunagan és Vempala algoritmusa

Dunagan és Vempala [8] algoritmusaban o =1 és 8 = —(a} y), tehat

—(agy) )
|a|

/

v =y + —(@y)ar, 2’ =+

[ ezen valasztasa azért célszert, mert ov = 1 esetén ||y/|| ekkor lesz a lehet legkisebb. y

norméaja igy a kovetkezdképpen valtozik:

11l = lly = (axy)axll = Iyl (v — (@

A A

IIyII\/II?)II2 — 2§ay Ya + ag Yarag ja, = [ly[\/1 — (a79)*.

Egy iteracidé sordn minél nagyobb az a; és az y &altal bezart szog, annal kisebb annak
szinusza (az utolso gyokjel alatti kifejezés éppen ez az érték). Tehat a legnagyobb norma-
csOkkenést annak az oszlopvektornak a felhasznaldséval érhetjiik el, amelyik a legnagyobb
szoget zarja be az y vektorral.

Ha van olyan k index, amelyre aly < —e, akkor vektorviltoztatast hajtunk végre. v’
norméja ekkor jelentésen csokken: ||| < ||yl|v/1 — &2

1.2. Neumann algoritmusa

Neumann algoritmusat egyszertisége miatt gyakran valasztjak 0j linearis programozasi
algoritmusok alapjaul, de a gyakorlatban ritkdn alkalmazzak lassi konvergencidja miatt.
Itt az y vektor az A oszlopvektorainak konvex kombinacidja. Az «, 5 > 0 paramétereket
ugy valasztjuk, hogy a+ 8 = 1 és ||| a lehetd legkisebb, tehat ¢ a legkisebb normaja

pont az y-t ai-val Osszekotd szakaszon. Az alabbi rendszer egy megengedett megoldasat



keresi Neumann algoritmusa:

Ax =0,
1x =1,
z >0,

ahol A € R™" ¢s ||la;|| =1 V) € [n].

Qs

1.1. Abra. Neumann algoritmusénak egy lépése: y' meghatarozésa

Geometriailag az A matrix a; oszlopai az S origd kézéppont1, 1 sugart gémbfelszinen
fekvs pontok. A feladat olyan nemnegativ x; stlyokat taldlni a a; pontokhoz, hogy stlyo-
zott kozéppontjuk a 0 legyen.

Az algoritmus az orig6 barmely 2° kozelité vektoraval inicializalhato, melyre ! > 0 és

12! = 1. Az elsG iteracié soran

I% = 17 gj]l =0 \V/] 7é 17 y1 = a1, Uy = ||y1||7 t=2.



A t. iteraci6 leirasa (t > 2): Adott egy kozelité megoldas:

p=at 20 3 =y = Y e e =y

(1) Keressiik meg azt az a; pontot, melyre az (a;,0,y""!) szdg a legnagyobb:

s = argmin(y' )" a;;
J

(2) Legyen v = (y*"')Tas. Ha v > 0, akkor minden a; pont a 0-na atmend, az y*~' pont
iranyara meréleges hipersik altal meghatarozott egyik féltéren helyezkedik el. Igy a linearis
megengedettségi feladat nem megoldhato, mivel a a; pontoknak nem lehet olyan konvex
kombinaci6ja, mely a O-t eredményezi.

(3) Valasszuk ki a kdvetkezs y! kozelité pontot, mely az origohoz legkdzelebbi pont a

y'~l-et a,-el 6sszekots szakaszon.

y' =2y (1= Mg
ul =+ (1= \);

ol =i ha j £ s és al= Al 4 (14 N);

ahol \-t agy valasztjuk, hogy u; = ||y|| minimalis legyen:
A= (1—v)/(ul, —2v+1).

A-ra teljesiil, hogy 0 < A < 1, mivel v = (y"1)Ta, < 0. Tletve u; < uy_1, mivel u;_; az
(vt y*,0) derékszogli haromszog atfogdja, u; = 0y’ pedig ugyanezen haromszog egyik
befogobja.

(4) t:=t+1, goto (1)

Neumann algoritmusa minden iteracié soran egyszeri szamitasokat hajt végre. A leg-
komplikaltabb miivelet a matrix-vektor szorzas a 2. 1épésben, amikor az a, oszlopot kiva-
lasztjuk, ez O(nm) miiveletet igényel. Az algoritmus konvergenciajat Dantzig [9], illetve
Epelman és Freund [10] vizsgaltak. Az utobbi szerzépéaros megallapitasa alapjan ha az
origd az a; vektorok konvex burkéban van, akkor ||y/|| < [ly||r/1 — p% minden iteraci6

soran.



1.3. Relaxacidos modszer

Adott az Ax < b egyenl6tlenségrendszer, a x° kezdépont és a A > 0 szam. Hatarozzuk
megy a ', 22, ..., pontokat a kovetkezSképpen.

Ha az i iteracioban létrehozott a z° vektorra Az' < b, egy megoldast talaltunk, és az
algoritmus megall.

Kiilonben létezik egy olyan aix < by, egyenlStlenség, melyet 2! megsért. Legyen ekkor 24+

a kovetkezé:

ritlet tehat a 2° pontnak az ayr = by, egyenlet megoldésai altal meghatarozott hipersikra
valo meréleges vetitésével kapjuk. Ha A\ = 2, akkor 2°*! a z' tiikorképe erre a hipersikra,
A = 1 esetén pedig a merGleges vetiilete. Motzkin és Schoenberg megmutattak, hogy A = 2

valasztassal esetén az algoritmus befejezédik, ha az {x : Ax < b} teljes dimenzidju.
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2. fejezet

Dadush, Végh és Zambelli algoritmusa

Dunagan-Vempala skalazassal

Legyen A = [a, as, ..., a,] egy m X n-es m-rangu egész szamokbol allo matrix. A fejezet-
ben ismertetett algoritmus [6] az {z € R", Az = 0} poliéder egy minden koordinatajaban
pozitiv x pontjat keresi koordinatacsokkentd iteraciokkal és tjraskalédzo lépésekkel. Az
algoritmus kib6vitheté az Ax = 0, x > 0 rendszer maximalis tartdji megoldasanak kere-
sésének probléméjara.
Az

Az =0,2>0 (2.1)

primal feladat az Az = 0, —x < —1 rendszer megoldhatosagaval ekvivalens, igy a dualitas

tételbdl kovetkezik, hogy a primal poliéder akkor és csakis akkor nem iires, ha az
yA>0, (yA)1 >0 (2.2)

dualis feladatnak nincs megoldésa.

Az algoritmus a Dunagan és Vempala altal hasznélt koordinatavaltoztato 1épést alkal-
mazza az A matrix oszlopain. Addig hajtja végre ezeket az iteraciokat, amig ||y|| lényeges
csOkkenését tapasztaljuk, kiilonben ujraskalazzuk a matrixot, hogy geometriailag atala-

kitsuk a problémét.
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2.1. Az algoritmus leirasa

! (2.3)

Az alabbiakban ismertetett algoritmus a kdvetkez6 paramétereket hasznalja:
N =6mL,d:= mn ———
| 0 A AT T

° T Tim

Algorithm 1

Input: Egy A € Z™*" m rangi matrix
Output: Az Ax = 0, x > 0 rendszer megoldéasa, vagy tanusitvany arra, hogy nem meg-

oldhat6
Legyen x; :=1Vj € n és y:= Ax. Legyen t := 0.

while ||y|| >dést < N do
if ATy >0 then
STOP, az {z € R", Ax = 0,2 > 0} poliéder iires

else legyen k := argmin;e, al g

if aly < —¢ then koordinatavaltoztatés
) ST NG - agy
=y — (apy)a; T =1 — Tl €%

else tdjraskalazas:

A= (I +g9")A;
Y = 2y;
t:=1+1;
end if
end if
end while

if |ly]| <d then
a rendszer megoldésa z 1=z — AT(AAT)—ly;

else nincs megoldés

end if
Az ujraskalazassal a célunk a kondiciészam javitasa. |pa| helyett a P4 politoppal dol-

gozunk, melyet a kovetkez6képpen definidlunk:

Py == conv(A) N (—conv(A)).

|pa| a legnagyobb P4-ba irt orig6 kézépponta gémb sugara.
Ha dfg > —¢, akkor Py C {2 € R": —¢ < §72 < &} (a 2.1 abran ezt a sziirke alakzat
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szemlélteti). Ha az A matrixot az A’ = (I + §§7)A matrixra cseréljiik, megmutathato,
hogy P4 térfogata legalabb 3/2-szerese P, térfogatdnak. Geometriailag A’ egy olyan li-
nearis transzformacioval kaphato, mely A oszlopait ¢ irAnyaba kétszeresére nyujtja.
Tehat minden iteracié soran az aktualis y vektor hosszanak lényeges csokkenését, vagy Py
térfogatanak konstans szorzoval valo névekedését érjiik el. Mivel P4 térfogata legfeljebb
akkora, mint az m dimenzios egységgémb térfogata, igy az algoritmus nem hajthat végre
tal sok atskalazast, ha az eredeti P4 poliéder nem fires.

Az A matrix méretében polinomialis szamu iteracié utan arra jutunk, hogy (1) nem meg-
oldhato, vagy kapunk egy y vektort, melynek euklideszi norméja ¢ -nal kisebb. Ez utébbi
esetben megmutatjuk, hogy az aktualis = vektor merdleges vetiilete A nullterére a linearis

megengedettségi feladat egy megoldasa.

2.1. dbra. Egy jraskalazo 1épés, mely P4-t g irAnyaban (az abra forrasa: [6])

2.2. Térfogatvaltozas

Az aldbbi lemma a P, poliéder egy atskalazo lépés utani térfogatvaltozasarol szol, mely

fontos az algoritmus polinomiélis voltdnak igazolasahoz.

2.2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy (1) megoldhatd. Legyen 0 < ¢ < 1/(11m), v € R™,
|lv]| = 1 4gy, hogy d?v > —eVjel...n. Legyen A = (I +vvl)A.
Ekkor vol(Puy) > 3vol(Py).
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Bizonyitas. Legyen A = (I + vvl). Elegendd megmutatnunk, hogy TPy C (1 + 3g)Pa.
Ebbsl mar kovetkezik a lemma, mivel vol (T Pa) = 2vol(Pa), felhaszndlva, hogy bazistransz-
formdcidval kiszdmolhato, hogy det(T) = 2.

Ebbol ara jutunk, hogy vol(Ps) > 2v0l(P4)/(1 + 3e)™ > 2vo0l(Py), ahol az utolsd egyen-
I6tlenség az aldbbibol kivetkezik: In(1+ 3e)™ < In(1+3/(11m))™ < & < Ing.

TPy C (1+ 3¢)Pa bizonyitdsihoz tekintsink egy tetszéleges z € Py pontot. Py szimet-
rikussdga miatt elegendd beldtni, hogy Tz € (1 + 35)00711}(121’). Definicio szerint létezik
A € RY wektor, hogy >0\ \j =1 és z =37 | \ja;. Ekkor

TZ—Z/\Taj:Z)\HT” |a’) Z/\\/1+3UTCLJ)CAL (2.5)
7=1

Muwvel feltettik, hogy 0 € comj(fl’), igy elegendd beldtni a kovetkezd egyenldtlenséget:

Z)\ V1430w a;)? <1+ 3.

Az egyenldtlenség bal oldaldn lévd tagra tekinthetiink gy, mint a v'a; értékeket \;
valdsziniséggel felvevd valdsziniségi vdltozo vdrhato eqy fiigguényének vdrhato értékeére.
Tudjuk, hogy v"a; a [—¢, 1] intervallumon veszi fel értékeit és |E[X]| = | X7 AjwTa;| =
[T 2.

Tekintsiik az X € R wvaldszinidségi vdltozdt, mely a [—e,n| intervallumon veszi fel az ér-
tékeit, ahol 0 < ¢ < n és E[X]| = p. A lemma bizonyitdsihoz elegendd megmutatni,
hogy EINV1+ cX?] < \/1+cn(e + p). Ezt alkalmazva X = vTa; ésm =1 helyettesitésével

Z)\\/1+3 ;)2 <143+ [v72]) <1+3(2) <1+ 3e.

A mdsodik egyenlotlensegnel kihasznaltuk, hogy z és —z is a Py poliéderben wvan, igy

ugyanis

[vT2| <e.

A wvdrhato érték fiigguényének felsébecsléséhez tekintsiik az

affin interpoldcios figgvényét /1 + ca?-nek a [—¢e,n] intervallumon. Mivel /1 + cx? egy
konvez figgvény, igy [(x) > V1 + cx? minden x € [—&,n| pontban.
FEzdltal E[V1+ cX?| < E[l(X)] = (E[X]) = l(n), mivel | egy affin fiiggvény.
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Ebbol azt kapjuk, hogy

Z(M):%‘/l‘FCEZ‘FM—ig'/l"‘C??ZS\/1+C(n_u€2+'u+€772) —
nre n—-e

n+e n+e

(mivel \/x konkdv figguény)

=V1+cne+(n—e)p) < /1+en(e+ |ul),

ahol az utolso egyenldtenségnél kihaszndltuk, hogy ¢ <n. U

2.3. Paraméterbecslések

Az algoritmus futasi idejének megallapitasdhoz néhany az A matrix kddolasi méretétsl
fiiggs paramétert sziikségeltetik becsiilni. Az alabbi két allitas bizonyitasanél felhasznal-
juk, hogy egy A métrix minden B négyzetes részmatrixara teljesiil, hogy |det(B)| < 2 (
5.6.1).

2.3.1. Allitas. § > 2-3L,

Bizonyitas. Egy B matrix sorainak illetve oszlopindexeinek részhalmazat P-vel és (Q-val
jelolve legyen Bp g azon részmatrixa B-nek, melynek sorai a P halmazban lév6 indexeknek
megfelel6 sorok és oszlopai a () halmazban 1év6 indexeknek megfelel6 oszlopok. Legyen
M = AAT. A Cauchy-Binet formula szerint ¥V < k < m és barmely P,Q C [m], |P| =

|Q| = k valasztéssal

det(Mp’Q)2 = Z det(Apr)det(AQjU) S (Z) 22L S 23L,

UClm]

|U|=k
ahol az utols6 egyenlétlenségnél kihasznaljuk, hogy (Z) <nFeés L >m-logn.
Emiatt az M matrix adjungalt métrixanak, adj(M)-nek minden tagjanak abszolutértéke
legfeljebb 231, igy az adj(M)a; vektor minden koordinataja legfeljebb m23L, j € [n].

Kévetkezésképpen |Jadj(M )a;||* < m32°F < 265, Mivel M~ = 44 oy § > 4t > 9-3L,
U

2.3.2. Allitas. Ha az origé conv(A) belsejében van, akkor conv(A) 2 B(0,272F)
és [lpall > 27°F.
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Bizonyitas. Az allitas els6 felének bizonyitdsahoz legyen p egy az origbhoz legkozeleb-

bi pont conv(A) hataran. Mivel p a conv(A) egy oldala tartalmazza, igy létezik egy

m X m-es nemszingularis B részméatrixa A-nak gy, hogy p az origdb mer6leges vetiile-

te a H .= {y € R™ : 3z agy, hogy y = Bz,eTr = 1} halmazra. Ha (B~!)Te -t 7 -val

jeloljiik, akkor H = {y € R™ : 4Ty = 1}, igy p = —/||7||7. Mivel a B matrix minden

elemének abszolutértéke legfeljebb 2%, igy v minden koordinataja legfeljebb d’:t—?;). Igy
m?/29L

IVl < Smmy < 2L ahol az utolsé egyenlGtlenség a 2° > L > mn > m?/ becsléshbél és

abbol kovetkezik, hogy det(B) > 1, mivel A egész szamokbol all6 matrix.

Az allitdas masodik részének igazolasahoz legyen o = minjcp, [|la;]|. Ekkor conv(A) C
a~'conv(A), igy |pal > o !Ip||. Mivel o < 2" kapjuk, hogy [pa| > (ay]})™" > 27%F. O

2.4. Az algoritmus helyessége

2.4.1. Tétel. Egy adott A € Z™*"™ mdtrizra az algoritmus az az Ax = 0, x > 0 linedris
megengedettségi probléma egqy x megolddsdt adja akkor és csakis akkor, ha az megoldhatd.

A while ciklus iterdcidinak szama O(m3L), a teljes miveletigény pedig O((m3n+mn?)L).

A probléma nem megoldhato, ha az algoritmus talal egy olyan y # 0 vektort, mely-
re ATy < 0, hiszen y tantsitvany a duél feladat megoldhatosagara (mivel |ly|| > 4, igy
y # 0). Tekintsiik azt az esetet, amikor az algoritmus N tjraskalazés utdn megéll, és
indirekt tegyiik fel, hogy (1) megoldhato. Ekkor conv(A) tartalmaznd az origot, igy a
2.3.2. Allitas miatt az eredeti P, poliéder tartalmazna egy legalabb 273L sugari gémbét.
Tehat vol(Pa) > V;,273™F lenne kezdetben, ahol V,, az m-dimenzits egységgomb térfo-
gatat jeloli. A 2.2.1 Lemma miatt N iteracio utan vol(Py) > (3/2)V273"LV, > V,,, ami
ellentmondashoz vezet, mivel P, az m-dimenzi6s egységgémbben van.

Tekintsiik azt az esetet, amikor az algoritmus |ly|| < § feltétellel megall, jeloljiik a két
output vektort z-al és y-al. Vegyiik észre, hogy minden iteréci6 soran fenntartottuk, hogy
y = Az és x; > 1 V) € [n]. Tekintsiik az A kezdeti matrixot és legyen A az algoritmus
utolso iteraciojaban hasznalt alapméatrix, tehat § = AZ. Legyen 2’ az algoritmus altal szol-
galtatott megoldas, vagyis 2/ = 7 — AT(AAT)~'y. Ekkor Az’ = A(z — AT(AAT)1y) =
Az — =0 (2 az T merGleges vetiilete az z : Az = 0 altérre).

Igazolnunk kell, hogy Az’ = 0 és 2’ > 0. Az A matrixot A djraskilazasainak sorozatabol
kaptuk, tehat T'A alakba irhato, ahol

T=+vvl)...(I+uv0])
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olyan vy, ... v, € R™ vektorokra, melyek norméaja 1, tehat Az’ = T-' Az’ = 0.
Igazolnunk kell, hogy 2’ > 0. Legyen z := Az, 2 = T"'Az = v.

Tetsz6leges v € R™ 1-norméju vektorra (I 4+ vo’)™t =1 — svv”, gy

1 1
T'=(- EvlvT) (= §vkva).

Figyeljiik meg, hogy barmely y € R™ vektorra és minden v € R™ egységnormaji

vektorra

1 1 3
11 - §WT)y||2 = lyl* — yov'y + Zvayvay = |lyl* - Z(va)2 < lyl*.
Ebbdl kovetkezik, hogy ||z]| < ||g|| < J. Tehat

v =7 - AT(AAT) gy =3 - AT(AAT) 'y =3 — AT(AAT) 2 >0,

ahol az utolsé egyenlGtlenség abbol adodik, hogy 7, > 1, j € [n] és

- - 1 ,
jaj (AAT) 72 < [[(AAT) P asllll=]] < 56 =1 V) € [n].

2.5. Futasi 1d§ becslés

Minden koordinatavaltoztatas soran |ly|| az (1 — &2) szorzotényezGvel csokken. Amikor
jraskalazunk, ||y|| a 4-szeresére ns. Kezdetben y = Ae, ekkor ||y||*> < 2L. Ezekbdl kvet-
kezik, hogy k koordinatavéltoztatas utan teljesiil a 62 < [|Ae||24N (1 — 2)k < 24L+2N ke’

egyenlStlenség. A 2.3.3. Allitas miatt 6 > 2721, igy
k<e?(8L+2N) = 121m*(8 + 12m)L.

Igy az iteraciok szama az algoritmus futdsa soran legfeljebb N + k = O(m3L).

Minden koordinatavaltoztato 1épés soran ATy kiszamolasa O(n) lépést vesz igénybe, fel-
téve, hogy az AT A matrixot mar kiszamoltuk minden tjraskalazas utan. Az Gjraskalazo
lépések szama O(mL), (I +gy"

AT (I 4+ 99" (I + 997) A kiszamolasa O(n?)-et, feltéve, hogy AT A-t mar kiszamoltuk. Igy

)A kiszamitasa O(nm) elemi szamolasi lépést igényel, mig

az algoritmus teljes miveletigénye O((m3n + mn?)L).
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2.6. Alkalmazis maximalis tart6ji megoldas keresése

Egy masik feladat, az (1) rendszer maximalis pozitiv koordinataji megoldasanak megke-
resésére is hasznalhato az algoritmus. Jelolje S az £, halmaz tartojat, S = supp(L,).
Az ismertetett algoritmus csak az S = [n] esetet kezeli.

Egy H C [n| indexhalmazra Ap jelolje A-nak azt a részmatrixat, mely a H-nak megfele-
16 oszlopokat tartalmazza. Jelolje a; = ||a;|| az eredeti matrix i. oszlopvektoranak hosszat.
Az maximalis tartéhalmaz keresésének algoritmusa a fejezetben ismertetett LP-algoritmust

hivja meg tobbszor az A matrix oszlopainak részhalmazain az alabbi paraméterekkel:

1
T Toman

Kezdetben az egész A matrixon futtatjuk az alap algoritmust, majd elhagyjuk A-

N = 12m’L , K = 23mEN/Am (2.6)

nak olyan oszlopait, melyek nem lehetnek benne az S halmazban. Az aktualis H C [n]

oszlophalmaz igazolhatoéan tartalmazza az egész S-et.

Algorithm 2 Algoritmus maximaélis tartdju megoldéas keresésére

Input: A € Z™*", m-rangt matrix, ||a;|| = o;.
Output: Egy maximalis tartoji megoldasa az Az = 0, x > 0 rendszernek.
Legyen H = [n]
while H # () do
Futtassuk az 1l-es algoritmust az ij paraméterekkel
if egy x megoldast kapunk then STOP
Az output S = H , és az x megoldast kibovitjiik z; = 0-val minden i € [n] \ H
end if
if egy y # 0, ALy < 0 vektort ad az algoritmus then
Legyen H = H \i: aly > 0 és futtassuk az algoritmust Gjra Ag-n
end if
if ||yl > d az 1-es algoritmus befejezésekor then
Legyen H =i € H : ||a;|| < Ka; és futtassuk az algoritmust Gjra Ag-n
end if
end whileOutput S = 0.

Ha az LP-algoritmus a H halmazhoz talal egy teljes tartoju megoldést, akkor S = H,
tehat a maximalis tart6ji megoldas az output. Ha egy nem nulla vektort talal, mely telje-

siti az ATy > 0 feltételt, akkor elhagyjuk H-bol az dsszes olyan i indexet, melyre aly > 0,
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mivel ezek nem lehetnek S-ben. Ha az alap algoritmus egyik outputtal sem fejezddik be
N tjraskilazéast kovetGen, akkor megvizsgaljuk az tjraskalazasok utani vektorok hosszat.
Minden olyan ¢ indexet kivesziink S-b6l, melynek hossza legaldbb K-szorosara nétt az

eredeti input méretéhez képest. Az algoritmus helyessége az alabbi tételen alapszik.

2.6.1. Tétel. (bizonyitds nélkil) Tegyik fel hogy az 1-es algoritmus nem fejezddik be N

ugraskdldzo lépés utdan, a (2.6) paraméterek haszndlatdval. Fkkor ||a;|| < Ka; azt jelenti,
hogy i ¢ S.

A tétel magaba foglalja, hogy S C H fennéll az algoritmus minden lépésekor. H di-
menzidja minden iteraci6 soran legalabb eggyel csokken, igy az 1-es algoritmus m iteracion
beliil megall.

Az alap algoritmus a modositott paraméterekkel O(mP°L) futasi idejo, {gy a maximélis
tartohalmaz keresésének miiveletigénye O(m®nL + m*n?L).

A 2.6.1 tétel hattere a kovetkezs. Ha a P4 politépot egy X altér tartalmazza, akkor tér-
fogata 0. Ha az Gjraskilazo v vektor ebbe az altérbe esik, vagy meréleges vetiilete nagy
X-re, akkor arra kovetkeztethetiink, hogy P, relativ térfogata jelentGs mértékben né. Ha
v szinte meréleges X-re, akkor P, csokkenhet, de csak kis mértékben. Ha egy a; vektor
hossza jelent&sen megnd N Gjraskalazas utan, akkor ez azzal ekvivalens, hogy az tjraska-
14z6 vektorok vetiilete a; irAnyaba atlagosan nagy volt. ¢ € S esetén ez azt jelenti, hogy
az ujraskalazas vektoranak vetiilete X-re atlagosan nagy volt és igy P, relativ térfoga-
ta meg kellett, hogy haladja az egységgombot, ami ellentmondéshoz vezet. Ebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy ¢ ¢ S.
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3. fejezet

Dadush, Végh és Zambelli algoritmusa

projekciés matrixra

A fejezetben téargyalt algoritmus [6] szintén a Dunagan-Vempala-féle koordinatavaltoz-
tatast hasznalja, viszont nem az A matrixon, hanem az A matrix £t-re valé meréleges

vetitésének matrixan, Il-n.

3.1. A merdéleges vetités matrixa

L1 az A matrix sorai altal generalt altér R™-ben.
L ={zcR":FycR™ 2= A"y}

A sorai L+ egy bazisat alkotjak (mivel A rangja m), igy £+ minden 2z eleme yya1+. . . Y@
alakba frhato, z = ATy egy y € R™ vektorra.
Egy x vektor £1-re valé merdleges vetiilete, Proj,. is ATy alakba irhato, ezt az y vektort

keressiik. Barmely x € R" vektor egyértelmten felithat6 x = Proj .« + Projsx alakban,

gy
(x — Projpix) € L= A(x — Projpiz) =0
——
ATy
Az — AATy =0
Axr = AATy
(AATY Az =y

= Projpir = AT(AAT) 1 Ax
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Vezessiik be a [T = AT(AAT)71 A jelolést. A 1T métrix 4. oszlopat jeldlje m;, az i. sor j.
elemét pedig ;.
A 7 projekcios métrix alabbi tulajdonsagait az elkovetkezendd tételek bizonyitasanél

ki fogjuk hasznalni.

(i) Vz,z e R" vektorralle =0 &z € Lés Tz =2 & 2 € L+
(i) I = (AT(AAT)"HA)(AT(AAT)TA) = ATI(AAT)TA =11
(i) Vo € R" | ] < o]
(iv) (iii) kovetkezménye: Vj € [m] indexre IIj = Ile;, igy ||IL;]| <1
(v) I = [[TL;]|* Vj € [n]

(Vi) trace(Il) = 320 [1;]|* = m

3.2. Az LP algoritmus

Az algoritmusban az 16ni/37m konstanst jeloljiik e-nal. Az I C [n] indexhalmazhoz tartozo

D; diagonalis matrix legyen a kovetkez6: d;; = 1/2, ha j € I, kiilonben d;; = 1. Tehat
D[ =1 — %Zjelejej.
A vektorkoordinata-csokkents 1épés megegyezik a Dunagan Vempala altal hasznalttal,

am most az A méatrix helyett a II matrixon alkalmazzuk.

2 12—(7r£z): —M: kTR
)
7] (|71 ]|? (|71 ]|?

ahol az utolsé egyenldségnél kihasznaltuk, hogy z € L+, igy z; = ] 2 V j € [n]. Ezaltal

minden vektorvaltoztato lépésnél az aktudlis z norméja /1 — £2 szorzotényezivel csokken.

3.3. Az algoritmus végességének igazolasa

A kovetkez6 két lemma segitségével az algorimus helyességét igazoljuk: ha az output nem
egy L--beli pont, hanem egy az L, tart6jatol kiilonallo halmaz, akkor igazolando, hogy
a benne 1év6 indexek tényleg nem lehetnek a tartoban.

Egy a € R szamra legyen a™ := maz(0,a) és a= = (—a)™.
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Algorithm 3 Algoritmus 3

Input: Egy A € Z™*™ m rangi matrix
Output: Egy x € £. megoldés, vagy egy R C [n] indexhalmaz, mely nincs benne £
tartojaban.
Szamitsuk ki a IT = AT(AAT)~' A matrixot.
Legyen w; =1V i € [n], z = lw, count; =0V j € [n].
while count; < LV j € [n] do
if w— 2> 0 then
STOP, output: x :==w — 2
end if;
if > 0 then,
STOP, output: R:=j € [n] : z; #0
else legyen i := argminjep, ”Zﬁ#j”,
if —L— < —¢ then, vektorvaltoztatas

llz[lll]
2T

zi€;
[l ]

3
else djraskalazas
legyen I == {j € [n] : &7 > \/Ldin}’
A:= ADry;
Szamitsuk ki jra II-t : 1T = AT(AAT) 71 A;
Legyen w; .= 1Vj € [n], z = Huw;
count; == count; +1V j € I;
end if;
end if;
end while;
Output: R = {j := count; = L}.
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3.3.1. Lemma. Legyen z € L+ és legyen k € [n] olyan indenz, melyre z, > 0. Ekkor
minden x € LN [0, 1]" pontra

Z?:l 2

2k

(L’k<

. sy 2 2 -, icn —ZjTj
Bizonyitas. Tetszbleges x € L pontra 2’z = 0, igy =, = %]’:}”

kivetkezik abbol, hogy minden x € [0, 1]" vektorra > iy =22 < D00 2. O

. A lemma

3.3.2. Lemma. A az algoritmus aktudlis iterdcidjanak alapmdtriza. Tegyiik fel, hogy a
jelenlegi z = Iw kielégiti a z; > —e||z||||7;|| feltételt, vagyis az algoritmusnak djraskdldzdst
kell végrehajtania. Ekkor az I = {j € [n] : HZTJ” > \/Lg*n} halmaz nem tres. Tovdbbd, minden

n . Loy . 1 L P .
v LN[0,1]" kielégiti az v : k < 5 egyenldtlenséget Vk € I indexre.

Bizonyitas.
N n 2\ 2 no T N2 n
L) _ (_ﬂ) _ (L) >1-25 |2
JZl(nzn 2 (1) ~ 2 2 lIm
als

IEl e

Az elsd egyenldtlenség abbol kovetkezik, hogy z;-t gy vdlasztottuk, hogy j = argmin
27\ 2

manden j-re teljesil. Emiatt Z;l:l <m> < Z;?Zl e2||m; 1%

A masodik egyenldségnél a 11 mdtriz nyomdt, m-et helyettesityik be kihaszndlva, hogy 11

i. fodtlobeli eleme |2

A becslésbdl azt kapjuk, hogy

> ()=

Jj=1 J=1

- () >
R — > _’
B

vagyis létezik legaldbb egy olyan k € [n|, melyre 75 > \/Lg*n A 3.3.1 felhaszndldsdval arra

121

jutunk, hogy az adott k indexre Yx € LN[0, 1]" vektorra teljesil a kivetkezd egyenldtlenséy:

D jmtnas 2l & n 1 11
o< 1 < 5sz” Sl < evBnva( Y Iml?) " =envEvim = — < ;
J=1 j=1

U

Vegyiik észre, hogy az tjraskalazas az A nullterét, £L-t a D;'L-re cseréli, vagyis min-
den L-beli vektor I-ben 1év6 indexének megfelel§ koordinatait 2-vel szorozza. Legyen az
inputméatrix nulltere £°. Az imént bizonyitott lemmak megmutatjik, hogy minden ite-
racio soran L2N[0,1] C {z € R : z; < 27"} Ha egy j € [n] az {Az = 0, z > 0}
tartojaban van, akkor létezik olyan x megoldasa is az egyenlGtlenségrendszernek, melyre
x; > 27% (15.6.1, [13]). Tehét ha egy j € [n] indexre count; meghaladja L-et, akkor j

nem lehet benne a tartéhalmazban.

23



3.4. Futasi 1dS becslés

Az algoritmus kezdetekor és minden tjraskalazast kovetGen z = 111, igy ||z]| < ||1]| = /n.
Minden Dunagan-Vempala-féle atskalazo 1épés a ||z]|*-et (1 — &) -szorosaval csokkenti, és
az algoritmus akkor fejezédik be, amikor z = w — z > 0 < ||z]| < 1. Ha két atskalazas

kozott k szamu koordindtacsokkentést hajtunk végre, akkor
n(l—e*)r>1

teljesiil, atrendezve kapjuk, hogy k& < In(n)e™? = O(n?mlog(n)). Az algoritmus vélto-
zonként legfeljebb L djraskalazéast hajt végre, igy koordinatacsokkents lépésbél legfeljebb
O(n*mlog(n)L) van. Minden ilyen lépés O(n) miveletet igényel, igy az algoritmus futasi
ideje O(n*mlog(n)L).

3.5. Maximalis tartohalmaz keresése

A fejezetben ismertetett algoritmus az (1) rendszer megengedett megoldéasainak tartohal-
mazanak megallapitdsara is hasznalhaté. Ha az output egy olyan R indexhalmaz, mely
nincs a tartoban, akkor legyen z; := 0 minden j € R indexre, toréljiik az A matrix R-beli
oszlopait, majd a kapott matrixszal ismételjiik meg az algoritmust. Ha befejezédik az
algoritmus és egy x > 0 megengedett megoldast szolgaltat, akkor ez az = definidlja az ere-
deti feladat maximalis tartéhalmazat. Ehhez legrosszabb esetben n-szer kell futtatnunk az
algoritmust, igy a maximélis tartohalmaz megadasanak algoritmusa O(n®mL) lépésben
fut. Viszont ha ugy hasznaljuk fel az ismertetett linearis programozasi algoritmust, hogy
a count; valtozokat nem nullazzuk le a procedira meghivasakor, a futasi id6 O(n*mL)

lépésre csokken.

3.6. A poliéder térfogatvaltozasanak becslése
Legyen Qp = conv(IT) Nconv(—II). Jeloje vol az L-ben a térfogatot, vol(Qr) térfogatat
fogjuk vizsgalni.

3.6.1. Lemma. Legyen ¢ = 1/(16v/3nm). Legyen z € L+ olyan, z; > —&'|z||||7;]
minden j € [n| indexre. Legyen I az a halmaz, hogy I = j € [n] : % > \/L?Tn’ és I =
DiAT(AD?AT)"YAD;. Ekkor

vol(Qu) > evol(Qr).
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Mivel m < n, igy ¢ < &’. Tehat ha az algoritmus jraskalazast hajt végre, az aktudlis
z = ITw pontra teljesiil 3.6.1, igy az Gjraskalazast kévetGen VE)l(QH) konstans tényezével
csOkken. Tudjuk, hogy Qn C B(0,1) N L, igy VE)I(QH) < Vp, ahol V az m-dimenzios
egységgdmb térfogata.
Az el6z6 fejezetben targyalt algoritmusnal a vizsgalt poliéder térfogatanak talaltunk egy
also korlatjat abban az esetben, ha a poliéder nem fires, és ezt az algoritmus végességének

bizonyitasakor kihasznaltuk. Ez a gondolatmenet itt is megallja a helyét.

3.6.2. Allitas. Legyen A € Z™*™, jeldlje L az A kédoldsi méretét, és legyen Il = AT(AAT)"TA
Ha L # 0, akkor vol(Qp) > 273mL,

Ebbél kovetkezik, hogy ha az Ax = 0, x > 0 rendszernek van megoldasa, akkor az algo-
ritmus legfeljebb (241n2)mL € O(mL) ujraskalazast hajthat végre. Mivel m < n,igy ez
azt jelenti, hogy hamarabb bebizonyosodhat, hogy az Az = 0, x > 0 rendszernek nincs

megoldésa, mint hogy egy olyan j indexet taldlnank, mely nincs benne a tartoban.

A fejezetben targyalt algoritmust Chubanov munkaja inspirdlta, melyet a kévetkezd
fejezetben részleteziink. A két algoritmust ugyan azt az Gjraskalazast hasznélja, és bizo-
nyos tekintetben egymas dualisanak tekinthets a két modszer. Chubanov a Neumann-féle
koordinata-valtoztatast végzi el az L+ projekciés matrixan, mig a Dadush-Végh-Zambelli
algoritmusban a Dunagan-Vempala féle 1épést hasznéljuk £ merd6leges vetitésének méatri-
xan. A két modszer Osszehasonlitdsara Chubanov algoritmusénak ismertetése utéan keriil

SOr.
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4. fejezet

Chubanov algoritmusa projekcios

matrixra

Sergei Chubanov [11] 2013-ban publikalt egy olyan linearis programozasi algoritmust,
mely a homogén (1) egyenletrendszer megoldasai altal meghatéarozott poliéder egy belsd
pontjat adja meg, vagy tanusitvannyal szolgal a megoldas nemlétezésérdl.
Ez a polinomialis idében futé algoritmus egy alap eljarést hasznél, melynek inputja a
homogén egyenl6tlenségrendszer A alapmaétrixa. Outputja egy szigoriian pozitiv koordi-
natakbol 4ll6 megoldas, vagy egy olyan informécié, amivel az A méatrixot transzformélhat-
juk annak reményében, hogy az (1) megoldasait az n dimenzios egységkockaban a csupa
1-esbdl allo vektorhoz kozelitsiik.
Tekintsiik az (1) egyenl6tlenségrendszert, ahol A egy m X n-es racionélis méatrix, rangja
m. A megoldasok poliédere egy R™-beli kiipot definial.
Jeloljiik P4-val azt a matrixot, megy az A matrixnak az {z € R" : Ax = 0} altérre vett
merGleges vetiilete. Mivel az A nullterének ortogonélis kiegészité alterére valo tiikrozés
métrixa AT(AAT)71A, és minden x € R" egyértelmten felirhato egy L£-beli és egy L£1-beli
vektor Osszegeként, igy

Py=1—AT(AAT) 1A,

Tekintsiik az (1) egyenl6tlenségrendszerrel ekvivalens Paz > 0 rendszert. Valoban egyen-
értékiek, hiszen ha z* a Pax > 0 egyenétlenség egy megoldasa, akkor Pax* (1) -nek egy
pozitiv megoldéasa, mivel AP,z* = 0 annak kdvetkeztében, hogy A oszlopvektorait L-re
levetitve nullvektorokat kapunk.

Az alap algoritmus pontok sorozatat konstrualja meg a kovetkezGképpen: egy (*) nem
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nulla pontbél indulunk, mely a P4 oszlopainak egy konvex kombinacioja

(@ = P,y®). Az s. iteracio soran az z(*) pont kielégiti a Pyx > 0 egyenlStlenséget, vagy
megsérti azt, tehat p”x < 0 a P4 matrix 7. sorara, p-re (mely megegyezik Py i. oszlopaval
P4 szimmetridja miatt).

Legyen a pontsorozat (s + 1). tagja

ahol az o szamot gy vélasztjuk, hogy z*1 az origénak az (%), p) szakaszra vett merd-

leges vetiilete legyen.

~pl(p—aE)T
o~

Ez a képlet adja meg az a konstanst, mely p”z(*) < 0 miatt a 0, 1] intervallumba esik.

p a P, matrix egy oszlopvektora,melyre p’z(®) < 0

4.1. dbra. Az alap eljaras egy iteracioja

Az 21 pont ugyanakkor a (p,0,z’) pontok altal meghatarozott derékszdgii harom-
sz0g magassaga, ahol 2’ az [2(*), p] szakasz ¢s az {x : p’x = 0} hipersik metszéspontja (e
metszéspont létezése a pz(®) < 0 egyenlGtlenség teljesiilése miatt igazolt.)

Az (s 4+ 1). iteracio kezdGpontja tehat az alabbi alakban irhato fel:
20 = Py )Ty >0 91 = 1

Az algoritmus futdsa soran végig fennmarad, hogy = a P, vektorok egy konvex kom-
binacioja az Gket Osszekotd képlet (4.1) miatt. Kovetkezésképpen az (s + 1). pont az
2+ = Py (ytNT képlettel szamolhato, ahol

Yt = ay® 4 (1 — a)e;
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4.0.1. Lemma. Ha 0 ¢ [2%)p], akkor

(N SN SR B
(eI 4 R 2 e ]

Bizonyitas. Az egyenlGtlenséget elegendd csak abban a specalis esetben bizonyitanunk,
amikor ||p — 2’| = 1.

A Pitagorasz tételbol adodik, hogy 1 = |[p — 2'||> = ||#’||* + ||p||?, hiszen az 2’ pont a p-re
merdleges {p”x = 0} hipersikban van.

Fejezziik ki x+Y-et x06+Y = 2/ + A\(p — 2/) alakban valamilyen A-ra. Mivel z(*1 a 0

meréleges vetiilete az [¢(*), p] vonalra, és ezzel ekvivalensen az [/, p| vonalra, igy

0= (N (p—a') = (@) (p— o)+ [Mp— 2 (p—2) = (') p— || + A,
kihasznélva, hogy p’z’ = 0. Ekkor

122 = [l = 2A]]2'|[* + N*[lp — 2'[|* = X = A = ||| (1 — [|2]1%) = [|"|[*[|p]|?

Tehéat

1 1 = Pl 11
T

[l 2l a2 pl> Pl (1)

Vegyiik észre, hogy ||p|| < 1, mivel P4 egy oszlopvektora p, illetve ||2/|| < ||z(||, hiszen
7' a 0,2, p haromszog magassaga. Feltéve, hogy a 0 nincs az [2(%), p| egyenesen adédik,

hogy
L SRS SN S
[CHD12 212 flpl? T =@

Tehat az ﬁ érték minden iteraci6 soran legalabb 1-gyel ns. U

4.1. Egy degeneralt eset

Ha az origé vetiilete az [2(¥), p| szakaszra énmaga, nem tudjuk 4j 2+ ponttal folytatni
a sorozatot. Ebben az esetben 0 = ax®) = (1 — a)p, vagyis 0 = aPa(y*)T + (1 — a)p.
Ekkor az y = ay® + (1 — a)e; vektor megoldasa az yP,4 = 0 egyenletnek.

Tekinstiik a homogén (1) rendszer egy x* megoldasat. Mivel Pya* = z*, igy yPaaz* =
yz* = 0. Ekkor minden k € [n] indexre, amire y, > 0, zj = 0 teljesiil. Az y vektor
nem lehet az azonosan 0 vektor, hiszen y; biztosan pozitiv ( 2(®) # 0, igy a < 1, tehat

(1 — a) > 0). Ekkor tehat nincs pozitiv megoldasa a homogén rendszernek. Tovabba
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a k € [n] indexek egy olyan nem iires részhalmazihoz jutunk, melyre 7 = 0 minden
x* megoldasara (1) -nek. A fenti eset a szigraan pozitiv x* nemlétezésének egy masik
igazolasat is magaba foglalja. Az y a P4 magterében van, igy y(I — AT(AAT)™1A) = 0,
tehat y = yAT(AAT)™'A = 2 A alakba irhato, ahol 2 = yAT(AAT)~1. A Farkas lemma

szerint az altalunk megoldand6 Az = 0 egyenletnek nincs pozitiv megoldésa, ha az
y=zA
y=>0
y#0

dual feladatnak létezik megoldasa. A fenti y vektor éppen teljesiti mindharom feltételt,

igy tanusitvanyt kaptunk a minden koordinatajaban pozitiv x* megoldas nemlétezésére.

4.2. Az alap eljaras

A linearis programozasi algoritmus egy alap eljarést hiv meg tobbszor, melynek célja az

alabbi 3 eset valamelyikét reprezentalé pont vagy index megtalélasa:
(i) Egy k € [n] index, melyre minden z* € [0, 1] megoldéasra z} < 3;
(ii) Egy k € [n] index, melyre minden z* megoldasra x} = 0;
(iii) A linearis megengedettségi feladat egy x* > 0 megoldésa.

Vegyiik sorra azokat a megallasi feltételeket, melyek a fenti eseteket garantaljék.
Ha az aktualis 2* pont pozitiv, akkor (iii) teljesiil.
Ha xﬁs) < 0 és 0 az (%), p] szakaszon van, ahol p a P, métrix 7. oszlopvektora, akkor a
k =i index teljesiti (ii)-t.
Maradt az (i) eset, melyhez két megallasi feltétel is hasznalhat6. Mivel P4 szimmetrikus,
igy x®-et 2 = (y®P,)T alakban is megkaphatjuk. Legyen z* € [0,1]" az Az = 0

egy megoldasa, igy Pax* = z* (ekkor ||z*|| < \/n). Legyen k az az index, melyre y,(f) =

max y*). Mivel 4*) minden koordinataja nem negativ, igy y,(f) pozitiv. A Cauchy-Schwartz

egyenl@séget és x* nemnegativitasat kihasznalva kapjuk, hogy

urk <yt =y Paa (@) < el < [V

Ebbdl koévetkezik, hogy
]|

rp < VT
i
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Vagyis az alabbi feltétel garantalja az (i) esetet:

yk; >2||I ||\/_

A lineéris megengedettségi feladat dudlisanak vizsgalataval egy mésik (i)-re kovetkez-

tets feltételhez jutunk. Legyen ismét y,(:)

feladatot:

= maxy'®) és tekintsiik az alabbi optimalizalasi

max &y
Ax =0,
0>z >1.

Ennek dualis feladata igy irhato fel:

min wl
zA+w > ey,

w > 0.

Tekintsiik az alabbi sorvektort:

0_ yWAT(AAT)!

Z )
e
melyet A val jobbrél szorozva ezt kapjuk:
(I —-P
ZOA — y ( (9) A) .
Y

Jelolje [.]* a vektor negativ koordinatainak O-ra cserélését. Ekkor

N
o (s) B (s)
Yy, Yy

vélasztassal a (20, w?) vektor a duélis feladat egy megoldasa. A dualitas tétel miatt ha

w1 < 1, akkor x; < 5 minden z* megoldasara az altalunk vizsgalt linedris megenge-
dettségi probléeménak. A w1 < 1 feltétel (melyb6l (i) kévetkezik) az alabbi alakban is

felirhatjuk, melyet az alap eljaras megallasi feltételként fog hasznélni:

maxy®) > 2 [(z)T]*1.
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Algorithm 4 Az alap eljaras

Input: Egy A € R métrix és egy y™ > 0 sorvektor, melyre "1 = 1.

out sorvektor.

Output: (i), (ii), vagy (iii), az (i) esetben egy y
y© =y
Szamoljuk ki Py-t és 30 Py-t.
2O = Py (y )T
s = 0;
while maxy® < 2. [(z*)T]*1 do
if 2 > 0 then Output: z(*);
elseLegyen i € [n] egy olyan index, melyre :pgs) < 0;
Legyen p a P4 méatrix ¢. oszlopa;
if 0 az [z, p] szakaszon van then Output: k := i, (ii) teljesiil;
Szamoljuk ki a-t;
g = ay + (1 - a)e;;
Gt = ax® + (1 — a)p;
s=s4+1;
end if
end if
end while
Legyen k az az index, melyre y,(f) = max y®;
if s > 1 then (i) teljesiil, yo** =yt
else (i) teljesiil, y** = 0.
end if
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4.2.1. Lemma. Az alap eljdrds legfeljebb O(n?®) iterdciobdl dgll. Egy iterdcidja O(n) lé-
pésben fut.

Bizonyitas. Mivel y(*) koordinatai nemnegativak és dsszegiik 1, igy maxy®®) > % Ebbdl
kovetkezik, hogy az (i)-hez tartoz6 megallasi feltétel hamarabb bekovetkezik, mint az

|z < o f egyenlGtlenség teljesiilése. Mivel legalabb 1-gyel n¢ minden iteracio

<s> 2
soran, igy az utobbi egyenlétlenség legfeljebb Ol(| )H iteracio utan teljesiil, vagyis az alap
eljaras legfeljebb ugyan ennyi mtveletet igényel.

Minden s iteracio soran az y**Y P, vektor a mar meglévs y®) Py és p vektorok konvex
kombinaciojaként szamolhato ki, O(n) elemi lépésben. Igy az alap eljaras while-ciklusanak

egy iteracioja O(n?) nagysagrendii idében fut. [

4.2.2. Lemma. 1 — 1 < 8Nn?2,
iPal? ~ PP = O

Az alabbi jeldléseket hasznaljuk a bizonyitas sordn: y = ¢y és z = yAT(AAT)~L. Mivel
APA = 0, igy

(ZAH — yD)PA” = _yDPA”-
Figyelembe véve, hogy egy vektort Pars-vel szorozva a vektor norméaja nem novekedhet
(el6z6 fejezet projekeios matrixokra vonatkozo tulajdonsagok (iii) pontja miatt ) azt kap-

juk, hogy
lyDPar|| < [[zA"—yD|| = [[(z:A~y)D| < |2A~y|| = [[yA(AAT) A~y = ly(—=Pa)|| = [lyPall
Kihasznalva, hogy az y nemnegativ vektor koordinatainak osszege 1 adddik, hogy
> yi<yDl.
i:Dy; <1
Az elébbi két becslést felhasznélva a kovetkez6hoz jutunk:

1 D1 1
L= Z Yi ' S 4 = " :
lyPall = lyDPar|l  [ly"Par|

i:D;<1

Mivel y a while-ciklus feltételét kielégiti, igy
y; <maxy < 2- [yPa]t1 <2 |lyPalv/n

minen i € [n| indexre. Ebbdl pedig mar kovetkezik a bizonyitandé allitas:

1 1 2\ 1 AN+/n
[Pl ~ T Parl? ( 2. v 2 ) [oPal? = TuPall =

i:Dy; <1 :Di; <1

(Az utolso egyenl6tlenségnél kihasznaltuk, hogy m > 2n4/n, kiilonben a while-ciklus

feltétele nem teljesiilne.)
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4.3. Az LP algoritmus

Az alap eljaras tobbszori futtatasa adja a linearis programozasi algoritmust, melynek

lépéseit az alabbiakban részletezziik.

4.3.1. Futasi id6é megallapitasa

A t. iteracio kezdetekor AW = AM®. Ez azt jelenti, hogy ha 2* az AWz = 0 pozitiv
megoldasa, akkor M®z* az eredeti Az = 0 egyenlet megoldasa. Az LP algoritmus egy

R

out £ (), akkor lasstinak nevezziik. Az utolsé iteracié nem biztos
) )

(i) esettel végzédik, de y
hogy a 2 kategoria valamelyikébe sorolhatd. Legyen t az LP algoritmus egy iteracioja, t/
pedig egy t el6tti lasst iteracioja ugy, hogy az ssze t' és t kozotti iteracio (ha volt ilyen)

gyors volt. Legyen D a t iteracid kezdeti D matrixa. Ekkor
MY =MD es AY = A D,

Tehat a D métrix megmutatja, hogy az utolsé lassi iteracidé 6ta mely oszlopvektorok
felezddtek.

Legyen T a gyors és lassi iteraciok szamanak dsszege, F' a gyors iteraciok szama. Tudjuk,
hogy T' < Lypin + 1.

Tekintsiink egy t lasst iteraciot. Legyen 4™ az alap eljaras inputjaban 1évs 3™ vektor.
Legyen y°“ az alap eljaras outputja. Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

1 1

A e A
Iy Pal T Ty P

Ty

I
Ezzel a jeloléssel az alap eljaras while-ciklusainak szama legfeljebb
(r{)? = (r)* + 1.
Az alap-algoritmus Osszes iteracioszaménak felsé korlatja az LP algoritmus futasa soran

Ft Y ()= () + 1)+ 1.

t lasst

Szamozzuk a lasst iteraciokat a 7 fiiggvénnyel az LP algoritmusban szereplési sorrendjiik
alapjan, vagyis reprezentalja m(1),...7(T — F') a lasst iteraciokat. Az iteraciok szamat

szeretnénk becsiilni a bemeneti A matrix méretével.
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Algorithm 5 Az LP algoritmus
Input: Az Az =0, z > 0 lineéaris megengedettségi probléma.

Output: A fenti rendszer egy x > 0 megoldésa, vagy tantsitvany arra, hogy ilyen meg-
oldas nem létezik.
t:=0;
Y=
Yy =y (Az v az el6z6 iteracio y°*t vektorat fogja tarolni ¢y # 0 esetén.)
M® = I; (Az M® métrix az oszloptranszformaciot hajtja vége.)
D = I; (A D matrix az utolso iteracio oszlopvektor valtoztatésait tarolja y°“* # 0
esetén. )
A0 = A,
while ¢ < L., do Hiviuk meg az alap eljarast A® és 4™ outputtal;
if az eljaras (iii)-vel fejez6dik be then Output: z = M®z*;

end if
if az eljaras (ii)-vel fejez6dik be then return (ii);
end if

(Az alap eljaras (i)-vel végzddik.)
Szamoljuk ki A®TV_et ugy, hogy A® k. oszlopat 2-vel osztjuk;
Szamoljuk ki M®*V_et ugy, hogy M® k. oszlopat 2-vel osztjuk;
if 47" £ 0 then

y =y

D=1
end if

Osszuk e 2-vel a D métrix k. oszlopét;

. /
in . YD,
y T y' D17

t:=1t+1;

end while

34



T—-F

D =P+ =) () = () + 1) =

t lassu q=1
T—-F-1

(re—m)® = (e + 1+ Z () = (Frgn))® +1)

(4.2)

Megjegyezziik, hogy A@+D) = A@) D ahol D a m(q+1) iteracio kezdeti D matrixa.

Jeloljiik ennek a métrixnak az 1-nél kisebb f6atlomenti elemeinek szamat N,-val. Ekkoq

Ny < 7(g+1) —m(q),

e,

matrixnak. Tekintsiik azt az 1/ Vektort mely a m(q+ 1) iteracio kezdetén az alap eljaras

inputvektora. Ezt a vektort az " = képlettel szamoltuk ki abbol az y°*“ vektorbol,

outD]_
melyet az LP algoritmus 7(q) iteracidja soran az alap eljaras adott. Most a D maétrix a
m(q + 1) iteracié kezdeti D matrixa, ahogy mar fentebb irtuk, AT@+D)) = A@)pD A
2.3-as lemmat alkalmazzuk tgy, hogy A-t AT@)_yal A”-t AT@+D) _e] 4/-t y"-nel, N-t

pedig N,-val helyettesitjiik. Ekkor a legutols6 lemmabol adodik, hogy

T//(q))Q — r;r(q+1))2 S 8Nqn2.

™

Figyelembe véve, hogy a ZqT:_lF_l N, 0sszeg legteljebb T, a 2.3-as Lemmabol azt kapjuk,

hogy
T—F—1 T—F—1

F
S () = ()’ 1) < > BNZT +1) < 8n°T +T.
q=1

q=1

Ekkor (4.2) -bdl kiovetkezik, hogy

SO = () +1) < 4n® + 80T + T+ 1,

t lasst

mivel r;(T_ ) < 2ny/n. Mar csak az utolso iteracié miiveletigényét kell megemliteniink,

az alap eljaras legfeljebb O(n3) iteraciot hajt Végre ebben az esetben. Mindent Gsszevetve

<0,

soran O(n? —|—n2me) nagysagrendd. Az alap eljaras minden iteracioja O(n) 1épésben fut a
2.2 lemma szerint. Az (%) belss pont kiszdmolasa O(n?) nagysigrendd miiveletet igényel.

P, kiszamitésa legfeljebb O(n?) id6ben hajthato végre. Igy a kovetkezd tételhez jutunk:

4.3.1. Tétel. Az LP algoritmus futdsi ideje O(n* + nL,,).
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4.4. Kapcsolat Dadush, Végh és Zambelli algoritmusaval

Az €l6z6 fejezetben ismertetett algoritmus az £, mig Chubanov az £ merdleges ve-
titésének matrixaval dolgozik. A két algoritmus Gjraskilazo 1épése szinte megegyezik, és
mindkét algoritmus egy L -beli pontot ad, ha egy ilyen létezik. A két algoritmus bizonyos
értelemben viszont ellentétesen miikodik. A Neumann-féle 1épések Chubanov algoritmu-
sdban az y nem negativ vektor L-re valo meréleges vetiiletének norméajat csokkentik, amig
a Dunagan-Vempala-1épések a Dadush-Végh-Zambelli-algoritmusban csékkentik annak a
vektornak a normdjat, mely z-nek az £ -re valo merdleges vetiilete. Tehat Chubanov
iteracioja ||y|| =2 novekedését eredményezi, és az tjraskilazéas akkor kovetkezik be, ha ||y||
elég kicsi. A Dadush-Végh-Zambelli-algoritmus pedig akkor fejezddik be, amikor [|z|| elég
kicsi (||z|| < 1), és ujraskalazast hajt végre, amikor egy koordinata-valtoztato lépést nem

kovetné a ||z|| jelentds csokkenése.
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5. fejezet
A buborék algoritmus

Ebben a fejezetben egy polinomialis futasi ideji algoritmusrol [5] lesz sz6, mely Chubanov
[4] egy korabbi munkajan alapul. Az ismertetett linearis programozasi algoritmus a bubo-
rék algoritmus szubrutinon alapszik, mely az el6z6 fejezetben targyalt alap algoritmushoz
hasonlé. Am mig Chubanov alap algoritmusa szinte pontosan Neumann gondolatmenetét
koveti, a buborék algoritmus a relaxacios modszerhez kéthets. Ez az algoritmus is az (1)
rendszer egy megoldasat keresi.

Chubanov algoritmusa homogenizéalja az (1) rendszert, mig ez az algoritmus kozvetleniil
(1)-gyel dolgozik. Tovabbi kiilonbség, hogy Chubanov algoritmusa csak egy koordinatat
valtoztat egy iteracié soran, a buborék algoritmus egyszerre tobbet is. Illetve ahelyett,
hogy az eredeti rendszert minden iteraci6 soran megvaltoztatnank, Végh és Zambelli al-
goritmusa nem alakitja az A méatrixot, helyette a tavolsagok dsszehasonlitasahoz hasznélt

normat moédositja.

5.1. Az LP algoritmus

Jeloljiik P-vel az (1) linearis megengedettségi feladat megoldasainak halmazat. Az A input
martix teljes sorrangi és A € Z™ ", b e 7.

Legyenek dy,...,d,, az (A,b) matrix legnagyobb euklideszi norméju oszlopvektorai, A
pedig jeldlje ezen vektorok euklideszi normdinak szorzatat. Ekkor A < 2L (bizonyités a
fiiggelékben). Az (A, b) matrix minden B négyzetes részmatrixara igaz, hogy |detB| < A
(5.4) miatt. Ebbdl kovetkezik, hogy az (1) minden z megengedett megoldasahoz létezik
q € Z, 1 < q < A ugy, hogy z; = p;/q; valamilyen p; egész szamra, 0 < p; < A,
j =1,...,n. Kovetkezésképpen, ha z; > 0, akkor z; > A™L.
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Az algoritmus fenntart egy v € R"™, u > 0 vektort ugy, hogy (1) minden bazismegoldasa
az {x : 0 <z < wu} n halmazba essen. Kezdetben u; = A, i € [n].

Minden iteracidé soran az algoritmus megéll egy P-beli ponttal, vagy meghataroz egy
u € R, 0 < < u vektort tgy, hogy (1) minden z bazismegoldasara z < u' és van egy
olyan p € [n] index, melyre u, < u,/2. Ha u; < A" egy j € [n] indexre, akkor a valtozok
szamat csokkenthetjiik azzal, hogy z; -t O-ra allitjuk és az A matrix j. oszlopat elhagyjuk.
Az LP algoritmus befejez6dik, ha egy iteracio kozben egy megengedett megoldast talalunk,
vagy ha az Axr = b egyenletrendszernek egyértelmd megoldasa van, vagy ha a linearis
megengedettségi feladat megoldhatatlan. Ha az egyértelmt megoldas nem negativ, akkor
ez egy P-beli pontot ad, egyébként nincs megoldas.

Mivel minden iteracié soran van egy p index, melyre u,-t legalabb a felére csokkentjiik, és
minden olyan x; -re amit nem allitottunk O-ra igaz, hogy A~! < w; < A, igy az algoritmus

legfeljebb nlog(A?) € O(nL) iteracié utan megall.

5.1.1. Tétel. A Buborék algoritmus A € Z™*", b € Z™ , u € R™, u > 0 inputok esetén

O(n*) szdmii elemi lépés utdn az egyiket szolgdltatja:
(i) Egy megengedett megolddsdt (1)-nek;

(i) Egy (u,w) € R™ x RT, w # 0, melyre (vIA 4+ w')z < v"'b + s~w'u minden
r€{r eR" : 0 <z <u} vektorra.

A buborék algoritmusrél a kovetkezd szakaszban lesz szo.

5.1.2. Allitas. Legyen u € R", u > 0 olyan, hogy (1) minden = bdzismegolddsdra v < u
és legyen (u,w) € R™ x R olyan vektorok, hogy (vI A + wh)z < vTb + inu minden
Z%#} V j € [n] indexre.

Fkkor (1) minden x bdzismegolddsdra © < u'. Tovdbbd, ha p az az indez, melyre p =
WAujw;t, akkor vy, < uyp/2.

v €{r € R":0 < x < u} vektorra. Legyen u) = min{uy,

argmax;_

-----

Bizonyitas. Mivel w # 0, igy a (v, w) vektort &tméretezhetjiik ugy, hogy >\ ww; = 2n
teljesiiljon. Ezaltal u; = min{uj,wj_l} V j € [n]. Tudjuk, hogy (1) minden x bazismegol-
dasa kielégiti a (vTA + wh)z < vTb+ £w’u egyenltlenséget, igy V j € [n] indexre

0 > v’ (ax —b) + Zw,(azl — ;—;L = Zwiazi —1>wz; — 1.
i=1 i=1

Ebbél atszorzassal adodik, hogy z; < wj_l, fgy z; < uj. Végiil, mivel p-t tigy valasztottuk
meg, hogy p = argmax;_, . {uw;}, igy uyw, > 2, vagyis w, " < u,/2.
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O
A fenti tétel és allitas magaba foglalja, hogy a linearis programozési algoritmus O(n°L)
lépésben fut. A buborék algoritmus meghivasanak szama O([n/logn]L) nagysagrendire

csokkenthetd, igy az LP algoritmus miiveletigénye O([n®/logn]|L).

5.2. Skalarszorzassal kapcsolatos képletek

Az alabbiakban ismertetett képletek és egyenlGtlenségek a buborék algoritmus skalarszor-

zason alapuld tjraskdldzasanak bevezetésére szolgalnak.

Egy D szimmetrikus, pozitiv definit matrix esetén (z,y)p = 27 Dy jeloli x és y
D-skaldrszorzatat. Az ||z]|p = /(z, z) p képlettel definialt normat D-norméanak nevezziik,
és ||| p -val jeloljiik. Az x és y pontok D -tavolsaga ||z — y||p. Egy ¢ € R™ kizépponti és
r > 0 sugara D-gombot a Bp(e,r) = {x : ||z — ¢||p < r} képlet definial.

Egy adott = pontra, az az y € {x € R": Cx = d} pont, mely z-hez a D-normaban
legktzelebb van, az alabbi képlettel irhato le:

y=x+D'CH(CDCT)Hd - Cx), (5.1)

igy a D-tavolsag az x pont és az {x € R" : Cz = d} poliéder kozott

ly = 2llp = V/(d = C2)T(CD-1CT)~H(d — Cu).

Lassuk, hogyan johet ki ez a képlet. Elegend6 a homogén esetre beldtnunk a képlet he-
lyességét, igy legyen W = {z : Cx = 0} a C nulltere, az {x € R" : Cx = d} halmaz egy
eltoltja. Keressiik meg egy x ponthoz D-legktzelebbi pontot W-ben.

W egy bazisat jelolje {b1,...bx} = B, a W ortogonalis kiegészit6 alterét jelolje W, , en-
nek bazisa legyen bj, ,...b,. Az x vektor egyértelmten felirhatéo = = B1by + ... + Brby +
Brt1blq + - .. Bub), alakban.

Keressiik meg azt az M maétrixot, mely az x vektor W-re meréleges alkotojat adja meg,
vagyis zyw, = Mxz. Ha z € W, akkor Mx = 0, mivel z csak zy-bél all. Ha x L W, akkor
Mz =z ( a vektor csak zyy, -bél 4ll). Tudjuk, hogy CT minden oszlopvektora meréleges
W-re, igy az el6bbi megallapitas miatt MCT = C7.

Az M matrixnak olyannak kell lennie, hogy W bézisara, B-re meréleges, tehat Mb;, =
0 minden i € [k] indexre, vagyis M B = 0. Tudjuk, hogy CB = 0. Mivel CT(CCT)~1CCT =
CT igy M = CT(CC+T)71C teljesiti az MCT = C7 feltételt. (CCT inverze létezik, mivel
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C teljes sorrangi.) CT(CCT)~'CB = 0 kihasznélva, hogy CB = 0, igy ez az M-vélasztés
MB = 0-t is teljesiti. Tehat zy,, = CT(CCT)"'Cx, zw = v — CT(CCT)"'Cx . Most
keressiink egy olyan {fi,..., fr} = F? matrixot, hogy F a B bazist alkot6 vektorokra

D-merdGleges, tehat
(fi,b))p =0V i,5,€[1,..., k] & fiDb;j =0V i,j,€[l,....,k] & FTDB =0

Tudjuk, hogy CTB = 0, igy legyen FTD = CT, tehat FF = D~1C valasztas jo lesz.
M és F valasztasa miatt MFT = FT, tehat MD'CT = D7'CT, melybél atrendezéssel
adodik a keresett képlet:

M =D *cT(cD~'ch)~ e,
5.2.1. Megjegyzés. Ha y az a pont, mely z-t6] minimalis D-tavolsigra van az {x €
R" : Cz = d} poliéderben, akkor a \ := (CD*CT)~1(d — Cx) egyértelmi megoldasa az
y—x=DCT\és ||y — z||% = (d — Cz)T X egyenleteknek.

Adott oo € R™ \ {0} vektorra és § € R szamra az (5.1) képletet alkalmazva az az y,

mely az {z € R" : o’z = B} poliédertsl minimalis D-tavolsagban van

D la(8 - ax) 18— aTa|
y—l’+ al'D-1q es ||y—ZL’|| m (52)

Az aldbbi lemmaban ismertetett egyenl6tlenségeket a bizonyitasok soran kihasznéljuk.

5.2.2. Lemma. Legyen K C R" egy konvezr halmaz, ' € R" \ K és z az a K-beli pont,

mely x'-t6l minimdlis D-tdvolsagra van. Ekkor

(z =22 —2) 2 ||z = 2|}
minden x € K-ra, és

(z —a',x —2) < |z = 2|}

minden x € Bp(2', ||z — 2'||p) pontra.

5.3. A buborék algoritmus

Adott v € R", u > 0 vektor esetén legyen [ := J- és P = {z : Az = b, x > [}. Jelolje
D = (d;;) azt az n x n-es diagondlis matrixot, melynek i-edik fgatlobeli eleme d;; = 4u; 2.
Mivel v > 0, igy D pozitiv definit. Tovabba, {x € R": 0 < x < u} C Bp(0,2y/n)
kihasznalva, hogy vVaTdz < 2./n.

Legyen A = {x € R" : Ax = b}.
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Algorithm 6 Buborék algoritmus

Input: Az Az = b, x > 0 egyenletrendszer és az u > 0 vektor.
Output: Az alabbiak koziil az egyik:

1. Egy P-beli pont

2. (v,w) € R™ x R vektorok, melyekre
(WTA+wh)z < vTb+ w'l Vo € Bp(0,24/n).

u

Legyen z a 0-hoz D-legkdzelebbi pont A-ban. Legyen [ == 3-.
while ||z||p < 2y/n do
if z € P then STOP;
else Legyen ¢ olyan index, melyre z; < 0;
Legyen K == {x € A: (z,z) > ||2||%, =: > L;}.
if K =0 then output: (v,w) € R™ x R 1gy, hogy
ATv4+w =0 és vTb+ 071 > 0;
else Allitsuk at z-t arra a pontra, mely K-ban minimalis D-tavolsagra van 0-tol
end if
end if
end while
Az output (v, w) € R™ x R gy, hogy

Dz = ATv 4w és ||z]|3 = vTb + wTl.
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5.3.1. Lemma. Legyen z € A olyan, hogy (z,2)p > ||2||3, fenndll minden = € P-beli
pontra. Ha z ¢ P, akkor legyen i € [n] olyan, hogy z; < 0 és definidljuk K-t a K = {x €
A {(z,2)p > |25, i > I;} egyenldtlenségekkel. Tegyiik fel, hogy K # 0 és legyen 2’ az
origéhoz D-legkizelebbi pont K-ban. Ekkor (2',x)p > ||2'||3, teljesiil minden x € P pontra

és 1215 > llzll + -

Bizonyitas. Mivel K egy olyan poliéder, mely tartalmazza P-ot, igy 2.6.1 -et alkalmazva
P-ra kapjuk, hogy (', z)p > ||2'||} minden z € P pontra. Alkalmazva (5.2)-et o = e;,
B =1;, és ©’ = z helyettesitéssel kapjuk, hogy a z és {z € R" : z; = [;} kozotti D-tavolsag

i — =il b

(e;)Td e, U;

S e

Ebbdl kivetkezik, hogy a Bp(z,+) gdmb minden pontja megsérti az x; > I; egyenlétlen-
séget.

Most lassuk be, hogy minden olyan x € Bp (O, \NzI1% + #) pont, melyre (z,z)p > ||z||%
igaz, hogy benne van a Bp(z, %) gémbben. Val6ban, minden ilyen x pontra

1 1
2 =2l = 11215 + llllp = 2(z 2)p < 201215 + — = 2ll=llp = —-

Mivel minden = € Bp(z, 1) pontra z; < I;, igy Bp (0, 2113, + L) ¢és K metszete iires.

p
Igy 2’ definicioja miatt [|2/[|3, > |23 + 5. O

Ha a (z,2)p > ||z||% linearis kovetkezménye az {Ax = b, x > [} rendszernek, akkor
léteznek olyan (v, w) € R™ x R vektorok, hogy Dz = ATv +w és ||z]|} > vTb + w”l.
Szorozzuk be a Dz = ATv + w egyenlet mindkét oldalat balrol z-el, ekkor azt kapjuk,

hogy (z,2)p = vTb + wTz kihasznalva, hogy (z,z) = (Dz)Tz. Ekkor
vIb+wle = (z,2)p < |2 = v1 b+ w'l,

és mivel x > [ ésw > 0, igy az egyenlGtlenségnek egyenldséggel kell teljesiilnie. Igy léteznek
olyan (v,w) € R™ x R vektorok, hogy Dz = ATv + w és ||z||3, = vTb + w'l. Ha a K
halmaz az 5.3.1 lemmaban iires, akkor a Farkas lemma miatt létezik egy (v, w) € R™ xR
vektor, melyre ATv 4w = 0 és vTb+w?l > 0. A buborék algoritmus outputja ez a (v, w)
vektor, melynek kiszamitasa a kovetkez§ alfejezet témaja.

Az 5.3.1 lemma miatt minden iteracio soran |z||% legalabb -tel né. Igy legfeljebb
4n3 iteraco utan ||z|| > 2v/n. Kovetkezésképpen, ha az algoritmus a while-cikluson kiviil

all meg, akkor a (z,z)p > ||z]|% egyenlStlenség minden P-beli z-re teljesiil, illetve minden
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Bp(0,24/n)-beli pontra, igy minden {z : 0 < 2 < u}-beli a-re nem teljesiil. Ez az 5.1.1
méasodik kimenetelének felel meg.
Ahhoz hogy megmutassuk, hogy a buborék algoritmus polinomialis, két dolgot kell vizs-

galnunk. Az egyik, hogy hogyan szdmoljuk ki egy iteraci6é soran az 4j z pontot és a
(v,w) € R™ x R

vektorokat gy, hogy Dz = ATv+w és ||2]|% = vTb+wTl teljesiiljenek. A mésik feladatunk
megmutatni, hogy a P poliéder iires, amikor a buborék algoritmus a K = 0 feltétel
teljesiilése miatt all meg.

A buborék algoritmus egy P-beli ponttal fejezddik be, vagy egy olyan (v, w) vektort ad,
mellyel u-t Gjradefinidlhatjuk, hogy az eljarast ezzel az Gj input vektorral futtassuk. Ez

utobbi két esetben kovetkezhet be: ha K = () egy iteracio kozben, vagy egy while-ciklus

végén.

Bp(0,+/1l2ll572)

5.1. abra. A Bp(0,4/]|z]|% + =5) gomb és a K halmaz metszete iires
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5.4. A kovetkezd z pont kiszamitasa

Azokat a (v,w) € R™ x R vektorokat keressiik, melyekre Dz = ATv + w és ||z||}, =
vTb + w?l. Az alabbiakban részletezziik ezen vektorok kiszamitasat.
Jelolje r% azt az A-beli pontot, mely az origbhoz D-legkdzelebb van. Legyen v¥ € R™ az a

vektor, melyre Dr® = ATv0 és ||r9)|% = b0,

5.4.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy Vo € A, (x —r° r%p = 0 (mivel 7° € A), igy
lz||% = ||lz—7°|%+]|7°||%. Ebbél kovetkezik, hogy minden C' C A konvex halmazra C-ben
az origohoz D-legkdzelebbi pont megegyezik C-ben az r%-hoz D-legkdzelebbi ponttal.

Feltételezhetjiik, hogy 0 # {z € A:xz; > I;} C A. Emiatt létezik egy olyan o’ €
{AN\ r°} vektor és egy 3; € R szam, hogy |la;|[p =1 és

{reA:z; >} ={zeA: (,2)p > B}

(a7, B;) Gauss-eliminacioval szamolhato a Dad = ATvi +wie; és B; = bTvI + wie; egyen-
letekbdl. Jeldlje r7 azt a pontot, mely az {z € A:x : j = I;} halmaznak az origohoz
D-legkdzelebbi pontja. Ekkor ||5;]| = |17 — r°||p és 7 =¥ + Bay;.

Tegyiik fel, hogy 7° ¢ P, kiilénben az algoritmus rogton megéallna. Tehét az els6 iteracio
soran z = r' egy olyan ¢ indexre, melyre 3; > 0. Az elsé iteracional valasszuk -t gy,
hogy t = argmax; f3;. Igy |zllp > I7|lp V§ € [n], melyre B; > 0. 5.3.1 és 5.4.1 miatt
2=l = .
Minden iteracio soran adott egy z € A\ P pont, melyre (z,z)p > ||z||3, minden x € P

pontra. Legyen a = (z — 1Y) /||z — °||p és B = ||z — r°||. Ekkor
{reA:(za)p 2 |2lp} ={z € A: (a,2) = B}

Fenntartunk egy olyan A € R”} vektort, melyre
(Oéa ﬁ) = Z )‘j(ajv ﬂ])
j=1

Az igy tarolt valtozok biztositjik azokat a (v,w) vektorokat, melyekre Dz = ATv + w és

12112, = vTb + w’l az alabbi definiciokkal:

vi=v"+ /J’Z)\jvj és w = ﬁZAjwjej.

Jj=1 J=1

44



Minden iteracié soran az algoritmus befejezédik, ha z > 0, vagy vesziink egy ¢ indexet,
melyre z; < 0 és definialjuk K-t : K = {z € A: (z,2) > ||z||%, z; > ;}.
Ha K = (), akkor az algoritmus befejezédik. Egyébként az aktualis z-t lecseréljiik egy

z' € K pontra, mely az origotol miniméalis D-téavolsagra van.

Ebben a részben leirjuk, hogyan szamolhato ki 2/, ha K # (), illetve hogy K = () ese-
tén miért bizonyosodhatunk meg a linearis megengedettségi feladat megoldasanak nem-
létezésérol.
Legyen

K ={z eR": {a,2)pp, (o', 2)p > Bi}.

Ezzel a jeloléssel K = AN K.

5.4.2. Allitas. Ha K # 0, akkor a 0-hoz D-legkizelebbi pont K-ban megegyezik 2 -vel.
Kévetkezésképpen, K # 0 akkor és csakis akkor, ha K # (.

Bizonyitas. Legyen z a K-ban az r%-hoz D-legkdzelebbi pont. Mivel (z — 70 x)p >
|12 — 7°||% teljesiil minden x € K pontra, gy léteznek olyan puy, po > 0 szamok ( (5.3))
, hogy D(z — %) = uyDal + psDa . Ebbél kapjuk, hogy z = r% + pya + pocr, melybol
kovetkezik, hogy Az = Ar® + py Ao’ + pyAa = b. Ez igazolja, hogy z € A, és igy z € K.
Mivel K C K, igy Z K-ban az r°-hoz D-legkézelebbi pont, és igy az origohoz legkdzelebbi
is, tehat 2/ = Z.

Kévetkezésképpen ha K # 0, akkor K # (. Visszafelé pedig ha K # 0, akkor K # 0,
mivel K C K. O

5.4.3. Allitas. K # 0 akkor és csakis akkor, ha of és o linedrisan fiiggetlenek. Ha K # 0,

akkor z' az
£:={z :{a,2)p =B, (o', 2)p = B}

halmaz azon pontja, mely r°-hoz D-legkézelebb van.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy K # (. 5.4.2 miatt 2z’ a K.ban az a pont, mely r°-hoz
D-legkdzelebb van. Meg kell mutatnunk, hogy 2’ az £-ben az r°-hoz D-legkdzelebbi pont.
Ehhez elegendd belatni, hogy 2’ kielégiti az (v, 2')p = 8 és (o, 2')p = f3; egyenleteket.

Indirekt tegyiik fel, hogy (a’,2')p > f3; , ekkor 2’ az {x : (o, x)p > B} halmaz r°hoz

D-legkozelebbi pontja. Ekkor 2/ = z, és ez ellentmondéshoz vezet, mivel ||2'||p > ||z]|p-
g
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Ha (o, 2')p = B3, akkor 2’ az {z : (o', z)p > f3;} halmaz r°-hoz D-legkdzelebbi pontja. Ha
B; > 0, akkor 2’ = r’ ami ellentmond annak, hogy ||2||p > ||z]l¢ > max; 3;. Igy ha 3; < 0,

0 ami nem lehet, mivel r° ¢ K.

akkor 2/ =r
Az allitas els6 részének igazolasahoz felhasznaljuk 5.4.2 kovetkezményét, vagyis hogy K +#
() akkor és csakis akkor, ha K # (). K definici6ja miatt K # () akkor és csakis akkor, ha « és
«a linearisan fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy K # (). Ha o és « linearisan fiiggenének, akkor
L= {x: (", 2)p =B} ={x: (a,x)p = B} . Mivel 2’ az £-ben az r’-hoz D-legkizelebbi
pont, igy z/ = z, ami ellentmondéas. [
Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor K = ().

5.4.3 miatt 2’ az £ halmaz r°-hoz legkizelebbi pontja, illetve o és « linearisan fiiggetlenek.
5.2.1 szerint 2/ — 1% = pya + poa, ahol (p1, u2)” = (CDCT)~Hd — CrY), ahol C az a
2 X n-es matrix, melynek sorai (Da®)T és Dal, illetve d € R? egy olyan vektor, melyben
dy = B; és dy — B. A fentiekbél

_ @'—ﬁ@éi,ab , . ﬁ_ﬁi<ai70¢>D
= (af, a)% =T (af,a)y (5:3)

Azt allitjuk, hogy pi1, 2 > 0. Valoban, (z—10, 2)2, > ||z’ —r°||, teljesiil minden z € K-
ra, illetve p; és po egyértelmt megoldasai a D(2' — %) = praf + poar és ||z — 0% = -

18; + po8 egyenleteknek. Legyenek
B =" =1"p, o = (¢ = 1) /B, X = (e + p2)) /B,

igy N >06és (o/, ) = Z?:l )\;(aj, B;). Igy 2’ és X' a buborék algoritmus minden iteracioja

soran O(n) lépésben kiszamithato.

5.4.4. Allitas. Mivel 2’ € {x : (o, 2)p = B}, 19y ||Z'||p > ||7°||p. Minden iterdcié sordn
ha X; > 0, akkor |B;| < B.

Most tekintsiik azt az esetet, amikor K = ().
5.4.3 miatt K = () és az a’sa vektorok linearisan dsszefiiggenek. Tehat valamilyen v > 0
szamra o = —va és f; > —vf. Ha X = ¢; + v, akkor Y7 Nad = 0és 330, N3 > 0.
Legyenek v/ := o% + 370 Nod és w' = 377 | NMwje;. Ekkor AT +w' = 0, w' > 0 és
by +1Tw' > 0, ami igazolja, hogy a P poliéder iires, mivel a P poliéder dualis feladatinak

egy megoldésa.
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Fuggelék

5.5. Jelolések

Egy v vektor esetén o jeloli v iranyu egységvektort, vagyis 0 = ”Z—” Jelolje e; az i.
egységvektort, 1 a csupa 1-est tartalmazo, mig 0 a csupa 0-bol 4ll6 vektort, ahol a dimenzio
feladatonként egyértelmd. Bp(c,r) jeloli a ¢ kdzépponti, r sugart gombot R"-ben, vagyis
Bp(e,r) ={x e R": [[c —z| < r}.

5.6. K6dolasi méret

Az algoritmusok futési idejének meghatarozasahoz sziikségiink van egy olyan mennyiség
bevezetésére, mely megmutatja, hogy a szamitogépen milyen méreti tarteriiletet foglal egy
adott valtozd (szam, vektor, matrix). Egész szamok esetén binaris kodolast alkalmazunk.
Egy n # 0 egész szam elkodolasanal 1 bit tartalmazza a szam elgjelét, [logy(|n| + 1)]
cellanyi hely pedig a szam abszolut értékének megfelels {0,1} sorozatot tarolja. A 0

tarolasahoz csak egy cellara van sziikség. Igy egy egész szam tarolasahoz sziikséges hely
(ny =1+ [logy(|n| +1)], n € Z,

és (n)-nek hivjuk az n kodolasi, vagy input-méretét. Ha egy algoritmus outputja egy egész
szam, akkor az outputon a szam binéris kodjat értjiik.
Minden racionélis szam egyértelmiien felithaté p/q alakban, ahol ¢ > 0, illetve p és ¢

relativ primek. Egy r racionalis szam tarolasahoz sziikséges hely tehat

és ezt a szamot r kodolasi méretének hivjuk. Hasonléan, ha x egy raciondlis vektor vagy

matrix, akkor x kodolasi mérete ((x)) az 6t alkotdé komponensek kodolasi méreteinek
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osszege. Egy a’x < b egyenl6tlenségre, ahol a € Q" és b € Q a kodolasi méret (a) +
(b) és egy egyenlGtlenségrendszer kodolasi mérete az 6t alkotd egyenlétlenségek kodolasi

méreteinek Osszege.

5.6.1. Lemma. [3] (a) Bdrmely r raciondlis szimra |r| < 2001 — 1
(b) Bdrmely x € Q" vektorra ||z|| < ||z||; < 2@~ — 1.
(¢) Barmely d € Q™" vektorra | det D| < 2(P=n* _ 1,

Bizonyitas.
(a) A definiciobol kozvetleniil kovetkezik.
(b) Legyen x = (w1, ...,7,)". Az euklideszi normara teljesiil, hogy ||z|| < ||z||;. Ekkor (a)

miatt . . .
Pl =1+ 3 foi < [T+ i) < [] 20070 = 2007
i=1 i=1 i=1
(¢) bizonyitasahoz jelolje dy, ..., d, a D sorvektorait.
Az aq,...,a, € R"” vektorok altal kifeszitett paralelepipedon a 0 és az a; vektorok konvex

burka. Ha A az n x m-es méatrix, melynek oszlopai az a; vektorok, akkor \/det(ATA) a
szoban forgo paralelepipedon térfogata. Ebbgl kovetkezik a Hadamard-féle egyenlétlenség,

Vaet(ATA) < ] s

=1

mely csak akkor teljesiil egyenlGséggel, ha az a; vektorok egymasra merdlegesek (a para-
lelepipedon téglatest alaki). Egy n X n-es A matrix esetén az egyenlGtlenség az alabbi
alakban irhato fel:

| det A| < [T llall, (5.4)
i=1
ahol ay, ..., a, az A oszlopvektorai. Ezt az egyenlGtlenséget D-n alkalmazva és a (b) pontot

felhasznalva kovetkezik, hogy

n

1+ |det D] < 1+ [Tlldill < TT(0 + ldal)) < 24 = 2=,
=1 i=1

i=1

[J A dolgozatban az A inputmétrix el6bbiekben definialt kodolasi méretét L-el jeldljiik.
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