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Bevezetés

A biztositasi matematika teriiletén szamos kiilonb6z6 modszert fejlesztettek mar ki
az éves baleseti kidrszamok modellezésére. A biztosité tarsasagok &altal alkalmazott ak-
tuariusok tobb kisérletet is tesznek annak érdekében, hogy megtalaljak azt a megfelels
valoszintiségi eloszlast és a hozzaill6 modellt, ami majd illeszkedni fog ezen kirszdmokra.
A legnevezetesebb kirszameloszlasok amit alkalmazni szoktak a binominalis, negativ bi-
nomindlis, geometriai valamint a Poisson eloszlas. Ezek koziil a Poisson alkalmazasa a
legelterjettebb.

A szamitasok altalanossagban gy miikodnek, hogy vesziink egy biztositott személyt.
O N db esetet jelent be egy adott periodusban (ez altaldban 1 év), ami fiigghet egy vagy
tobb tényezG6tol.

Ilyen tényez&k vagy mas széval valtozok lehetnek példaul a kovetkezdk:

x1: az lgyfeél férfi vagy né

Zo: varosi zondban vagy kiilvarosban él

x3: kozepes veszélyességi zondban él

x4 magas veszélyességi zonaban él

T5: a jogositvanya 4-14 éves

Tg: a jogositvanya 15 éves vagy annal idGsebb
x7: az igyfél 3-5 éve kliens

xg: az lgyfél 5 vagy annal tébb éve kliens

xg: a sériilt 30 éves vagy annél fiatalabb

Z10: ha nem tlizesetrsl van szo

x11: ha anyagi kirrol és/vagy tiizesetrdl van szo6

Mint mar kordbban emlitettem, ezekre leggyakrabban Poisson eloszlast szoktak alkal-
mazni, de néha nagy az eltérés a Poisson altal becsiilt, és a valos értékek kozott. Emiatt
el6fordulhat olyan, hogy fontos, egyénenkénti tulajdonsagok figyelmen kiviili hagyéasa mi-
att adodik egy tulszorodas. (Ilyen tulajdonsagok példaul a reflexek kiilonb6z6 miikddése,
agresszivitas a kormany mogott, a drogok befolyasa, stb..) Ennek kikiiszobolésére kiilon-
b6z6 modelleket szoktak alkalmazni, hogy megoldjak ezt az illeszkedési problémat. Két
ilyen modellcsoport példaul a zéré-inflalt modellek, valamint a Hurdle modellek.

Szakdolgozatom célja az, hogy megismertessem ezt a két modellt, a koztiik 16v6 kiilonb-
ségeket és hasonlosagokat példakon keresztiil bemutatva, majd ezekre statisztikai becslé-
seket adjak.

A szakdolgozat felépitése a kovetkezSképpen fog kinézni: Az 1. és 2. fejezetekben be-
mutatasra keriil majd a zéré-inflalt, valamint Hurdle modellek néhany alaptulajdonsaga
és lehetséges alkalmazasai Jean-Philippe Boucher, Michel Denuit & Montserrat Guillén
(|2]) cikke alapjan, majd ezekre néhany konkrét példa.

A 3. fejezet az Osszetett modellekrsl és a két modell kozti kiilonbségekrsl és hason-
losagokrol fog szolni, melyet Mei-Chen Hu, Martina Pavlicova & Edward V. Nunes (|5])
cikke alapjan fogok bemutatni.

A 4. fejezetben, miutan méar megismerkedtiink a 2 modell f6bb tulajdonsagaival, sta-
tisztikai becsléseket végziink rajuk. Ezt pedig az 5. fejezetben egy Osszegzés fogja kovetni.



1. A Zéro-Inflalt modellek

1.1. A Zéro6-Inflalt modellek jellemzése

Nézziik el6szor a Zéro-Inflalt modelleket! Ezt a modellt azért dolgozték ki, mert gyak-
ran el6fordult, hogy a nevezetes eloszlasok - példaul a Poisson - alulbecsiilték a karmentes-
ség valosziniiségét. Egy kevert modellt alkalmazunk, ami egy degenerélt és egy standard
elolszlas keveréke. Vagyis az eloszlasunk a kovetkezSképpen néz ki:

6+ (1= 6)g(0) han=0
fN(n):{ (1_¢)g(n)g han=1,2,...

ahol g egy nemnegativ egész értékeken értelmezett eloszlés, és ¢ egy paraméter.
De az is el6fordulhat, hogy a ¢ paraméter tobb tényez6tdl is fiigg, és ilyenkor a mo-
delliink igy modosul:

fn,(n) = { ¢i+(1—¢;)gi(0) han=0

ahol g;-k eloszlasok (persze ezek egyenlGek is lehetnek) a nemnegativ egész szamokon, és
O; = O iy, x; vektor az i-edik szerz6dés jellemzGit tartalmazza, a 7 vektorban

- 1+exp(ﬁ'1)
pedig a paramétereket taldlhatjuk.

Megvizsgaljuk az eloszlas néhany alaptulajdonsagat, mint példaul a varhato értékeét,
szorasat, generatorfliggvényét, valamint ferdeségét és lapultsdgat. Ehhez definidlnunk kell
a kovetkez6 fogalmakat:

1. Definici6é (Lapultsag). Az m vdrhato értéki X wvaldszindségi vdltozd lapultsiga az
% — 3 kifejezés értékével egyenld, ahol E[.| a vdrhato értéket jeloli. Ugy is megfo-
galmazhatjuk, hogy a lapultsdg a negyedik centrdlis momentum és a variancia négyzetének

a hdnyadosdndl pont harommal kisebb szdam.

Az X valoszintiségi valtozo lapultsdga vagy lapultsdgi mutatoja tulajdonképpen azt
fogalmazza meg, hogy a valdészintiségi valtozo striségfiiggvényének lapossaga hogyan vi-
szonyul a normaélis eloszlaséhoz.

2. Definicié (Ferdeség). Az m vdrhato értékd X valdszindségi vdltozd ferdesége az
% kifejezés értékével egyenld, ahol E[.] a vdrhaté értéket jeloli. Ugy is mond-

hatjuk, hogy a ferdeség a harmadik centrdlis momentum €s a szords kébének a hdnyadosa.

Az X valoészintiségi valtozo ferdesége vagy ferdeségi egyiitthatdja lényegében azt fo-
galmazza meg, hogy mennyire nem szimmetrikus a valoszintiségi valtozé eloszlasa.

3. Definici6 (Generatorfiiggvény). Az X nemnegativ egész értékd valdszindségi val-
tozd generdtorfigguénye Gx(z) = ZZ;XS pr2®. A generdtorfiigguényt mdsképpen a vdrhatd

értékbol is tudunk szamolni a kivetkezd modon, vagyis Gx(2) = E(2%) — el.



Miel6tt nekikezdenénk a szamolésnak, vezessiik be a kovetkezdt: Legyen 1 egy g elosz-
last valoszintségi valtozo.
Ekkor az eloszlas varhato értéke a kovetkezé lesz:

E(N) =S kPN =k) =S k(1 - )P = k) = (1= 6) 3 kP = k) = (1 — ) E(n)

1)
| DA(N) = (1 - $)E(r?) — (1 - 6)E(n))? 2)
ahol az E(N?) =Y "2 (k*P(N =k) = (1 — ¢)E(n?).
Most nézziik az eloszlés lapultsdgat:
BNY . (1— )E() L
L) = e T M- eE® - (- EM)TE
1= OPEWP) + (1— o) E() — 2(1 — 0P E()PE(P)
_ E(n*) L
1= QEGP? + (1— 9PE(m) — 21— 9PEmPEP)
_ E(n") s )
(= 9 ZE(P) — (1— 9P PEmTP
valamint ferdeségét:
B0V (1- ¢)E(P)
FN) = D p ~ 0= B0 = (L- ) Bm)" @)

«, 0,

k=

o
i
o

Ennek a modellnek szamos esete lehetséges. Ezek koziil talan a legismertebbek a kovet-
kezGk:

e Zéro-Infalt Poisson (ZIP):
Ahol a g megegyezik a Poisson eloszlassal, vagyis g(n) = e_)‘%. A Poisson eloszlasnal
a varhato érték és a szords megegyezik, vagyis mindkettd A-val egyenld.

Ekkor n = 0,1, .. .-re az eloszlasunk:
[ o+(1—¢)e? han=0
fx(n) = { (1—@)gn) han=12,...
lesz.
Ennek a varhato értéke E(N) = (1 — @)\, és a szorasa
D?(N) = X1 —9) (1 +X— A1 — ¢))-vel lesz egyenld.
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e Zéro-Inflalt Negativ Binominalis (ZI-NBk):

Itt az eloszlasunk a kovetkez&képpen néz ki:

[ o+ (-9 han =0
frn(n) = { (1— ¢)("+§_1)pk’(1 —p)™ han=1,2,...

K
kX

Ennek a varhato értéke E(N) = (1 — @)\, és a szorasa
2
DX(N) = (1= 0)A + (1= )= — (1 - 9)” ()

ahol p =

e Altalanositott Zéro-Inflalt Poisson (ZIGP):

Ebben az esetben az eloszlasunk a kovetkezd:

fu(n) = d+ (1 —¢)e? han=0
NIZ (1= ) Qom0 =12,

Ezt az eloszlast szoktak tgy is felirni, hogy

Fu(n) = ¢+ (1—¢)e? han =20
N = (1-— ¢)(1+O‘n#9”6_9(1+“”) han=12,...
Ekkor ha a 6 helyére A\-t irunk, visszakapjuk az els6 eloszlast. Err6l biztosan tudjuk,
hogy ez eloszlas, Felix Famoye ([10]) cikkébdl. Ekkor észrevehetjiik, hogy az n = 0
esetre a ZIP és a ZIGP modellek megegyeznek. A varhaté érték és variancia eltér,
vagyis a varhato érték

E(N) = (1 - ¢)2 és a szorés

D2(N) = (1~ ¢)1—Aax[(1—ix)2 + 1—)\a)\ —(1- ¢)—1_Aax]‘Vel egyenld.

e Zéro-Inflalt Dupla Poisson:

Itt az eloszlasunk:

¢+ (1— ) (0'2e=) han =0

fn(n) = { (1— ¢)(91/26*9/\)(#)(%)9” han=1,2,...

Ekkor a varhato értékiink E(N) = (1 — ¢)4 és szorasunk
(10 AL - ) — (1 g
DXN)=(1—=¢)z + M1l —¢)5 — (1-0)*5

Ez az eloszlas mar nem annyira ismert, de ennek ellenére nagyon érdekes.

Most szamoljuk ki az eloszlasok loglikelihood fiiggvényét. A maximum likelihood mod-
szer a matematikai statisztika egyik leggyakrabban hasznalt becslési eljardsa mérési ered-
mények, mintdk kiértékelésére. A célja, hogy adott mérési értékekhez, az ismeretlen pa-
ramétereknek olyan becslését adja meg, amely mellett az adott érték a legnagyobb va-
l6szintiséggel kovetkezik be. Az eljaras a likelihood fiiggvény maximalizalasaval torténik.
A szamitasok egyszertisitése céljabol a gyakorlatban nem az eredeti likelihood-fiiggvényt



hasznaljuk, hanem annak a természetes alapu logaritmusat. Tehat a fiiggvényeink a ko-
vetkezGk lesznek:

n

efAAni
InLzrpny,.nn) = Z lX{nio} In (¢ +(1 - Cb)e_A) + X{ni>0) In <(1 —¢) )} =

— TZZ‘

= ) I(¢+1=¢)e?)+ Y (In(l—¢)+nilnk—A—Inn!) =
:m; =0 :m; >0

= —nln(1+e%) Zlne + e Z(niln/\—)\—lnni!)

LN = i:n; >0

ahol az a megegyezik logit(¢)-vel. (logit(¢) = 1n(%p))

InLziNBny,.nn) = Zln (o+ (1—9)p") +
+ 3 In((1 - ( )p’“(l—p) )=
i:m; >0 i
= Z In(¢+ (1 —¢)p*) +
I'(n; + k)
| k1 ;In(1 —
+ 2 D, + DO(R) | @) nand p))
im; >0

:Zln¢+1—) )

és végiil az

In Lzippini,.nn) = Z In (qj + (1 - ¢)(91/26—€A)) +

2:m; =0

£ 3 (1= gz

i:n; >0

1.2. A modellek alkalmazasa

Ezt a modellt gyakran alkalmazzak szerz6dések karszidmainak modellezésére, kiilono-
sen akkor, ha a kirmentesség valdszintisége "til nagy”. A legtébb biztosito tarsasagnak,
foleg Eurépaban, létezik egy tapasztalati osztalyozd rendszere, mint példaul a bonusz-
maéalusz rendszer. Fz a rendszer gy miikodik, hogy a biztositok igyekeznek a balesetmen-
tes vezetést jutalmazni, vagyis megnézik egy meghatarozott idészakban az adott személy
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altal bejelentett balesetek szamat. Ez alapjan hatarozzak majd meg, hogy a koévetkezs
évben milyen kategoriaba lesz besorolhatd a vezets. Igy ha az adott személynek kevés
balesete van, akkor a kovetkez6 évben jutalmat kap, vagyis egy magasabb kategoriaba
sorolodik. Igy ez egy tugynevezett "bonuszéhséget” okoz, ami azt jelenti, hogy ha a biztosi-
tottak esetleg nem jelentenek be minden iigyet (vagy biztonsagosabban vezetnek), akkor
a jovGbeni jutalmuk magasabb lesz, mint a sériilésbél jaro hasznuk. Ezt a fajta viselkedést
irja le jol a zéro-inflalt modell.

Tovabbi érdekes alkalmazési teriiletek még a kovetkezdk:

1986-ban Mullahyban arra hasznaltak ezeket a modelleket, hogy felmérjék az ottani ital-
fogyasztasi szokasokat.
1987-ben Lawlessben amiatt, hogy modellezni tudjak a hajotorések gyakorisdgat.
1992-ben Lambertben arra, hogy modellezzék a sériilt alkatrészek eléfordulasat egy ipari
elgallitas soran, mig 1995-ben van den Broek a HIV-vel fert6z6tt férfiak szamanak felbe-
csiilésére.

Ezek és még sok mas érdekes alkalmazasi teriilete lehetséges ennek a modellnek, amibdl
néhany tovabbi példat taldlhatunk még Joseph Ngatchou-Wandji és Christophe Parisa
(|6]) cikkében.

Modellek a publikalt cikkek szamara

0.3 % ) Modellek
Foisson ~  —————- ZIP
MNegativBinomialis —————— ZIME
— )esfizyelt &rtekek
0.2
[=n)
T
o
=
£
3
1+]
> 014
u_

A cikkek szama

1. dbra. Egy példa a zéro-inflalt eloszlasra



1.3. Néhany példa

1. Példa. Iskolai adminisztratorok 2 kilonbozd kézépiskoldban is azt tanulmdnyoztdk,
hogy eqy adott szemeter alatt, milyen a didkok drai latogatottsdigi viselkedése. A wvisel-
kedést az alapjan mérték, hogy hdny hidnyzo nap volt (ez alatt azt értjik, hogy azon napok
szdma, amikor volt legaldbb egy hidnyzd didk), valamint milyen volt az adott didk neme

és 2 targybol elért eredménye (matematika és mivészet). Azt vették észre, hogy a tanuldk

tobbségének nem volt hidnyzdsa.

Néhény konkrét esetre:

Nem Matematika jegy | Miivészet jegy | HiAnyzasok
(F=1,N=0) (1-5-ig) (1-5-ig) szama(n)
1, 0 3 4 0
2, 1 1 5 0
3, 1 2 3 1
4, 0 4 5 0
2, 0 1 1 3
6, 1 5 5 0
7, 1 2 4 0
8, 1 5 4 1
9, 0 2 1 0
10, 1 5 4 2
11, 1 3 4 0
12, 0 4 2 0
13, 0 4 4 0
14, 0 2 3 0
15, 1 1 1 1
16, 0 3 3 0
17, 0 5 4 0
18, 1 3 3 0
19, 1 1 2 1
20, 1 5 3 0

1. tablazat. Néhany kitalalt eset a tanulmanyra
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2. dbra. Néhany diagramm
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2. Példa. Az dllami vadvilagot tanulmdnyozo biologusok azt akartdk modellezni, hogy
hdny halat fogtak ki a horgdszok eqy dllami parkbol. Ezt gy vizsgdltdk, hogy megkérdez-
ték a latogatokat a kévetkezdkrdl: volt-e csalijuk, hdnyan voltak az adott csoportban, ebbdl
hdny gyermek volt, valamint, hogy igy hdny halat fogott a csoport dsszesen. A vizsgdlatbol
az derilt ki, hogy szdmos ldtogato aki horgdszott, mégsem fogott eqy halat sem, ezért til

sok nulla jelent meg az adatokban.

Most nézziink meg ezt konkrét szamokkal:

Csali | Sator | Emberek szama | Gyerekek szama | Fogott halak szama (n)
1, 0 0 1 0 0
2, 1 1 1 0 0
3, 1 0 1 0 0
4, 1 1 2 1 0
5, 1 0 1 0 1
6, 1 1 4 2 0
7, 1 0 3 1 0
8, 1 0 4 3 0
9, 0 1 3 2 0
10, 1 1 1 0 1
11, 1 0 4 1 0
12, 1 1 3 2 0
13, 0 0 3 0 1
14, 1 0 3 0 2
15, 1 1 1 0 0
16, 1 1 1 0 1
17, 1 0 4 1 0
18, 1 1 3 2 0
19, 1 1 2 1 1
20, 1 0 3 1 0

2. tdblazat. Kulonbozs esetek a felmérésben

Ekkor legyenek az x valtozoi a valaszokban megadott értékek, vagyis pl: ;3 = (0,0, 1,0,0)

és ebbdl ¢; a kovetkez6 képpen szamolhato ki: ¢; = %
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Gyakorisag

14

12

10

A fogott halak szamanak gyakorisaga

14

Fogott Halak szama

3. dbra. A fogott halak szama

12



2. Hurdle modellek

2.1. A Hurdle modellek jellemzése

Ez az eloszlas azért lesz érdekes szamunkra, mert arra épiil, hogy a biztositottak na-
gyobb része (99,5%) évente legfeljebb csak 2 esetet jelent be a biztosito felé. Tehat itt
2 folyamat lesz érdekes a szamunkra. Vagyis vegyiik azt a legegyszertibb hurdle modellt,
amelyik beallitja a hurdle-t a nullaba. Ekkor formalisan, adott 2 eloszlas: f; és fo, tovabbé
a hurdle modell eloszlasa:

fN(n):{ql—q han:()
Tho2(n) =2fa(n) han=12..

ahol ¢ = % és f1(0) = q. Ha f1 = fo, akkor csak f-el szokds jel6lni a két eloszlast.
Itt is vezessiik be a kdvetkez6t: Legyen n ~ fo eloszlasi valdszintiségi valtozo.
Ekkor a modell varhato értéke a kovetkezSképpen alakul:

E(N)=> kP(N=k)=)> k®P(n=4k) =2 kP(n=k)=®E(n), (6)

D*(N) = ®E(n*) — (PE(n))?, (7)
mivel E(N?) = ®E(n?).

Tehat modelliink alul- vagy tilszorodo lesz, az f és fo eloszlasoktol fiiggGen.

4. Definicié (Tulszorddas). A tulszorddds vagy mds néven overdispersion azt jelenti,

hogy a megfigyelt variancia nagyobb, mint az adott modell vdarhato értéke.

Most szamoljuk ki az eloszlas néhany tulajdonsagat, mint példaul a lapultsagat és ferde-
ségét. A szamolas hasonléan megy végbe, mint a Zéro-Inflalt esetben (5. oldal), vagyis:

_BNY (@) () L
L) = e 2T [@ER) - (@Em)E

_ E(n*) 3
(P)E(N?)2 + (®)BEMn)* — 2(®)*E(n)*E(n?)

_ En?) 5 (8)
(@) 2E(E) — (8 FEm)P

és a ferdeség:

BN (@) ()

FN) = Bm)F ~ @B — (@) Em)PP ©)

A generatorfiiggvénynél is hasonléan megy a szamolas:

Gn(z) = iP(N = k)" =P(N=0)2"+ iP(N =k)F=q+> on=
k=0 k=1 k=1
= ¢+ P0G, (2)— (10)
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Tovabba a log-likelihood fiiggvénye a hurdle modellnek a kovetkezd:

l=InL= Z Iin=0) In(q) + Z Iin;>0) [In(1 = ¢) +In(fo(n:)) = In(1 = £5(0))] =

=1 i=1

—Z ooy () + Ty (1 — )] + 3" Loy Bl fone)) — In(1 — u(0))]

=1

2.2. A modellek alkalmazasa

A hurdle modelleket nagyon gyakran az egészségiigyi problémékkal kotik Ossze. Az
ilyen modellek alkalmazéasa 2 dologtol fiigg: a valtozok jo megvalasztésatol, és attol, hogy
melyik egészségiigyi ellatot vessziik. Ez a modell azért illeszkedik olyan jol a zéro-inflalt
modellekre, mert itt is szdmos sériilt vonakodik jelenteni a balesetét. Ezért konnyd azt
is elhinni, hogy a sériiltek viselkedése megvaltozik addigra, mire jelentik az esetet. Ez
Osztonozte azt, hogy két eljarast kell hasznalni a teljes adatok elemzésére.

Egyszoval a Hurdle modellek azért kiilonlegesek, mert a becslések 2 1épcsGsek, vagyis
van egy nulla és egy pozitiv elemekre bontasa az adatoknak. FEzért az egész modell ennek
a két résznek a jo megvalasztasatol fiigg.

Ahogy lathatjuk a hurdle modell nagyobb részét a 0 rész teszi ki, és csak kis részét
a pozitiv rész, aminél a valtozokbol olyanok deriilhetnek ki, mint példaul a baleseti zona
teriileti elhelyezkedése, vagy a vezetési tapasztalatok. Emiatt a mostani eredmények azt
mutatjak, hogy az 10j biztositottak rosszabb karigény tapasztalatokat jelentenek, mint a
régebbiek, amikor végre bejelentik a karigényiiket.

2.3. Néhany példa

3. Példa. Egy kisérletben a mozik ldtogatottsdgdat akartik modellezni. A kisérlet sordn az
emberek eldszor azt donthették el, hogy egyaltaldn akarnak-e moziba menni. Ezt foként az
befolydsolta, hogy volt-e szamukra érdekes film. Ha volt, akkor azt kellett megvdlaszolniuk,
hogy havi szinten mennyit kéltenének mozira.

A mérést az alapjan végezték, hogy megnézték a heti ledolgozandd munkadrdk szdmdt,
eqy vdltozoban taroltdk azt, hogy hétvégén dolgozik-e az illetd, és, hogy esetleg van-e jszii-
[ott a csalddban.

A felmérés azt mutatta ki, hogy azok az emberek akiknek jszildtt gyerekiik van, vagy
hétvégente dolgoznak vagy esetleg csak magasabb oraszdmban, azok kevésbé tudnak arrol

donteni, hogy elmenjenek-e eqy mozifilmet megnézni, vagy sem.

4. Példa. Egy mdasik mérési lehetdség az el6zd esetre az, hogy azt nézik meg, hogy a
tinédzserek mennyit kéltenek havi szinten a mozira, vagy, hogy éppen parkapcsolatban van-
e az illetd az adott iddszakban, és van-e (€és ha igen, mennyi) olyan 6-10 éves gyerek, akinek
méqg szildi feliigyelet kell.

14



Itt a felmérésbol az deriilt ki, hogy ha az ember éppen randevira meqy, vagy tinédzser

kori, vagy éppen fiatal gyerekkel megy, hajlamosabb tébbet kélteni eqy filmért.

5. Példa. A Zéro-Infildlt esetben latott mdsodik példat (11. oldalon) is ki lehet szamolni

Negativ Binomindlis Hurdle eloszldssal.
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3. Osszetett modellek

3.1. Az Osszetett modellek

Osszetett modellnek nevezziik azt, amikor a Z = Zf\il X;, ahol az X; -k egyméastol
fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ egész értékd valoszintiségi valtozok. Tovabba az N
és az X;-k is fiiggetlenek egymastol. KLUGMAN, PANJER & WILLMOT (2004) szémos
példat irt le az Gsszetett modellekrél. Az egyik ilyen:

6. Példa. Legyen N Poisson eloszldsi A paraméterrel és az X;-k pedig logaritmikusak 0

paraméterrel. Ekkor Z Negativ Binomindlis eloszldsi.

A logaritmikus eloszlas a kovetkez6képpen néz ki: Legyen X logaritmikus eloszlasa p
paraméterrel, ahol p € (0,1), és az

V2

neN+

Ekkor tudjuk a koévetkezét:

B (x®) = kD! (pp)k,kem.

Ugyanis:

p" P
E(X(k)) - Z —lnl— )_——ln an)

P — "
T —m(i- pzdp Fn —In(1-p) pdp’“Z
p d pk —k

Ekkor a logaritmikus eloszlas varhato értéke és szorésa gy kaphato, hogy:

1 p
B = —In(l-p)1-p
és 2 . . )
DX =—ma—pa_pp [l‘ —1n<1—p>1‘

3.2. Az Osszetett modellek alkalmazasa

SANTOS SILVA & WINDMELJER (2001) arra hasznélta a Negativ Binominalis eloszlast,
hogy modellezni tudjik az orvost latogatok szamat, ahol NV a kiilénb6z6 betegségek szamat
jeloli, és X az adott betegség miatti latogatottsag szdmat. Vagy az aktuédriusok arra, hogy
modellezzék a sériilt emberek szaméat egy adott balesetben.
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Egy tovabbi alkalmazasi lehetGség lehet az is, amikor viszonylag rovid id6 alatt szamos
baleset torténik egyszerre, és a biztositott csak egy esetet jelent be az 0sszes karra. Ennek
az az oka, hogy igyekszik keriilni a biintetését, ami egyben a boénusz-malusz rendszer
atverését jelenti. Ennek egy masik szemlélete lehet az is, hogy azért jelent be az adott
illet6 kevés esetet, mert a vezets figyelmetlen volt és a sajat hibajabol adodoan kart
okozott. Viszont azt is tudja, hogy a biztosité6 cég akkor javitattja meg gyorsabban a
jarmtivet, ha ez egy alkalommal torténik meg.

4. A két modell 6sszehasonlitasa és kapcsolata

Mind a Zéré-Inflaltak, mind a Hurdle modellek azért jottek 1étre, hogy kezelni tudjak
(elsgsorban Negativ binominalis, vagy Poisson eloszlassal) a nagy mennyiségi 0 adat-
mennyiséget, ami (mint mar kordbban emlitettem) egyes esetekben tulszorodassal is jar-
hat. Habar mind a ketténél nagy mennyiségt O jelenik meg az adatokban, egy fontos
kiilonbség mégis van a kozott, ahogyan elemzik és megoldjak azt.

Poisson
Zero-Inflalt M i Hurdle
modellek 4 | PEICTOBER % dellek
modellek

4. dbra. Kapcsolat a modellek kézott

Mivel 4ltaldnossagban Poisson eloszlast szoktak alkalmazni az adatokra ezért induljunk
ki ebbdl az dbrabol:

200
150

100

LR

0 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

5. abra. Egy Poisson modell
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Ezzel ellentétben a Zéro-inflalt esetben a 0 megfigyeléseknél 2 kiilonh6z6 szarmazast
vesziink: egy szerkezetit és egy mintavételest.

600 T
500
400 4
300

200 1

ot (1111

g 1 2 3 4 5§ B ¥ 8 9 10 11 12 43 14 15 16 17

6. abra. Zéro-Inflalt modell az adatokra

Az el6z8 abra megmutatja, hogy hogyan is néz ki egy ilyen felosztas (itt n = 1500,
és 500 szerkezeti, valamint 50 db mintavételes 0 szerepel rajta), ahol a sotétsziirke szint
jeloli a szerkezeti-, mig a vildgossziirke a mintavételes 0-dkat. A mintavételes 0-ak alapja
altalaban a Poisson (vagy Negativ Binominalis) eloszlas, ami azt feltételezi, hogy ezek
véletlen megfigyelések. A Zéro-Inflalt modellek azt feltételezik, hogy szamos 0 megfigyelés
specialis szerkezettel rendelkezik az adatokbol. Vagyis vegyiik példanak azt a tanulmanyt,
ahol a magas rizikds szexudlis viselkedést tanulmanyoztak. Ekkor néhény résztvevs 0 ér-
téket ad, mivel nincs éppen szexudalis partneriik. Ezek lesznek a szerkezeti 0-ak, mivel
6k nem befolyasoljak a védekezésmentes szexudlis viselkedés mérését. Néhany résztvevs
ugyan rendelkezik partnerrel, de mégis 0-at adnak, mivel valamivel elkeriilik ezt a ve-
szélyes viselkedést. Az § rizikos viselkedésiiket fogjuk tehat leirni Poisson vagy Negativ
binominalis eloszlassal, amely tartalmazza a nulla esetet (mintavételes), és a nemnulla
esetet is.

500 4
400 4
300
200 A
100 1

L] ..

01 2 3 4 5 6 7 B & 10 11 12 13 14 15 16 17

7. dbra. Poisson Hurdle modell az adatokra

Ezzel ellentétben a hurdle modell szerint minden 0 adat szerkezeti szarmazasi. Ellen-
ben itt a pozitiv adatoknak lesz mintavételes eredete és ezek eloszlasa csonkitott Poissont
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vagy csonkitott Negativ-binomiélis eloszlast fog kdvetni. A kovetkezd abran az n itt is
egyenld 1500-al, valamint 550 db szerkezeti és 0 db mintavételes 0 szerepel.

Vegyiik a Hurdlere példanak azt a tanulmanyt, ahol a dohanyzasi szokasokat vizsgal-
jak. Itt csak a nem dohényzok fognak 0 értéket adni, vagyis ez azt jelenti, hogy &k nem
szivnak el egy szal cigarettat sem. Emiatt itt a dohanyzok adjak majd a pozitiv részt,
vagyis, hogy hény szl cigarettat szivtak el az utolsé 1 honapban.

Egyszoval a kiilonbség itt jol 1athato a szerkezeti és mintavételes 0-ak miatt, mivel
igy a két modell lehet, hogy 2 kiilonb6z6 eredményt fog adni két kiilonboz6 értékeléssel,
ugyanis masok lehetnek a kezdeti feltételek.
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5. Becslések a modellekre

A fejezetben a korabban bemutatott modellek esetében hatarozzuk meg a paraméte-
rek maximum likelihood és momentum modszeres becslését. Feltételezziik, hogy megfi-
gyeléseink fiiggetlen, azonos eloszlastiak. A szerzddések jellemzGitsl valo fliggést itt nem
vizsgaljuk.

1. Maximum likelihood becslés

Zer6-Inflalt Poissonra:

Mint mar korabban felirtuk (7. oldal) az eloszlas log-likelihood fiiggvénye

(=Y W@+ -¢)e™)+ > (n(l—¢)+nmAr—A—lnn,)

;= 1:m; >0

Erre irjuk most fel a likelihood egyenleteket vagyis, hogy a 0\l és J,l mikor lesz 0:

9 - 1 T =D

0= = g (L= e Ol =0} 4 > 0)
9 (=1 A 1 3
0=0\ = ¢+(1_¢)6_)\(1—¢>6 |{nl—0}|+xmz>0n2—\{nz>O}\

Ekkor vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: k a megfigyelések szama, m legyen egyenls
[{n; = 0}|-vel, és a 3, oy ni = d-vel.

Vagyis az els6 és mésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy:

(I—eMm  k—m
GrA-0)er 1-6 (12)
g;f (I f);;eﬁ + %d = (k —m). (13)

Ekkor ha a 2. egyenletbdl ki tudjuk fejezni ¢-t, akkor azt az els§ egyenletbe beirva,
kapunk A-ra egy egyenletet.

(1 ¢)em

1
s g =

(¢ —De*mA+ (o + (1= @)™ )d = (¢ + (1 — d)e ) A(k —m)
pe MmN\ — e MmN+ ¢d + e N — ped = Ak —m) + e Ak —m) — ge Nk —m)

e Nk —eMm —e M+e Mm =

= —ge  mA — ¢d + g d + Ak — dAm — de Nk + de M Am
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e e —e M = —pd+ pe N+ pNk — dpdm — pe Mk
e N —d) = d(—d+e M4 Nk —Im — e k)
e *Ak—d) = ¢(—d+eMNd— k) + Ak —m))

- e (M — d)
=0 N A=) + M —m) —d (14)

és ebbdl a A\-ra az egyenlet (ahol ¢ egyenls az el6z6 sorban kiszamolt értékkel):

(iw e (15)

Hurdle Poissonra:

A korabbiaknak megfelelGen a log-likelihood fliggvény:

[ = Z In(q Z [In(l—¢) —In(l—e?) = A+nlnA —In(n!)] (16)

:m;=0 i:n; >0

Ekkor az el6z6hoz hasonléan

0=0\= (1 _16)\6_)\(—1) - 1) {n; > 0} + % Z n; (17)

{i:n; >0}
és . ( 1)
0=3ql=5|{ i =0} +— !{nz>0}\ (18)
Vagyis azt kaptuk, hogy
(k—m) 1
—d = (k—m). 19
= td= (b —m) (19)
1 1
——(k—m)=-m 20
k)= (20)

Ekkor a masodik egyenletbdl kiszamolhatjuk g¢-t.

glk—m)=(1—-qgm=qgk—gm=m—qm =q¢k=m
Tehat q = 7 és az els6 egyenletbdl a A-ra azt kapjuk, hogy:

e\ - d
1—e? -~ (k—m)

(21)
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2. Momentum modszer

A momentum moédszer a maximum likelihood modszer mellett a matematikai statisz-
tikdban az egyik leggyakrabban hasznalt becslés a minta ismeretlen paramétereire.

A becslést gy végezziik, hogy adott egy X valoszintiségi valtozo és hozza egy el-
oszlasfiiggvény F(X,0), valamint X-re a momentumok: p; = EX* i > 1. Ha a 0
paraméter megadhato a p;, 1 < i < m momentumok 6 = h(uq, ..., py,) fiiggvénye-
ként, akkor a 6 paraméter becsléseként vehetjiik a

O, = h(in, ..., fm)

értéket, ahol

1 ) )
jeloli az i-edik tapasztalati momentumot. A kévetkezSkben nézziik meg a becslése-
ket:

Zero-Inflalt Poissonra:
Az 1. egyenlet: o
E(N)=(1-9¢))=X, (22)

(23)

A 2. egyenlet:
E(N?) = (1= 9)E(n*) = (1 — )(A+ N?) = fia, (24)

ahol a fi, = L S°F | X2, Vagyis ekkor azt kaptuk, hogy:
k 1=1“"1

(1_¢)(A+>‘2):ﬂ2:>(1_¢) ((1)_(¢)+<1)_(¢)2> = flz = X + X = iy

— —a — —9 —-X
= 1= X+ X =(l-9¢0)=1-0)(X—jn)=-X =(1-9¢)= =
(X - MQ)
Tehat ekkor a .,
X
p=14—=—— (25)
(X — fiz)
Amibdl kévetkezik, hogy R
N M2
2 (20)



Hurdle Poissonra:
Az 1. egyenlet: o
E(N)=®X=X (27)

ahol & = %7 és ebbdl a A-ra a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

Xe
A= —— 2
i et (28)
A 2. egyenlet:
E(N?) = @A+ X°) = pi2 = fip (29)
Ekkor az el6z6h6z hasonléan
X 1—gq . fia(1 —e™?)
DN+ )\ = A+ A2 = l—¢q)=—"~"——=
( + ) M2:1—6_/\( + ) M2 = :< q) ()\+>\2)
fiz(1 — ™)
= ]_ e S —
oY) (30)

. Fischer Informéaci6
Zer6-Inflalt Poissonra:

Legyenek Xi,... Xy ~ Zéro-Inflalt Poisson eloszlastak ¢ és A\ paraméterekkel.

[ o+ (1—¢)e* han=0
f>\7¢(n)—{ (1_(;5)6—/\% han=1,2,...

log fr¢(n) = Z In(¢+(1—a)e )+ Z (In(1 — ¢) + n;In XA — X —lnn;!)

:m;=0 1:m; >0
Oy 10g froln) = —— Y (1 e+ 2d— (k—m)
MBIl = I e )
és . (1)
0glog fae(n) = o ¢)€_A(1 — e Mm+ ﬂ(k —m)

ahol m és d megegyezik a korabbi jeloléssekkel (20. oldalon).
Ekkor a Fisher informaciot gy kapjuk, hogy

I ()\ ¢) — 6)2\ log f)\,qﬁ(ﬂ) (%895 10g f>\7¢ (ﬂ)
T\ 0s0xlog fe(n) (9; log f.s(n)

ahol a

Rog froln) = | (= Ot = (k- m) =

_ (U—eemP 4 (—getm
T ot DE AGrA_gen TETm
(1—¢)e*m > _d _

G a-gen T HETmE

+2(k —m)
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R+ (1 — d)e)2 — 20Nk — 20k(1 — ¢)2(e=)2 — ddNkd(1 — §)e=>
N Y0+ (1 - )e)? !
+2d)\mgb(1 —@)e ™+ N2 (1 — ¢)%(e™)? + 22 %K%p(1 — ¢)e ™
Ao+ (1—)e?)?
+)\2k:2¢2 + A2m2¢? — 2X2kme? — 2X2kmo(1 — ¢)e
Ao+ (1—g)e?)?
(d? — 2d\k + N2k%) (¢ + (1 — ¢)e™™)2 + XN2mg?(m — 2k)
(6 + (1 6)e ) !
20mo(1 — ¢)e d — \k)
Ao+ (1—p)e?)?
(2 — 2d0k + A2%2)  md(m—2k)  2mé(1 — ¢)e>(d — Ak)

_|_

} v T Hra-ae T Apra-genr
910y 1og fr(n) =
(=1)(1 - g)e™?m 1. - (1—eMm (—=1)(k—m)]
¢+ (1—¢)e? 3 (k )} {(b—l—(l—(b)e—’\ * 1—¢ B
(1—¢)(1 —e e m? (1 —¢)e*m(k —m) (1 —eMmd

(@+ (1= o)) (L=0)(¢+(1—9)e) Ao+ (1—d)e?)
(k=m)d  (k—m)(1 - eMm  (k—m)?

M-0)  (6+0-ge) | 1-9

(VR0 = 6P £ NS~ 20) + Aol d)] K
(@ + (1= ¢)e)?A(1 - ¢) (1-9¢)
L (1= 6) — 2hd(1 = 9) — mlA — AP +20AG?)
(@ + (1= ¢)e)2A(1 - ¢)
d(md — k(dp — mA — mAg) + 2m>\ — m?Ao)

0+ (1 —=d)e?)?A1 - 9¢)

(32)

1—eMm  (~1)(k-m)]*
td—per 1-¢

_ (1 —e?)%m? . (1 —eM)m(k —m) . _
o+ (1 —9le*r (p+(1—-9leM)(1—-9) (1-09)

95 log fre(n) =
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(m(1 = (e™)?) + 2ke ™ e™ = 1)) m(1 — ¢)* + (m — 2k)m¢ N
(1=9¢)*(¢+ (1 —¢)e?)?
(L—¢P2mé(—k+e +m)  F(d+(1—¢)e?)

R T P e Py R G e gy e Py

(m(1 = (e™)?) + 2ke ™ e™ — 1)) m N (m — 2k)me N
(¢ + (L—g)e?)? (1=9)*(¢+ (1L —o)e?)?
.\ 2
2mo(—k + e +m) N k (33)

U0+ A=0)c 2  (1-0)2(p+1-0)c)

Hurdle Poissonra:

Legyenek itt az Xy, ... X ~ valtozok Hurdle Poisson eloszlastiak A\ és ¢ paraméte-
rekkel.

q hanzO

1—e =€ nl
k
108 fag(n) = [Ln—0) In(q) + In,50) In(1 — q)] +
1=1
k
+ Z[(ni>0) [n;In(A) = A —In(n!) —In(1 — e )‘)}
i=1

-
Oxlog frqg(n) = <_1i€_)\ _1) (k—m)—kg
Oglog frq(n) = %_ (ki__zl)

Ekkor az el6z6hoz hasonléan a

e—)\

03 10g frq(n) = K_l—w —1) (k;_m)+§] K_%_Q (k_m)Jrﬂ _

e—>\2 - -

= w2 ) = 2+
(1—e?) , (1—e™) d (d\*
1—e* (k=m)" =2 — e (k= )X+<X> N

s L (e 2k—m)d | (d)?

N (1—6*)‘)2%_ )+ 1—6*/\( ) (I —eMA ()\) (34)



—A

0,0, log fr() = [(_1 —— 1> (—m) + ﬂ [E (k- m>} _

¢ 1-q
~md  (mk—m?e?  (mk—m?) (k—m)d (k—m) (k —m)%e2

T gl-e) g QI—gr 1-q (1-q@—e)

md — mde™ — mkX + 3mkq\ + m?\ — 2m2q\ — kdq + kdge™ N
(1 = A1 —e™)
2m2gie™ — dkmgle ™ — k2g\ + k2ghe™ B
q(1 =AML —e™?)
d kd —k 2m? + k2 k(3 — 4e™
_ o m B N m(m )ﬂ\_(m—k )+m( ei)A (35)
qI=gA ql-q) q¢l-g)l-e?) (A-q) (A-g)(l-e?

és végiil a

X _[m =-m)][m  (k—m)] _m® (k—m)m  (k—m)® _
Ouloa frqn) = [q 1—qu 1—6./} g Cal-g Ta-e?
L—gPm? (k—m)mg(l—q) (k—m)’¢ _
(1 —q)2¢? q(1 —q) (1—q)2¢?
B m? + 2mq® — 4kmq® — 4m2q + 2kmq + 2mq® + k*¢?
B ¢*(1—q) (36)
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6. Osszefoglalas

A szakdolgozat soran bemutatasra keriilt a 2 modell f6bb tulajdonséigai, a koztiik 1évs
kiilénbségek és hasonlosagok, valamint egy példan keresztiil a Poisson eloszlastol valo el-
térésiik is. A bemutatott modelleket konkrét példakra alkalmaztuk, majd a modellekre
statisztikai méréseket folytattunk. Ezekbdl lathato, hogy habar a két modell nagyon ha-
sonld, mert mind a kett6 a nagymennyiségi 0 adatszerkezettel foglalkozik, sokszor mégis
méas eredményeket adhatnak, ezért mindkét modell ismerete fontos lehet szamunkra.
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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik segitettek abban, hogy ez a
dolgozat létrejohessen.

ElsGsorban halas koszonettel tartozom konzulensemnek, Aratéo Miklosnak, aki felhivta
figyelmem erre a rendkivil érdekes téméra, és aki sokat segitett mind dtmutatasaival,
hasznos Gtleteivel valamint észrevételeivel és faradhatalan biztataséaval.

Szeretném megkoszonni csalddomnak a folyamatos tamogatasukat és azt, hogy mindig
szamithattam rajuk.

Végiil, de nem utols6 sorban szeretném megkszonni tanaraimnak azt, hogy megis-
mertettek engem a valosziniiségszamitas és matematika szépségeivel és, hogy segitettek
abban, hogy ideig eljuthassak.
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