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ot 1

Ronald A. Fisher emlékére festett

latin négyzetet dbrazol6 ablak Cambridge-ben



Bevezetés

”For what is useful above all is
technique, and mathematical
technique is taught mainly

through pure mathematics.”

A mathematician’s apology
G. H. HArRDY

Algebrai szemmel a latin négyzetek kvézicsoportok miivelettablai (Cayley-tablai),

de a Sudokunak barmely megoldasa is latin négyzetet ad.

Elnevezése Leonhard Eulertol szarmazik, aki irasaiban latin karaktereket hasznalt

a latin négyzet szimbdolumaiként.
A nagyon egyszeri konstrukcié széleskorben alkalmazhaténak bizonyult.

Sok érdeme van ebben Ronald A. Fishernek, Dénes Jozsefnek és A. D. Keedwell-
nek, akik konyvének gazdag problémafelvetéseit Erdos Pal dicséri tjabb kiaddsuk
el6szavaban. Elmondasa szerint ugyanis 73 megoldatlan problémat vet fel Latin Squares
and their Applications c. els6 konyve a szerzoparosnak — mely 1974-ben keriilt kiadédsra
—, és ebbdl 1991-ben megjelent Latin Squares c. konyvig 20-at teljesen megoldottak,
feleennyit pedig részben.

Tobb forméja is ismeretes a latin négyzet alapti tablajatékoknak, tudomanyos
kisérletek tervezésében — igy gydgyszerészetben, pszicholégiai kutatasokban — is nagy
szerepet tolt be. A II. Vildghaboru ideje alatt hirkozlésre hasznaltédk, kédelméleti al-
kalmazasai elterjedtek.

Jelen dolgozat célja elméleti alkalmazasok szemléltetése mellett, hogy bepillantast

nyerjink a latin négyzetek sok téren megvaldsulé hasznardl.



1. fejezet

Latin négyzetek

1.1. Néhany definicio

1.1.1. Definicié. (Latin négyzet) Egy n x n-es L maétrixot, melynek elemei egy
n szimbo6lumot tartalmazé S halmazbdl keriilnek ki, n-edrendi latin négyzetnek ne-

veziink, ha S minden szimbdéluma pontosan egyszer fordul el6 minden sorban és osz-

lopban.
1 3
2 1
31112
1.1. 4bra.

1.1.2. Megjegyzés. Tébbnyire az n szimb6lumnak az {1,2,...n} C N szamokat

valasztjuk az egyszertiség kedvéért.

1.1.3. Definicié. (Redukalt/standard forma) Egy latin négyzet, melynek elemei
a természetes szamok halmazabdl kertilnek ki redukdlt vagy standard formdban van,

ha az elsé oszlop és az elsé sor elemei rendezettek. (Esetiinkben 1,2,3,...n.)

1.1.4. Definicié. (Gorog-latin négyzet) Két n-edrendii latin négyzetet egymadsra
téve a cellakban szimboélumok helyett szimbdélum parokat kapunk. Ha ezek a parok

minden celldban egyediek, akkor gordg-latin négyzetet kaptunk.



1.2. A 36 TISZT PROBLEMAJA

1.1.5. Megjegyzés. Mivel n-edrendii latin négyzetekrél beszéliink, a lehetséges
szimbdlum parok szdma n2. gy a gorog-latin négyzetnek el6 kell allitania n? kiilsnbozé

par mindegyikét pontosan egyszer.

1.1.6. Definicié. (Transzverzalis) Egy n-ed rendd latin négyzet transzverzilisa
celldinak egy olyan n szamossagui halmaza, melynek elemei tugy kertilnek ki a latin
négyzetbdl, hogy minden sorabdl és minden oszlopabdl pontosan egyet valasztunk ki,

olyan médon, hogy minden cella més szimb6lumot tartalmazzon. (1.2. dbra)

2

1.2. abra. latin négyzet transzverzalisa

1.2. A 36 tiszt problémaja

Az eredeti feladatot Euler 1782-ben publikélta, mely a kovetkezéképpen hangzott:

1.2.1. Feladat. Egy diszszemlére érkezett 6 ezredbdl 6-6 kiillonbozo féle rendfokozati
tiszt altal vezényelt alegységeket ugy kell elrendezni egy 6 x 6-os négyzetben, hogy
minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer forduljon el6 a tiszt rendfokozata

és ezrede.

Ez a feladat 200 éven at tarto vitat inditott meg a gorog-latin négyzetek létezésének
feltételeirdl, ugyanis ennek atfogalmazasa azt a kérdést teszi fel, van-e 6 x 6-os gorog-
latin négyzet?

Latni fogjuk, hogy n = 2-re nem létezik gordg-latin négyzet és n = 6-ra se taldlt
Euler, ezért azt sejtette, hogy 4n 4+ 2 (ahol n € N) alaki szdmokra nincs.

Ezt az allitasat a hatvanas években sikertilt megcafolni, am az n = 6 esetben igaza
volt. Ennek a feladatnak lett a neve a 36 tiszt problémdja, melynek bizonyitasat Ga-
ston Terry adta majd 120 évvel késobb, szimmetriai meggondolasokkal az Gsszes eset

attekintésével ([8]).



1.3. ORTOGONALITAS

1960-ban, miutan E. C. Parkernek sikertilt taldlnia n = 10 esetre megfeleld latin
négyzetpart (Id. 1.3. dbra), az eredetileg statisztikus R.C. Bose és S.S. Shrikhande
segitségével altalanossagban is megcafoltak Euler sejtését. S6t, az is kideriilt, hogy az

ilyen alakd szamok koziil csak n = 2 és n = 6 esetben nincs megoldas.

014172983615 071816193 |5(4]1]2
8111512713194 /0]|6 611780914523
91812637145 |1]0 510127819634
5198130471621 916 |1[3|7]812]04]|5
71619814 (1|5]0|3]2 3191012147/ 8]1|5]|6
617/0[9|8]512]1|4]|3 8141911357260
3101 7]119]8|16[2|5]|4 718[15(9(2(4]6[3|0]1
11213[4[5(6/07|8]9 41516011 12]3[7[81]9
213|4(5|16(0]1]8|9]|7 11213[4]5(6[0/9|7]8
4151601112 13[]9|7]8 213(4(5]6]0[1]|8]9]7

1.3. dbra. Gorog-latin négyzet n = 10-re E. T. Parkert61([9])

1.2.2. Megjegyzés. A fenti két latin négyzetbol késziilt gorog-latin négyzetet szoktak
6, 2 indexti Euler négyzetnek is hivni, ahol az els6 tag a rendet, a masodik az egymasra
helyezett ortogonalis négyzetek szamét jelenti (1d. példaul [7]). Eszerint a fent lathaté
két négyzet két darab 6,1 indexli Euler négyzet.

1.3. Ortogonalitas

Az el6z6 részben targyalt gorog-latin négyzetparokat ortogondlisaknak mondjuk.
Erre a definiciéra épitkezve juthatunk el igen 1ényeges és hasznos fogalmakhoz, alkal-

mazasokhoz.

1.3.1. Definicié. (Ortogonalitas)

1. Jelolje az L latin négyzet i. sordnak j. elemét L, ;. Az L', L?* n-edrendii latin

négyzetek ortogondlisak, ha az (Lij,

szamokbol képezhetd Gsszes rendezett part pontosan egyszer allitjak eld, azaz ha

L7;) pérok 1 <i,j <neseténa 1,2,...,n

egymasra helyezve 6ket gorog-latin négyzetet kapunk.



1.3. ORTOGONALITAS

2. Az n-edrendf latin négyzetek egy { L', L?, ..., L*} halmaza ortogondlis rendszert

alkot, ha koziilik barmely kettd ortogondlis.

Ezek elemszamat tobb irodalomban jelolik N(n)-nel ([3],[1]), mi is innentél igy

hivatkozunk ra.

1.3.2. Megjegyzés. Egy masik kapcsolodd fiiggvény, n,., melyet azon legkisebb po-
zitiv egész szam jelolésére hasznaljuk, amelyre: Vv > n, 3 r elemii ortogonadlis rendszere

v rendi latin négyzeteknek.

Euler sejtésének cafolata vezetett az N(n) és n, fiiggvények értékeinek vizsgalatardl

sz6l6 tanulmanyokhoz.

A kovetkez6 tétellel egy felsé korlatot adunk N (n)-re.

1.3.3. Tétel. N(n) <n—1.
Bizonyitas

1. A rendszerben 1évo Osszes latin négyzet szimbdlumait nevezziik 4t ugy, hogy az
elso soruk rendezett legyen. Az egyszertiség kedvéért legyenek a szimbdélumok az

1,2,...,n szamok.

fgy ha az els6 sorban a 2 szimbdlumot az 1-re cseréljiik egy négyzetben, azt
ugyanugy meg kell tenniink a négyzet tobbi 2 szimbdélumaval, mely eredetileg
is az volt. Hogy melyik szimbdélumot melyikkel helyettesitjiik, sziikségszertien

négyzetenként valtozik.

2. Majd sorok cseréjével (természetesen az 1. sor kivételével, hiszen azt mér ren-
deztiik) érjiik el, hogy a rendszerbél egy tetszéleges négyzet standard legyen,
mégpedig ugy, hogy kozben minden latin négyzeten ugyanezeket a sorcseréket

hajtjuk végre.

Vegyiik észre, hogy ezzel nem veszitettiik el az ortogonalitast, hiszen a szimbdolumok
nem befolyasoljak, csupan azok helye, masrészt a sorok szimultdn cseréivel nem

veszitlink el egyetlen rendezett part sem a késobbi egymaésra helyezett négyzetekbol.

Egyértelmii, hogy az azonos szimboélumokbdl all6 parok az elsé sorban fognak

létrejonni.



1.3. ORTOGONALITAS

Minden latin négyzet elsé oszlopanak 2. sordban kiilonboz6 szimboélumoknak kell
szerepelniiik, ugyanis, ha lehetne két latin négyzetnek ugyanaz az s szimbdluma a 2.
sor 1. helyén, akkor eléallna beldliik egy olyan négyzet, melynek az (1,s) és a (2,1)
poziciéiban ugyanaz a rendezett par szerepelne, igy nem lehetnének ortogonalisak a

négyzetek. [J

A fenti bizonyitas 1., 2. pontjaban le is irtuk, hogyan jon létre un. latin négyzetek

standardizalt ortogonalis rendszere:

1.3.4. Definicié. (Standardizalt ortogondlis rendszer) Latin négyzetek orto-
gonalis rendszerét standardizaltnak mondjuk, ha minden latin négyzetének elsé sora és

egynek els6 oszlopa rendezett.

1.3.5. Definicié. (Teljes ortogondlis rendszer) Ha adott n-re létezik ilyen n — 1

elemi ortogonalis rendszer, akkor azt teljes ortogondlis rendszernek nevezziik.

1.3.6. Megjegyzés. Az ortogondlis rendszer tetszoleges elemét lehet standard alakra

hozni szimultdn rendezésekkel.

Nyilvanval6, hogy az els6 eset, amikor értelmezheto a latin négyzetek ortogonélis

rendszere az n = 3, ugyanis n = 2-re az alabbi két latin négyzet 1étezik:

és ,

melyek nyilvan nem ortogonalisak egymassal.

n = 3-ra létezik ortogonalis rendszer:

11213 11213
2131 1
31112 21311

melyrél mar tudjuk, hogy teljes ortogonalis rendszer is.

Erdekes kérdés lehet ezek konstrukciéja. Ebben segithet nekiink a kévetkezo tétel:

1.3.7. Tétel. Eqy latin négyzetnek akkor és csakis akkor létezik ortogondlisa', ha

létezik n diszjunkt transzverzalisa.



1.3. ORTOGONALITAS

Bizonyitas Legyen L' n-edrendfi latin négyzet redukalt formaban az egyszeriiség

kedvéért.

Vegyiik L'-nek n cellajat, melyek ugyanazt a rogzitett s szimbdlumot tartalmazzak.
Ekkor L' ortogondlisanak megfeleld celldiban egyet kivéve — melyrdl feltehetjiik, hogy
az elso sorban van, hiszen barmely ortogonalis rendszer atalakithato standardizaltta
— minden helyen méas szimbdélumnak kell szerepelnie, kiilonben nem lehetnének orto-

gonalisak.

Mivel az s szimb6lum L' minden soraban és oszlopdban pontosan egyszer szerepel,
ugyanezeknek a celldknak az értékei ennek ortogondlisénak — ami legyen L% — egy

transzverzdalisat adjak.

Megforditva: ha létezik n diszjunk transzverzalis, akkor az L2-ben ezekre a helyekre

sorra 1,2, ..., n-et beirva megkaptuk az ortogonalis part. [J

1.3.8. Megjegyzés. A tétel szemléletesen n = 3-ra:

3 1|2
L'=12]3]1 [’=|3]1]|2
2 3

'Eredetileg orthogonal mate (ortogonalis tars), jelentése: létezik hozzd egy ugyanolyan dimenziés
latin négyzet, mellyel ortogonalis part alkotnak.



2. fejezet

Matematikai alkalmazasok

2.1. Véges Geometria

2.1.1. Véges projektiv sikok

Ennek a résznek a targyalasahoz sziikségiink lehet az absztrakt projektiv sik
axiomaira és azok eredetének megértésére. Kihasznalva az alkalmat, példakat,

jeloléseket is bevezetiink.

2.1.1. Definicié. Azt a projektiv sikot, amit az euklidészi sik idedlis pontokkal és
egyenesekkel valo kibovitéseként kapunk, klasszikus projektiv siknak nevezziik. Ezen a
sikon a pont és egyenes illeszkedési viszonyairdl tudottakat mondjuk alaptényeknek, és

axiomaként tekintlink rdjuk innentol.

K1. Béarmely két ponthoz pontosan egy mindkettére illeszked6 egyenes van.
K2. Barmely két egyeneshez pontosan egy mindkettore illeszked6 pont van.

K3. Van olyan négy pont, hogy azok koziil barmely kettdére egyarant illeszkedo egyenes

mar a maradék két pont egyikéhez sem illeszkedik.

2.1.2. Megjegyzés. Ezeket az axiomakat tekinthetjik a projektiv sikok modelle-
jeként is, hiszen vannak maés rendszerek is, melyekben definidlhatunk pontokat, egyene-
seket és illeszkedést, melyekkel az axiomak teljestilni fognak. Ilyen példaul a Fano sik,

1d. 2.1. Az ébra jeloléseit hasznalva a Fano stk ponthalmaza: P = {A, B,C, D, E, F, G},

10



2.1. VEGES GEOMETRIA

2.1. 4bra. Fano sik

egyenesei: a = {B,D,C}, b={A,F,C},c={A,E,B},d={F,G,C}, e ={B,G, F},
f={A,G, D}.

Ebbol definidljuk az absztrakt projektiv sikot, mas axiémakkal helyettesitve a 3.

axiomat, melyet gy is neveziink, hogy létezik valodi négyszog.

2.1.3. Definicié. A II = (P,€,Z) harmast, ahol P és £ két diszjunkt halmaz, Z C
P x & pedig egy illeszkedésnek nevezett relacid, projektiv siknak neveziink, ha kielégiti

a kovetkezo axiémakat:

P1. P barmely két kiillonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van £-nek, amely

mindkettdvel relacioban all.

P2. £ barmely két kiillonb6zo eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek, amely

mindkettdvel relacioban all.
P3. &£ minden eleme legalabb hiarom kiilonb6z6 P-beli elemmel &ll relacioban.
P4. P minden eleme legalabb harom kiilonbozé £-beli elemmel &ll relaciéban.
2.1.4. Megjegyzés. 1. F test feletti projektiv sik jelolése: PG(2,F).

2. P1, P2 és P3, P4 egymas dudlisai, ezért ha egy tétel igaz, akkor annak dudlisa

is nyilvan igaz lesz.

11



2.1. VEGES GEOMETRIA

3. A P3 és P4 axiémak az elfajuld esetek kizarasara szolgédlnak, és ekvivalensek

K3-mal. Ennek bizonyitdsa megtaldlhaté a [4] konyv 1. fejezetében.

4. A klasszikus projektiv sik, PG(2,R)) nyilvan absztrakt is.

2.1.5. Tétel. Ha a 11 projektiv siknak van olyan egyenese, amelyre n + 1 pont illesz-
kedik, akkor

1. Minden egyenesén n + 1 pont van.
2. Minden pontjdn n + 1 egyenes megy dt.

3. II dsszesen n? +n + 1 pontot és egyenest tartalmaz.

Ellendrizhetjiik is ezeket a Fano-sikon, mely egy 2-rendii projektiv sik, és valoban

mind a 7 pontja (egyenese) 3 egyenessel (ponttal) all reldciéban.

Ennek a tételnek koszonhetden értelmes a kovetkezd definicionk.

2.1.6. Definicié. A II projektiv sik rendje n, ha II-nek van olyan egyenese, amelyen

n + 1 pont van.

2.1.7. Allitas. Tetszbleges q-ra B, = GF(q) véges test feletti vektortérbél mindig

szarmaztathato projektiv sik, melynek rendje q.

Bizonyitas Legyen V egy F, feletti harom dimenzids vektortér. Legyen P V egy-
dimenziés, £ pedig V' kétdimenzids altereinek halmaza, az illeszkedés pedig legyen a

halmazelméleti tartalmazés.

A haromdimenzids vektortérben két kiilonbozé egydimenzids alteret pontosan egy
kétdimenzids altér tartalmaz, és barmely két kiillonbozé kétdimenzids altér metszete

pontosan egy egydimenzios altér lehet, ezért P1 és P2 teljestil.

Legyenek eq,es,e3 € V a vektortér bazisvektorai. Ekkor az eq, ey vektorok altal
generalt kétdimenzids altér biztosan tartalmazza az eq,es és e; + ey vektorok altal

generalt harom egydimenzios alteret, amivel P3 axiémat lattuk be.

Tekintstiik az e; altal generadlt V; egydimenzids alteret. A Vi-et tartalmazoé
kétdimenzids alterek: < ej,es >, < ep,e3 >, < ej, ey + ez >. fgy a P4 axioma is

teljestil.

12



2.1. VEGES GEOMETRIA

Ebbdl kapjuk a projektiv sik algebrai modelljét: a V-ben az egydimenziés altereket —
azaz a pontokat — generdlé vektorukkal, a kétdimenzios altereket — azaz az egyeneseket
— pedig az ortogondlis kiegészitojiik egyik generald vektoraval adjuk meg.

Ekkor egy x pontot a (z1,xs,23) # (0,0,0) hdrmasok jelentenek, és mivel vekto-
rokrél van sz6: VA(# 0) € Fyrax = (21, 22, 23) = (Az1, Az2, Ax3) = Az ugyanaz a pont.
Hasonléan az egyenesek olyan [ug, us, us] # [0,0,0] ponthdrmasok, ahol [uy,us, us] és

[Auy, Aug, Aus) ugyanazt az u egyenest jelentik A # 0 és A € F, esetén.

Nyilvdan a pontok és egyenesek szdma megegyezik. ¢ elemii test esetén ¢ féle
pontharmas létezik, de ebbdl az egyik a csupa 0, M-t pedig g — 1 félét véalaszthatunk.
fgy kapjuk, hogy a pontok és egyenesek szama

-1 (@PF+q+1)(g—1)

2
=P 4q+1
| pa— ¢ +q+1

tehat a véges projektiv sik rendje valoban ¢. [

2.1.8. Kovetkezmény. Algebrai tanulmdnyainkbdl tudjuk, hogy GF(q) létezésének
sziikséges €s elégséges feltétele, hogy q = p™, ahol p eqy prim ésn > 1, n € N.
Az elézd tételnek és ennek a kévetkezménye, hogy mindig létezik primhatvanyrendi

projektiv sik, nevezetesen PG(2,F,).

2.1.9. Allitas. {LY, L% ..., L™} latin négyzetek teljes ortogondlis rendszerébdl min-
dig konstrudalhato projektiv sik.

Bizonyitas Eloszor felépitjuk a sikot, majd belatjuk, hogy érvényesek az axiomak.

Feleljenek meg a latin négyzetek az idedlis egyenes n—1 idedlis pontjanak és jeloljiik
6ket a 2.2 dbrdhoz igazodva (i)-vel Vi = 1,2,...,n — 1. Definidljunk két masik ideélis
pontot az idedlis egyenesen, (00)-t, és (0)-t, melyek a sorok és az oszlopok szerepét
toltik be. Egy idedlis ponthoz tartozo egyenespar ne metssze egymast, viszont minden
(00)-re illeszked6 egyenes metsszen minden (0)-ra illeszked6t. A négyzetekben az egyes
szimbolumok &ltal alkotott mezo n-esek legyenek az idealis pontjaikra illeszked6 egye-
nesek, tehat minden (i) négyzet minden j szimbéluméahoz rendeljiink egy [i, j] egyenest,
mely pontosan akkor illeszkedik egy (x,y) tipusd pontra, ha az i. négyzet x. sordban

és y. oszlopdban a j szimbdélum szerepel.

Megadtuk az illeszkedést, és a pontok és egyenesek halmazat: P = {(z,y), (), (c0)},
E = {[m, k], [k], [oc]}, ahol x,y,m, k € {0,1,...,n — 1}.

13



2.1. VEGES GEOMETRIA

(e0) (1) (2) (3) (4) (0)
o @ 0

[oo] egyenes [3)2]|

[xy] tipusu eq',fenesek

[k] tipusa egyene

2.2. 4bra.

Ezekre lassuk be az axiomak teljesiilését!

P1 idedlis pontokra nyilvan igaz: az idedlis egyenes Osszekoti Oket, minden nem
idealis egyenes pedig egy-egy latin négyzet szimbolumainak illeszkedését vagy a sorokat,
oszlopokat jelenté egyenesek, tehat hozzd vannak rendelve egyértelmiien egy idealis
ponthoz. A nem idedlis pontokra is teljesiil ugyanezért: az egyenesek, mint diszjunkt
azonos szimboélumot tartalmazo mezé n-esek, lefedik az osszes cellat négyzetenként. Ha
tobb ilyen egyenes kotne ossze két pontot, az azt jelentené, hogy két latin négyzetben
van olyan szimbdélumhoz tartozé egyenes, amely tébb mint 2 helyen megegyezik, ez
pedig ellentmond az ortogonalitdsnak. A nem idedlis és idealis pontok k6zotti tobszoros
egyenes pedig azt jelentené, egy cellaba tobb szimboélumot akarunk beirni, amit nyilvan

nem lehet.

P2, amikor nem ideédlis egyenesekrél beszéliink: barmely két oszlopot /sort jelképez
egyenes nyilvan pontosan egyszer metsz egy sort/oszlopot jelentd egyenest, mig ugyan-
azon osztalyba tartozd egyenesek kozos pontja csak az idedlis pontjuk lehet. Vegyiik
a szimbdlum n-eseket jelentd egyeneseket: ezek minden sort és minden oszlopot egyet-
len helyen metszenek négyzetenként. Egymadst is pontosan egyszer metszhetik, vagy
mert ugyanazon négyzethez tartoznak (ekkor az idedlis pontban), vagy azért, mert a

hozzdjuk tartozd négyzetek elbéllitanak egy part, ami szimbdlumpéronként (béarmely 2
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ilyen egyenesre) pontosan egyszer torténik meg. Idedlis és nem idedlis egyenes esetében
megint egyértelmii, hogy nem lehet egynél tobb kozos pontjuk (egy sor nem lehet oszlop
is, sth...).

P3 és P4 pedig nyilvan teljesiilnek n > 2 miatt. [

2.1.10. Megjegyzés. A bizonyitds els6 részével (rendtdél és latin négyzetektol
fiiggden) egy 2.2 abran lathatéhoz hasonlé véges projektiv sikot kapunk. Errél leolvas-
hatd, hogy a latin négyzetek rendje n = 5, és a harmadik négyzetben a 2-es szimbdélum

elhelyezkedése a kovetkezd (L, jelentése: L négyzet x. oszlopa és y. sora):

L} = 2

2.1.11. Megjegyzés. Az [z, y] tipust egyenesek illeszkedési szabdlyaindl felcserélhet6
a par szerepe. Példdul a [5] konyvben minden (7) négyzet minden j szimbdéluméhoz [i, j]
egyenes helyett [7,7] egyenest rendel (amikor az i. négyzet x. sordban és y. oszlopdban

a j szimbolum szerepel).

Az allitas visszafele is teljesiil, lassuk most ennek bizonyitasat.

2.1.12. Allitas. n-edrendi projektiv sikbol mindig konstrudlhaté {LY,12,... L™}

latin négyzetek teljes ortogondlis rendszere.

Bizonyitas Az egyszeriiség kedvéért szamozas helyett jeloljik most az
(1),(2),...,(n — 1) idedlis pontokat Iy,I,..., I, 1-nek. Jelentsék ezek a latin
négyzeteket, a rajtuk atmend nem idedlis m;; (1 = 1,2,...,n—1ésj =1,2,...,n)
egyenesek jeloljék az i. négyzethez tartozo j. szimbdélumot.

Mivel n-edrendi projektiv sikrél beszéliink, n? + n + 1 pontja van, és minden egye-
nesén n + 1. Tehét az idedlis egyenes pontjain kiviil még van n? pont, amiket a a latin

négyzetek n? mezdiként értelmeziink.

[gy a négyzetek oszlopait jelenthetik a (00), sorait a (0) idedlis pontokra illeszkedd
egyenesek. Az is egyértelmii, hogy a latin négyzeteket jelentd idealis pontokra illeszked6

(szimb6lumokhoz tartozé) egyenesek még n darab pontra illeszkednek.
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Megkaptuk a latin négyzetek konstrukciojat, mar csak azt kell belatnunk, hogy

1. valoban latin négyzeteket kaptunk;

2. a latin négyzetek paronként ortogondlisak.

Tegyiik fel indirekt, hogy I négyzetnek van oszlopa vagy sora, ahol a j. szimbdélum
kétszer szerepel. Ez azt jelentené, hogy van olyan my ; egyenes kétszer metszi ugyan-

ahhoz a sorhoz/oszlophoz tartozé egyenest. Ez nyilvén ellentmond P1-nek. %

Szintén indirekt médon lassuk be, hogy a latin négyzetek paronként ortogonalisak.
Tegyiik fel, hogy 3 I;, I négyzetpar, melyek nem azok, tehdt valamely (2',v'),
(z,y) helyekre ((It)@y)> () @y) = ((Te)@y), (L) @y))- Ez azt jelentené, hogy a

szimbdlumpéroshoz tartozé 2 egyenes két helyen is metszi egymést — az (z,y) és az

(', y") pontokban —, ami ellentmond P2-nek. 4 O

2.1.13. Megjegyzés. Tehdt testbdl is. (Ld. 2.1.7 tétel.)

A kovetkezo konstrukeid szintén test feletti projektiv sikot ad:

P = {(z,y), (m), (c0) : x,y,m € GF(q)}

E ={[m,b],[c],[oc0] : m,b,c € GF(q)}
Az egyenesekre val$ illeszkedés pedig: [oo] = {(m),(c0):m e GF(q)}; [¢] =
{(c0), (z,y) :x=césy € GF(q)}; [m,b] = {(m),(x,mz+b):x € GF(q)}.

Itt a latin négyzeteket az (m) tipust pontok jelentik (ahol m # 0), az m. négyzet b

szimboluma pedig az x. sorban és mx + b. oszlopban lesz.

2.1.2. Affin sikok

Ha egy II = (P,E&,Z) projektiv siknak egy egyenesét és annak Osszes pontjat el-
hagyjuk, akkor II" a megmaradt P’ pontokkal, £ egyenesekkel és az Z' = Z NP’ x &

relacioval egy affin sikot ad.

2.1.14. Definicié. A II' = (P’,&’',7') harmast, ahol P’ és £ két diszjunkt halmaz,
T' C P'x &' pedig egy illeszkedésnek nevezett reldcid, affin siknak neveziink, ha kielégiti

a kovetkezd axiémakat:
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A1l. P’ barmely két kiillonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van £'-nek, amely

mindkettovel reldciéban all.

A2. Ha P € P nem &ll relacioban az e € £ elemmel, akkor £-nek pontosan egy
olyan eleme van, amely relacioban all P-vel, de nem &ll relacioban egyetlen olyan

P’-beli elemmel sem, amely e-vel relaciéban all.
A3. &£ minden eleme legaldbb két kiillonboz6 P’-beli elemmel all reldcidban.

A4. P’ minden eleme legalabb harom kiilonb6z6 £’-beli elemmel &ll relaciéban.

2.1.15. Definicié. (Affin sik projektiv lezartja) A II' = (P’,&,Z) harmas le-
gyen az affin sik tovabbra is. e, f € £’ legyenek pdrhuzamosak, ha nincs kozos pontjuk.
Ekkor a parhuzamossag ekvivalenciareldciot ad, mert reflexiv, szimmetrikus és A2
miatt tranzitiv is. Legyen P, az idealis pontok halmaza, elemei pedig ekvivalencia
osztalyonként egy idedlis pont, [, pedig legyen az idedlis egyenes.

ATl = (P, &, T") affin sik projektiv lezartja legyen Il = (P, E,Z), ahol P = P'UP,
E = & U{lx} és az idedlis elemek illeszkedése: az idedlis pontok a hozzdjuk tartozoé
ekvivalencia osztaly egyeneseire illeszkednek, az idedlis egyenesek pedig csakis az idedlis

pontokra.

2.1.16. Allitas. A ffin sik projektiv lezdrtja mindig projektiv sik.

Bizonyitas Lassuk be Pl-et esetszétvalasztassal.

Affin pontokra: mivel A1 és P1 ugyanazt mondja ki affin és projektiv sikok pontjai-
ra, és mert idealis egyenes nem illeszkedik soha affin pontokra, P1 teljesiilni fog ezekre
tovabbra is. Idedlis és affin pontokra: idedlis pontokra csak akkor illeszkednek affin
egyenesek, ha benne vannak a megfelelo ekvivalencia osztdlyban. A2 axiéma szerint
pedig, ha egy e egyenesre nem illeszkedik egy P affin pont, akkor !9 e-vel parhuzamos
egyenes, amelyre mar illeszkedik. Idedlis pontokra: illeszkedik rajuk az idealis egyenes,
és barmely affin egyenes csak akkor illeszkedik egy idealis pontra, ha a neki megfelel6

parhuzamossagi osztalyba tartozik. Ilyen pedig minden affin egyeneshez csak 1 létezhet.
Most pedig P2-t ugyanigy.
Affin egyenesek vagy metszik egymast, vagy parhuzamosak. Ha metszik egymaést,

nyilvdn nem egy osztalyba tartoznak, igy mnincs kozos idedlis pontjuk. Ha
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parhuzamosak, akkor pedig nyilvan épp forditva. Affin egyenes a hozza tartozé
parhuzamossagi osztalyanak idedlis pontjaban metszi az idedlis egyenest csak, ahova

vele csak parhuzamos affin egyenesek futnak be.
P3 ésP4 pedig egyértelmi. [
A kovetkezo tétel egyértelmiien kovetkezik az eddigiekbol.

2.1.17. Tétel. Ha az A affin siknak van olyan egyenese, amelyre n pont illeszkedik,
akkor

1. Minden egyenesén n pont van.
2. Minden pontjan n + 1 egyenes megy dt.

3. A dsszesen n? pontot és n? +n egyenest tartalmaz.

2.1.18. Definicié. (Affin sik rendje) Ha az A affin sik minden egyenesére n pont

illeszkedik, akkor az affin stk rendje n.

2.1.19. Tétel. d n-edrendi affin sik < 3 n-edrendi latin négyzetek teljes ortogonalis

rendszere.

Bizonyitas Ez kovetkezik abbdl, hogy n-edrendi affin sik létezése ekvivalens n-

edrendii projektiv sik 1étezésével. [

2.1.3. Egzisztencia tételek

A kovetkezo tétel egy sziikséges feltételt ad n-edrendli projektiv sikok létezésére.

2.1.20. Tétel. (Bruck-Ryser) Legyen n = 1,2 (mod 4). Ekkor csak akkor létezik

n-edrendi projektiv sik, ha n felirhato 2 négyzetszam dsszegeként.

(A bizonyitds megtaldlhaté [4] konyv 1. fejezetében.)

2.1.21. Kovetkezmény. A Bruck-Ryser csak sziikséges feltételt ad. Ellenpéldaként
emlithetjik az 1898-ban bizonyitott n = 10 esetet ([11]), amire: 10 = 2 (mod 4) és
10 = 12+ 32, mégsem létezik 10-ed rendil projektiv sik. Fontos megemliteni, hogy a mai

napig csak ezt az eqy kivételt ismerjuk.
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Viszont elmondhatjuk, hogy n = 14-re vagy n = 21-re biztosan nem létezik ilyen
rendd projektiv sik, mig 17-rol példdul nem tudunk semmit a Bruck-Ryser alapjdn,

mert 17 = 4% + 12.

A kovetkezé szamelméleti lemma segitségével konnyt ellendrizniink nagyobb

szamokra, hogy mely esetekben nem létezik a fenti felbontas.

2.1.22. Lemma. Egy pozitiv egész szam felirhato legfeljebb két négyzetszam dssze-

geként < minden 4k + 3 alaki primosztoja paros kitevon szerepel.

Szemléltetésképp lassuk be a fenti példainkra, hogy nem irhatok fel két négyzetszam
osszegeként. Nyilvan a 14 és a 21 nem négyzetszamok, ezért a lemma pont azt a feltételt
vizsgélja, amire sziikségiink van. Primtényezos felbontasaikban paratlan kitevén szere-

pel a 7: valéban nem létezhet ilyen rendli projektiv sik.

A Bruck-Ryser tétel 1949-ben lett bebizonyitva, 1950-ben Bruck, Ryser és Chow-
la kiterjesztette blokkrendszerekre, melyeket a véges geometridk altalanositasanak te-
kintiink.

Szintén a blokkrendszerek elméletébol ismert Wilson tétel megfeleloje latin
négyzetekre a Chowla-Erdos-Straus tétel, melynek kulcsszerepe van Wilson tételének

bizonyitasaban is.

2.1.23. Tétel. (Chowla-Erd&s-Straus) N(n) — oo, ha n — oo.

2.2. Algebra

Emlitettiik a bevezeté részben, hogy a latin négyzetek nem masok, mint
kvéazicsoportok mivelettablai. Most ezt fogjuk vizsgdlni, mig eljutunk algebrai uton

az. N(n) egy becsléséhez.

2.2.1. Definicié. (Algebra) Egy A algebra alatt egy nem iires A halmazt értiink, és
egy ezen értelmezett ) = wy,wo,...,w, miveletcsaldadot, melynek w; elemei A™ — A
fiiggvények (n; > 0). Ekkor w; n; valtozds fliggvényre n; = 0 esetén azt mondjuk,
konstans, n; = 1 esetén egyvaltozés (példdul csoportokndl az invertalds miivelete),

n; = 2 esetén bindris, stb.

Jellése: (A, Q).
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I
—~
=
N

Q

T

2.2.2. Definicié. (Kvazicsoport) Kuvdzicsoportnak neveziink egy A
gebrat, melyre:
Ya,be A

mindkét egyenletnek
axr=>b, ya=>

pontosan egy megoldasa létezik x,y € A-ban.

Ekkor a megoldést a bal- és jobboldali inverzekkel irjuk fel: x = a\b és y = b/a.

2.2.3. Megjegyzés. Ez pedig egyértelmiien azt jelenti, hogy a miivelettabla egy latin
négyzetet ad.

Prébaljuk meg ezeket a feltételeket atfogalmazni algebrai azonossagokra egy

konnyebben kezelhez6 definicié érdekében.

2.2.4. Definicié. (Kvazicsoport axiomatikus felirdasa) Az A = (A,.,\,/) algeb-

rai stuktura kvazicsoport, ha

1. A egy nem iires halmaz;

2. a hdrom ezen értelmezett binaris miiveletekre (szorzés: ’.’, baloldali osztas: ’\’ és
a jobboldali osztas: /") teljestil:

(a) Vz,y € A:
r.(z\y) =y, (y/z)x=y

(b) Vz,y € A:
w\(ry) =y, (yz)/v=y.

Az els6é par azt jelenti, hogy 3 w,v megoldasa r.u = y és v.x = y egyenleteknek,

mégpedig u = (x\y), v = (y/z). A masodik par pedig az egyértelmiiséget jelenti.

2.2.1. Paronként ortogonalis latin négyzetek

Logikus feltenni a kérdést, hogy annak mi lehet a feltétele, hogy két kvazicsoport

miivelettablaja ortogonalis latin négyzetpart adjon?
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Eloszor definialjuk az ortogondlis kvazicsoportokat, melyek miivelettabldja or-
togondlis latin négyzeteket ad, majd megprobaljuk atalakitani a feltételeket a

kvazicsoportokéhoz hasonléan csupan binaris miiveletek és azonossagok segitségével.
2.2.5. Definicié. (Ortogonalis kvazicsoportok) Legyen a két kvazicsoport A; =
(A,.) és Ay = (A, o). Azt mondjuk, hogy ezek ortogondlisak, ha

ry==zt N zoy=zot

(x,y,2,t € A)

teljesiil, akkor

Még egyszeriibben minden a, b € A-ra egyértelmiien létezzen megoldésa a kovetkezo
egyenletrendszernek:

ry=a, xoy=»ob
ahol z,y € A.

2.2.6. Megjegyzés. Fontos, hogy a két kvazicsoport alaphalmaza, igy rendje is meg-

egyezzen.

Nyilvan a x.y és x oy miveletek meghatarozzék latin négyzeteikben az x. sorban és
y. oszlopban szerepl6 szimbodlumot.

Legyen A: (a,b) — z és V : (a,b) — y, ahol z.y = a ésxoy = b (z,y,a,b € A),
tehat ezek a latin négyzetek egymasra helyezése utan a szimbdélumparokhoz rendeli a
négyzetbeli koordindtdikat (A az elsé koordinatat, V a masodikat). Ezen miveletek

leirdséara és egyértelmiiségére toreksziink.

Prébaljuk meg ezt is leirni binaris miiveletek és azonossagok segitségével.

2.2.7. Definicié. Jeloljik a két — azonos A alaphalmazi — kvézicsoporthoz tartozo
binéris miiveletek a (., /,\) és (o, @, &) hdrmasokkal és hozzunk létre egy 1j Q) = (A, /

,\,0, 2, A, V) algebrai struktirat a kovetkezé miiveletekkel és azonossdgokkal:

1. a 6 binaris muvelet az A; és Ay algebrakbol;
2. a4 —4 — el6z6 részben talalhaté — kvazicsoport azonossag;
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3. a fent leirt két binaris mivelet: x A y és xVy;

4. 4 tjabb azonossag a két Gj miveletre: Va,y € A-ra:
(z.y) & (xoy) =z, (2y) V (zoy) =y;
(xry)(xvVy =z (rAry)o(zVy) =y.

Az elso sor az 1j azonossagok definiciéjat adja meg, a masik ezek egyértelmiiségével

ckvivalens.

Ekkor Q® meghatéroz 2 — A alaphalmazon értelmezett — ortogonalis latin négyzetet.
Forditva is mikodik: adott két ortogonalis latin négyzetbol tudunk konstrualni ilyen

strukturat.

Azért is volt fontos a definiciok atirasa azonossdgokra és bindris miiveletekre, hogy

belathassuk a kovetkezd tételeket.

2.2.8. Allitas. Kuvazicsoportok zartak a direkt szorzatra.

Bizonyitas Legyen A = (A4,.,/,\) és B = (B,o,&,8) két kvézicsoport. Ezek
direkt szorzata:

AxB=(AxB,-/,\),

ahol ha |A| = a és |B| = b, akkor |[A x B| = a- B, A X B elemei (a,b) alaki pérok,
ahol a € A és b € B és a miiveleteket ugy definidljuk, hogy: (a,b) - (¢,d) = (a.c,bo d).

fgy nyilvan értelmesek a bindris miiveletek és teljestilnek az azonossdgok. [J

2.2.9. Allitas. Két Q®@ tipusi algebrai struktira direkt szorzata is Q) tipusi algebrai

struktira.
Bizonyitas Legyen

Q?) = (Aa _1’017/17\17Q1,®\1,A1,V1)

Q§2) = (B7 -2, 02, /27 \27 D2, R, Do, v2>
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a két strukturank. Ezek direkt szorzata legyen:
Q" x Q)Y = (Ax B,.,0,/,\, 2,9, 4,7),

ahol a x helyére beirva a bindris miiveleteket jelentsék a kovetkezot: (a,b) x (', V') =
(a1 a',b* ). Példaul a két szorzdsra: (a,b).(a’,0') == (a.1a’,b.ob") és (a,b) o (a',V) =
(aoya,boyl).

Egyrészrol tudjuk, hogy kvazicsoportok direkt szorzata is kvazicsoport, masrészt
pedig a fent latott modon definialt bindris miveletek tovabbra is teljesiteni fogjak az
azonossagokat.

fgy ha A = (A,.0,/1.\1). B = (A, 01, 81,81) € QF és A = (B, .2, /2, \0), B =
(B, 09, F2,92) € Qéz) az eredeti ortogonalis kvazicsoportok, akkor az tjak (A x A’) és
(BxB). O

2.2.10. Tétel. Van olyan QP tipusi algebrai struktira, amely tartalmaz olyan
kvdzicsoportot, melynek rendje primhatvinyok szorzataként all elo gy, hogy n =
2i1p§2 ol (ahol p;-k kilonbozd primek), esetén a kitevékre teljesiiljon: iy > 2 és j > 1-

re1; > 1.

Bizonyitds Vp/-re létezik projektiv sik, amibél tudunk konstrudlni két p? rendd
ortogonalis latin négyzetet (1d. 2.1.12). (Tébbet is: mivel primhatvanyok, 1étezik p;j -1,
de ehhez sziikséges, hogy ha p; = 2, akkor a kitevé nagyobb legyen 1-nél.)

Az ortogonalis latin négyzetekbol ortogondlis kvazicsoportokat tudunk konstrudlni.
Ilyen primhatvanyrenddi ortogonalis kvéazicsoportbdl létrehozott Q) tipusi algebrai

strukturak direkt szorzataként konnyen kapunk a tételben emlitett rendd strukturat.
O

2.2.2. MacNeish tétele

Az €l6z6 fejezetben lefrt Q) struktirat konstrudltuk meg k = 2-re, most lassuk az

altalanos definiciojat:

2.2.11. Definicié. A Q®) algebra miiveleteinek tekintsiik & kvazicsoport miivelet-

harmasait, és vegyiink hozzd meg 2k(k — 1) binaris miiveletet.
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Az egyenletek legyenek a kvazicsoportokhoz tartozé definiciobdl szarmazé egyenle-
tek. A maradék 2k(k — 1) miiveletet a V, A miiveletek szerepére tartjuk fent, igy latin

négyzetparonként lesz még 4 egyenletiink.

Igy kapunk 2k(k — 1) + 3k bindris miiveletet és 4k + 4 - k(k — 1) azonosségot.

2.2.12. Allitas. A fent megadott Q) struktira zdrt a direkt szorzatra.

Bizonyitas 2.2.9 tétel altalanositasa. [

2.2.13. Tétel. Ha létezik k darab n-edrendi pdronként ortogondlis latin négyzet, akkor

létezik n elemd alaphalmazon értelmezett Q™) tipusi struktira.

Megforditva, ha létezik n elemd alaphalmazon értelmezett QW) tipusi struktira, ak-

kor létezik k darab n-edrendi pdronként ortogondlis latin négyzet.

Bizonyitas Ha létezik k darab n-edrendl paronként ortogondlis latin négyzet, ak-
kor létezik ugyanennyi n-edrendi ortogonalis kvazicsoport. Ezekhez hozzé véve a Q)

definicidjaban felirt miiveleteket és azonossagokat készen vagyunk.

A maésik irdny bizonyitdsa: ha van egy n elemfi alaphalmazon értelmezett Q%)
tipusu struktirank, akkor ezek szorzasainak miivelettablaibél meg is kapjuk a latin

négyzeteket. [J

Ezek segitségével bizonyitsuk be a kovetkezo tételt.

2.2.14. Tétel. Han=pi' ... plt ésk+1< minpé-j, akkor létezik Q) tipusi struktira

n elemi alaphalmazon.

Bizonyitas Legyen n; = p'' > k + 1, amire nyilvdn k + 1 > 3, hiszen ennél kisebb
k-ra nem definigltuk Q®)_t.

Mivel n; primhatvany, létezik ilyen rendd projektiv sik, tehat n; — 1 > k darab
paronként ortogonalis latin négyzet is. Ekkor 2.2.13 tétel miatt létezik Q%) tipusi

struktura.

Legyen altalanosabban n; = p;j minden el6fordulé j-re. Ezek n; mintajara
eloallitanak egy-egy k darab paronként ortogonalis latin négyzet-rendszert, melyekbol
épitheto 9" struktira.

Korabbi ismereteink alapjan ezek direkt szorzata is Q) tipusi struktira, mégpedig

n elemd.
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2.2.15. Kovetkezmény. Ebbil az is kovetkezik a 2.2.13 tétellel, hogy létezik k darab

n X n-es paronként ortogondlis latin négyzet.

Ezzel bebizonyitottuk MacNeish tételét is.

2.2.16. Tétel. (MacNeish) Han = pi'p2...pi* akkor létezik k-elemd pdronként or-

togondlis rendszere n-edrendi latin négyzeteknek (ahol k + 1 < minpj.j).

2.2.17. Kovetkezmény. 1. Tudjuk, hogy ha n primhatvany, akkor: N(n) =n—1.

2. MacNeish tétele barmilyen n > 3-ra azt jelenti, hogy N(n) > p(n), ahol n =

11,12

prP% - i s p(n) = min(py,py, ... py) — L.
3. MacNeish azt sejtette, hogy N(n) = p(n) is teljesil, ami az Euler-sejtést bebi-
zonyitotta volna, ugyanis p(n) = 1 minden n = 4k + 2 alaki szamra.

Nézziik n = 10 esetben. Ekkor p(n) = min(2',5') — 1 = 1, tehdt a MacNeish
tétel szerint N(10) = 1. Ennek is cdfolata ezért az E. T. Parker dltal mutatott

10-edrendi latin négyzetpdr.
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3. fejezet

Praktikus alkalmazasok

3.1. Kisérletek tervezése

A latin négyzetek fontossidgat a statisztikaban és a kisérlettervezésben, mint mar
emlitettiik, Ronald Fisher ismerte fel. 1935-ben megirt Design of experiments cimi

konyve tttoronek szamit a témaban.

Mi az un. Osszehasonlito kisérletekkel foglalkozunk. Az dsszehasonlito kisérletek

célja:
1. kiilénboz6 kezelések /kezelés-kombinaciok Gsszehasonlitasa,;

2. ezek mérheto hatdsainak Osszehasonlitasa.

Egy o0sszehasonlité kisérlet faktoridlis, ha lehetové teszi kiilonbozd kezelési
modszerek egyideji vizsgalatat.

Minden ilyen kisérletnek tartalmaznia kell kisérleti egységeket, melyeket hivnak
parcelldknak, mezdgazdasigi okokbdl', vagy futamoknak amiatt, ahogyan bizonyos
kisérleteket végrehajtanak. Mi az altalanossag megorzése érdekében mintaként is hi-

vatkozunk ezekre az egységekre.

A fejezet cime angolul design of experiments (DOE), amit lehet kisérletek ter-

vezésének, de kisérletek modelljének is forditani. Amikor ezt definialjuk, akkor inkabb

1Sok esetben fizikailag is felosztjdk a foldeket, hogy az igy kapott parcelldkra alkalmazhassik az
adott médszerek egyikét.
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3.1. KISERLETEK TERVEZESE

kisérletek modelljét szeretnénk meghatarozni.

Az alabbi definicié D. J. Finney-t6l szarmazik.

3.1.1. Definicié. (Kisérletek modellje) Kisérietek modellje alatt egy olyan

strukturat értiink, mely tartalmazza

1. az Osszehasonlitasra szant kezelések halmazat;
2. a mintakra vonatkozo6 specifikacidkat;
3. egy szabalyt a kezelések mintakra valé alkalmazasara;

4. az elvégzendd megfigyelések, mérések specifikacidit.

3.1.1. Fisher-féle kisérlettervezés

Egy jol megtervezett kisérletnek igazodnia kell a Fisher-féle alapelvekhez, amit ugy
is szoktak hivni, hogy a Hdrom R (Three R’s).

1. Replikacié (replication): a kezelések tobb kisérleti egységen is ki legyenek

probalva. Ez segit a hiba becslésében.

2. Randomizacié (randomization): a kezelések elosztdasanak véletlenszeriiségére
utal. Egy randomizaciéra akkor mondhatjuk, hogy megfeleld, ha minden parcella

egyenlo eséllyel kapja a kezelések barmelyikét.

Nagyon egyszeri médszer erre példaul, ha a kezeléseket vessziik a latin négyzetek
szimbdélumainak. Ekkor ¢ féle kezelés esetén t-edrendii latin négyzetet vesziink,
és annak sorainak permutéaciéibdl valasztunk egyet, majd egy ettol fiiggetlen

permutacidjat vessziik ugyanezen négyzet oszlopainak.

3. Zaj-faktorok kisziirése (reduce noise/blocking): a kisérleti egységek blokkokba
rendezésének modszere. A csoportositasnak meg kell torténnie még miel6tt a ke-
zeléseket alkalmaznank. Gyakran a blokkokkal toreksziink arra, hogy ugyanannyi

kisérleti egységet tartalmazzanak.

3.1.2. Megjegyzés. A randomizaciora egy hires példa a Lady tasting tea néven elter-

jedt randomizalt kisérlet, mely Fisher mar emlitett konyvébdl szarmazik.

27



3.1. KISERLETEK TERVEZESE

A kisérletben szereplo holgy 8 véletlen sorrendben adott csésze teardl prébéalta meg
eldonteni, hogy melyik késziilt elészor a tea, melyik a tej hozzaadasaval. A 8 csészébol
4 az el6bbi mdédszerrel, mésik 4 az utébbival készilt. A kisérlet fontos eleme, hogy a

dontést elég volt Osszehasonlitasos alapon meghozni.

Most lassunk két egyszerti példat a hatékonysdg szemléltetésére.

3.1.3. Példa. Szott késztermék mintazatat kell minGségileg osszehasonlitani, ahol a

kiilonbozo tényezok befolyasolhatjak a minoséget:
1. 5 féle kikészitésii szal van,
2. 5 féle gép,
3. és b féle gépkezelo.

Ezekre tekintiink zaj-faktorokként.

Egyértelmi és egyszeri megoldas lenne minden lehetdséget megvizsgdlni, de ez 125
kisérletet jelentene. A latin négyzetek segitségével rendezhetjiik viszont a kisérleteket
(1d. 3.1. abra) ugy, hogy 25 kisérletet kelljen végrehajtani. Az abran S; a szovégépeket
jelenti, K; a munkésokat, Y; pedig a szalak fajtait (i € 1,2,3,4,5).

| 50| e | Ky | K| K
S Y]] %%
So | Vs | Vi | Ya | ViV
Si | Ya | Vs | Y| Vs | Vi
S| Y | Y| Ye i | Vi
S| Vi | Y| ¥a | Vs | Vi

3.1. abra.

fgy minden munkéssal az 5 munkanapon ugy kell végrehajtani a kisérleteket, hogy

egy munkas a héten pontosan egyszer hasznaljon minden fonalat és minden gépet.

Tekintsiik a szalak altal alkotott latin négyzetet, aminek szimbdélumait szamokra

cserélve a 3.2 dbran lathato négyzetet kapjuk.

Vegyiik még befolyasolé tényezonek az 5 napot, amikor dolgoznak a munkésok.
Keressiink egy a fentire ortogondlis négyzetet, mely a napokat fogja jelenteni. Uj

tablazatunk a kisérlet megtervezéséhez lathato a 3.3 dbran.
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11415123
311121415
215111314
51314112
41213511
3.2. abra.

| Ky | Ko | Ks | K | s
S, 1,1142]54]23]3,5
Sy |l 3,3]1,4[2,1]4,5]5,2
Sy ll2,2053[1,5]3,4]4,1
Syl 5,5(3,1(4,3]1,2]24
Ssll4,4(2,5(3,2]5,1]1,3

3.3. ébra.
Egy mésik kisérlet a [10] kényvébdl:

3.1.4. Példa. A kisérlet célja: a légszennyezettséget probaltak csokkenteni azaltal,
hogy kiilonboz6, nagyon kis mennyiségli vegyszerekkel modésitottak egy benzin ke-

veréket. Legyenek ezek a vegyianyagok A, B,C és D.
A 4 kiillonbo6zo eljarast 4 kiilonboz6 autdval, 4 kiillonbozé soforrel tesztelték.

Felteszi a szerz6 a kérdést, miért nem inkabb egy soférrel és egy autoval hajtjuk
végre a kisérleteket? Ilyen médon bar standardizalnédnk a feltételeket, a latin négyzet
design-nak megvan az az elénye, hogy az altala végzett kisérletek nem csupén egy

sofdrre és egy autéra vonatkoznak.

Tehat a kiilonboz6 autdk és soférok szerepe a beazonosithatd zaj-faktorok kisziirése
a blokkositas altal, igy biztositva a kiegyensilyozottsagot.

A soforok jelolése: Dy, Do, D3, Dy, az autdk jelolése pedig: C,Cs, Cs,Cy
szimbolumokkal torténik.

A 3.4 dbra els6 tablazataban a vegyianyagok mellett a gépjarmiivek altal kibocsatott
légszennyezd anyagok mértéke lathatd, melyeket két megfigyelést atlagolva kapunk.
A masodik tablazat utolsé sora a legalacsonyabb érték és a legmagasabb kozotti
kiilonbséget jelenti. Latszik, hogy a legnagyobb ingadozas a soforok esetében torténik,

mig kiilonbo6zo vegyianyagok esetében alacsonynak mondhato.
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H Ch ‘ Cy ‘ Ch ‘ C, Gépjarmiivek | Soférok | Vegyianyagok

Dy | A,19 | B,24 | C,23 | D,26 Cy: 19 Dy : 23 A:18
D1 D7 23 C’ 24 A7 19 B730 Cy 1 20 D, : 24 B 22

5 7 STa C3:19 | D315 | C:21
Ds | 515 | D 1] G156 416 C,y: 22 Dy : 18 D19
Dy || C,19 | A,18 | B,19 | D, 16

3 9 4
3.4. abra. Kibocsatott 1égszennyezd anyagok kisérletekre és atlagaik blokkokra

A nullhipotézis, hogy nincs kiilonbség a 4 vegyianyag haszndalata kozott, mely ellen az

ANOVA (Analyis Of Variance) nevii eljarassal (melynek lefrdsa [10] konyvének 4. feje-

zetében taldlhat6) nem taldltak meggy6zé bizonyitékot, ugyanakkor megmutatta, hogy

a latin négyzet design hatékonysaga nagy a soforok altal keltett zajok kiszlirésében.

3.1.2. Néhany fontosabb modell

A legismertebb kisérleti mdédszer 6sszehasonlité kisérletek elvégzésére az un.

1.

Randomizalt blokk design (Randomized complete block design). Ez az elren-

dezés a standard mddszer a mezégazdasagban.

Blokkokra osztva a parcelldkat (ezeket egy téblazat soraiként képzelhetjiik el)

minden blokk pontosan egy parcellat rendel minden kezeléshez.

Ennek egy abrazolasat 1d. 3.5 dbran: a sorokban a kiilonb6z6 szinek jelolik a blok-
kokat, igy ezt sor-latin négyzetnek is szoktdk nevezni.? Ezekre lehet alkalmazni a

4 féle kezelést/kezelés kombinaciét.

. Sor és oszlop design (Row and column design). Nagyon hasonlit az el6z8

modszerre, de még egy csoportositast el kell végezniink, igy nem csak a sorok,
hanem az oszlopok is blokkokat alkotnak. A sorokbdl késziilt blokkok és az oszlo-
pokbdl késziiltek fedik tehat egymast. Ezt az elrendezést mezdgazdasagi kisérletek
soran alkalmazzak leggyakrabban. (A 3.6 dbrahoz hasonléan a sorok és oszlopok

metszetében a kisérleti egységek allnak ilyenkor.)

2Ebb8]l mér jon, hogy ha az oszlopokban fordul el minden szimbdélum pontosan egyszer, ak-
kor oszlop-latin, és ha hagyoméanyos latin négyzetrél beszéliink, azt egyes irodalmak sor-oszlop-latin
négyzetnek is nevezik.
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3.5. dbra. Sor-latin négyzetes elrendezés

(a) A latin négyzet design. Ekkor a sor és oszlop design elrendezésének latin
négyzetet vesziink. A legegyszeriibb sor és oszlop designként tartjak szamon.
(Ld. 3.6 4brat.)

(b) Vannak esetek, amikor két latin négyzetet egymas mellé téve készitiink sor
és oszlop design-t (igy a kapott elrendezés egy n sor és 2n oszlopbdl 4ll6

csoportositas).

3.6. dbra. Latin négyzetes elrendezés

3.1.5. Megjegyzés. A latin négyzet design hatranya, hogy n oszlop, n sor és n féle

kezelés kell egy ilyen kisérlet elvégzéséhez.

Meégis j6 néhany eset van, ahol ugy adédnak a koriilmények, hogy jél hasznalhaté ez
az elrendezés. Lassunk most néhdnyat, melyek precizebb leirdsa megtalalhaté [1] konyv

10. fejezetében.

1. GYUMOLCSOSOKBEN, fak kiilonbozé kezelések melletti terméseinek Osszeha-

sonlitasara.
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2. UVEGHAZAKBAN az asztalok elhelyezkedése, a bent uralkodé hé és fényviszonyok
miatt konnyen addédik a sor-oszlop design hasznélata, habér ezek a tényezok nem

feltétleniil segitik az ezen beliili latin négyzetes elrendezést.

3. ERDESZETI KISERLETEK. T6bb forras utal faiskolakban tett kisérletekre az 1920-
as években, J. F. Box Fisher altal végzett kisérletekrol beszél, mig H. M. Steven

angol erdok faiskoldiban 4,5 és 6-odrendii latin négyzet elrendezésekrdl ir.
4. ALLATOKKAL végzett kisérletekrél is olvashatunk.

(a) Mézel6 méhek kiilénb6zé koncentracidju lime-sulfur oldatra valé reak-
ciéjanak vizsgalatardl szamol be C. G. Butler, D. J. Finney és P. Schiele
1943-ban.

(b) 49 patkanyon végeztek diétdkat Osszemér6 kisérleteket. Egy 7-edrendii la-
tin négyzet sorai jelentették, hogy a lehetséges 7 alom koziil melyikbdl
szarmaztak a patkanyok, az oszlopok pedig a stlyaik szerint csoportositottak

oket, igy csokkentve a zaj-faktorokat.

3.1.6. Megjegyzés. Elofordul, hogy valtoztatjak a kezelések elrendezését, ugyanis
még ha ki is hat az els6 kezelés valamennyire a mintara, megesik, hogy ennek jelentosége

elég kicsi, igy megéri valtani. Ilyet legfcképpen mezogazdasaghban lathatunk.

3.1.7. Megjegyzés. Vannak még a kisérleti modellek kozott olyanok, melyeknek
koziik van a latin négyzetekhez. Ilyen design-ok példaul a kordbban latott (3.1.3 példa
2. része) gorog-latin négyzetek, a fél-latin négyzetek vagy a latin kockdk. Ezeknek

részletezése szintén a [1] konyvben taldlhato.

A felfedezés jelentGsége mind anyagilag, idoben és etikai szempontbdl is éridsi,
gondoljunk példaul az allatkisérletekre, mezogazdasagi optimalizalasi kisérletekre
(haszonnovény terméképessége), oktatdsfejlesztésre, kombindlt gyégyszerterdpidk

hatékonysaganak vizsgéalatara vagy kiilonbozo pszicholégiai kezelések kiprobélasara.
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3.2. Egy jaték

3.2.1. Kamisado

Latin négyzeteknél leggyakrabban emlitett jaték a Kamisado. Egy 8 X 8 részre osz-
tott, szinezett tablan jatsszédk, mely minden oszlopaban és soraban minden szin pon-

tosan egyszer szerepel.

3.7. abra. A Kamisado tablaja

A jaték tervezdjének elmonddsa alapjan a Kamisado alapétlete, hogy: ’/..] whatever
colour you land on, your opponent must move a piece that matches this’, azaz hogy
barmilyen szinre lépiink, a masik jatékosnak is muszaj azonos szinre tennie egy babujat.

Erdekes kérdés lehet, hogy hény féle ilyen tablat lehetne konstrualni, hogy a jaték
igazsagossagan ne valtoztasson?

A feladat atfogalmazva tehat, hogy keressiink olyan 8 x 8-as latin négyzetet, amely
180°-0s elforgatottra szimmetrikus. Ennek részletes dtgondoldsat taldlhatjuk a [13]

cikkben.
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni témavezetémnek, Szényi Tamasnak, hogy tartal-
mas el6adasai soran érdeklodést keltett bennem. Koszonom tiirelmét, utmutatasra
szant idejét és energidjat. Koszonom tovabba Zempléni Andrasnak a statisztikai részek
atnézését, segito tandcsait.

Hélaval tartozom csaldadomnak és barataimnak a tamogatasért, folyamatos

biztatasért.
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