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Bevezetés

Folytonos függvények lokális vizsgálatának fő eszköze, a matematikai analízis egyik
klasszikus fogalma a differenciálhányados. A XIX. században Ampére még úgy vélte,
hogy a folytonos függvények összessége az értelmezési tartományuk belső pontjaiban
egy-egy kivételes pontot eltekintve differenciálhatóak. Bolzano és Weierstrass voltak
az elsők, akik először példát adtak olyan folytonos függvényekre, melyek sehol sem
differenciálhatóak, és bár kezdetben a kor matematikusai nem mutattak túl nagy
érdeklődést irántuk, később kiderült, hogy nem csak léteznek ilyen függvények, de
bizonyos értelemben ezek vannak többségben. Ezen okból kifolyólag kifejezetten in-
dokolt a lokális vizsgálatok más irányú megközelítése. Egy ilyen lehetséges eszköz a
mikro-tangens halmaz fogalma, melynek alapgondolata magának a függvény grafi-
konjának a vizsgálata. Szakdolgozatom célja a mikro-tangens halmazok fogalmának
bevezetése, és az ehhez szükséges matematikai ismeretek tárgyalása, illetve a 3. fe-
jezetben egy, a Lipschitz-folytonos függvényekkel kapcsolatos állítás bizonyítása. A
metrikus terek általános elméletéhez a fő forrás [1], míg a Hausdorff-távolsághoz
[2], a Baire-féle kategória-tételéhez [3] volt. A mikro-tangens halmazokhoz tartozó
definíciók és állítások [4]-ből, míg a 3. fejezetben a Lipschitz-folytonos függvények
szeparábilitására vonatkozó állítás bizonyításának alapjai [6]-ból, ezen bevezetőben
megemlített matematikatörténeti megjegyzések pedig [7]-ből származnak.
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1. fejezet

Metrikus terek

1.1. A metrikus tér fogalma

Egy valós számsorozatot konvergensnek mondunk, ha létezik egy olyan szám, hogy
minden ε > 0 esetén ettől a számtól ε-nál távolabb a sorozatnak csak véges sok tagja
van. Ebben az esetben a távolság fogalma magától adódik, de felmerül a kérdés, ha a
vizsgált terünk absztraktabb, elemei például függvények, hogyan definiálható rajta
a távolság. Ezen kérdés megválaszolására szolgálnak az úgynevezett metrikus terek.

1.1.1. Definíció. Legyen X adott, nemüres halmaz és ρ : X × X → R függvény.
Azt mondjuk, hogy ρ metrika X-en, ha minden x, y, z ∈ X pontra teljesülnek a
következők:

1. ρ(x, y) = 0⇔ x = y,

2. ρ(x, y) = ρ(y, x),

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Metrikus téren egy (X, ρ) párt értünk, ahol X az alaphalmaz, ρ pedig egy rajta ér-
telmezett metrika.

1.1.2. Megjegyzés. Ha ρ metrika, akkor ahogy az egy távolságfogalomtól elvár-
ható, természetesen nemnegatív, hiszen:

0 = ρ(x, x) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, x) = 2ρ(x, y).

1.1.3. Definíció. Legyen A ⊂ X.
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• Az x0 ∈ X középpontú r > 0 sugarú nyílt gömbön a

B(x0, r) := {y ∈ X : ρ(x0, y) < r}

halmazt értjük.

• A nyílt, ha minden x ∈ A ponthoz létezik ε > 0, hogy B(x, ε) ⊂ A.

• A zárt, ha komplementere nyílt.

• intA :=
⋃
{G ⊂ A : G nyílt} az A belseje.

• A :=
⋂
{F ⊃ A : F zárt} az A lezártja.

• A korlátos, ha létezik egy B(x, r) nyílt gömb, hogy A ⊂ B(x, r).

Valós számsorozatok esetében a határérték ismerete nélkül is eldönthető a konver-
gencia, a Cauchy-féle konvergenciakritériummal, miszerint ha a sorozat konvergens
akkor a tagjainak a távolsága tetszőlegesen közel vannak egymáshoz egy alkalma-
san megválasztott küszöbindextől kezdve. Azonban egy tetszőleges metrikus térben
elképzelhető, hogy egy sorozatra teljesül a Cauchy-kritérium, a határérték "még-
sincs benne a térben". Példa erre, ha Q-t, mint R alterét tekintjük, és egy racionális
sorozattal közelítünk egy irracionális számhoz.

1.1.4. Definíció. Egy xn ∈ X sorozatról azt mondjuk, hogy

• xn konvergens, ha létezik olyan x ∈ X pont, hogy ρ(xn, x)→ 0.

• xn Cauchy-sorozat, ha minden ε > 0 számhoz létezik olyan n0 küszöbindex,
hogy minden n,m ≥ n0 esetén ρ(xn, xm) < ε.

• Egy (X, ρ) metrikus tér teljes, ha minden Cauchy-sorozat konvergens.

1.1.5. Állítás. Ha xn,m ∈ X olyan, hogy xn,m → xn, ha m → ∞ és xn → x,
ha n → ∞, akkor létezik a természetes számoknak olyan σ(n) részsorozata, hogy
xn,σ(n) → x.

Bizonyítás. Legyen σ(n) olyan, szigorúan monoton növekvő sorozat, hogy
|xn,σ(n) − xn| < 1

n
, így

|xn,σ(n) − x| ≤ |xn,σ(n) − xn|+ |xn − x| → 0.

�
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1.1.6. Állítás. Egy F ⊂ X halmaz pontosan akkor zárt, ha minden benne futó
konvergens sorozat határértékét is tartalmazza.

1.1.7. Definíció. Egy K ⊂ X halmaz kompakt, ha minden nyílt fedéséből kiválaszt-
ható véges fedés.

1.1.8. Megjegyzés. Metrikus térben minden kompakt halmaz korlátos és zárt.

1.1.9. Definíció. Ha (X, ρ) metrikus tér, és Y ⊂ X, akkor Y ellátva a ρ Y × Y -ra
történő megszorításával nyilván szintén metrikus tér, melyet az (X, ρ) metrikus tér
alterének hívunk.

1.1.10. Definíció. Egy (X, ρ) metrikus teret összefüggőnek nevezünk, ha benne csak
a teljes tér és az üres halmaz egyszerre nyílt és zárt. Egy A ⊂ X halmazt összefüg-
gőnek nevezünk, ha a hozzá tartozó altér összefüggő.

1.1.11. Példa. Példák metrikus terekre:

1. Klasszikus euklideszi tér
Az Rn halmazon a szokásos távolságképlet metrikát definiál:

ρn(x, y) :=

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

2. Folytonos függvények tere
A C[a, b] := {f : [a, b] → R : f folytonos} halmazon definiálható az úgyneve-
zett maximum-metrika:

ρ∞(f, g) := max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

1.2. Hausdorff távolság

Mikor mondhatjuk, hogy egy (X, ρ) metrikus tér részhalmaz-sorozata konvergens?
Ehhez értelmeznünk kell két halmaz távolságát. Naiv megközelítésben mondhatnánk,
legyen A és B halmazok távolsága inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}. Rögtön látszik,
hogy ez a definíció nem jó, ugyanis ha A ∩ B 6= ∅, akkor a távolságuk 0. Legyen
K := {A ⊂ X : A 6= ∅, A kompakt}, x ∈ X, A,B ∈ K és jelölje

ρ̂(x,A) := inf
a∈A

ρ(x, a),
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az x pont A halmaztól vett távolságát, illetve

ρ̃(A,B) := sup
a∈A

ρ̂(a,B),

az A halmaz B halmaztól vett "relatív" távolságát. A relatív jelzőt az indokolja,
hogy nem szimmetrikus, hiszen például ha A ( B, akkor ρ̃(A,B) = 0, viszont
ρ̃(B,A) > 0.

1.2.1. Definíció. Az A,B ∈ K halmazok Hausdorff távolságán azt a dH : K×K →
R függvényt értjük, melyre:

dH(A,B) = max{ρ̃(A,B), ρ̃(B,A)}.

Az előző definíció egy lehetséges ekvivalens átfogalmazására ad létjogosultságot a
következő állítás, mely szemléletesebben írja le, hogy mit is jelent a Hausdorff tá-
volság. Nevezzük egy A ⊂ X halmaz ε-felfújtjának az Eε(A) :=

⋃
{B(x, ε) : x ∈ A}

halmazt.

1.2.2. Állítás. dh(A,B) = max{inf{ε > 0 : A ⊂ Eε(B)}, inf{ε > 0 : B ⊂ Eε(A)}}

Bizonyítás. Mivel Eε(B) =
⋃
{B(x, ε) : x ∈ B}, ezért, ha A ⊂ Eε(B), akkor

minden a ∈ A ponthoz létezik olyan b ∈ B, hogy ρ(a, b) < ε, azaz infb∈B ρ(a, b) < ε,
így:

inf{ε > 0 : A ⊂ Eε(B)} = inf{ε > 0 : ∀a ∈ A, inf
b∈B

ρ(a, b) < ε} =

= sup
a∈A

inf
b∈B

ρ(a, b) = ρ̃(A,B).

Hasonlóan:
inf{ε > 0 : B ⊂ Eε(A)} = ρ̃(B,A).

Ezeket behelyettesítve az állítás jobb oldalába, éppen a Hausdorff távolság definíci-
óját kapjuk. �

1.2.3. Lemma. Legyenek A,B ∈ K. Ekkor minden a ∈ A ponthoz létezik b ∈ B,
hogy

ρ(a, b) ≤ dH(A,B).

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan a ∈ A, hogy minden b ∈ B

pontra fennáll:
ρ(a, b) > dH(A,B). Ekkor ρ̃(A,B) = sup

a∈A
ρ̂(a,B) > dH(A,B) = max{ρ̃(A,B), ρ̃(B,A)},

ami nyilvánvalóan ellentmondás. �
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1.2.4. Állítás. A dH függvény metrikát definiál a K halmazon.

Bizonyítás. Ellenőrizni kell, hogy teljesülnek-e a metrikus tér axiómái:

1. Tegyük fel, hogy A = B. Ekkor:

dH(A,B) = dH(A,A) = max{ρ̃(A,A), ρ̃(A,A)} = ρ̃(A,A) = sup
x∈A

ρ̂(a,A) =

= sup
a∈A

inf
a∈A

ρ(x, a) = 0.

Ha dH(A,B) = 0, akkor: ρ̃(A,B) = 0 = ρ̃(B,A). Mivel 0 = ρ̃(A,B) =

sup
a∈A

ρ̂(a,B), ezért tetszőleges a ∈ A elemre ρ(a,B) = inf
b∈B

ρ(a, b) = 0, tehát

minden a ∈ A elemhez létezik olyan bn ∈ B sorozat, hogy lim ρ(a, bn) = 0, és
mivel B zárt, így a = lim bn ∈ B, tehát A ⊂ B.

Hasonlóan belátható, hogy B ⊂ A, tehát A = B.

2. A definícióból közvetlenül adódik.

3. Legyen a ∈ A tetszőleges. Ekkor az előző lemma szerint létezik b ∈ B, hogy
ρ(a, b) ≤ dH(A,B), és b-hez létezik c ∈ C, melyre ρ(b, c) ≤ dH(B,C). Mivel ρ
metrika, teljesül a háromszög-egyenlőtlenség, így ρ(a, c) ≤ ρ(a, b) + ρ(b, c) ≤
dH(A,B) + dH(B,C) fennáll minden a-ra, ezért minden ε > 0 számra teljesül
a

EdH(A,B)+dH(B,C)+ε(C) ⊃ A

tartalmazás, illetve ugyanígy belátható, hogy

EdH(A,B)+dH(B,C)+ε(A) ⊃ C.

Ezekből, illetve a Hausdorff távolság ekvivalens megfogalmazásából már kö-
vetkezik, hogy

dH(A,C) ≤ dH(A,B) + dH(B,C).

�

1.2.5. Megjegyzés. Belátható, hogy ha az (X, ρ)metrikus tér teljes, akkor a (K, dH)
is teljes metrikus tér.

1.2.6. Állítás. Egy An ∈ K sorozat pontosan akkor tart az A ∈ K halmazhoz, ha
teljesülnek az alábbiak:
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1. Minden a ∈ A ponthoz létezik an ∈ An sorozat, hogy an → a.

2. Minden bn ∈ An konvergens sorozat határértéke A-beli.

Bizonyítás. Definíció szerint An → A pontosan akkor, ha minden ε > 0 számhoz
létezik n0 küszöbindex, hogy ha n ≥ n0, akkor dH(An, A) < ε, azaz

1. A ⊂ Eε(An) és

2. An ⊂ Eε(A).

Legyen a ∈ A, és nm az ε := 1/m választás melletti küszöbindexek szigorúan növő
sorozata, és a0,n ∈ An tetszőleges pontsorozat. Legyen am+1,n := am,n, ha n ≥
nm, ellenkező esetben pedig legyen am+1,n := x ∈ An melyre ρ(x, a) < 1/m, ami
lehetséges az 1. tartalmazás miatt. Ekkor an,n ∈ An, és ρ(an,n, a) < 1/n, tehát an,n →
a. Ezután tekintsünk egy bn ∈ An konvergens sorozatot, melynek határértékét jelölje
b. Indirekt tegyük fel, hogy b /∈ A. Mivel A zárt, ezért létezik r > 0, hogy minden a ∈
A esetén r < ρ(a, b) ≤ ρ(a, bn)+ρ(bn, b), viszont a 2. tartalmazás és bn konvergenciája
miatt létezik a ∈ A és n ∈ N, hogy ρ(a, bn) + ρ(bn, b) < r, ami ellentmondás. �

1.2.7. Állítás. Legyenek An, A,B ∈ K halmazok, melyekre An ∩B 6= ∅ és A∩B 6=
∅. Tegyük fel, hogy An → A és A ∩ B = A ∩ intB. Ekkor létezik a természetes
számoknak olyan σ(n) részsorozata, hogy Aσ(n) ∩B → A ∩B.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy a természetes számok minden σ(n) részso-
rozatára Aσ(n) ∩ B 9 A ∩ B. Az előző állítás szerint, és mivel An → A, létezik
bσ(n) ∈ Aσ(n) ∩ B konvergens sorozat, hogy a határértéke nem eleme az A ∩ B
halmaznak, így lim bσ(n) ∈ A \ B, de B zártsága miatt ez nem lehetséges, tehát
létezik a ∈ A ∩ B, hogy minden aσ(n) ∈ Aσ(n) ∩ B sorozat esetén aσ(n) 9 a, és
létezik cσ(n) ∈ Aσ(n) \ B, melyre cσ(n) → a. Tegyük fel, hogy a ∈ intB. Ekkor lé-
tezik r > 0, hogy B(a, r) ⊂ B, és cσ(n) konvergenciája miatt létezik n0, hogy ha
n ≥ n0, akkor cσ(n) ∈ B(a, r) ⊂ B, ami ellentmondás, azaz a ∈ B \ intB. Mivel
A∩B = A ∩ intB, ezért létezik xm ∈ A∩ intB, hogy xm → a, és az előbbiek szerint
létezik xm,σ(n) ∈ Aσ(n) ∩ B, hogy xm,σ(n) → xm. Ekkor xn,σ(n) ∈ Aσ(n) ∩ B, és ekkor
1.1.5. állítás szerint létezik olyan τ(n), hogy xn,τ(n) → a, tehát Aτ(n) ∩ B → A ∩ B.
�
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1.3. Baire-féle kategória tétel

1.3.1. Definíció. Egy A ⊂ X halmazról azt mondjuk, hogy

• A sűrű, ha minden x ∈ X pontra és minden ε > 0 számra B(x, ε) ∩ A 6= ∅.

• A sehol sem sűrű, ha intA = ∅.

• A első kategóriájú, ha előáll megszámlálható sok sehol sem sűrű halmaz unió-
jaként.

• A reziduális, ha egy első kategóriájú halmaz komplementere.

1.3.2. Megjegyzés. Legyen A ⊂ X sehol sem sűrű halmaz. Ekkor:

• Minden B ⊂ A halmaz sehol sem sűrű.

• X \ A sűrű.

Bizonyítás.

• B ⊂ A⇒ B ⊂ A⇒ intB ⊂ intA = ∅ ⇒ intB = ∅.

• Indirekt tegyük fel, hogy tetszőleges B ⊂ X nyílt gömbre:

∅ = B ∩ (X \ A) = B \ A.

Ez pontosan akkor teljesül, ha B ⊂ A, tehát B sehol sem sűrű halmaz, ami
ellentmondás.

�

1.3.3. Állítás. Sűrű nyílt halmazok megszámlálható metszete reziduális halmaz.

Bizonyítás. Legyen G :=
⋂∞
n=1Gn, ahol minden n-re Gn ⊂ X sűrű, nyílt halmaz.

Mivel X \G =
⋃∞
n=1(X \Gn), elég megmutatni, hogy X \Gn sehol sem sűrű. Mivel

Gn nyílt, ezért X \Gn zárt, tehát X \Gn = X \Gn, így

int(X \Gn) =
⋃
{A nyílt : A ⊂ X \Gn} = {A nyílt : A ⊂ X és A ∩Gn = ∅}.

Mivel Gn sűrű, így minden A ⊂ X nyílt halmazra A∩Gn 6= ∅, tehát int(X \Gn) = ∅.
�
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1.3.4. Tétel. (Bair-féle kategória tétel) Legyen (X, ρ) teljes metrikus tér, és S ⊂
X első kategóriájú halmaz. Ekkor X \ S sűrű.

Bizonyítás. Legyen S :=
⋃∞
n=1 Sn sehol sem sűrű halmazok megszámlálható egye-

sítése, és legyen B0 tetszőleges nyílt gömb. Meg kell mutatni, hogy B0∩ (X \S) 6= ∅.
Definiáljuk Bn := B(xn, rn) nyílt gömbök sorozatát úgy, hogy minden n-re rn < 1/n

és
Bn+1 ⊂ Bn \ Sn+1.

Ezt megtehetjük, hiszen Bn \ Sn+1 6= ∅, így létezik xn+1 ∈ Bn \ Sn+1, és mivel Sn+1

zárt, ezért
ρ̂(xn+1, Sn+1) > 0.

Az xn sorozat Cauchy, ugyanis tetszőleges N esetén, ha n,m > N , akkor:

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xN) + ρ(xN , xm) < 2/N.

Mivel X teljes, ezért létezik x ∈ X, hogy xn → x, és xn+1 ∈ Bn minden n-re, tehát:

x ∈
∞⋂
n=1

Bn ⊂ B0 ∩ (X \ S).

�

1.3.5. Megjegyzés. A mértékelméletben használatos majdnem-mindenütt termi-
nológiához hasonlóan, teljes metrikus térben azt mondjuk, hogy egy tulajdonság
tipikusan teljesül, ha a tér pontjain egy első kategóriájú halmazon kívül mindenütt
fennáll.

1.3.6. Példa. A tipikus valós számok irracionálisak, ugyanis a racionális számok
halmaza első kategóriájú, hiszen Q =

⋃
q∈Q{q}.

A bevezetőben említésre került, hogy a folytonos függvények körében azok függvé-
nyek vannak bizonyos értelemben többségben, melyek az értelmezési tartományuk
egyetlen pontjában sem differenciálhatóak. Ennek a kijelentés magyarázatára szolgál
a következő, [3]-ból származó állítás:

1.3.7. Állítás. A tipikus folytonos függvények sehol sem differenciálhatóak, azaz a
sehol sem differenciálható függvények halmaza reziduális a C[a, b] téren.
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2. fejezet

Mikro-tangens halmazok

Legyen δ > 0, (x0; y0) ∈ R2. Jelölje a tengelyekkel párhuzamos, 2δ oldalhosszúságú,
(x0; y0) középpontú zárt négyzetet Q((x0; y0), δ), azaz:

Q((x0; y0), δ) := {(x; y) : |x− x0| ≤ δ, és |y − y0| ≤ δ},

illetve az egyszerűség kedvéért, ha az origó a középpont és az oldalhossz 2, akkor:

Q2 := Q((0; 0), 1).

Ha A ⊂ R2, akkor jelölje CENT (A) az A ∩Q2 origót tartalmazó összefüggő részét.
Tekintsünk egy f ∈ C[0, 1] függvényt, és egy x0 ∈ (0, 1) pontot. Legyen δ > 0, és
vegyük az

F (f, x0, δ) :=
1

δ

(
(graph(f) ∩Q((x0; f(x0), δ))− (x0; f(x0))

)
transzformációt, ahol graph(f) := {(x; f(x)) : x ∈ [0, 1]} az f grafikonja.

2.0.8. Definíció. A F halmaz az f függvény x0-beli mikro-tangens halmaza (F ∈
fMT (x0)), illetve centrális mikro-tangens halmaza (F ∈ fCMT (x0)), ha létezik δn ↘ 0

sorozat, hogy F (f, x0, δn), illetve CENT (F (f, x0, δn)) konvergál F -hez a Hausdorff
metrikában.

2.0.9. Állítás. Legyen f ∈ C[0, 1] és x0 ∈ (0, 1). Ekkor fMT (x0) zárt halmaz.

Bizonyítás. Legyen Fn ∈ fMT (x0) olyan, hogy Fn → F . Definíció szerint így min-
den n-re létezik olyan δn,m sorozat, hogy F (f, x0, δn,m)→ Fn, ekkor az 1.1.5. állítás
szerint létezik olyan σ(n), hogy F (f, x0, δn,σ(n)) → F , azaz F ∈ fMT (x0), tehát
fMT (x0) zárt halmaz. �
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2.0.10. Állítás. Ha f -nek x0-ban léteznek a jobb és baloldali deriváltjai, akkor

fMT (x0) = {graph(g) ∩Q2},

ahol

g(x) =



(
lim

h→0−0

f(x0 + h)− f(x0)
h

)
x, ha x ≤ 0,

(
lim

h→0+0

f(x0 + h)− f(x0)
h

)
x, ha x > 0.

2.1. ábra. f ∈ C[0, 1] 2.2. ábra. graph(g) ∩Q2

Bizonyítás. Tetszőleges 0 6= x ∈ (−1, 1) pont, és minden δn ↘ 0 sorozat esetén:

lim
n→∞

f(x0 + δnx)− f(x0)
δn

= lim
n→∞

(f(x0 + δnx)− f(x0))x
δnx

=

=
(

lim
n→∞

f(x0 + δnx)− f(x0)
δnx

)
x,

ahol a limesz δn tulajdonságai miatt, x előjelétől függően megegyezik a jobb illetve
baloldali deriválttal. �

Jelölje C[−1, 1]0 := {g : g ∈ C[−1, 1], és g(0) = 0} halmazt.

2.0.11. Definíció. Az x0 az f függvény grafikon-szerű mikro-tangens pontja, illetve
centrális grafikon-szerű mikro-tangens pontja, ha létezik olyan g ∈ C[−1, 1]0, hogy
graph(g)∩Q2 ∈ fMT (x0), illetve graph(g)∩Q2 ∈ fCMT (x0). Vezessük be a következő
halmazokat:

GLMT (f) := {(x; f(x)) : x grafikon-szerű mikro-tangens pontja f -nek},

CGLMT (f) := {(x; f(x)) : x centrális grafikon-szerű mikro-tangens pontja f -nek}.
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2.0.12. Definíció. Az x0 az f függvény univerzális mikro-tangens pontja, ha min-
den g ∈ C[−1, 1]0 függvényre graph(g) ∩Q2 ∈ fMT (x0), és legyen

UMT (f) := {(x; f(x)) : x univerzális mikro-tangens pontja f -nek}.

Adott f folytonos függvényre, értelmezési tartományának minden x0 belső pontjára
és tetszőleges δn ↘ 0 sorozatra, nyilván minden n-re létezik olyan g ∈ C[−1, 1]0, hogy
F (f, x0, δn) = graph(g)∩Q2. Ezzel szemben ha F ∈ fMT (x0), akkor erre a halmazra
már nem feltétlenül igaz, hogy létezik olyan g ∈ C[−1, 1]0, hogy F = graph(g)∩Q2.

2.0.13. Példa. Legyen f(x) := 3
√
x. Ekkor fMT (0) egyetlen eleme a H := {(0; y) :

|y| ≤ 1} halmaz, azaz a (0; 1) és (0;−1) pontok által feszített függőleges szakasz,
ugyanis, legyen δn ↘ 0 tetszőleges, és pn ∈ F (f, 0, δn) konvergens pontsorozat.
Nyilván

F (f, 0, δn) =
{( x

δn
;

3
√
x

δn

)
: |x| ≤ δ3n

}
.

Mivel egy R2 pontsorozat pontosan akkor konvergens, ha koordinátánként konver-
gens, így ∣∣∣ x

δn

∣∣∣ ≤ ∣∣∣δ3n
δn

∣∣∣ = δ2n → 0

és ∣∣∣ 3
√
x

δn

∣∣∣ ≤ ∣∣∣δn
δn

∣∣∣ = 1,

tehát pn csak H-beli ponthoz konvergálhat. Legyen (0; y) ∈ H. Ekkor (y3δ2n; y) ∈
F (f, 0, δn), mivel egyrészt 3

√
y3δ3n = yδn, másrészt |y3δ3n| ≤ 1, sőt (y3δ2n; y)→ (0; y),

így az 1.2.6. állítás szerin F (f, 0, δn)→ H.

2.0.14. Állítás. A [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos függvények tipikus ele-
meinek majdnem minden x ∈ [0, 1] univerzális mikro-tangens pontja.

Felmerül a kérdés, hogy a fenti, [4]-ben bizonyított állítás érvényben marad-e, ha
megszorítjuk C[0, 1] valamely alterére. A következő fejezetben megmutatom, hogy
bár a Lipschitz-folytonos függvények esetében ez nincs így, de egy hasonló jellegű
állítás már igaz.
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3. fejezet

Tipikus Lipschitz-folytonos

függvények

3.1. Lipschitz-tulajdonság

3.1.1. Definíció. Azt mondjuk, egy f : [a, b] → R függvényről, hogy Lipschitz-
tulajdonságú, ha létezik olyan L > 0 szám (úgynevezett Lipschitz konstans), hogy
minden x, y ∈ [0, 1] pontra teljesül, hogy:

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

Nyilván ha egy f függvény Lipschitz-tulajdonságú, akkor folytonos is, tehát a

LipL[a, b] := {f ∈ C[a, b] : ∀x, y ∈ [a, b] : |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|}

halmazon értelmezhető a maximum-metrika.
A következő tétel eredetileg általánosabb terekben értelmezett Lipschitz-folytonos
függvények deriválhatóságára vonatkozik, de csak a fent tárgyalt speciális esetre
kerül kimondásra, melynek bizonyítása [5]-ben megtalálható.

3.1.2. Tétel. (Rademacher) Ha f ∈ LipL[a, b], akkor f a Lebesgue-mérték sze-
rint majdnem-mindenütt differenciálható.

3.1.3. Állítás. A LipL[0, 1] metrikus tér szeparábilis, azaz létezik megszámlálható,
sűrű részhalmaza.
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Bizonyítás. Legyen f ∈ LipL[0, 1], és ε > 0. A Lipschitz-tulajdonság miatt f
egyenletesen folytonos, azaz ha δ = ε

L
, akkor |f(s)− f(t)| ≤ ε, amennyiben |s− t| <

δ. Legyen n olyan, hogy 1/n < δ, és tj := j/n. Ekkor, ha s ∈ [tj−1, tj], akkor
|f(s)−f(tj)| ≤ ε. Legyen g olyan szakaszonként lineáris függvény, hogy g(tj) = f(tj),
azaz

g(s) = f(tj) + (s− tj)
f(tj)− f(tj−1)

tj − tj−1
, ha s ∈ [tj−1, tj].

Mivel ∣∣∣∣f(tj)− f(tj−1)tj − tj−1

∣∣∣∣ ≤ L,

ezért g ∈ LipL[0, 1]. Ha s ∈ [tj−1, tj], akkor

|g(s)− f(tj)| = |s− tj|
|f(tj)− f(tj−1)|

tj − tj−1
≤ |f(tj)− f(tj−1)| ≤ ε.

Legyen s ∈ [0, 1], ekkor alkalmas j-re s ∈ [tj−1, tj] és így

|f(s)− g(s)| ≤ |f(s)− f(tj)|+ |f(tj)− g(s)| ≤ 2ε,

tehát ρ∞(f, g) ≤ 2ε.
Mivel a szakaszonként lineáris függvényeket töréspontjaik egyértelműen meghatá-
rozzák, és a síkban a racionális koordinátájú pontok sűrűn helyezkednek el, meg-
számlálható sokan vannak, ezek véges részhalmazainak halmaza is megszámlálható,
tehát ezen függvények halmaza is megszámlálható. �

3.2. Univerzális mikro-tangens pontok

Legyen f ∈ LipL[0, 1]. Ekkor a Rademacher tétel értelmében az értelmezési tar-
tomány azon pontjai, ahol f nem differenciálható, tetszőlegesen kicsi összhosszú-
ságú, megszámlálható sok intervallum egyesítésével lefedhető. Jelölje UMTL(f) azon
(x; f(x)) pontok halmazát, melyre minden g ∈ LipL[−1, 1]0 függvényre graph(g) ∩
Q2 ∈ fMT (x), és legyen Uf := πx(UMTL(f)), azaz UMTL(f) halmaz x tengelyre
vett vetülete. Ekkor a 3.2.1. állítás következményeként Uf elemeiben f nyilván nem
differenciálható, és mivel a Lebesgue-mérték szerint f majdnem minden pontban
differenciálható, így Uf nullmértékű halmaz.

3.2.1. Állítás. Ha f a LipL[0, 1] halmaz tipikus eleme, akkor minden [a, b] ⊂ [0, 1]

intervallumban Uf -nek kontinuum sok eleme van.
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A bizonyításhoz vezessük be a

Rλ((x0; y0), δ) := {(x; y) : |x− x0| ≤ δ, és |y − y0| ≤ λδ},

illetve az
R2
λ := Rλ((0; 0), 1)

jelöléseket, és legyen

Fλ(f, x0, δ) :=
1

δ

(
(graph(f) ∩Rλ((x0; f(x0), δ))− (x0; f(x0))

)
.

Ekkor, ha λ ≥ L, akkor minden g ∈ LipL[−1, 1]0 függvényre graph(g) ∩ R2
λ =

graph(g), a Lipschitz-tulajdonság miatt, és tetszőleges f ∈ LipL[0, 1] függvénynek,
és az értelmezési tartományának minden x belső pontjára Fλ(f, x, δ) megegyezik egy
LipL[−1, 1]0-beli függvény grafikonjával ha δ elég kicsi.
A továbbiakban, ha L > 1, akkor legyen λ := L, különben λ := 1.
Tekintsük az {fn}∞n=1 ⊂ LipL[0, 1] és {gn}∞n=1 ⊂ LipL[−1, 1]0 megszámlálható sűrű
halmazokat, melyeknek elemei szakaszonként lineáris függvények, továbbá {fn}∞n=1

elemeinek abszolút értékben vett meredekségeinek maximuma szigorúan kisebb mint
L, és a gn sorozat minden eleme végtelen sokszor ismétlődik. Mive fn szakaszonként
lineáris, tehát létezik a [0, 1] intervallumnak olyan 0 = a0 < a1 < · · · < ar = 1

felosztása, hogy fn|[ai−1,ai] lineáris függvény.
Legyen ln,i := ai − ai−1, ln := min

i
ln,i, és jelölje sn az fn|[ai−1,ai] függvények mere-

dekségeinek abszolút értékeinek maximumát. Az In,i := [ai−1, ai] szakaszokat osszuk
fel m egyenlő részre, az így kapott ln,i

m
hosszú szakaszokat jelölje In,i,m,k, és ezen

intervallumok felezőpontjait jelölje Pn,i,m,k, és Qn,i,m,k rendre az In,i,m,k szakaszok
végpontjait, azaz

Qn,i,m,k =


ai−1, ha k = 0,
In,i,m,k ∩ In,i,m,k+1, ha 0 < k < m,
ai, ha k = m.

Legyen 0 < dn,m < ln/(2m) adott, és

fn,m|[ai−1,ai](x) := fn(Pn,i,m,k), ha x ∈ [Pn,i,m,k − dn,m, Pn,i,m,k + dn,m],

és a Qn,i,m,0 illetve Qn,i,m,m pontokban legyen egyenlő fn-el, az összes fennmaradó
intervallumon pedig legyen lineáris.
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3.1. ábra. Az fn és az fn,m viszonya egy [ai−1, ai] intervallumon.

Legyen 0 < cn,m < dn,m adott, és ha x ∈ [Pn,i,m,k − cn,m, Pn,i,m,k + cn,m], akkor
legyen

f̃n,m|[ai−1,ai] := fn,m(x) + cn,mgm

(x− Pn,i,m,k
cn,m

)
,

illetve ha x ∈ [Qn,i,m,k − (
ln,k
2m
− dn,m), Qn,i,m,k + (

ln,k
2m
− dn,m)] ∩ In,i, akkor

f̃n,m|[ai−1,ai] := fn,m(x),

ezen kívül a

[Qn,i,m,k + (
ln,k
2m
− dn,m), Pn,i,m,k − cn,m] és [Pn,i,m,k + cn,m, Qn,i,m,k − (

ln,k
2m
− dn,m)]

szakaszokon legyen lineáris.

3.2. ábra. 3.3. ábra. 3.4. ábra.
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A 3.2, 3.3 és 3.4 ábrák rendre az fn, fn,m f̃n,m függvények grafikonja egy In,i,m,k

intervallumon. Nyilvánvaló, ha dn,m és cn,m elég kicsi, akkor ρ∞(fn, f̃n,m) < 1/n,
és az f̃n,m (amely szintén szakaszonként lineáris) meredekségeinek abszolút értéke
minden szakaszon kisebb mint L, így f̃n,m ∈ LipL[0, 1]. A továbbiakban dn,m és
cn,m legyen olyan, hogy a fentiek teljesülnek, és m szerint monoton csökkenőek. A
bizonyítás folytatásához szükség van az alábbi állításokra:

3.2.2. Lemma. Legyen x0 ∈ (0, 1), f, g ∈ LipL[0, 1] olyanok, hogy f(x0) = g(x0),
és c > 0 olyan, hogy [x0 − c, x0 + c] ⊂ [0, 1]. Ekkor:

dH(Fλ(f, x0, c), Fλ(g, x0, c)) ≤
ρ∞(f, g)

c
.

Bizonyítás. Legyen ε := ρ∞(f, g). Ekkor minden x ∈ [0, 1] esetén

|f(x)− g(x)| ≤ ε,

azaz minden x ∈ [0, 1] esetén, tetszőleges r > 0 mellett

(x; g(x)) ⊂ B((x; f(x)), ε+ r),

így
graph(g) ⊂ Eε+r(graph(f)),

tehát

graph(g) ∩Rλ((x0; f(x0)), c) ⊂ Eε+r(graph(f)) ∩Rλ((x0; f(x0)), c),

és ezért
Fλ(g, x0, c) ⊂ E(ε+r)/c(Fλ(f, x0, c)).

Hasonlóan megmutatható, hogy Fλ(f, x0, c) ⊂ E(ε+r)/c(Fλ(g, x0, c)). �

3.2.3. Állítás. Legyen f ∈ LipL[0, 1], x0 ∈ (0, 1), ε, c > 0 adott konstansok, me-
lyekre [x0 − c, x0 + c] ⊂ [0, 1] teljesül. Ha δ < cε

2
, és g ∈ B(f, δ) akkor létezik olyan

q0 > 0, hogy ha c < q0, akkor minden x ∈ [x0 − q0, x0 + q0] pontra teljesül, hogy:

dH(Fλ(f, x0, c), Fλ(g, x, c) < ε.
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Bizonyítás. Legyen g∗(x) := g(x − q) + (f(x0) − g(x0 − q)), ahol q tetszőleges.
Ekkor g∗(x0) = f(x0) és F (g∗, x0, c) = F (g, x− q, c).

|g∗(x)− f(x)| = |g(x− q) + (f(x0)− g(x0 − q))− f(x)| ≤

≤ |g(x− q)− f(x)|+ |f(x0)− g(x0 − q)| ≤

|g(x− q)− g(x)|+ |g(x)− f(x)|+ |f(x0)− f(x0 − q)|+ |f(x0 − q)− g(x0 − q)| ≤

≤ 2(δ + L|q|)

teljesül minden x ∈ [|q|, 1−|q|] pontra, tehát ρ∞(f |[|q|,1−|q|], g|[|q|,1−|q|]) ≤ 2(δ+L|q|).
Az előző lemma szerint:

dH(Fλ(f, x0, c), Fλ(g, x− q, c)) ≤
2(δ + L|q|)

c
< ε,

tehát, q0 := |q| < cε−2δ
2L

választás megfelelő. �

Visszatérve a 3.2.1 állítás bizonyításához, legyen 0 < δn,m < cn,m
2m

. Ekkor Gm :=⋃∞
n=1B(f̃n,m, δn,m) sűrű, nyílt halmaz, és így G :=

⋂∞
m=1Gm reziduális. Ha f ∈ G,

akkor minden m-re létezik nm, hogy f ∈ B(f̃nm,m, δnm,m). Az előző állítás miatt
ekkor létezik qnm,m > 0, hogy minden x ∈ [Pnm,i,m,k− qnm,m, Pnm,i,m,k+ qnm,m] esetén

dH(Fλ(f, x, δnm,m), graph(gm)) <
1

m
.

Az egyszerűség kedvéért legyen

Jn,i,m,k := [Pn,i,m,k − qn,m, Pn,i,m,k + qn,m].

Legyen σ(m) a természetes számoknak olyan szigorúan monoton növő sorozata, hogy
σ(1) = 1, és ha m > 1, akkor gσ(m) = gm és létezik olyan k′, hogy

(Jnσ(m),i,σ(m),k′ ∪ Jnσ(m),i,σ(m),k′+1) ⊂ Jnσ(m−1),i,σ(m−1),k.

Legyen Sm := ∪ri=1 ∪mk=1 Jnm,i,m,k, ekkor a Cantor-féle metszet-tétel szerint az S :=

∩∞m=1Sσ(m) nem üres, sőt mivel egyszerűen megadható S-ből injektív leképezés a
Cantor-féle triadikus halmazra, így kontinuum számosságú.

3.2.4. Megjegyzés. A bizonyítás teljességéhez az S halmaz kontinuum számossá-
gát tetszőleges [a, b] ⊂ [0, 1] intervallumon kell megmutatni, de ehhez elég, ha a fenti
eljárásban az f függvény átdefiniálásában csak az [a, b] intervallumra szorítkozunk.
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Tekintsünk egy g ∈ LipL[−1, 1]0 függvényt, mivel {gσ(m)}∞m=1 sűrű részhalmaza a
LipL[−1, 1]0 térnek, és minden elemét végtelen sokszor tartalmazza, ezért létezik
σ(m)-nek olyan τ(m) részsorozata, hogy gτ(m) → g. Legyen x0 ∈ S. Ekkor minden
m-re

dH(Fλ(f, x0, δnτ(m),τ(m)), graph(g)) ≤

≤ dH(Fλ(f, x0, δnτ(m),τ(m)), graph(gτ(m))) + dH(graph(gτ(m)), graph(g)) ≤

≤ 1

τ(m)
+ ρ∞(gτ(m), g)→ 0.

Amennyiben L ≤ 1, az állítás bizonyítást nyert. Tekintsük az L > 1 esetet. Ekkor ha
graph(g) ∩Q2 = graph(g) ∩ intQ2, akkor az 1.2.7. állítás értelmében g ∈ MTf (x0).
Mivel g folytonos, ezért graph(g) ∩ Q2 = graph(g) ∩ intQ2 akkor nem teljesül, ha
létezik olyan x ∈ (−1, 1), hogy a |g(x)| = 1 és x-ben lokális minimuma van, vagy x
egy környezetében konstans.
Tekintsük azt a g̃ függvényt, ami

g̃(x) =


g(−x− 2), ha x ∈ [−2,−1),
g(x), ha x ∈ [−1, 1],
g(−x+ 2), ha x ∈ (1, 2],

és legyen T+1 := {x : g̃(x) > 1} és T−1 := {x : g̃(x) < −1}. Mivel g̃ folytonos, így
T+1 és T−1 előáll diszjunkt nyílt intervallumok uniójaként, ezeknek halmazát jelölje
I+1 és I−1. Legyen

ĝ(x) =


−|x− a+b

2
|+ b−a

2
+ 1, ha x ∈ (a, b) ∈ I+1,

|x− a+b
2
| − b−a

2
− 1, ha x ∈ (a, b) ∈ I−1,

g̃(x), különben.

Ekkor a g∗ := ĝ|[−1,1] függvényre teljesül, hogy graph(g∗) ∩ Q2 = graph(g) ∩ Q2.

3.5. ábra. g ∈ LipL[−1, 1]0 3.6. ábra. g∗ ∈ LipL[−1, 1]0
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Legyen g∗ε (x) := (1 − ε)g∗(x). A konstrukció miatt minden 0 < ε < 1 esetén
graph(g∗ε ) ∩ Q2 = graph(g∗ε ) ∩ intQ2, azaz graph(g∗ε ) ∈ fMT (x0), és mivel nyilván
graph(g∗ε )→ graph(g∗), ha ε→ 0, így fMT (x0) zártsága miatt

graph(g∗) ∩Q2 = graph(g) ∩Q2 ∈ fMT (x0).

�
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