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Bevezetés

Folytonos fliggvények lokalis vizsgélatanak {6 eszkoze, a matematikai analizis egyik
klasszikus fogalma a differencialhanyados. A XIX. szazadban Ampére még ugy vélte,
hogy a folytonos fiiggvények Osszessége az értelmezési tartomanyuk belsé pontjaiban
egy-egy kivételes pontot eltekintve differencialhatéak. Bolzano és Weierstrass voltak
az elsdk, akik el@szor példat adtak olyan folytonos fiiggvényekre, melyek sehol sem
differencialhatoak, és bar kezdetben a kor matematikusai nem mutattak tdal nagy
érdeklédést irdntuk, késébb kideriilt, hogy nem csak 1éteznek ilyen fiiggvények, de
bizonyos értelemben ezek vannak tébbséghben. FEzen okbol kifolyolag kifejezetten in-
dokolt a lokalis vizsgalatok mas irdnyd megkozelitése. Egy ilyen lehetséges eszkoz a
mikro-tangens halmaz fogalma, melynek alapgondolata magénak a fliggvény grafi-
konjanak a vizsgalata. Szakdolgozatom célja a mikro-tangens halmazok fogalméanak
bevezetése, és az ehhez sziikséges matematikai ismeretek targyalésa, illetve a 3. fe-
jezetben egy, a Lipschitz-folytonos fiiggvényekkel kapcsolatos allitas bizonyitasa. A
metrikus terek altaldnos elméletéhez a {6 forras 1], mig a Hausdorff-tavolsaghoz
[2], a Baire-féle kategoria-tételéhez [3| volt. A mikro-tangens halmazokhoz tartozo
definiciok és allitasok [4]-bdl, mig a 3. fejezetben a Lipschitz-folytonos fiiggvények
szeparébilitasara vonatkozo éllitas bizonyitasanak alapjai [6]-bol, ezen bevezetSben

megemlitett matematikatorténeti megjegyzések pedig |7]-bdl szarmaznak.



1. fejezet

Metrikus terek

1.1. A metrikus tér fogalma

Egy valos szamsorozatot konvergensnek mondunk, ha létezik egy olyan szam, hogy
minden € > 0 esetén ettsl a szamtol e-nal tavolabb a sorozatnak csak véges sok tagja
van. Ebben az esetben a tévolsag fogalma magatol adodik, de felmeriil a kérdés, ha a
vizsgalt teriink absztraktabb, elemei példaul fiiggvények, hogyan definialhato rajta

a tavolsag. Ezen kérdés megvalaszolasara szolgalnak az tgynevezett metrikus terek.

1.1.1. Definicié. Legyen X adott, nemiires halmaz és p : X x X — R fligguény.
Azt mondjuk, hogy p metrika X-en, ha minden x,y,z € X pontra teljesiilnek a

kovetkezdk:
1 p(z,y) =0 2=y,
2. p(x,y) = ply, ),

3. p(z,y) < pz, 2) + p(z,y).

Metrikus téren eqy (X, p) pdrt értink, ahol X az alaphalmaz, p pedig egy rajta ér-

telmezett metrika.

1.1.2. Megjegyzés. Ha p metrika, akkor ahogy az egy tévolsagfogalomtol elvér-

hato, természetesen nemnegativ, hiszen:

0=p(z,2) < p(z,y) + ply,z) = 2p(x,y).

1.1.3. Definicié. Legyen A C X.



Az xg € X kézépponti r > 0 sugari nyilt gombin a
B(zg,r) :={y € X : p(xg,y) <1}
halmazt értjik.

A nyilt, ha minden x € A ponthoz létezik € > 0, hogy B(x,€) C A.

A zart, ha komplementere nyilt.

int A:=J{G C A: G nyilt} az A belseje.

A:={F D A:F zirt} az A lezdrtja.
o A korldtos, ha létezik eqy B(x,r) nyilt gomb, hogy A C B(x,r).

Valos szamsorozatok esetében a hatarérték ismerete nélkiil is eldonthets a konver-
gencia, a Cauchy-féle konvergenciakritériummal, miszerint ha a sorozat konvergens
akkor a tagjainak a tavolsaga tetszélegesen kozel vannak egymashoz egy alkalma-
san megvalasztott kiiszobindextsl kezdve. Azonban egy tetsz6leges metrikus térben
elképzelhets, hogy egy sorozatra teljesiil a Cauchy-kritérium, a hatarérték "még-
sincs benne a térben". Példa erre, ha Q-t, mint R alterét tekintjiik, és egy racionalis

sorozattal kozelitiink egy irracionalis szamhoz.
1.1.4. Definicié. Egy xz, € X sorozatrol azt mondjuk, hogy

e 1, konvergens, ha létezik olyan x € X pont, hogy p(z,,z) — 0.

e 1, Cauchy-sorozat, ha minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan ng kiiszobindez,

hogy minden n,m > ng esetén p(T,, x,) < €.
o Egy (X, p) metrikus tér teljes, ha minden Cauchy-sorozat konvergens.

1.1.5. Allitas. Ha Tnm € X olyan, hogy ., — x,, ha m — oo és x,, — x,
ha n — oo, akkor létezik a természetes szdmoknak olyan o(n) részsorozata, hogy

Tno(n) —7 T

Bizonyitas. Legyen o(n) olyan, szigorian monoton névekvd sorozat, hogy

‘xn,cr(n) - xnl < %7 igy

|Tn.0m) — 2| < |Tnom) — Tn| + |20 — 2| = 0.



1.1.6. Allitas. Egy F C X halmaz pontosan akkor zdirt, ha minden benne futé

konvergens sorozat hatdrértékeét is tartalmazza.

1.1.7. Definicié. Egy K C X halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésébdl kivdlaszt-

hato véges fedés.
1.1.8. Megjegyzés. Metrikus térben minden kompakt halmaz korlatos és zart.

1.1.9. Definicié. Ha (X, p) metrikus tér, ésY C X, akkorY ellitva a p Y XY -ra
torténd megszoritasdval nyilvdn szintén metrikus tér, melyet az (X, p) metrikus tér

alterének hivunk.

1.1.10. Definicio. Egy (X, p) metrikus teret dsszefiiggének neveziink, ha benne csak
a teljes tér és az tires halmaz eqyszerre nyilt és zdrt. Egy A C X halmazt 6sszefiig-

gonek neveziink, ha a hozzd tartozo altér dsszefiiggd.

1.1.11. Példa. Példak metrikus terekre:

1. Klasszikus euklideszi tér

Az R™ halmazon a szokasos tavolsdgképlet metrikat definial:

2. Folytonos fliggvények tere
A Cla,b] :={f : [a,b] — R : f folytonos} halmazon definidlhat6 az ugyneve-
zett maximum-metrika:

poo(f,9) = max | f(z) — g(x)| = sup |f(x) —g(z)|.

wela sela)

1.2. Hausdorff tavolsag

Mikor mondhatjuk, hogy egy (X, p) metrikus tér részhalmaz-sorozata konvergens?
Ehhez értelmezniink kell két halmaz tavolsagat. Naiv megkozelitésben mondhatnank,
legyen A és B halmazok tavolsaga inf{p(a,b) : a € A,b € B}. Rogton latszik,
hogy ez a definici6 nem jo, ugyanis ha A N B # (), akkor a tavolsaguk 0. Legyen
K:={ACX : A#0, Akompakt}, x € X, A, B € K és jelolje

plz, A) := it p(z, a),
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az xr pont A halmaztol vett tavolsagat, illetve
p(A, B) == sup p(a, B),
acA
az A halmaz B halmaztol vett "relativ" tavolsagat. A relativ jelzét az indokolja,
hogy nem szimmetrikus, hiszen példaul ha A C B, akkor p(A, B) = 0, viszont
p(B,A) > 0.

1.2.1. Definici6é. Az A, B € K halmazok Hausdorff tavolsdgdn azt a dy : K x K —
R fligguényt értjik, melyre:

dH(Aa B) = max{ﬁ(A, B)v ﬁ(Ba A)}

Az el6z6 definicio egy lehetséges ekvivalens atfogalmazaséara ad létjogosultsagot a
kovetkezd allitas, mely szemléletesebben irja le, hogy mit is jelent a Hausdorff ta-
volsag. Nevezziik egy A C X halmaz e-felfigtianak az E.(A) := |J{B(x,¢) : x € A}

halmazt.
1.2.2. Allitas. dy(A, B) = max{inf{e > 0: A C E.(B)},inf{e > 0: B C E.(A)}}

Bizonyitas. Mivel E.(B) = [J{B(z,¢) : © € B}, ezért, ha A C E.(B), akkor
minden a € A ponthoz létezik olyan b € B, hogy p(a,b) < €, azaz infycp p(a,b) < e,
igy:
inf{le >0: AC E.(B)} =inf{e > 0:Va € A, gngp(a, b) < e} =
€

= sup inf p(a,b) = p(A, B).

Hasonléan:
inf{e >0: B C E.(A)} = p(B,A).

Ezeket behelyettesitve az allitas jobb oldaldba, éppen a Hausdorff tavolsag definici-
6jat kapjuk. [
1.2.3. Lemma. Legyenek A, B € K. Ekkor minden a € A ponthoz létezik b € B,

hogy

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan a € A, hogy minden b € B
pontra fennéall:
p(a,b) > dy (A, B). Ekkor p(A, B) = sup p(a, B) > dy(A, B) = max{p(A4, B),p(B, A)},

acA
ami nyilvanvaléan ellentmondas. [J



1.2.4. Allitas. A dy figgvény metrikdt definidl a K halmazon.

Bizonyitas. Ellendrizni kell, hogy teljesiilnek-e a metrikus tér axiémai:

1. Tegyiik fel, hogy A = B. Ekkor:

dH(Av B) = dH(A7A) = max{ﬁ(A,A),ﬁ(A,A)} = ﬁ<A7A) = sup ﬁ(aaA) =

€A

= inf = 0.
sup inf p(z,a)

Ha dy(A,B) = 0, akkor: p(A,B) = 0 = p(B,A). Mivel 0 = p(A,B) =
21613 pla, B), ezért tetszéleges a € A elemre p(a, B) = ggjg p(a,b) = 0, tehat
minden a € A elemhez létezik olyan b, € B sorozat, hogy lim p(a,b,) = 0, és
mivel B zart, igy a = limb,, € B, tehat A C B.

Hasonléan belathato, hogy B C A, tehat A = B.

2. A definiciobol kozvetleniil adodik.

3. Legyen a € A tetszéleges. Ekkor az el6z6 lemma szerint létezik b € B, hogy
pla,b) < dy(A, B), és b-hez létezik ¢ € C, melyre p(b,c) < dy(B,C). Mivel p
metrika, teljesiil a haromszog-egyenlStlenség, igy p(a,c) < p(a,b) + p(b,c) <
dy(A, B) + dgy (B, C) fennéll minden a-ra, ezért minden € > 0 szamra teljesiil

a
EayA,B)+dn(B,0)+(C) D A

tartalmazas, illetve ugyanigy belathato, hogy

By a,B)+duB,.0)+e(A) D C.

Ezekbdl, illetve a Hausdorff tavolsag ekvivalens megfogalmazésabol mar ko-
vetkezik, hogy

g

1.2.5. Megjegyzés. Belathato, hogy ha az (X, p) metrikus tér teljes, akkor a (K, d)

is teljes metrikus tér.

1.2.6. Allitas. Egy A, € K sorozat pontosan akkor tart az A € K halmazhoz, ha

teljesiilnek az alabbiak:



1. Minden a € A ponthoz létezik a, € A, sorozat, hogy a, — a.

2. Minden b, € A, konvergens sorozat hatdarértéke A-beli.

Bizonyitas. Definici6 szerint A,, — A pontosan akkor, ha minden € > 0 szamhoz

létezik ng kiiszobindex, hogy ha n > ng, akkor dy(A,, A) < €, azaz
1. AC E(A,) ¢s
2. A, C E(A).

Legyen a € A, és n,, az € := 1/m valasztas melletti kiiszobindexek szigortian névs

sorozata, és ap, € A, tetsz6leges pontsorozat. Legyen a1, = Gmn, ha n >
Nm, ellenkezs esetben pedig legyen a1, := x € A, melyre p(z,a) < 1/m, ami

lehetséges az 1. tartalmazas miatt. Ekkor a, , € A, és p(a,n,a) < 1/n, tehat a,,, —
a. Ezutan tekintsiink egy b,, € A,, konvergens sorozatot, melynek hatarértékét jelolje
b. Indirekt tegyiik fel, hogy b ¢ A. Mivel A zart, ezért 1étezik r > 0, hogy minden a €
Aeseténr < p(a,b) < p(a,b,)+p(b,,b), viszont a 2. tartalmazas és b,, konvergenciaja

miatt létezik a € A és n € N, hogy p(a,b,) + p(b,,b) < r, ami ellentmondas. O

1.2.7. Allitas. Legyenek A,, A, B € K halmazok, melyekre A, "B # ) és AN B #
0. Tegyiik fel, hogy A, — A és AN B = ANint B. Ekkor létezik a természetes
szdmoknak olyan o(n) részsorozata, hogy Aymy N B — AN B.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy a természetes szaimok minden o(n) részso-
rozatdra A,y N B - AN B. Az el6z6 allitas szerint, és mivel A, — A, létezik
bo(n) € Agn) N B konvergens sorozat, hogy a hatarértéke nem eleme az A N B
halmaznak, igy limb,,) € A\ B, de B zartsiga miatt ez nem lehetséges, tehat
létezik a € AN B, hogy minden a,p,) € Ay, N B sorozat esetén asmy - a, és
letezik Comy € Aoy \ B, melyre ¢,y — a. Tegyiik fel, hogy a € int B. Ekkor lé-
tezik r > 0, hogy B(a,r) C B, és cy(n) konvergenciaja miatt létezik ng, hogy ha
n > ng, akkor c,ny € B(a,r) C B, ami ellentmondés, azaz a € B\ int B. Mivel
ANB = ANint B, ezért létezik x,,, € ANint B, hogy z,, — a, és az elgbbick szerint
1étezik T, 0(n) € Agm) N B, hogy Zp, o(n) — Tm. Ekkor x,, o) € Aym) N B, és ekkor
1.1.5. allitas szerint létezik olyan 7(n), hogy @y ;) — a, tehat A,y N B — AN B.
O
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1.3. Baire-féle kategoria tétel

1.3.1. Definici6é. Egy A C X halmazrol azt mondjuk, hogy
e A siri, ha minden x € X pontra és minden € > 0 szdmra B(xz,e) N A # ().
e A sehol sem sird, ha int A = ().

o A elsd kategoridji, ha eldall megszdmldlhato sok sehol sem siird halmaz unio-

jaként.
o A rezidudlis, ha eqy elsé kategoridji halmaz komplementere.
1.3.2. Megjegyzés. Legyen A C X sehol sem stird halmaz. Ekkor:
e Minden B C A halmaz sehol sem strd.
o X\ A strd.
Bizonyitas.
e BCA=>BCA=intBCintA=0=intB=0.
e Indirekt tegyiik fel, hogy tetszéleges B C X nyilt gombre:
0=BnNn(X\A)=B\A.

Ez pontosan akkor teljesiil, ha B C A, tehat B sehol sem stirt halmaz, ami

ellentmondas.
O

1.3.3. Allitas. Sard nyilt halmazok megszimldlhaté metszete rezidudlis halmaz.

Bizonyitas. Legyen G := () _, G,, ahol minden n-re G,, C X stird, nyilt halmaz.
Mivel X \ G = ,—,(X \ G,,), elég megmutatni, hogy X \ G,, sehol sem stird. Mivel
G, nyilt, ezért X \ G, zart, tehat X \ G, = X \ G,, igy

int(X \ Gp) = Jf{Anyilt: AC X\ G} ={Anyilt: AC X és ANG, = 0}.

Mivel G,, stird, igy minden A C X nyilt halmazra ANG,, # (), tehat int(X \G,,) = 0.
U
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1.3.4. Tétel. (Bair-féle kategoria tétel) Legyen (X, p) teljes metrikus tér, és S C
X elsd kategoriagi halmaz. Ekkor X \ S stri.

Bizonyitas. Legyen S :=J 7, S, sehol sem stirti halmazok megszamlalhato egye-
sitése, és legyen By tetsz6leges nyilt gomb. Meg kell mutatni, hogy ByN (X '\ S) # 0.
Definialjuk B, := B(z,,r,) nyilt gdmbok sorozatat tgy, hogy minden n-re r,, < 1/n
és

Boi1 C By \ Sy
Ezt megtehetjiik, hiszen B, \ S,41 # 0, igy létezik 2,11 € By, \ Sni1, és mivel S,

zart, ezért

ﬁ($n+17 SnJrl) > 0.

Az x,, sorozat Cauchy, ugyanis tetszéleges N esetén, ha n,m > N, akkor:

p(Tn, Tm) < p(xn, zn) + plxy, Tm) < 2/N.

Mivel X teljes, ezért létezik € X, hogy x, — «, és .1 € B, minden n-re, tehat:

T € ﬁB_ncBoﬂ(X\S).

n=1

g

1.3.5. Megjegyzés. A mértékelméletben hasznalatos majdnem-mindeniitt termi-
nolégidhoz hasonléan, teljes metrikus térben azt mondjuk, hogy egy tulajdonsag
tiptkusan teljestl, ha a tér pontjain egy elsé kategoériaju halmazon kiviil mindeniitt

fennall.

1.3.6. Példa. A tipikus valos szdmok irracionalisak, ugyanis a racionalis szamok

c st

A bevezetGben emlitésre keriilt, hogy a folytonos fliggvények koérében azok fiiggvé-
nyek vannak bizonyos értelemben tobbségben, melyek az értelmezési tartoméanyuk
egyetlen pontjaban sem differencialhatoak. Ennek a kijelentés magyarazatara szolgél

a kovetkezd, [3]-bol szarmazo allités:

1.3.7. Allitas. A tipikus folytonos figgvények sehol sem differencidlhatéak, azaz a

sehol sem differencidlhatd fiigguények halmaza rezidudlis a Cla,b] téren.
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2. fejezet

Mikro-tangens halmazok

Legyen ¢ > 0, (zo;y0) € R?. Jeldlje a tengelyekkel parhuzamos, 26 oldalhossztisagi,
(x0;y0) kozéppontu zart négyzetet Q((xo;v0),0), azaz:

Q((z0;40),0) == {(z;9) : |v — 20| <6, és |y —yo| < 6},

illetve az egyszertiség kedvéért, ha az origd a kozéppont és az oldalhossz 2, akkor:
Q% := Q((0;0),1).

Ha A C R2, akkor jelélje CENT(A) az AN Q? origot tartalmazo dsszefiiggd részét.
Tekintstink egy f € C|0, 1] fiiggvényt, és egy xo € (0,1) pontot. Legyen § > 0, és

vegyiik az

F(f,20,0) = 5 ((graph(f) 0 Q((wo; f (o). 8)) — (s f(z0)))

transzformaciot, ahol graph(f) := {(z; f(z)) : x € [0,1]} az [ grafikonja.
2.0.8. Definicié. A F halmaz az [ figguény xo-beli mikro-tangens halmaza (F €
fur(zo)), illetve centrdlis mikro-tangens halmaza (F € foyr(xo)), ha létezik 6, \( 0

sorozat, hogy F(f,xo,6,), illetve CENT(F(f,xq,0,)) konvergdl F-hez a Hausdorff

metrikdaban.
2.0.9. Allitas. Legyen f € C[0,1] és xo € (0,1). Ekkor fur(wo) zdrt halmaz.

Bizonyitas. Legyen F), € fuyr(zo) olyan, hogy F,, — F. Definicié szerint igy min-
den n-re létezik olyan 9, ,, sorozat, hogy F(f,xq,0nm) — F,, ekkor az 1.1.5. allitas
szerint létezik olyan o(n), hogy F(f,%o,0n0m)) — F, azaz F € fyr(xo), tehat

fur(zo) zart halmaz. O
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2.0.10. Allitas. Ha f-nek xy-ban léteznek a jobb és baloldali derivdltjai, akkor

fur(zo) = {graph(g) N Q*},

ahol
( lim f(l’O‘i‘h)—f(xo))x, ha z <0,
h—0—0 h
9(z) =
( lim fl@o+h) - f(x0)>x, ha x >0
h—0+0 h
. === ==-== - R
I : :
I : :
| I
I : |
l | 0 |
| t +
I ! 0 h
I : :
0 I I I
+ T T ' '
0 Xp 1 Y A !
2.1. abra. f € C[0,1] 2.2. 4bra. graph(g) N Q?

Bizonyitas. Tetszleges 0 # x € (—1,1) pont, és minden 4, \, 0 sorozat esetén:
f(zo + 0px) — f(20) flzo + 0px) — f(20))x

. o« B
Jm 5 = Jm 5 -

= (Jim SRS

ahol a limesz ¢,, tulajdonsagai miatt, x elGjelétdl fliiggGen megegyezik a jobb illetve
baloldali derivalttal. [J
Jelolje C[—1,1]p :={g : g € C[-1,1], és ¢g(0) = 0} halmazt.

2.0.11. Definicié. Az xg az f fiigguény grafikon-szerd mikro-tangens pontja, illetve
centrdlis grafikon-szerd mikro-tangens pontja, ha létezik olyan g € C[—1, 1]y, hogy
graph(g)NQ? € fur (), illetve graph(g)NQ? € four(wo). Vezessiik be a kivetkezd

halmazokat:
GLMT(f) := {(x; f(x)) : x grafikon-szerd mikro-tangens pontja f-nek},

CGLMT(f) := {(z; f(x)) : x centrdlis grafikon-szerd mikro-tangens pontja f-nek}.
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2.0.12. Definicié. Az xy az f fligguény univerzdlis mikro-tangens pontja, ha min-

den g € C[—1,1)y fiiggvényre graph(g) N Q* € farr(xo), és legyen
UMT(f) :={(x; f(x)) : x univerzdlis mikro-tangens pontja f-nek}.

Adott f folytonos fiiggvényre, értelmezési tartomanyanak minden xzy bels§ pontjara
és tetszoleges d,, N\ 0 sorozatra, nyilvin minden n-re létezik olyan g € C[—1, 1]y, hogy
F(f,xo,0,) = graph(g) NQ?*. Ezzel szemben ha F € fyr(x), akkor erre a halmazra
mar nem feltétleniil igaz, hogy létezik olyan g € C[—1, 1]y, hogy F = graph(g) N Q?.

2.0.13. Példa. Legyen f(z) := /z. Ekkor fy7(0) egyetlen eleme a H := {(0;y) :
ly| < 1} halmaz, azaz a (0;1) és (0; —1) pontok altal feszitett fiiggGleges szakasz,
ugyanis, legyen 6, N\, 0 tetsz6leges, és p, € F(f,0,9,) konvergens pontsorozat.

FU0.00) = { (5532 ol < 2}

Mivel egy R? pontsorozat pontosan akkor konvergens, ha koordinatdnként konver-

Nyilvan

gens, igy
T 53
—| < | 2= -0
ol — 16, "

és
3
\/E < 5_71:1’
o, | — 10,

tehéat p, csak H-beli ponthoz konvergalhat. Legyen (0;y) € H. Ekkor (y*0%;y) €
F(f,0,6,), mivel egyrészt /y303 = yd,, masrészt |y363] < 1, s6t (y20%;y) — (0;y),
igy az 1.2.6. allitas szerin F'(f,0,0,) — H.

2.0.14. Allitas. A [0,1] intervallumon értelmezett folytonos fiigguények tipikus ele-

meinek majdnem minden x € [0, 1] univerzalis mikro-tangens pontja.

Felmeriil a kérdés, hogy a fenti, [4]-ben bizonyitott allitas érvényben marad-e, ha
megszoritjuk C[0, 1] valamely alterére. A kovetkezd fejezetben megmutatom, hogy
béar a Lipschitz-folytonos fiiggvények esetében ez nincs igy, de egy hasonlo jellegii

allitas mar igaz.
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3. fejezet

Tipikus Lipschitz-folytonos
fliggvények

3.1. Lipschitz-tulajdonsag

3.1.1. Definicié. Azt mondjuk, egy f : [a,b] — R figguényrdl, hogy Lipschitz-
tulajdonsdgi, ha létezik olyan L > 0 szdm (ugynevezett Lipschitz konstans), hogy
minden x,y € [0, 1] pontra teljesiil, hogy:

[f(x) = f(y)| < LIz —yl.
Nyilvan ha egy f fiiggvény Lipschitz-tulajdonsagu, akkor folytonos is, tehat a

Lipgla,b] :={f € Cla,b] : Va,y € [a,0] - | f(2) = f(y)] < Lz —yl}

halmazon értelmezhetd a maximum-metrika.
A kovetkez§ tétel eredetileg altalanosabb terekben értelmezett Lipschitz-folytonos
fiiggvények derivalhatosagara vonatkozik, de csak a fent targyalt specidlis esetre

keriil kimondasra, melynek bizonyitasa [5]-ben megtalalhato.

3.1.2. Tétel. (Rademacher) Ha f € Lipp[a,b], akkor f a Lebesgue-mérték sze-

rint majdnem-mindenditt differencidlhato.

3.1.3. Allitas. A Lip.|0, 1] metrikus tér szepardbilis, azaz létezik megszdmldlhato,

sturd részhalmaza.
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Bizonyitas. Legyen f € Lipy[0,1], és ¢ > 0. A Lipschitz-tulajdonsag miatt f
T, akkor |f(s) — f(t)| < €, amennyiben |s —¢| <
0. Legyen n olyan, hogy 1/n < 0, és t; := j/n. Ekkor, ha s € [t;_,t;], akkor

egyenletesen folytonos, azaz ha 6 =

|f(s)—f(t;)] < e. Legyen g olyan szakaszonként linearis fliggvény, hogy g(t,;) = f(¢;),

azZaZzZ
os) = (1) + (s — 1) PTG ey )
it
Mivel
‘f(tj) — f(tjfl) <
tj —tj -

ezért g € Lip.[0,1]. Ha s € [t;_1,1,], akkor

0D = Dl ey~ e < e

lg(s) = f(t)] = |s —

tj — tj—l

Legyen s € [0, 1], ekkor alkalmas j-re s € [t;_1,t;] és igy

[f(s) = g()] < [f(s) = F{t;)| + [F(E5) — g(s)] < 2,

tehat po(f, ) < 2e.

Mivel a szakaszonként lineéris fiiggvényeket toréspontjaik egyértelmiien meghata-
rozzak, és a sikban a racionalis koordinataja pontok stirtin helyezkednek el, meg-
szamlalhatd sokan vannak, ezek véges részhalmazainak halmaza is megszamléalhato,

tehat ezen fiiggvények halmaza is megszamlalhato. [

3.2. Univerzalis mikro-tangens pontok

Legyen f € Lipy[0,1]. Ekkor a Rademacher tétel értelmében az értelmezési tar-
tomany azon pontjai, ahol f nem differencialhato, tetszélegesen kicsi 6sszhosszi-
sagu, megszamlalhato sok intervallum egyesitésével lefedhets. Jelolje UMTL(f) azon
(x; f(x)) pontok halmazat, melyre minden g € Lip.[—1, 1]y fiiggvényre graph(g) N
Q* € fur(x), és legyen Uy := m,(UMTL(f)), azaz UMTy(f) halmaz z tengelyre
vett vetlilete. Ekkor a 3.2.1. allitas kovetkezményeként Uy elemeiben f nyilvan nem
differencialhato, és mivel a Lebesgue-mérték szerint f majdnem minden pontban

differencialhato, igy Uy nullmértékd halmaz.

3.2.1. Allitas. Ha f a Lip.[0,1] halmaz tipikus eleme, akkor minden [a,b] C [0, 1]

intervallumban Uy-nek kontinuum sok eleme van.
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A bizonyitashoz vezessiik be a

Ra((20;40),0) := {(25y) : |x —mo| <0, s |y —yo| < A6},

illetve az

R3 == Ry\((0;0),1)

jeloléseket, és legyen

Fy\(f,20,0) := %((graph(f) N R((wo; f(0),0)) — (o; f(QUO)))'

Ekkor, ha A > L, akkor minden g € Lip;[—1,1], fiiggvényre graph(g) N R3 =
graph(g), a Lipschitz-tulajdonsag miatt, és tetszleges f € Lip. |0, 1] fiiggvénynek,
és az értelmezési tartomanyanak minden x belss pontjara F\(f, z,J) megegyezik egy
Lipp[—1,1]o-beli fliggvény grafikonjaval ha § elég kicsi.

A tovabbiakban, ha L > 1, akkor legyen A := L, kiilonben A := 1.

Tekintsiik az {f,}°2, C Lipy[0,1] és {gn}22, C Lipr[—1,1]p megszamlalhato stird
halmazokat, melyeknek elemei szakaszonként lineéris fiiggvények, tovabba {f,}5°,
elemeinek abszolit értékben vett meredekségeinek maximuma szigorian kisebb mint
L, és a g, sorozat minden eleme végtelen sokszor ismétlgdik. Mive f,, szakaszonként

lineéris, tehat létezik a [0, 1] intervallumnak olyan 0 = ap < a; < -+ < a, = 1

felosztasa, hogy fnlja;_,,q; lineéris fliggvény.

Legyen [,,; :== a; — a;_1, l, == minl, , és jeldlje s,, az fn|[ai717ai] fiiggvények mere-
dekségeinek abszolit értékeinek Hllaximumét. Az I, ; := [ai—1, a;] szakaszokat osszuk
fel m egyenld részre, az igy kapott % hosszt szakaszokat jelolje Iy, ;mk, €és ezen
intervallumok felez6pontjait jelolje P, .k, €8 Qnimk rendre az I, ; . szakaszok

végpontjait, azaz

a;—1, ha k = O,
ani7m7k = In,i,m,k m [n,i,m,k+17 ha‘ 0 < k < m7
a;, ha k = m.

Legyen 0 < d,,,, < l,,/(2m) adott, és

Frm

[ai,l,ai}(l’) = fn(Pn,i,m,k)a ha z € [Pn,i,m,k - dn,ma Pn,i,m,k + dn,m]a

és a Qnimo lletve @ ;m.m pontokban legyen egyenlé f,-el, az 0sszes fennmarado

intervallumon pedig legyen linearis.
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3.1. abra. Az f, ¢és az f, ,, viszonya egy [a;_1,a;] intervallumon.

Legyen 0 < ¢ m < dpm adott, és ha © € [Puimk — Cnms Primk + Com), akkor

legyen
rs rd T — Pn,i,m,k
fn,m|[ai,1,ai] = fn,m($) + Cn,m9m <C—>7

illetve ha @ € [Quimr — (25 — dum)s Quine + (22 — dyy )] N Iy i, akkor

fn,m|[ai,1,ai] = Tn,m(x%

ezen kivil a

ln k , ln k
[Qn,i,m,k + <_7 - dn,m>, Pn,i,m,k - C'rz,m] €s [Pn,i,m,k + Cnym Qn,z‘,m,k - (% - dn,m)]

2m

szakaszokon legyen linearis.

)
Pri Boim Prim

3.2. 4bra. 3.3. 4bra. 3.4. abra.
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A 3.2, 3.3 és 3.4 abrak rendre az f,, Tn,m ﬁ,m tiiggvények grafikonja egy I, ;m.k
intervallumon. Nyilvanvalo, ha d,, ,, és ¢, ., elég kicsi, akkor poo( fn,fmm) < 1/n,
és az fnm (amely szintén szakaszonként linearis) meredekségeinek abszolut értéke
minden szakaszon kisebb mint L, igy ﬁlm € Lipr[0,1]. A tovabbiakban d,, ,, és
cnm legyen olyan, hogy a fentiek teljesiilnek, és m szerint monoton csokkendek. A

bizonyitas folytatasahoz sziikség van az alabbi allitasokra:

3.2.2. Lemma. Legyen xo € (0,1), f,g € Lipy[0,1] olyanok, hogy f(xo) = g(xo),
és ¢ > 0 olyan, hogy [xo — ¢, 2o + ¢| C [0, 1]. Ekkor:

di(Fx(f, 70,¢), Fi(g, 0,¢)) < Lj’g).

Bizonyitas. Legyen € := p(f,g). Ekkor minden x € [0, 1] esetén

[f(x) = g(z)] <€

azaz minden x € [0, 1] esetén, tetszéleges r > 0 mellett

(z;9(x)) C B((z; f(x)), e +7),

igy
graph(g) C E.,(graph(f)),
tehat
graph(g) N Ra((wo; f(20)), ¢) C Eeyr(graph(f)) N Ba((wo; f(w0)), ),
és ezért

F)\(g? Zo, C) C E(E+T)/C(F>\(f7 Lo, C))

Hasonl6an megmutathato, hogy Fi(f,zo,c) C E(ciry/e(Fa(g, 2o, c)). O

3.2.3. Allitas. Legyen f € Lip[0,1], zo € (0,1), €,¢ > 0 adott konstansok, me-

lyekre g — ¢, z9 + c] C [0,1] teljesiil. Ha 0 < 5, és g € B(f,0) akkor létezik olyan

qo > 0, hogy ha ¢ < qo, akkor minden x € [xo — qo, To + qo] pontra teljesiil, hogy:

dH(F/\(fa l‘o,C), F/\(g,IIJ,C) < €.
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Bizonyitas. Legyen ¢*(x) := g(x — q) + (f(x0) — g(xo — q)), ahol ¢ tetszdleges.
Fkkor g7(@0) = f{o) & Flg", 20, ) = Flg, & = 4,6).

9" () = f(@)| = lg(z = q) + (f(x0) — g(wo — q)) — f(z)] <
<lg(x —q) = f(@)[ + [f(x0) — g(w0 — @) <
l9(z = q) = g(@)| + lg(z) — @)+ |f(z0) — f(xo — @) + |f(z0 — @) — g(w0 — ¢)| <
< 2(6 + Llqgl)

teljesiil minden x € [|¢|,1— |q|] pontra, tehat poo (f|g11-1a11> 9l1al1-1q1) < 2(6+ Llq]).

Az el6z6 lemma, szerint:

200+ L
di(EX(f, @0, €), FX(9:2 = ¢,¢)) < % <€
tehat, go == |g| < %2 valasztas megfelels. [

Visszatérve a 3.2.1 allitds bizonyitasahoz, legyen 0 < 6, < c;’mm Ekkor G, =
(o B(ﬁ,m, On.m) slrd, nyilt halmaz, és igy G := [ -_, G, rezidualis. Ha f € G,
akkor minden m-re létezik n,,, hogy f € B(fn, m:0n,.m). Az €l6z6 allitas miatt

ekkor létezik gy, m > 0, hogy minden = € [Py, imk — Gnmms Lo iimk + Qny.m) €5€tén

1
dH(F)\<f7 xz, 5nm,m)7 graph<gm>> < E

Az egyszertiség kedvéért legyen

Jn,z‘,m,k = [Pn,i,m,k: — Qn,m, Pn,i,m,k + Qn,m]'

Legyen o(m) a természetes szamoknak olyan szigortian monoton névé sorozata, hogy

o(1) =1, és ham > 1, akkor gy(m) = gm és létezik olyan k', hogy

((]no'(m)vivo-(m)7k/ U Jnd(m)7i,a(m),k’+l) - Jna(m71)7i7g(m_1)7k‘

Legyen S, := Uj_; U, Jy,.imk, ekkor a Cantor-féle metszet-tétel szerint az S :=
mOO

m—190(m) nem lres, s6t mivel egyszeriien megadhaté S-bdl injektiv leképezés a

Cantor-féle triadikus halmazra, igy kontinuum szamossagu.

3.2.4. Megjegyzés. A bizonyités teljességéhez az S halmaz kontinuum szamossé-
gat tetszdleges [a, b] C [0, 1] intervallumon kell megmutatni, de ehhez elég, ha a fenti

eljarasban az f fiiggvény atdefinidlasdban csak az [a, b] intervallumra szoritkozunk.
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Tekintsiink egy g € Lipy[—1,1]o fiiggvényt, mivel {go(m)}ro_, strd részhalmaza a
Lipr[—1,1]p térnek, és minden elemét végtelen sokszor tartalmazza, ezért létezik
o(m)-nek olyan 7(m) részsorozata, hogy g.m) — g. Legyen xy € S. Ekkor minden
m-re

A (FA(f, %0, On,(,,),7(m)), graph(g)) <

< dH(FA(fa o, 5n,.(m),7(m))7 graph(gT(m))) + dH(gra‘ph(gT(m))7 graph(g)) <

+ pOO(g‘r(m)> g) — 0.

T(m)
Amennyiben L < 1, az allitas bizonyitast nyert. Tekintsiik az L > 1 esetet. Ekkor ha
graph(g) N Q* = graph(g) Nint Q?, akkor az 1.2.7. allitas értelmében g € MTy (o).

Mivel g folytonos, ezért graph(g) N Q? = graph(g) Nint Q? akkor nem teljesiil, ha
létezik olyan = € (—1,1), hogy a |g(z)| = 1 és z-ben lokalis minimuma van, vagy «
egy kornyezetében konstans.

Tekintsiik azt a g fliggvényt, ami

g(—r —2), haxe[-2-1),
9(x) = § g(2), ha z € [-1,1],
g(—z+2), haze(1,2],

és legyen Ty :={x : g(z) > 1} és T_1 := {z : g(z) < —1}. Mivel g folytonos, igy
T, és T 1 elgall diszjunkt nyilt intervallumok uni6jaként, ezeknek halmazat jelolje

I,y és 4. Legyen

—lz —9P[+ 552 + 1, haw € (a,b) € L,
glx) =< |z -2 -2 1 hax€(ab) €,
g(x), kiilsnben.

Ekkor a ¢g* := g|_11) filggvényre teljesiil, hogy graph(g*) N Q* = graph(g) N Q*.

_________________________

3.5. abra. g € Lip,[—1,1]o 3.6. abra. g* € Lip,[—1,1]o
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Legyen ¢*(z) := (1 — €)g*(z). A konstrukci6 miatt minden 0 < e < 1 esetén

graph(g*) N Q* = graph(g*) Nint Q?, azaz graph(g*) € fur(xo), és mivel nyilvan
graph(g’) — graph(g*), ha € — 0, igy farr(xo) zartsdga miatt

graph(g*) N Q* = graph(g) N Q* € fur(xo).
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