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Koszonetnyilvanitas

ElsGsorban szeretném megkdszonni témavezetémnek, Kovacs Péternek, hogy elvéllalta
a konzulensi teendGket. Készonom, hogy a szakdolgozat irdsa soran sziamos észrevétel-
lel és tanaccsal segitette a munkdmat, mindig tiirelmesen elmagyarazta a fogalmakat,
tételeket és nagyon sok idét forditott a dolgozatom alapos dtnézésére.

Tovabbé szeretném megkoszonni a barataimnak a sok tdmogatast és érdeklgdést a
témaval kapcsolatban. Kiilon koszénettel tartozom a sok biztatasért Reéti Attilanak,
aki az els6 oldaltol az utols6ig nyomon kdvette a dolgozatom alakulasat.
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Valoszintiségi valtozok

A G tartomény teriilete

A legfeljebb n-edfoku polinomok tere

f: [a,b] — R folytonos fiiggvény

A: X — Y folytonos lineéris operator

fz Ej(n), ahol E}n) n alappontra illesztett Lagrange interpolacios polinom
paramétertér, legtobbszor véges dimenzios euklideszi tér részhalmaza
Xn sztochasztikus értelemben konvergal a-hoz

hibatag

f értelmezési tartomanya

n. részletosszeg (sor, bolyongéas)



1. fejezet

Bevezetés

1.1. El6szd

A dolgozatomban a Monte Carlo szimulaciok kiilonféle gyakorlati alkalmazasait mu-
tatom be. Gyakorlatban elterjedt, hogy a szimulaciot hasznaljak egyes matematikai,
fizikai, illetve gazdasagi szamitasok modellezésére. A dolgozatomban ezek valoszi-
niiségszamitasi, statisztikai, valamint numerikus analizisbeli hatterével foglalkozunk.
A maésodik fejezetben integralszamitassal kapcsolatos alkalmazhatosagat vizsgaljuk,
Osszehasonlitva az analizisbdl, illetve numerikus analizisbdl tanult modszerekkel. A
masodik fejezetben példédkon keresztiil roviden attekintjiik a numerikus integralas
konvencionalis modszereit. Ezt fogjuk Gsszevetni a harmadik fejezetben a Monte Car-
lo médszer eredményeivel és a hibaképleteivel. Majd a 4. fejezetben a Monte Carlo

integralas hatékonysagat fogjuk vizsgalni.

Fontos megemliteni, hogy a Monte Carlo modszer véletlenszerti mintavételen ala-
pul, azaz pl. véletlenszertien kell kivalasztanunk szamokat egy megadott tartomany-
bol, amikor egy integralasi feladatot szeretnénk elvégezni. Azonban tudjuk, hogy a
véletlen szamok szamitogépes generdlasa sem annyira véletlenszerid, mindegyik mo-
gott felfedezhetd egy-egy algoritmus. Ezzel kapcsolatosan szo lesz az 6todik fejezet-
ben a véletlen szam generatorokrol, azok miikodésérsl. A Monte Carlo szimulacioban
Osszehasonlitjuk az eredményeket, amiket az egyes véletlen szdm generatorok altal ka-
pott mintabol megismerhetiink. Végiil kitériink a Monte Carlo szimulaci6 gazdasagi

folyamatokban torténé alkalmazasara.



1.2. Szimulaciok

A szimulaciok olyan vizsgalati modszert jelentenek, melyek egy folyamat, illetve rend-
szer viselkedését, varhato kimenetelét vizsgaljak. A szimulacié egy absztrakt, mate-
matikailag definialt modellt hasznal, hogy vizsgalja a rendszer miikodését. Azaz egy
algoritmus lépéseit kovetve szolgaltat adatokat, illetve mintat. A szimulaciok célja,
hogy a folyamatokat valosaghtien modellezziik és ki tudjuk értékelni az allapotvalto-

zasokat, illetve a mintédkat statisztikailag 0ssze tudjuk hasonlitani.

A Monte Carlo modszer (réviden MC modszer) egy specialis szimulacios modszer,
mellyel a valoszintiségszamitas és a statisztika elemeit hivjuk segitségiil, majd nu-
merikusan értékeljiik ki a kapott eredményeket. A modszer 1ényegében véletlenszert
mintavételen alapul, mellyel elég nagy elemd minta esetén meg tudunk becsiilni haté-
rozott integralokat, egyes kockazati faktorok (pl. kockaztatott érték: VaR) becslésére
is alkalmazhato a gazdasagi életben, valamint szamos becsléshez (pl. a 7 kozelitésére)

is felhasznalhat6 a szimulacio.

Az 1.1 abran 10, 50, 100 és 1000 pont beszorasaval futattam a szimulaciét, hogy

kozelitse az (0,5; 0,5) kozépponta 0,5 cm sugara kor teriiletét és a hibat is szamolja.

Terulet (10 pont): 0.7cm? Terulet (50 pont): 0.82cm?
Hiba: 0.085398 Hiba: 0.034602
|
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1.1. abra. Monte Carlo szimulaci6 a 0,5 cm sugari kor teriiletének kiszamitasara



2. fejezet

Numerikus integralas

A gyakorlati életben sokszor eléfordul, hogy egy hatérozott integral esetén nem tud-
juk az analizisbdl tanult modon kiszdmolni az eredményt. Gondoljunk pl. egy olyan
fiiggvényre, amelynek nem létezik primitiv fiiggvénye. Ekkor az integralt numerikus

modszerekkel probaljuk kozeliteni.

2.1. Motivacid

Olyan hatérozott integralok kiszamitasat fogjuk megnézni, ahol a szamitogép altal

szamolt numerikus kozelités nem konvergens vagy nem optimalis.

Els6 példa

f; e dx integralt szeretnénk kiszamitani, 107® pontossiggal.

Mivel a fiiggvénynek nem létezik primitiv fiiggvénye, nem tudjuk alkalmazni a Newton-
Leibniz formulat, ezért szeretnénk egy mésik modszert alkalmazni. Analizisbdl isme-

retes, hogy e* hatvanysorba fejthetd a O koriil, konvergenciatartomanya végtelen és

er =73, ’% alakban felirhat6. Ehhez hasonléan hatvanysorba tudjuk fejteni az e

fiiggvényt is. Azaz felirva az elsé 6t tagot, kapjuk, hogy:

e (—x2)k XX xE 8
e :Z A :]—T+Z—§+4—!+T(X),

k=0

ahol r(x) a hibatag.



Ekkor az integralt a kovetkez&képp kozelitjiik:

1 1 1.2 1.4 1.6 1
I:J e"zdx:J 1dx—J X—dX—I—J X—dx—J X—d)H—J r(x)dx =
0 0 o1 0 2 0 6 0

—1—l+l—l+R(x)—i 1)
310 4 T (2xk+ 1) kK

Szintén ismeretes, hogy ez a hatvanysor egy Leibniz tipusi sor, igy konvergens, mi-
1
(25k+1)*k!

=3 1 o(=1)k m < 107° teljesiiljon.

vel a, = és lim, ,,, a, = 0. Ekkor tgy kell megvalasztanunk m-et, hogy

A Leibniz tipust hatvanysorok konvergenciasebességét le tudjuk vezetni a kovetkezs-
képpen:
SZ*n71 S | S SZ*n-

Ebbdl kévetkezik, hogy:
1S2n—1 — Il < Spn — S2an—1 = Q24 és 1S2n — I < S2in — S2in—1 = Qs

Igy a kozelités hibajara az alabbi becslést kapjuk:

1 <10°°

=T <a,= <
Sn =S an = 3

Masodik példa

Az a feladatunk, hogy kiszamoljuk az fg) cos(x)dx integralt. A Newton-Leibniz for-

mulabol azonnal adédik a megoldas:

1
J cos(x)dx = sin(1)
0

Ezt viszont a szamitogép szintén hatvanysorbol fogja kozeliteni. A hatvanysorba fej-
tett fiiggvény azonban nem mindig konvergens és sokszor a konvergenciasebesség sem

optimalis szamunkra.
A numerikus integralas alapotlete, hogy a fliggvények kozelitésére hasznalt interpo-
lacios polinomokat (Lagrange vagy Hermite interpolacios polinom) hasznéljuk az in-

tegralando fiiggvény kozelitésére. Kérdés, hogy ez az integralnak is kozelitése-e?



2.2. Kvadratiara formulak

2.2.1. Definicié (Kvadrattura formula). Legyen f € Cla,bl — R. Tegyik fel, hogy
L, € P,, ahol L, az f fligguény Lagrange interpoldcids polinomja az a = xo < X1 <
... < Xy = b alappontokon, ahol a; = IZ U (x)dx Ekkor az aldbbi formuldt interpoldcids

kvadratira formuldnak nevezzik:

b b b N n
1(f) :J f(x)dxzj Ln(x)dx:J D ) tix)dx =Y f(xi) x @i =L(f) (2.1)

@ @ ¢ i=0 i=0

2.3. Altalanos konvergenciatételek

Ebben a részben meg fogjuk nézni, hogy az interpoléaciés tipusu kvadratira formu-
lakkal kapott kozelités a valosagban is a fiiggvény integraljahoz konvergél-e. Tehat az
a kérdés, hogyha noveljiik az illesztett polinom fokszamat, akkor a kvadrattara formu-

laval kapott becslés tartani fog-e az eredeti integralhoz.

Megsejthetjiik a polinomillesztés kapcsan, hogy nem mindig lesz igaz a fenti allités.
Gondoljuk pl. arra az esetre, amikor az interpolacios polinom sem tart az eredeti fiigg-
vényhez (Faber, Marczinkiewicz tétel), ekkor a kvadratira formulaval felirt kozelités
sem fog a fiiggvény integraljdhoz tartani. Azonban bizonyos feltételek mellett garan-

talni lehet, hogy a polinom integrélja is tartson az interpolélt fiiggvény integraljdhoz.

Ahhoz, hogy belassuk a konvergenciat, sziikségiink lesz néhany tételre, amelyek al-
kalmazasaval el fogunk jutni addig, hogy a kvadratira formulék a legfeljebb n-edfokt
polinomokra pontosak. Ennek megfelelen az [1] jegyzet alapjan attekintjiik a kap-

csolodo elméletet.

2.3.1. Definici6 (Norma). Legyen X vektortér K felett, ahol K = C vagy K = R. Egy

IIl: X = R fiigguényt normdnak neveziink, ha teljesiti az aldbbi normaazxiomdkat:
i.) minden x € X esetén ||x]| >0, és||x]| =0 & x =0,
ii.) minden N € K és x € X esetén ||A x x| = [A| = ||x]|,

iii.) minden x,y € X esetén |[x +yl| < ||x|| + [yl (hdromszdg egyenldtienség).

Ekkor (X, |l.Il) pdrt normdlt térnek nevezziik.

2.3.2. Definici6é (Banach-tér). Egy normdlt teret Banach-térnek, neveziink, ha teljes,

azaz ha minden Cauchy sorozat konvergens.
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2.3.3. Definicié (Linearis funkcionél). Az A : X — K linedris leképezéseket linedris

funkciondloknak nevezziik.

2.3.4. Definici6 (Korlatos leképezés). Egy A : X — Y linedris leképezést korldtosnak
nevezink, ha létezik olyan M > 0 dllando, hogy:

IAX]| < M %Xl ¥x € D(A). (2.2)

2.3.5. Tétel. Egy linedris leképezés pontosan akkor folytonos, ha korldtos.

2.3.6. Definicié (Operatornorma). Ha A C B(X,Y), akkor legyen

IA[l == sup{[]Ax]l : x € X, [Ix[]| < 1} (2.3)
az A tdgynevezell operdtornormdja, vagy normdja.

2.3.7. Tétel. Ha A C B(X,Y), ahol X ésY normdlt terek és ||Ax|| < Cx|[x]| Vx € X,
akkor ||Al] < C. S6t, ||All épp az ilyen C-k infinumdval eqyezik meg, azaz ||A]| = inf C.
Ha tehdt C olyan, hogy alkalmas xo € X-re ||Axol| = C x||xol| és fenndll, hogy ||Ax|| <
C *||x|l, akkor ||A]] = C

Ebb6l mar specidlisan ki tudjuk szdmitani az integral és a kvadratira formula

operatornorméjat is.

2.3.8. Tétel (Integral- és kvadratira formula operatornorméaja). I és I, folytonos
linedris funkciondlok a Cla,b] Banach-téren. Ekkor ||I]| =b — a és ||I,]| = Z?:o |aj].

Bizonyitds. Az 2.3.7 tételt felhasznalva kapjuk, hogy:

Jb f(x)dx

a

()] = < b — af *[[fllo = m<b—aq,

és f = 1 fiiggvényt valasztva:
l=b—a.

Hasonléan belathato, hogy:

n

Z *fXJ

j=0

n n
Z ajl = [F() < D lajl * [[flloo
j=0

a haromszog egyenltlenség miatt.



Alkalmas f-re (az Xo, X1, ..., X, alappontokon a sign(ao),sign(ay),...,sign(a,)) érté-
kekre illeszkedd, szakaszonként els6foku polinomra az egyenlség igaz, mert ||f]|, = 1

nyilvanvaloan teljesiil (eltekintve a trivialis ap = a; = ... = a, valasztéastol). Ekkor:

Za] * sign(a;) Z!a] = Tl ZZ’G]"-
=0

]

2.3.9. Definicié (Pontonkénti- és egyenletes korlatossag). Legyenek X,Y normdlt
terek. Egy (An) C B(X,Y) operdtorsorozat pontonként korldtos, ha minden x € X
esetén (Anx) C Y korldtos, illetve egyenletesen korldtos, ha (||Anll) € R korldtos

szdamsorozat.

2.3.10. Tétel (Banach-Steinhaus tétel). Legyen X Banach, Y normdlt tér, (A,) C
B(X,Y). Ekkor sup, [|[AnX]| < co Vx € X & sup, [|An]] < 00. Azaz (An) pontosan

akkor korldatos pontonként, ha egyenletesen 1is.

2.3.11. Tétel. Legyen X Banach-tér, Y normdlt tér, valamint A, és A C B(X,Y).
Anx — Ax  Vx € X, ha:

i.) Ay pontonként (és egyenletesen is) korldtos,

ii.) Ay pontonként konvergens egy X-ben sird halmazon.

2.3.12. Tétel (Weierstrass 1. approximécios tétele). Legyen [a,b] tetszdleges, zdrt
intervallum, ahol a,b € R. Legyen f tetszdleges, [a, b] intervallumon folytonos, valds
fligguény. Ekkor¥Ye > 0-hoz megadhatd eqy olyan p € P polinom, hogy |f(x)—p(x)| < €
Vx € [a,b]-re

2.3.13. Kovetkezmény (Polya-Szegs tétel). Specidlisan X = Cla,b], Y = R,
An:=L,, M := P (Polinomok tere). Tudjuk, hogy P sird Cla,b]-ben, Weierstrass
1. approzimdcids tétele szerint. Igy azt kapjuk, hogy az 1, kvadratirasorozat pontosan
akkor tart az 1 integrdlhoz, ha Vf € Cla,b] folytonos fiigguény esetén:

i) > !ajn | < C, alkalmas 0 < C < oo mellett, Yn € N-re,

ii.) In(p) — L(p) Vp € P polinomra.

2.3.14. Megjegyzés. A P trigonometrikus polinomokat is jelenthet (Weierstrass 2.

approrimdcios tétele alapjdn.)

Igy jutunk el az egyik legfontosabb kovetkezményig, miszerint a kvadratira for-

mulék legfeljebb n-edfokd polinomokra pontosak.
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2.3.15. Kovetkezmény (Polya-Szegs tételének specidlis esete). Ha
i) Z]Tl:o |a].(n)| < C, azaz 1, egyenletesen korldtos,

akkor 1, pontos minden legfeljebb n-edfoki polinomra: L,(p) =1(p) Vp € Py.

Bizonyitds. Ekkor ugyanis tetszéleges p € PP polinomra, minden elég nagy n mellett
p € Py, igy L.(p) = I(p) = I.(p) — I(p) pontonként P-ben. H

Masik fontos kovetkezmény, ami kimondja, hogy a legfeljebb n-edfokt polinomok

esetén a kvadratira formula operatora tart az integraloperatorhoz pontonként.

2.3.16. Kovetkezmény (Sztyeklov tétele). Ha
i)a™>0 VjneN,
ii.) Iy pontos minden legfeljebb n-edfoki polinomra,

akkor 1, — I pontonként Cla, b]-n.

Bizonyitds. Ekkor ugyanis I,, egyenletesen korlatos:

n n n b
il = la"1= 3 af" =3 o o1 = [ 1ax=ba,
=0 =0 =0 a
mert I, pontos az azonosan 1 fiiggvényre, tetsz6leges n € N-re. O]

2.3.17. Megjegyzés. A tétel a konvergenciasebességrdl semmit sem mond, igy ezek
a tételek elméleti jelentdsségiek. A numerikus integrdlds jol haszndlhaté alacsony di-
menzioban €s kevés kiértékelés esetén. Azonban amikor nagyobb dimenzidban keressiik
az integrdlt, ugyanahhoz a pontossdghoz kevesebb fliggvénykiértékelésre van sziikséy,
mint a kvadratira formuldkndl. Ekkor térink dt a Monte Carlo integrdlds alkalma-
zasdra. A Monte Carlo integrdlds sikeresen alkalmazhato olyan esetekben is, amikor
eqy tobbdimenzids integrdalt szeretnénk szdmolni, de a tartomdny nem szabdlyos. A

masodik fejezetben ennek az dsszehasonlitdsa kévetkezik.

11



3. fejezet

Alkalmazas numerikus integralasra

A Monte Carlo integralas (roviden MC integréléas) egy olyan eljaras, mely soran hata-
rozott integralokat tudunk numerikus modszerek segitségével kozeliteni. A numerikus
analizis egyik alapproblémaja a numerikus integralas, mely szinte minden tudomany-
teriileten megjelenik. A klasszikus numerikus integralasi modszerek, az integracios
tipust kvadratira formulak eredményesen hasznalhatoak alacsony dimenzidéban és
az alappontok szamanak novelésével a kozelités hibajat is tetszélegesen kicsire csok-
kenthetjiik. Ebben a fejezetben az [3] és a [4] jegyzet alapjan atismételjiik a Monte
Carlo modszert, majd alkalmazzuk fiiggvények hatarozott integraljanak kiszamitasa-

ra, majd Osszevetjiik a két modszer pontossigat.

3.0.1. Tétel (A kozelités hibaja).

en(F)] = Jb fxde— Y fix)*
a i=1

3.0.2. Megjegyzés (Specialis, interpolacios kvadratura formulék esetén a hiba). Az
alabbi felsd becslést irhatjuk fel:

M., o
enlf) < s | oo (0l

ahol Mn+1 = Supxe[a,b}|f(n+1)(x)| = ||f(n+])||oo> ha f € Cn-H [CL, b] .

3.0.3. Tétel. lim, o e, (f) =0, V f € Cla,bl, ha supney D1 |a£n)| < 00.

12



3.0.4. Tétel (Elemi kvadratira formuldk és hibaformulaik). Nézzik az aldbbi formu-
ldkat:

Erintéformula: ha f € C*[a,b] és Iof =f (%b) * (b—a)

1
< ok [ ]o % (b — @)

b
J f(X)—Iof =

a

Trapéz formula: ha f € C?[a,b] és I;f = % x (f(a) + f(b))

b
1
| f00 = 1ut] < 55+ 1lc « (0~ )

a

Simpson formula: ha f € C*la,b] és I,f = t% * (f(a) +4 xf (“TH’) + f(b))

1
< o # [V |g # (b — @)

b
J f(X)—sz ~ 720

a

3.0.5. Megjegyzés. A kvadratira formuldk azonban magasabb dimenzicban nem
haszndlhatok eredményesen, mert a kiértékelések szamdval exponencidlisan né a lépé-
sek szama a futtatds sordn. Pl. ahhoz, hogy 10 kiértékelést el tudjuk végezni 100 dimen-
zidban, sziikséges 10" [épés. Ez a futtatdst lelassitja egy idd utdn. Szintén problémdt

okoz, ha a tartomdny, nem egymadsba dgyazott integralokbol dll.

3.1. Valoszintiségszamitasi attekintés

A Monte Carlo integralas alapgondolata az, hogy egymastol fiiggetlen véletlenszerten
megvalasztott mintabol kozelitjik az integralt, amihez altalaban egyenletes eloszlas
szerint valasztunk pontokat, de 1éteznek mas véletlenszam generatorok is, (Mersenne-

Twister, linearis kongruencia generatorok) melyekrél szo lesz a késbbi fejezetekben.

ElGszor vezessiink be néhany alapvets fogalmat, amire sziikségiink lesz a varhato érték

becslésehez a [7] és [8] jegyzetek alapjan.

3.1.1. Definicié (Statisztikai mezd). Az (Q, A, P) hdrmast statisztikai mezének hiv-
Juk, ahol Q nemires halmaz (eseménytér), A egy o-algebra (események csalddja), P
pedig a szdba johetd valdszindségi mértékek csalddja. Azaz P={Py | & € O}, ahol Py

valosziniségi mértékek és © a paramétertér.

3.1.2. Megjegyzés. A Monte Carlo integrdlds bevezetése sordn © egy véges dimen-

2i0s euklideszi tér részhalmaza, pl. © C RX.
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3.1.3. Definici6é (N elemd minta). Egy X=(Xj,...,Xn): Q — X C R wvaldsziniséygi
vdltozot (N elemid) mintdnak nevezzik, ahol X a mintatér, N pedig a minta nagysdga

vagy elemszama, a X;i koordindtdk pedig a minta elemei.

3.1.4. Tétel (Hincsin tétele). Legyen Xi, Xy, ..., XN pdronként figgetlen, azonos elosz-
ldsu, melyekre igaz, hogy E(X;) = a < 400 és legyen Xn = %*Zl\; Xi. Ekkor fenndll,
hogy Xn = a, ha N — 0o azaz limy_eo P([Xn —al > €) =0, Ve > 0. Tehdt Hincsin
tétele kimondja a gyenge konvergencidt, ha Xy, .. Xn-nek véges a vdrhato értéke, ams
gyengébb feltétel, mint a nagy szamok gyenge torvényénél, ugyanis annak o feltétele

a mdsodik momentum végessége.

3.1.5. Tétel (A varhato érték becslése). Legyen X tetszdleges valdszinidségi valtozd,
véges vdrhatd értékkel: E(X) = a. Az a paraméter becslésére vdlasszuk a Xq, Xz, .oy XN
fiiggetlen mintdt és tekintsik a Xn = %* Z{i] Xi dtlagot. Ekkor Hincsin télele szerint

Xn B a, ha N = co. Ha feltesszik, hogy a szérds is létezik, azaz, hogy:

0% = 0(X) = E(X?) — (E(X))? < 400, (3.1)

ekkor érvényes a centrdlis hatdreloszlds tétel:

]\}iE;OP <\/N* XNG_ d € (X],Xz)> = O(xz) — O(x1),

ahol

O(x) = * JX e T dt. (3.2)

Ebbél kovetkezik, hogy:

. < o
nglgop (IXN —al < xx W) =: H(x),

2 el o
H(x):\/mjoe dt =2xd(x) —1. (3.3)

Legyen x = x5 a H(x) = B megolddsa. H(x) = B = limn_e P(Xn — al < x * \/LN)

meatt fenndll, hogy:

RN — a’ < Xp * I (3.4)

VN
teljesiilésének valdszinisége 3.
3.1.6. Megjegyzés. Gyakran alkalmazzik a kévetkezd megbizhatiosdgi szinteket: 3 =
0,997 ésxg =3 vagy p = 0,95 és xg = 1,96. Ezek a megbizhatosdgi szintek szintén
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megjelennek a Monte Carlo szimuldcio eqy masik alkalmazdsdban, a kockdztatott érték
szdmitdsdaban, ahol 99%-0s és 97%-0s megbizhatdsdgi szintekkel fogunk dolgozni. Errdl

az 5. fejezetben lesz szo bévebben.

3.1.7. Megjegyzés. Az a probléma meril fel ebben az esetben, hogy legtébbszor nem
wsmerjik az X szordsdt, amikor a vdrhato értéket szeretnénk szdmolni. Szoval a spe-
cidlis eseteken kivil nem tudjuk meghatdrozni a szdrdst. Azonban a vdrhato értéket
tudjuk becstilni is, amihez a Z{\]:] X? dsszeget kell kiszamolnunk. Ugyanis statisztikai

megfontoldasok alapjdin tudjuk, hogy:

N
1
(X~ 2 X
i=1
ezért
,] N
~ 2
N X
i=1

képlettel becsiilhetd a szordsnégyzet. Ezt tovabbra sem tudjuk hatékonyan haszndlni.

Ezért fontos, hogy definidljunk eqy fogalmat, a torzitatlan becslés fogalmat.

3.1.8. Definicié (k dimenzios statisztika). A mintatéren megadott T : X — R* fiigg-
vényt, illetve magdt a T = T(X) wvaldszindségi viltozét k dimenzids statisztikanak

nevezzuik.

3.1.9. Megjegyzés (Gyakran hasznalt statisztikik). Nézzik az alabbi statisztikdkat:

1) T(X) = Y =1 Zl\] , Xi @ minta tapasztalati mintadtlaga.

2) T(X) =S5 =5« Zl \(Xi = X)? a minta tapasztalati szrdsnégyzete.

3) T(X) = ( g X2 s eeey X X )>a minta rendezett mintdja, ahol Xﬁ“) <. < Xl(in)
)

4) T(X

Xgn) a minta terjedelme.

3.1.10. Definicié (Torzitatlan becslés). Legyen az X eloszldsinak egy figgvénye
YD), ahol ¥ az X paramétere. Azt mondjuk, hogy Y(¥) fligguény torzitatlan becslése
a T(X) statisztika, ha

Es(T(X)) =¥ (9) Vo € O.

3.1.11. Megjegyzés. Beldthato, hogy a o*(X) fenti becslése helyett jobban alkalmaz-

- \2 .
2= SN (Xi —XN)" becslés, mivel ez torzitatlan becslése a o-nek

hato az (sy,)
(ennek részetes levezetése [2] cikkben megtaldlhatd). Igy meg tudjuk becsiilni a a ké-

zelités hibdjdt a szords kozelitd kiszamitdsa nélkil.
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Teqyiik fel, hogy o létezik. Legyen N = m % Ni, m; > 3 nem nagy szdm, Ny viszont
olyan nagy, hogy az

j N] ZX1+J 1)%N; (] = 1>°")m)
i=1

datlagokrol joggal feltehetd, hogy kézel normdlis eloszldsiak.

3.1.12. Tétel (Fisher tétele). Ha Xq, Xy, ...X\ fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszini-

ségi vdltozok és E(X;) = a (j = 1,...,m), ekkor nézzik a mintadtlagot:

_ 1 m
xmza*;xk,

€s a tapasztalati szordsnéqyzetet, amit az aldbbi modon definidltunk:
-] m
S AL
m
k=1

Nézzik ekkor az alabbi vdltozot:

Xmo1 — a
Y ey PRAL S Y
Sm—]

Ez valojaban egy valosziniségi valtozo: m — 1 szabadsdagfoki Student-eloszldsi.

3.1.13. Tétel (m szabadsagfoku Student-eloszlas stirtiségfiiggvénye). Az aldbbi mo-

don hatdrozzuk meg, ahol T'(&) a Gamma eloszlds striségfiggvénye.

_ m+1

x2\ 2
sm(x):cm(1+—> —00 <X <00,

m
1 r(md

Vo T )

Ezt pedig, ha visszahelyettesitjik, megkapjuk, hogy
o SZ X
Pl Xn—al <xx m1 | ~2 *J sm_1(y)dy. (3.6)

m—1 0
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3.2. Monte Carlo integralok kiszamitasa

Ebben a részben egyszeriibb Monte Carlo integralokat fogunk kiszamitani az alabbi
alakbol: [ f(P)dP. Ehhez fel fogjuk hasznélni a [5] és [6] jegyzetek tételeit.

3.2.1. Tétel (Megfelels alak keresése). Legyen G a sik eqy tetszéleges tartomdnya.
Jeldlje P a sik eqy tetszdleges pontjat és legyen a p(P) a G tartomdnyon értelme-
zett valosziniségi eloszlashoz tartozo strdségfiggvény. Mivel p sirdségfigguény, ezért

fenndll rd az aldbbi két tulajdonsdg:
e p(P) >0

° pr(P)dP =1.

3.2.2. Tétel. Minden integrdl felirhato szorzatalakban.

Bizonyitds. Vezessiik be az alabbi integralt:

I(f) :L f(P) + p(P)dP. (3.7)

Erre az alakra fogunk minden integralt visszavezetni, amivel a késébbiekben foglalko-

zunk. Ezt azért tehetjiik meg, mert minden integral felirhaté az alabbi szorzatalakban:

| tPrap= | npy«pipian (38)
G G
ha a h fiiggvényt megfelelGen valasztjuk meg, azaz: h(P) = %. O

Visszatériink az alapprobléméhoz, a [ f(P)dP integralt szeretnénk kiszamitani.
Feltessziik, hogy G teriilete (sg) véges. Vezessiik be a p;(P) = é fiiggvényt. Ez a G-n

egyenletes eloszlast valosziniiségi valtozo stiriségfiiggvénye.

(Emlékeztets: 1 dimenzioban az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintségi

valtozo siiriségfiiggvényét a kovetkezokeépp definialtuk: f(x) = ¢ ha x € [a, b].)

(3.7) alakba irva az integralt, megkapjuk, hogy:

j £(P)dP = J £1(P) % p1 (P), (3.9)
G G

ahol f1(P) = sg*f(P). Ezzel az atirassal tovabbra sem fogjuk megvaltoztatni a feladat

megoldasat.
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Vezessiik be az X valoszintiségi valtozot tgy, hogy az a G tartomanyon legyen
definidlva. Legyen X stirtségfiiggvénye a p(P). Legyen tovabba Y = f(X) és X;, ..., Xn
legyenek X fiiggetlen realizacioi. Az Y; = f(X;).

Tekintsiik a On = %Z?‘:] Y; Osszeget. E(]Y]) < oo esetén, 3.1.4 tételt felhasznalva
kapjuk, hogy Ve > O-ra:

lim P (|©y — I(f)| > €) = 0. (3.10)

N—oo

Azaz a fenti integralt becsiilhetjik az alabbi alakban:
(YD) = | If(P) < p(P)aP, (3.11)
G

Az integralt méashogyan is becsiilhetjiik:

0 <f(x,y) <césP=(x,y) €0G. (3.12)

Legyen G:=Gx (0,¢) és legyen (X,Y) olyan eloszlas a G-n, ami p(x,y) siirtségfiigg-
vénnyel rendelkezik, Z pedig a [0, c] intervallumon egyenletes eloszlast. Feltehetjiik,
hogy Z és (X, Y) fiiggetlenek, hiszen mindig tudunk igy valasztani valoszintiségi valto-
zokat. Ekkor a fiiggetlenségbdl adodoan p = (X, Y, Z) vektorvaltozo stirtiségfiiggvénye
az aldbbi modon fejezhetd ki:

~ 1 ~
Py, z) = _*plxy)  (xy,z) €G. (3.13)

Most nézziik az el6bbi vektorvaltozonkat p = (X,Y,Z) és vegyiik ennek N darab
fiiggetlen realizaciojat: pq, pz, ..., pn-et. Vezessiik be v-t azon p; vektorok szaménak

tarolasara, melyekre fennéll az alabbi tulajdonsag:
Zi < f(Xy, Vi) pi = (X, Yi, Z4). (3.14)

Most tekintsiik a Z < f(X,Y) esemény valoszintiségét:

f(x,y)~ 1 1
P(Z < £(X,Y)) =J J Blx,y,z)dxdydz = Ej Flx,y) # plxyy)dxdy = 1),

G Jo G
(3.15)
Vezessiik be az alabbi jelolést erre az értékre:
1
p= - * I(f), (3.16)
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ekkor azt kaptuk, hogy v ~Binom(p), tehat:

N
m

P(v=m) = ( ) xp™x (1—p)Nm (m=0,1,...,N). (3.17)
Ahhoz, hogy ki tudjuk szamitani az integralt, a nagy szamok térvényének Bernoulli-
féle alakjat fogjuk felhasznalni. A tétel szerint egy esemény bekovetkeztének elméleti
valoszintisége p és az esemény tapasztalati relativ gyakorisaga kicsi, s6t tetszéleges €

szamnal kisebb lehet kozel 1 valoszintiséggel, azaz a nagy eltérés esélye kicsi.

3.2.3. Tétel (Nagy szamok torvénye - Bernoulli-féle alak). Legyen A eqy tetszdleges
esemény, melyre P(A) = p. Végezzink N darab fiiggetlen kisérletet és jelolje ezek
kozott az A esemény bekivetkezésének szamdat En. Ekkor a relativ gyakorisdg: %’—nel

egyenld. Tetszdleges € > 0 és & > 0 esetén ANy, hogy VN > Ny esetén:

dﬂop(%—p‘ze) <s. (3.18)

Ebbdl az alakbol adodik, hogy a On = C * N Valtozora teljesiil, hogy:

N—oo

lim P (’éN - I(f)‘ > e) —0 (Ve >0). (3.19)

Tegyiik fel, hogy a Z = f(X) valoszintiségi valtozd o szorasa létezik. Ekkor fennall,
hogy:
or =0%(Z) = J f2(P) * p(P)dP — (I(f))*. (3.20)
G

3.2.4. Tétel. Ha elég kisérletet elvégziink,akkor On kézelitdleg normdalis eloszldsi,

I(f) vdrhato értékkel és \/iﬁ szordssal.

Felhasznalva (3.2), (3.3) és (3.4) mar korabban levezetett formulakat, megkapjuk

a kovetkezd egyenlGtlenséget:

‘@)N - I(f)‘ < xp# \/LN (3.21)

(3.21) valoszintisége f.

3.2.5. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy rigzitettik B megbizhatdsdgi szintet, pl. 95%-
ra. Ekkor (3.21)-et a kovetkezdféleképp értelmezhetjik:

I(f) B valdsziniiséggel a C:)N —Xp * \/LN’ C:)N + xp * \/LN intervallumban helyezkedik el.
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Ennek az intervallumnak a hossza o-val ardanyos. Ha rogzityik az intervallum hosszdt,

akkor xp * \/LN =€ ésN= xé * ‘e’—i miatt N pedig o2-tel ardnyos.

3.2.6. Megjegyzés. Ebbdl lathato, hogy a becslésiink hatékonysdga anndl jobb, minél
kisebb a szords. Ezért kell olyan valoszinidségi valtozokkal dolgozni, amiknek kicsi a

s$zordsa.

3.3. Példak Monte Carlo integralasra

Ebben a részben néhany alkalmazést fogunk megnézni a Monte Carlo integralasra. A
hatarozott integralok kiszamitasahoz a Monte Carlo integralds Matlab implementa-
ciojat alkalmaztuk (Hit and Miss modszer). A becsiilt integralok mellett fel lesznek

tiintetve a pontos értékektsl valo eltérések.

A kor teriuletének kiszamitasa

A kor terulete: 0.793cm2, a hiba: 0.0076018

0.8

0.7

05F

0.2

3.1. 4bra. Monte Carlo szimuléci6 a kor teriletének kiszamitasara
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A legelsd szamitas a legegyszeriibb példa a Monte Carlo integralas alkalmazasara.
Az a feladatunk, hogy a (0, 5;0,5) kézéppont 0,5 cm sugart kor teriiletét kiszamitsuk
a Monte Carlo moédszerrel.

A kor teriiletét a kovetkez6képp kapjuk:
T =12 %7~ 0,7854cm’. (3.22)

Lathato, hogy a Hit and Miss modszerrel kapott kozelités mar 500 pontnal j6 becslést
ad. Ttt a hiba: h < 102, ahogy 3.1 abran is latszik.

A pi értékének kiszamitasa

A Monte Carlo integraléssal tudjuk kozeliteni pl. a 7t értékét. Ha véletlenszertien egy
egységnégyzetbe és egy 0,5 ¢cm sugart, (0,5;0,5) kozépponta korbe n darab pontot
szorunk, akkor a korbe es§ és a koron kiviil es6 pontok aranya éppen a kor teriilete
lesz. Ha ezt leosztjuk a sugar négyzetével (jelen esetben 0, 5%-tel), akkor a 7 kozelitését
fogjuk kapni. 10000 pont beszorasaval mér viszonylag jo becslést kapunk a 7t értékére,

ahogy a 3.2 abra is mutatja.

0.9

0.8

0.4
0.3r
0.2

0.1r

3.2. 4bra. Monte Carlo szimulaci6 7t értékének kiszamitasara
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A gomb térfogatanak kiszamitasa

Szeretnénk a gomb térfogatat kiszamitani analitikusan és a Monte Carlo integralassal
is. Tudjuk, hogy a gomb térfogata felirhat6 az aldbbi képlettel, ahol r a kor sugara:

4 %13 %7
Vgﬁmb - —3 . (323)

Analitikusan

Forgastestek térfogatat legtobbszor integralassal vagy Cavalieri-elv alkalmazaséaval
tudjuk kiszamitani. [9] és [10] jegyzetek alapjan at fogjuk nézni a kapcsolodo té-
teleket. Most tekintsiik az integralassal kiszamitott térfogatot. Specidlis esetben, ha
az [a, b] intervallumon folytonos, nemnegativ f fliggvény grafikonjat x tengely koriil

forgatjuk, akkor a kapott test térfogata az alabbi integrallal szamithato ki:

b
V =7« J 2 (x)dx. (3.24)
a

Tekintsiik az f : [, 1] — R, f(x) = v/r? — x2 nemnegativ, folytonos fiiggvényt. Ez
egy origd kozépponti, r sugari félkor hozzarendelési utasitasa. Ha megforgatjuk az x
tengely koriil, akkor egy origd kozépponti, r sugari gombot fogunk kapni. Szamoljuk

ki a térfogatat:

T 5 31" CAxrixm
3. 3

V:7t>|<Jr fz(x)dx:rf*J (r? —x*)dx = 7+ {r kX ——| =———— . (3.25)

—T
Monte Carlo szimulaciéval

Egy egységsugari negyedgdémbon szimuldltuk a Monte Carlo integralast, 1000 és
10000 pont beszorasaval. 3.3 és 3.4 abran megtalalhat6 a szamolas hibaja és a szamolt

térfogat is. Az egységgdmb térfogata:

4
Vomp = %‘ ~ 4,189cm’. (3.26)

3.3.1. Megjegyzés. Ldtszik, hogy tobb pont beszordsdval csikken a hiba, ami az eldzd

fejezet tételeibdl kovetezik.
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A gémb térfogata: 4.128cm? a hiba: 0.06079

0.8

Z tengely
o
()]

=
i

0.2

X tengely Y tengely

3.3. 4bra. Monte Carlo szimulaci6 a gomb térfogatanak kiszamitasara

A gémb térfogata: 4.1 744cm® a hiba: 0.01439

Y tengely

X tengely

3.4. 4bra. Monte Carlo szimuléacié a gomb térfogatanak kiszamitasara
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A térusz térfogatanak kiszamitasa

A torusz térfogatat a gombhoz hasonldéan lehet kiszamitani: itt az y tengely koriil
forgatunk meg egy kort, aminek kozéppontja az z tengelytsl R tévolsagra van és r

sugard. Ekkor a torusz térfogata a kovetkezd:
Vierusz = 2 % 70 % R % 12 (3.27)

A Monte Carlo szimulaciot futtatva r = 1, R = 3 paraméterekre, 5000 pont beszoré-

saval a 3.5 abran taladlhatod kozelitést kaptuk:

A torusz térfogata: 59.904cm?, a hiba: 0.68637

z tengely

y tengely x tengely

3.5. dbra. Monte Carlo szimuléci6 a toérusz térfogatanak kiszamitasara

Alakzatok metszetének kiszamitasa

Feladat: Szeretnénk a K; (0,7;0,5) kézépponti, 0,3 cm sugari, a K, (0,5;0,7) ko-
zéppontt, 0,2 cm sugara és a Kz (0,3;0,4) kézépponti, 0,3 cm sugarti korok met-
szetével keletkezo teriiletet. Ehhez hasznaljuk a Monte Carlo integralast, 10000 pont

beszorasaval.
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3.6. 4bra. Monte Carlo szimulécié a korok metszetének kiszamitasara

Egymast metszd gombok térfogatanak kiszamitasa

A MC integrélas hatékonyan alkalmazhat6é 3 dimenziés testek metszetének kiszami-
tasara. Ki fogjuk szamitani a (1;1) koézéppontt, 2,5 ¢m sugari és a (—0,5;—0,5)

kozépponti, 3 cm sugart gdmbok metszetét, ahogy 3.7 és 3.8 abran lathato.

A metszet térfogata: 28.16cm>

y tengely

x tengely

3.7. abra. Monte Carlo szimulaciéo gombok metszetének kiszdmitasara (feliilnézet)
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3

A metszet térfogata: 28.4672cm

z tengely

y tengely

X tengely

3.8. dbra. Monte Carlo szimulacié a gombok metszetének kiszamitasara (oldalnézet)

3.4. A Monte Carlo integralas hibaja

Ebben a részben 6ssze fogjuk hasonlitani a Monte Carlo integralas és a kvadratiura
formulak hibajat, Meg fogjuk nézni, hogy mikor és miért jobb a Monte Carlo integralas
a kvadratira formulaknal. Ehhez fel fogjuk hasznalni a [11] jegyzet eredményeit.
2.1-ben méar definidltuk 1 dimenziédban az integracios kvadratura formulakat. Most
definidljuk M dimenzioban is, az ([aj, bq] x [az,by] X ... X [am, bm]) M dimenzios
téglan, ahol x;, € [aj, bi]. Ekkor kapunk egy M 4+ 1 dimenzios térfogatot, amit a
kovetkezSképp irhatunk fel:

N Nz Nm

M+1 (N1) (Nm)
yM+T) — ~ E E . E aj, * .. % @y, * T <xj] XM > (3.28)
j1=0j2=0  jm=0

Definialjuk M dimenziéban a Monte Carlo integralt is:

N
ey, VM .
\% ~ > fx) (3.29)
i=0

3.4.1. Kovetkezmény. Innen ldtszik a kilonbség: a kvadratira formuldk kiszdamitd-

sdhoz M darab dsszegre van sziikség, amig a MC integrdldshoz csupdn 1 is elegendd.
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e 1—2 dimenzidban még a kvadratira formuldkkal pontosabban és hatékonyabban
tudjuk szamolni, mivel csak az alappontokon kell kiértékelni a formuldt, mig
a Monte Carlo integrdlds sordn akdr 10000 pontot is be kell szornunk hasonlo

pontossdg eléréséhez.

e Ahogy a dimenzidszdamot (M) néveljik, a kvadratira formuldkhoz M dsszeget
kell kiszamitanunk, ami eqyre bonyolultabb lesz. Viszont a Monte Carlo integrd-

lashoz tovdbbra is csak 1 dsszeget kell szamolna.

o Nézziink eqy példat. Legyen M = 10 és vdlasszunk minden intervallumbol Ny =5
alappontot. Igy ha ki szeretnénk szdmitani a kvadratira formuldt szikség van
NM = 50 ~ 10 millié pontra. Mivel az alappontok szima nagyon kevés, igy a
kiértékelés sem lesz tul pontos. Viszont a Monte Carlo integrdldshoz elég dssze-

sen N pontot beszorni.

3.4.2. Példa. Nézziink meg egy tesztet, ami a 3.4.1 kovetkezményt tamasztja ald.
Eqgy szimuldciot futtattunk, ami eqgy M dimenzids gomb térfogatdt kozeliti numeri-
kus integrdldssal (érintéformuldval) és MC mddszerrel. Ennek eredménye a 3.1 dbrdn
lathatd.

o A numerikus integrdldshoz minden dimenzidban 20 alappontot vettink.

o A Monte Carlo integrdldst végig 10° db ponttal végeztiik.

3.1. tablazat. Erint6formula és Monte Carlo integralas hib&janak 6sszehasonlitasal

Analitikus Numerikus Monte Carlo
Dimenzi6é | Pontos érték | Id6 | Eredmény Hiba Idé | Eredmény Hiba
2 3,1415 0,00 3,1524 1,09 102 | 0,01 3,1435 2,00 103
3 4,1887 0,00 4,1737 1,50 10~2 | 0,07 4,1896 9,00% 104
4 4,9348 0,00 4,9023 3,25%10~2 | 0,08 4,9330 1,80 %103
5 5,2637 0,02 5,2381 2,56%10~2 | 0,10 5,2787 1,50 % 102
6 5,1677 0,30 5,1451 2,26%10~2 | 0,13 5,1748 7,10% 1073
7 4,7247 5,02 4,6704 543%10~% | 0,15 4,7098 1,49 %1072
8 4,0587 89,9 3,9595 9,92x10°%2 | 0,17 4,0479 1,08 % 102
9 3,2985 1320 3,3998 1,01 %10~ T | 0,20 3,3191 2,06 % 102

3.4.3. Megjegyzés. Ldthato, hogy 6 dimenzio alatt az érintéformula gyorsabb és
pontosabb, viszont 6 dimenzio felett mdr a Monte Carlo integralds vdlik hatékonyabbd.

Ez mutatja a Monte Carlo integrdlds gyakorlati haszndt.

LA szimulaci6 és a 3.1 abra a [11] cikk a 12. oldalan szerepel.
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3.4.4. Tétel. A Monte Carlo integrdldas hibdja egyenesen ardnyos a szordssal, ami

pedig forditottan ardnyos a felvett véletlen pontok gyidkének szamduval.

o
I — Incl = V2 % (3.30)
A hibaképlet levezetésével nem foglalkozunk, a témakor részletes kifejtése a [13]

és [14] jegyzetekben megtalalhato.

A Monte Carlo integral nem determinisztikus, mivel véletlen szdmokat hasznalunk
a becslésre. (3.30) alapjan lattuk, hogy a hiba a szorasnégyzettdl fligg, ami pedig a
véletlen szamok darabszdmanak novelésével csokkenthets. Ez viszont tobb szamitéast
igényel. Belathato, hogy a konvergencia lassabb, mint determinisztikus esetekben (f6-
leg a trapéz és a Simpson modszerhez képest), viszont magasabb dimenzioban is
megmarad a konvergencia sebessége, mig a determinisztikus modszerek egyre id6-
és szamitasigényesebbé valnak. Tehat a Monte Carlo integralasnél fontos, hogy olyan
modszereket alkalmazzunk, melyek csokkentik a szorast, viszont a szamitasi idét nem,
vagy nem jelentdsen novelik. A kivetkezd fejezetben ezekrdl a szorascsokkentd eljara-

sokrol lesz sz6 b&vebben.
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4. fejezet

Szorascsokkenté eljarasok

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a becslés hatékonysaga a szoras csokkentésével vagy
a pontok szidmanak emelésével n6. Ebben a fejezetben szorést csokkents eljarasok-
kal fogunk megismerkedni. Ezeket az eljarasokat felhasznalva a Monte Carlo integrél
alkalmazasanal a becslés pontosabb lesz. A fejezet részletes kifejtéséhez fel fogjuk

hasznalni a [5] és [6] jegyzetek eljarasait.

4.1. A f6rész levalasztasa

4.1.1. Tétel. Neézzik ismét az aldabbi integralt:

I(f) :L f(P) * p(P)dP. (4.1)

Ha f fiigguényt egy olyan h fiigguénnyel kozelitjiik, amire 1(h) integrdlt konnyen ki
tudjuk szamolni, akkor a Monte Carlo maddszert az g = f — h fiiggvényre alkalmazva

a szords csokkentheld.

Bizonyitdas. Kozelitsiik f-et egy ilyen h fiiggvénnyel. Ekkor a szorasnégyzet a kovet-

kez6képpen becsiilhetd:
o’ (f —h) = o?(f) + o?(h) — 2 Cov(f, h) < o*(f). (4.2)

Az utolso egyenl6tlenség fennéll, ha a kovariancia elég nagy, azaz a h fliggvény hasonlit

f-hez. Azaz megkaptuk, hogy a szérasnégyzet valoban cstkken. O

4.1.2. Példa. Szeretnénk kiszamitani f; e*dx hatdrozott integrdlt. Legyen h a kovet-
kezd: h(x) = 1 4+ x, mivel €* =~ 1+ x a 0 eqy kis kornyezetében, L])ﬂ +x)dx = 1,5
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konnyen kiszdmithato. Fkkor a forészt levdlasztva pontosabb becslést tudunk adni.

4.1. tablazat. MC szimulacio a f6rész levalasztasaval®

Pontok szama | Becsiilt integral Szoras
10 1, 6450 5,01 % 102
100 1,7190 2,29 %102
1000 1,7250 6,89 %103
10000 1,7213 2,10% 103
100000 1,7198 6,60 107
1000000 1,7184 2,00 %107

4.1.3. Megjegyzés. 1(h) integrdlt kinnyen meg tudjuk hatdrozni pl. abban az esetben,
ha h egy analitikus fiigguény. A 2.2 fejezetben bemutatott interpoldcids kvadratira
formuldk haszndlhatok erre célra. Ebben az esetben h eqy polinom, melynek integrdlja

konnyen kiszamolhato.

4.2. Az integraciés tartomany részekre bontasa

Ebben az esetben nem egy fliggvényt fogunk keresni, aminek konnyen ki tudjuk sza-
mitani az integraljat, hanem G-nek egy olyan részhalmazara szikitjiik az integralast,

melyen méar meg tudjuk hatarozni a (4.1)-ben felirt integralt.

4.2.1. Tétel. Teqyiik fel, hogy eqy B C G tartomdnyon meq tudjuk hatdrozni az aldabbi

integrdalokat.

J f(P) xp(P)dP = A, J p(P)dP = a. (4.3)
B B
A Monte Carlo mddszert G\ B-re alkalmazva a szordsnéqyzet csokkenthetd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (4.3) képlettel ki tudjuk szamitani az integralokat B-
n. Legyen D = G \ B. Ekkor ID f(P) %« p(P) integralt kell meghataroznunk. Erre

alkalmazzuk a Monte Carlo modszert.

Nézziik az alabbi fliggvényt:

2(F) ha PeD
pi(P) =
0 ha P¢D.

Bebizonyithato, hogy p;(P) stirtségfiiggvény.

LA szimulaci6 és a 4.1 abra a [12] kényvben szerepel.

30



J f(P) xp(P)dP = (1 —a) *J f(P) xpy(P)dP (4.4)
D D

A fenti (4.4) egyenlGség jobb oldalan allo integral meghatarozésédhoz nézzik a p(P)
siirtiségfiiggvényt X valosziniiségi valtozot. Az integral kiszamitasahoz vegyiik ennek
N db fiiggetlen realizacidjat, azaz X; (i = 1,...,N) mintat. Legyen Y = f(X) és
Y; = f(X;). Ekkor:

2
o’ (Y) = JD f2(P)*p;(P)dP — (JD f(P) * py (P)dP) < 11—a L f2(P)xp(P)dP. (4.5)

Ha megnézziik a (4.5) egyenletet, akkor latni fogjuk, hogy a kapott szorasnégyzet

kisebb lett mint az eredeti szorasnégyzet. O]

4.3. Dimenziocsokkentés

Vegyiink egy olyan 3 dimenziés esetet, ahol az integralnak az egyik valtozojara meg
tudunk adni primitiv fiiggvényt. Ekkor ennek kiszadmitésaval, azaz ha a pontos értéket

adjuk erre az integralra, a hibat ez is cstkkenteni tudjuk.

Példa

Legyen f(x,y,z) = z x et : R3 — R fiiggvény. Ekkor a hatarozott integral a [0, 1]

intervallumon a koévetkezGképp irhato fel:

11 1l
J J J f(x,y,z)dxdydz:J J J z % eV dxdydz =

0Jo Jo 0Jo Jo
1 p1
JOJO(

Latszik, hogy az 3. valtozé szerinti integral kiszamitasaval csokkentettiik a dimenzio-

1 1 1 pl
J z % e(xﬂﬂzdz) dxdy = - *J J et dxdy. (4.6)
0 2 0Jo

szamot, amivel nyilvanvaléan konnyebbé valt a hdromvaltozos integral kiszamitasa.
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4.4. A stirtiségfiiggvény optimalis megvalasztasa

Ebben a részben azt fogjuk megnézni, ha a sirtségfiiggvényiinket megfelelGen va-

lasztjuk meg, akkor az csokkenti a szorast.

4.4.1. Tétel. Ha a siriségfigguényt az aldbbi fiigguénynek vdlasztjuk, akkor csikken

a Monte Carlo integrdlds hibdja.

cpy _ _ T(P)|
p*(P) = W (4.7)

Bizonyitds. Szeretnénk az aldbbi integralt meghatarozni:
I=J £(P)dP, (4.8)
G
Tegytiik fel, hogy | [f2(P)|dP < oo. Legyen a Gy azoknak a P € G pontoknak a hal-

magza, amelyekre f(P) = 0 fennall és legyen G; = G\ Go. Olyan p stirtiségfiiggvényeket
fogunk nézni, amelyekre p(P) >0 (P € G;) teljesiil.

Legyen
f(P)
g(P) _ W ha P c G],
0 ha P e G,.

Ekkor a (4.8)-ben szerepld integralra: I =1(g).

Most irjuk fel a szorast:

dp — I (4.9)

[ o, o[ PP
Ué_JGg(P) p(P)dP I—L p(P)

Olyan striiségfiiggvényt keresiink, amire a szoras minimalis:

Legyen:

cipr _ [f(P)]
p(P)—W : (4.10)

Nézziik meg ennek a szorasat:

2
0%, = (L If(P)IdP) — I (4.11)

Meg fogjuk mutatni, hogy erre a stirtiségfiiggvényre a legkisebb a szoras. Ehhez irjuk
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fel a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlGtlenséget a bal oldalra, azaz:

2 2 : , 2
(J |f(P)|dP) < (J |f(P)|dP) :(J |f(P)|*p(P)-z*p(P)zdP)
G G, Gy

f(P)? ) (J ) f(P)?
< dP | p(P)dP ) < J dp. 4.12
(JG1 p(P) Gy g, P(P) (4.12)
Ha f nem valt elgjelet G-n, akkor oy, = 0. O

Ha a siirtiségfiiggvény vilasztasat jobban szemiigyre vessziik, akkor feltiinhet, hogy
ennek a kiszamitasahoz ismerniink kellene [ [f(P)|dP integralt. Igy valéjaban nem
lesz egyszeriibb a feladat, viszont azt megkaptuk, hogy érdemes a siirtiségfiiggvényt

|f(P)|-vel aranyosnak valasztani. Ezt az eljarast lényeg szerinti mintavételnek nevezik.

4.5. Az integrandus szimmetrikussa tétele

Ebben a részben a szimmetrizalas alkalmazéasaval javitott Monte Carlo integralast
fogjuk vizsgalni. Itt is be tudjuk bizonyitani, hogy a szimmetrikussa tétel csokkenti a

szOrast.
4.5.1. Tétel. Ha szimmetrikussd tessziik az integrandust, akkor a szordsnéqyzet csik-

kenni fog.

Bizonyitds. Szeretnénk kiszamitani az alabbi integralt:

b
[= J f(x)dx, —oo<a<b<oo. (4.13)
Legyen X egyenletes eloszlasu [a, b] intervallumon. Tovabba legyen Y = (b—a) *f(X),
Y; = (b — a) * f(X;), ahol Xj,X3,..,Xn az X fliggetlen realizacioi. Az integralt a

Y1, Y3, .., Yy minta atlagival fogjuk becsiilni:

1 & b—a
@N_N;Yi_ N > f(X0). (4.14)

Nézziik az alabbi fiiggvényeket:



b

N
el = Z*S;(f(xi)—f(aer—Xi)). (4.15)

Irjuk fel az eredeti szorasnégyzetet és a fenti Y és YV valoszintiségi valtozok strtiség-
fiiggvényét:
2 1
07 = O—Z(Y( ))’

o = o?(Y). (4.16)

Ekkor a 2. momentumokat fel tudjuk irni a kévetkezSképpen:

b
E(Y?) = (b—a) x J 2(x)dx,

a

b—a (P
E((Y!)?) = J [f2(x) + 2% f(x) xfla+b—x) +f(a+b—x)] dx =

= . U:: fz(x)dx+Jj f(x) *f(a+b—x)dx} . (4.17)

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség felhasznalasaval a masodik integral-

ra az alabbi fels6 becslés adhato:

b b
J f(X)*f(a-l-b—x)dx:\/(J f(x)*f(a-l—b—x))

1 1

b 2 b 2 b
< <J fz(x)dx> * (J fz(a+b—x)dx) :J 2 (x)dx. (4.18)

a a

2

Ebbdl kévetkezik, hogy:

4.5.2. Megjegyzés. Ha f(x) monoton és szakaszonként folytonos fiigguény az [a, b]

intervallumon, akkor élesebb becslés is adhatd o-re:

0? < % % 02 (4.20)

Bizonyitds. Irjuk fel 2 x o2-et az (4.16) és (4.17) egyenletek alapjan:

Z*Cﬁ:(b—a)*bez(x)dx—l—(b—a)*rf(x)*f(a—i—b—x)dx—Z*IZ,

a a
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o’ =(b—a)x J 2(x)dx — I. (4.21)

Be kell bizonyitanunk, hogy:

b

(b—a)*J f(x) * fla4+b—x)dx < I (4.22)
Tegyiik fel, hogy f(x) monoton nové fiiggvény, azaz f(b) > f(a). Definidljuk a v(x)
fiiggvényt a kovetkez&képpen:

v(x):(b—a)*Jf(a+b—t)dt—(x—a)*1. (4.23)

Ekkor a v(x) fiiggvény az [a,b] intervallum két végpontjaban O értéket vesz fel. Ha
derivaljuk a fiiggvényt, akkor:

Viix)=(b—a)*xfla+b—x)—L (4.24)

A v/(x) monoton csokkend fiiggvény lesz. Ha behelyettesitjiik a végpontotokat, akkor
azt kapjuk, hogy v/(a) > 0 és v/(b) < 0, ezért v(x) > 0 is fenn kell hogy alljon Vx €
[a, b]. Mivel f(x) monoton nové fiiggvény, ezért f'(x) > 0. Ebbdl pedig kovetkezik,
hogy:

b
J v(x) * f'(x)dx > 0. (4.25)

a

Ha ezt parcidlisan integraljuk, az alabbi egyenlGtlenséget kapjuk:

b b b
J v(x) * f'(x)dx = [v(x) * f(x)]t’1 —J f(x) *v/(x)dx = —J f(x) *v'(x)dx > 0,

a a a

r f(x) *v/'(x)dx < 0. (4.26)

a

Most helyettesitsiik vissza a v/(x) = (b—a)*f(a+b—x)—I értéket az egyenlGtlenséghe:

b b

f(x)*f(a—i—b—x)dx—I*J f(x)dx =

a

be(x)*((b —a)sflatbon)— D dx= (b—a)*J

a a

(b—a)*J f(x)*fla+b—x)dx —I* <0,

a

f(x)*fla+b—x)dx < I*be(x)dx. (4.27)

a
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Azaz visszakaptuk (4.22) egyenl6tlenséget. O

4.5.3. Megjegyzés. Vilagos, hogy a szimmetrikussd tétel eqyszerd és gyors hibacsok-
kentéssel alkalmazhato eqydimenzids integrdlok esetén. A tibbdimenzids eset azonban
mdr tobb és bonyolultabb szamitdst igényel. Nézzik azt példat, amikor f(x,y,z) 3 di-
menzids fligguényt szeretnénk szimmetrizdlni az [0,1] x [0, 1] x [0, 1] egységkockdn.

Ekkor az uj fligguénytinket a kévetkezoképp irhatjuk fel:

1

£ = Z
8*

[f(x>y>l) + f” —X,y,Z) +f(X,1 —U,Z) +f(xay)1 _Z)+

+(1—x,1—y,z2) +f(1—x,y, 1 —z) +f(x, 1 —y, 1 —2) +f(1—x,1 —y, 1—2)]. (4.28)
Azaz itt mdr 8 taggal kell szdimolnunk minden lépés sordn.

4.5.4. Megjegyzés. Gyakorlatban legtobbszor eldszir a dimenzidcsékkentést hasz-
ndljak (ha lehetséges), utina pedig az integracids tartomdny részekre bontdsdval csok-
kentik a szérdst. Beldthato, hogy ezek alkalmazdsa akdr 90 %-kal csokkenti a szordst.
Hdtrdnyuk azonban, hogy sokszor nehezen vagy eqydltaldn nem implementdlhatoak a

gyakorlatban.
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5. fejezet

Kitekintés

5.1. Véletlen szam generalasi technikak

Az el6z6 fejezetek soran lattuk, hogy a Monte Carlo integralas kézéppontjaban a
véletlen szamok allnak. Ezért lényeges, hogy a szimulaciénkhoz rendelkezziink ilyen
szamokkal. Valojaban ezeket nem olyan egyszer( elallitani szamitogépek segitségé-
vel, bar meg kell emliteniink, hogy szinte minden szamitogépes program része egy
véletlen szam tablazat (Matlabban rand()-ot hasznélunk). Ezekkel a szamitogépes

véletlen szam generatorokkal fogunk foglalkozni ebben a részben.

A véletlen szamok harom kategoridba sorolhatoak:

e Igazi véletlen szamok: ezeknek a szdmoknak az a lényege, hogy nem tudjuk
megjosolni, mi lesz a szam. Pl. a lottosorsolasnal, amikor valaki kihaz egy sza-
mot a dobozbol, akkor az {1,2,...,90} halmazbol kapunk egy véletlenszeriien

kivalasztott szamot.

e Pszeudovéletlen szamok: ezek a szamok egy algoritmussal elGéallitott szamok,

c .0,

ran. Ezek a szamok valojaban nem tekinthetSk véletlennek, ugyanis ha ismerjiik

az algoritmust, akkor vissza tudjuk adni az 6sszes elGallitott szamot.

e Kvazirandom szamok. Ezek célja az N dimenzios tér egyenletes kitoltése (Hal-

ton, Hammersley, Sobol).

A pszeudovéletlen és kvazivéletlen szamok kozti kiilonbséget a 5.1 Abran szemlé-
letesebben is lathatjuk.
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abra. Pszuedorandom és kvazirandom szamok 2 dimenziéban!

Carlo integralas implementalasdhoz hasznalhatok pszeudovéletlen szé-

mok és kvazirandom szamok is. Utobbit kvazi Monte Carlo modszernek nevezik. A 3.

fejezet Matlab implementaciéiban pszeudovéletlen szamokat hasznaltunk és a gyakor-

lati életben is ez az elterjedtebb, ugyanis az 0sszes véletlen szam generator a progra-

mokban ilyen szamokat 4llit el6. Erre ad példat a dolgozat CD mellékletén talalhato

leg() program. Ilyen pszuedovéletlen szam generatorok pl. a linearis kongruenciage-

neratorok, a Mersenne Twister és a Fibonacci generatorok.

A pszeudovéletlen szamok kozos jellemzéi:

o Kezdeti érték: egy megadott kezdeti értékre a generator ugyanazt a szamsort

fogja visszaadni.

e Periddus: a sorozat egy bizonyos id6 utan ismétlgdni fog, ezt a szdmot nevezziik

periodusnak. Ennek nagyobbnak kell lennie, mint amilyen hosszt szamsorozatot

akarunk generalni, ugyanis ha kisebb lenne, akkor biztosan lenne egy ismétl6do

rész a sorozatban.

LA szimul4ci6 és a 5.1 Abra Common Math: The Apache Mathematics Library csomagban talal-

hato.
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e Intervallum: (0,1), (0,1], [0,1) vagy [0, 1].

A periodust leggyakrabban egy 4-byte-os szamként reprezentaljak, 232 ~ 4x107. Ezért

ugyanennyi véletlen szam is elGallithato.

Linearis kongruenciageneratorok

A linearis kongruenciageneratorok a legegyszertibb generatorok egyike, amik segitsé-
gével elgallithatunk pszeudovéletlen [0, 1) sorozatokat. Az alabbi implementécié [15]
cikkben szerepel. Egy N hosszt sorozatot fogunk késziteni. Ehhez 4 paraméterre van

sziikségiink: m > N, A, a és b szamokra. A generator algoritmusa a kovetkezs:

Y1 =A (modm) 0<y; <m,
Y1 =ax*xyp,+b (modm) 0<ypy<m
n=12,,.N—-1. (5.1)

Legyen tovdbba i = 1,2,..N esetén x; = %, ez pedig bizonyitottan tekinthets pszeu-

dovéletlen sorozatnak a [0, 1) intervallumon.

Nézziik az alabbi paraméterekkel a linearis kongruencia generatort:

o A=5,

e a=2""+3
e b=0,

o m =23

e N = 2000.

A [0,1] x [0,1] egységnégyzeten nézziik a kovetkezd konstrukciot: generaljuk le 1
dimenzidban a linearis kongruencia generatorral x; szdmokat, majd rajzoltassuk ki
(xi,xi_1) pontparokat. Ekkor a 5.2 abrén lathatjuk a linearis kongruencia generéator
altal generalt szamokat az egységnégyzeten. Lathatoan ezekkel a paraméterekkel a

pontok eloszlasa teljesen véletlenszertinek tiinik.
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5.2. dbra. A linearis kongruencia generator altal generalt véletlen pontok.

Mersenne Twister

A Mersenne Twister algoritmus a leggyakrabban hasznalt véletlen szam generator,
ugyanis ezt hasznalja jelenleg a legtobb program beépitett fiiggvényként (pl. Matlab:
rand(), randi(), randn()). A generator periodusa 2'"”*” — 1, ami kb. 6000 szamjegybdl
all, azaz ha masodpercenként egymilliard szdmot generalunk, akkor 5985 évig tart,

mire elolrsl kezdddik a szamsor.

5.1.1. Megjegyzés. Emlitettiik az eldzd részben, hogy a teljes szamsorozat visszaad-
hatd, ha kezdeti érték ugyanaz. Eszrevehetjiik, ha a Matlabban elinditunk két véletlen
szam generdtort, akkor ugyanazt az eredményt adja vissza, ha nem ’reseedeliink’ (se-
ed=kezdeti érték), ugyanis ilyenkor ugyanarrdl a kezddértékrol inditja a szamitdst (ez
konkrétan a O szam). Ahhoz, hogy mindig figgetlen szamsorozatokat kapjunk, a ’shuf-

fer’ parancsot haszndlhatjuk, ami mindig eqy vj kezddértéket dllit be a pillanatnyi
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1dd alapjin. Bdr ez véletlenszerinek tinik, nem célszerd mindig ‘reseedelni’ a gene-
ratort, ugyanis ez hatdssal lehet a véletlen szamaink statisztikai tulajdonsdgaira. A
"default’ bedllitds annyiban eldnyds, hogy a szimuldcionkat ugyanazokkal a véletlen
szamokkal 1jra tudjuk futtatni. Fontos megemlitens, hogy a Matlabban lehet haszndlni
masik véletlen szdm generdtort, pl. a Combined Multiplicative Recursive generdtort az

rng(0, combRecursive’) parancesal, viszont ez lassabban tud szimokat generdlni.

5.1.2. Megjegyzés. A Mersenne Twister generdtor onnan kapta a nevét, hogy a

periddusideje eqy Mersenne-prim (219937 —1).

Generatorok hasznossaga

Azokat a generatorokat nevezhetjiik jo generatoroknak, amik bizonyos statisztikai
teszteket teljesitenek. Ezek koziil a leggyakrabban hasznalt tesztek egy csomagban
vannak (TestUO01). A csomag szamos empirikus statisztikai tesztet tartalmaz, aminek
részletes leirasa a [16] cikkben szerepel. A Mersenne Twister és a linearis kongruencia

generatorok is ennek elvégzése soran hatasosnak bizonyultak.

5.2. Egyéb alkalmazasok

A Monte Carlo modszert egyre gyakrabban alkalmazzak a tudomény egyes teriile-
tein (f6leg modellezés terén, pl. a fizikiban, a matematikiban, a gazdasagi életben,
biologidban és kémiaban is). Ezekbdl fogunk néhanyat attekinteni, fGleg matematikai

vonatkozasban.

Buffon-féle ttprobléma

A legismertebb probléma, amire alkalmaztak a Monte Carlo médszert, a Buffon-féle
tiprobléma. A torténet szerint George L. Leclerc 1777-ben végzett egy kisérletsoroza-
tot, hogy megnézze, mekkora annak a valoszintisége, hogy az asztallapra d tavolsagban
felrajzolt vonalak egyikét metszeni fogja a feldobott £ hosszisagu ti, ahol d > (. Ezt
végiil megoldotta analitikusan és a kisérletsorozatot N-szer végrehajtotta, majd meg-
szamolta, hogy az esemény n-szer kivetkezett be és arra jutott, hogy elég nagy N
esetén g jO kozelitést ad a valoszintiségre. A kisérletet a 7 kisérleti meghatérozasira

hasznaltak. Annak a valészintisége, hogy a tii metszi a padld vonalat: p = 2 x g. Innen

=
24

=1

Az 5.3 4bran a Matlab beépitett szimulacidja lathato.
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Buffon's needle (short needle case)
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5.3. abra. Buffon ti probléma a 7t kozelitésére

2 dimenzi6s véletlen bolyongéas

A véletlen bolyongas probléméjanak szimuldlasara is hasznalhatunk Monte Carlo
modszert. Legyen S, = X; + X; + ... + X;; a bolyongést végz6 részecske helyzete
n lépés utan. A lépések egyméstol fiiggetlenek. Az 5.4 abran 1000 1épést tettiik meg.

A piros kor a kezdépont a zold pedig az utolséd allas.

5.2.1. Megjegyzés. Erdekesség, hogy a szimmetrikus véletlen bolyongdsok témaki-
rében elért eredményeket eldszor hadifoglyok székésénél alkalmaztdk, hogy adott idd
alatt milyen messzire jutnak. Napjainkban alkalmazhato a fizikdban, pl. gdz és folya-
dékrészecskék véletlenszerd mozgasdnak szimuldcioira, biologiaban pedig pl. a populd-

citodinamika modellezésére haszndljdk.
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Bidimensional random walk
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5.4. dbra. 2 dimenzids véletlen bolyongas szimulalasa

Egyéb alkalmazasok

A Monte Carlo modszert gyakran alkalmazzak a gazdasagi életben is. Két fontos fel-
hasznalasi teriilete a kockaztatott érték szamitas és az opcidarazas. A modszer hasz-
nalhato fizikai, biologiai teriileten is (genetikai modellezésnél, részecskék mozgasanak
modellezésénél). Ezekre méar nem fogunk részletesen kitérni. Ezek is a Monte Carlo

modszer sokrétd alkalmazhatosdgara adnak bizonyitékot.
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