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Bevezetés

A szakdolgozatban ismertetjiik a klasszikusnak tekinthet6 Ramsey-tipusu tételeket,
majd bebizonyitjuk a Ramsey-elméletet megalapozd Hales-Jewett tételt, melynek meg-
vizsgaljuk kovetkezményeit, tovibba bemutatjuk egy amébaban 1évE nyers stratégiakkal
kapcsolatos alkalmazasét.

Az els6 fejezetben bizonyitjuk a Ramsey-, Van der Waerden- és Schur-tételeket.
Ismertetjiik a kisebb Ramsey-szamokat, majd mutatunk altalanos also6 és felsG korlatot
a Ramsey- és Schur-szdmokra. Sz6 lesz ezentil a Van der Waerden-szamok algoritmikus
kiszamitasarol, és bemutatjuk az eddig ismert értékeket.

A masodik fejezetben bevezetjiik a Hales-Jewett tétel kimondasihoz sziikséges fo-
galmakat, majd a bizonyitast kovet6en megmutatjuk, hogy egyéb Ramsey-tipusi tételek
milyen konnyeden beldthatoak az alkalmazasaval.

A harmadik fejezetben az améba jaték kiterjesztéseivel fogunk foglalkozni. Megvi-
tatjuk, hogy kinek, és mikor lehet nyers stratégiaja a jatékban, tovabba a Hales-Jewett
tétel segitségével megadjuk azon paramétereket, melyek alatt mar garantaltan rendel-
kezni fog valaki nyerd stratégidval.

A szakdolgozat célja, hogy nytjtson egy alapvetd, érdeklédést felkelté bevezetést eb-
be a témakorbe, mely rengeteg nyitott kérdéssel rendelkezik. Errél bévebb informéciot

az olvaso a [8], [1], [10] szakirodalomban talal.



1. fejezet

Klasszikus tételek

Nem allithato, hogy létezett egy Osszefogd fundamentalis kérdés, ami a most kovetkezd
tételeket produkalta. Frank Ramsey a logikai rendszerekhez kapcsolodo dontésanalizis-
sel foglalkozott, Issac Schur a Nagy Fermat-tételt akarta bizonyitani véges testek folott,
mig B.L. van der Waerden megoldott egy szamara szorakoztaté problémat, majd vissza-
tért f6bb kutatasi teriiletéhez, az algebrai geometridhoz. Ebben a fejezetben a [8]-ben
osszefoglalt eredmények egy részét fogjuk feldolgozni. A Ramsey-tipusi tételek egy f6bb
karakterisztikaja, hogy nem konstruktivak, azaz bizonyitjak egy bizonyos struktiira léte-
zését, de annak megkeresésérél nem kapunk informéciot. Erre egy példa az alabbi tétel,

melyet Frank Ramsey 1928-ban bizonyitott.

1.1. Ramsey-tétel

1.1.1. Tétel. (Ramsey-tétel 2 szinre) Legyenek k,l > 2 pozitiv egészek. Ekkor léte-
zik olyan legkisebb R = R(k,l) € Z , hogy Kr minden piros-kék élszinezésében létezik
piros Ky, vagy kék K, részgrdf.

Bizonyitas. Konnyt latni, hogy R(k,2) = k minden k > 2 esetén, és R(k,l) = R(l, k).
Indukciot fogunk alkalmazni a k + [ Osszegre. A k + [ = 5 esettel mar készen vagyunk,
legyen k41 > 6, k,l > 3. Ekkor feltehetjiik, hogy R(k,l —1) és R(k — 1,1) léteznek. Azt
allitjuk, hogy R(k,l) < R(k —1,1) + R(k,l — 1), amibdl kovetkezik a tétel.

Legyen n = R(k — 1,1) + R(k,l — 1) és valasszunk egy tetszéleges cstcsot K,-bdl,
legyen ez v. Ekkor n — 1 él vezet v-b6l més cstcsokba. Legyen A a v-bél kimend piros
élek szama, és B a kék élek szama. Tudjuk, hogy A > R(k — 1,1), vagy B > R(k,l — 1),



hiszen ha A < R(k — 1,1) és B < R(k,l — 1), akkor A + B < n — 2, ellentmondva
annak, hogy A + B = n — 1. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

A > R(k —1,1). Legyen V azon cstcsok halmaza, amelyeket v-vel piros él kot Ossze, igy
V| > R(k — 1,1) miatt, V tartalmaz egy piros Kj_1, vagy egy kék K; részgrafot. Ha
az utobbi eset all fenn, kész vagyunk. Ha piros Kj_i-et tartalmaz, akkor v-t hozzavéve a

grathoz egy piros K, részgrafot kapunk a V' halmaz definiciojabol kifolyolag.

1.1.1. Ramsey-szamok meghatarozasa

Mar alacsony k, [ értétekre sem trivialis R(k,[) meghatarozasa, még szamitogép segitsé-
gével sem. Az algoritmikus nehézségeket egy késébbi fejezetben fogjuk vizsgalni, most

pedig a szinezés formalis definicidja utdn bemutatunk péar ismertebb Ramsey-szamot.

1.1.2. Definicié. Egy S halmaz r-szinezése alatt eqy x : S — {1,...,r} figguényt ér-
tink. A x szinezés monokromatikus a H halmazon, ha x konstans H-n. Ha G = (V| E)

egy grif, és S = E(Q), akkor x a grdf eqy r-élszinezése.
1.1.3. Tétel. R(3,3) = 6.

Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy R(3,3) < 6, majd mutatunk egy K5 élszinezést,
amiben nincs monokromatikus haromszog. Tekintsiik K4 egy tetszGleges 2-élszinezését,
és egy v € V(Kjg) cstucsat. Ekkor a skatulyaelv miatt feltehetjiik, hogy v illeszkedik 3
kék élre, legyenek ezek (v,r), (v,s), (v,t). Ha az (r, s), (r,t), (s, t) élek valamelyike is kék,
akkor kaptunk egy kék haromszoget a v csticson keresztiil, ellenkez6 esetben pedig az
el6bbiekbdl egy pirosat.

K5 kovetkezo élszinezése nem tartalmaz monokromatikus haromszoget:

x(i,7) =
I, hali—j|#1



Konnyen latszik, hogy a fenti x valoban j6 valasztas:

1.1. abra. A x(7, j) szinezés a K5 grafon

O

1.1.4. Lemma. Ha R(k — 1,1) és R(k,l — 1) is pdros, akkor R(k,l) < R(k — 1,1) +
R(k,1—1)—1.

Bizonyitas. A Ramsey-tétel bizonyitasahoz hasonléan, legyen m = R(k — 1,1),

n = R(k,l — 1) ésr = m + n. Tekintsiik K,_; egy tetsz6leges 2-élszinezését. Meg-
mutatjuk, hogy létezik piros K, vagy kék K;. Legyen d; a v; csticshol indulé piros élek
szama. Tudjuk, hogy Z::_ll d; paros, hiszen egy gratban a fokszamok 6sszege mindig pa-
ros. A feltételeink szerint r» — 1 paratlan, azaz létezik olyan j, amire d; paros. Legyen b;
a v; csucs kék szomszédjainak szama, ekkor d; + b; = r — 2, tehat b; is paros. A skatu-
lyaelv szerint d; > m — 1 vagy b; > n, viszont m — 1 pératlan, igy d; > m is allithato d;
parossaga miatt. A d; > m esetben v;-t hozzévéve a piros szomszédaihoz a kapott rész-
graf tartalmaz piros Kj-t, vagy kék K-t. A b; > n esetben teljesen hasonloan jarhatunk

el.

1.1.5. Tétel. R(4,3) =9.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy R(3,3) = 6 és R(4,2) = 4, igy alkalmazva a fentebb bizo-
nyitott lemmat, azt kapjuk, hogy R(4,3) < 6 +4 — 1 = 9. Mostmar csak mutatnunk
kell Kg-nak egy olyan 2-élszinezését, mely nem tartalmaz monokromatikus K,-et vagy

K3-at. Az aldbbi egy ilyen:



1.2. abra. Legyen az (i, j) él kék, ha |i — j| € {2, 3}.

1.1.6. Tétel. R(4,4) = 18.

Bizonyitas. Ismét alkalmazva a Ramsey-tétel bizonyitasdban hasznalt felsG korlatot
azt kapjuk, hogy R(4,4) < R(3,4) + R(4,3) = 9+ 9 = 18. Mutatunk egy 2-szinezett

Ki7-et, ami nem tartalmaz monokromatikus négyszoget:

1.3. abra. Legyen az (i, ) él kék, ha |i — j| € {3,5,7,11}.



1.1.7. Tétel. R(5,3) = 14.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy R(5,3) < R(4,3) + R(5,2) = 9+ 5 = 14. Mutatunk egy

megfelelGen 2-szinezett K3-at:

1.4. abra. Legyen az (i, j) él kék, ha |i — j| € {1,5}

Az ismert Ramsey-szamokat [10] az alabbi tablazatban foglaljuk Gssze:

RAMSEY-SZAMOK
R(3,3) 6
R(3,4) 9
R(3,5) 14
R(3,6) 18
R(3,7) 23
R(3,8) 28
R(3,9) 36
R(4,4) 18
R(4,5) 25




1.1.2. Korlatok Ramsey-szamokra

Az egzisztenciat bebizonyitottuk, viszont nem tudunk semmit arrél, hogy mégis mek-
kora lehet ez a bizonyos kiiszob, ami folott teljesiil az altalunk keresett tulajdonsag. A
bizonyitasban felhasznalt R(k,[)-re adott rekurziv becslésen tovabbhaladva adhatunk

egy explicit fels§ korlatot.

1.1.8. Tétel. R(k,1) < (’“”_2)

k—1

Bizonyitas. Tudjuk, hogy R(k,l) < R(k—1,1)+R(k,[—1). Indukciot fogunk alkalmazni
ak + [ Osszegre. A k = | = 2 esetben R(2,2) = 2 < (2;3IQ> = 2. Tegyiik fel, hogy
R(k —1,1) és R(k,l — 1)-ra is igaz az allitas. Kihasznélva a

n " n _(n+1
k k+1)  \k+1
Pascal-azonossagot, azt kapjuk, hogy:

k+1-3\  (k+1-3 k4l —2
< R(k — -1 < B
R(k,1) < R(k —1,1) + R(k,1 1)_< k_9 )*( k-1 ) ( k—1 )

ezzel megkapva az allitast.

7\ (=1
1.1.9. Tétel. (Erd6s) R(r,r) > (—)271*%

e
Bizonyitas. Adott r < n darab csics K,,-b6l. Mi a valdszintisége annak, hogy K, egy
véletlen 2-szinezésében K, C K, monokromatikus? K,-nek az (;) darab élét kétféle-
képpen szinezhetjik, igy 9(2) eset 16tezik. Nekiink ebb6l csak a 2 monokromatikus eset
kedvezd, igy a keresett valoszintiség 21-(2), A Boole-egyenlGtlenség szerint A; (i € N)

eseményekre:
P<UAZ»> <> P(A)

tehat annak a val6szintsége, hogy K,-ben van monokromatikus K, legfeljebb (2)21_@.
Ha (’;‘) 21-(2) < 1, az azt jelenti, hogy nem garantalt monokromatikus K, létezése,
azaz R(r,r) > n. Legyen r rogzitett, N pedig az a legkisebb olyan n, amire (’:) 91-(3) >
1. A feltételt kiegészits egészek halmaza nem iires, hisz R(r,r) 1étezik és véges, emellett

alulrol korlatos (pl. r), igy ez a minimum létezik.



Vegyiik észre, hogy R(r,r) > N, hisz R(r,r) < N = R(r,r) < N — 1, ez pedig
ellentmond annak, hogy R(r,r) > N — 1, ami igaz, hisz (N;1)21*(;) < 1. Ismert, hogy

<ne)k o (m
k k)
Kihasznalva, hogy (]X)Qlf(;) > 1, azt kapjuk, hogy

(E)TTG) >1 = N> (C)Q@‘%.

T (&

minden n, k € N esetén:

Mivel lattuk, hogy R(r,r) > N, és N-et szigoruian becsiiltiik, igy a tételt bebizonyitot-
tuk.

O

1.1.10. Megjegyzés. Rengeteg altalanositasa és specidlis esete létezik a Ramsey-tételnek
és az eredeti Ramsey-szdmoknak, pl. monokromatikus klikk helyett monokromatikus

kort, paros grafot, vagy egyéb struktiarat szeretnénk talalni egy szinezés mellett. Ezek-

hez is tartoznak érdekes heurisztikus korlatok, errdl [10]-ben talal bévebb informaciot az

olvaso.

1.2. Van der Waerden-tétel

Eddig a grafszinezések halmazcsaladjan dolgoztunk, az alabbiakban attériink a termé-

szetes szamok szinezéseire, ehhez bevezetiink egy kényelmes jelolést.

1.2.1. Definicié. Legyenek c¢,d € Z, ¢ < d egész szdmok. Ekkor a [c,d] intervallumon a
{c,c+1,...,d—1,d} halmazt értjiik.

1.2.2. Tétel. (Van der Waerden) Legyenek k,r > 2 egész szamok. Ekkor létezik
olyan legkisebb w = w(k;r) € Z, hogy minden n > w esetén [1,n] barmelyik r-szinezése

tartalmaz k hosszu szdmtani sorozatot.

1.2.3. Megjegyzés. A tétel tetszblegesen hosszti azonos szini szamtani sorozat 1étezé-
sét allitja Z* szinezéseiben, de ez nem implikalja, hogy létezni fognak végtelen hosszi

monokromatikus sorozatok is. Tekintsiik példaul a kovetkezs 2-szinezést:

100 111100...011...100...
YT Y Tw
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azaz minden j > 0 esetén, az [; = [27,2/7! — 1] intervallum 1 szint, ha j paros és 0
szind, ha j paratlan. Tetsz6leges k € Z esetén I egy monokromatikus szamtani sorozat,
de nem létezik végtelen hosszu ilyen sorozat a fenti szinezésben.

Tegyiik fel, hogy A = {a,a + d,a + 2d, ...} egy végtelen hosszii szamtani sorozat.
Ekkor létezik olyan n egész, amire 2" > d teljesiil és A N [,, nemiires. Mivel d < 2",
azt is tudjuk, hogy A N I, is nemiires. [, és I, ellenkezs szintek, igy A nem lehet

monokromatikus.

A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz két lemmaéra. Ezek megfogalmazasa el6tt ér-
demes bevezetni par definiciot és tisztazni szamtani sorozatok habar nyilvanvald, de fon-
tos tulajdonsagait. Az alabbi allitas biztositja, hogy a szamtani sorozatok invaridnsak az

eltolasra és nyujtasra.

1.2.4. Allitas. Legyenek k,r,m,a és b pozitiv egészek. Ekkor [1,m] tetszdleges r-szinezése

akkor, és csak akkor tartalmaz k-hosszi szamtani sorozatot, ha a
S ={a,a+ba+2b,...,a+ (m—1)b}
barmelyik r-szinezése is tartalmaz k-hosszu szdmtant sorozatot.

Bevezetiink tovabba két definiciot, melyek fontos szerepet jatszanak a Van der Waerden-

tétel kovetkezt6 bizonyitasdban.

1.2.5. Definici6. Legyenek r,m,n > 1 € Z. Legyen v egy r-szinezése [1,n + m|-nek,

tovdbbd X jelentse a kivetkezd r™-szinezése [1,n]-nek: minden j € [1,n| esetén legyen

Xym(3) = (YT +1),79(F +2),...,7(F +m)).

Nevezziik X~ m-et 7-bol szarmaztatott szinezésnek, vagy egyszerien szdrmaztatott szine-

zésnek.

1.2.6. Példa. Tekintsiik az r = 2,m = 3 ésn = 18 esetet. Ay : [1:21] — {0,1}
szinezés legyen a kovetkezd:
011000111100000111111

Ahhoz, hogy leirjuk a v-bol szarmaztatott x. 3 23-szinezését [1, 18]-nak, definialunk egy
T ={(i,5,k) : 4,5,k € {0,1}} = [0, 7] megfeleltetést a kovetkezGképp:

(0,0,0) 3 0;  (L,0,0)¢ 1 (0,1,0)<2  (0,0,1) ¢ 3;

(1,1,0) <> 4; (1,0,1) <> 5; (0,1,1) <> 6; (1,1,1) < 7;



Mivel x,3(1) a (7(2),7(3),7(4)) = (1,1,0) harmasnak felel meg, igy x-3(1) = 4. Hason-

l6an kiszamolva [1, 18] maradék 17 elemét, megkapjuk a szarmaztatott szinezést:
410367741000367777

1.2.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (k,t;r) hdrmas finom, ha létezik olyan m =

m(k,t;r) € Z, amire teljesil, hogy [1, m] minden r-szinezéséhez léteznek olyan z, xo, x1, . . .

egész szamok, hogy a

s—1
TS:{bS+Zcixi:ci€[1,k]} 0<s<t

1=0

halmazok mind monokromatikusak, ahol

t
bS:z+(k+1)in.

1.2.8. Megjegyzés. Mig a fenti definicié els6 ranézésre koriilményesnek tiinhet, nagy-

ban megkonnyiti a tétel bizonyitasat. Hogy lassuk, hogyan kapcsolodik ez a szamtani

sorozatokhoz, tekintsiik a kovetkez6 példat: legyenek ¢g = ¢ = -+ = ¢,_1 = j minden
73 =1,2,...,k esetén. Ekkor a kovetkezG szamtani sorozatot kapjuk:

{a+jd: j=1,2,... kY CT,
ahol a = b, és d = Y7, ;.

Mostmar prezentalhatjuk a két lemmat, amelyeknek Gsszefésiilésével megkapjuk a
Van der Waerden-tétel bizonyitasat. Indukciot fogunk alkalmazni, azaz belatjuk, hogy
w(k;r) létezése implikalja w(k + 1;7) 1étezését.

1.2.9. Lemma. Legyen k > 1. Ha w(k;r) létezik minden r > 1 esetén, akkor a (k,t;r)

hdrmas finom minden r,t > 1-re.
Bizonyitas. Legyen r > 1. Alkalmazzunk ¢ szerinti indukciot, ¢ = 1 esettel kezdve.

« L, 0,

tovabba x egy tetszéleges r-szinezése [1,3w(k;r) + k + 1]-nek. Mivel feltettiik, hogy
w(k;r) létezik, igy a 1.2.4 allitas szerint [w(k;r)+k+2, 2w(k;r)+k+1]-nek tartalmaznia
kell egy k-hosszi monokromatikus S = {a + d,a + 2d, ..., a + kd} szamtani sorozatot.

10
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Hasznélva a 1.2.7 definiciobeli jeloléseket, legyen z = a — (k+ 1), xg = d, és &1 = 1.
Igy a Ty = {a + (k + 1)d} és T, = S halmazokat kapjuk, melyek [1,m] részhalmazai,
tovabba (kiilon-kiilon) monokromatikusak, bizonyitvan, hogy (k,1;r) egy finom harmas.

Legyen t > 1, és tegyiik fel, hogy a (k,¢;r) harmas finom. Bemutatjuk, hogy ekkor
(k,t + 1;r) is az. Tudjuk, hogy létezik m = m(k,t;r), és legyen n = 2w(k;r™). Azt
allitjuk, hogy m(k,t+1;r) = n+m jo valasztéas. Legyen v egy r-szinezése [1, n+m]-nek.
Legyen x = xy,m a 7-bol szarmaztatott ™ szinezése [1,n]-nek. A lemmaban feltettiik,

« .0,

hogy w(k;r™) létezik, igy ezt és n definiciojat felhasznalva azt kapjuk, hogy létezik egy
{a+d,a+2d,...,a+ (k+1)d} C [1,n]

szamtani sorozat, ahol az els6 k tag monokromatikus y szerint. Ekkor y definici6jabol
kovetkezbleg, az I; = [a + jd + 1,a + jd +m], 1 < j < k halmazok ugyanigy vannak
szinezve, a vy szinezés szerint. Mivel (k,t;7) finom, ezért léteznek olyan z, zg, x1, ..., x;
egészek, hogy a T;-k monokromatikusak ~y szerint (1.2.7 definicio). Eszerint minden I;

tartalmazza a kovetkez6é monokromatikus halmazokat:

Ss(j) = Ts + (a+ jd)
={y+a+jd:yeT,}
s—1
= {(bs—ka—i-jd)—chixi DG € [1,k]}
i=0

ahol s = 0,1,...,¢. Mivel az I; halmazok ugyanazon v szinezés szerintiek, igy Ss(u) és

Ss(v) is ugyanazon szinezés szerinti minden 1 < u,v < k. Ebbdl kévetkezileg a

s—1
Qs: {(bs—Fﬂl)—FZCZ{L‘Z—}—jd : jvci € [Lk]}

i=0
halmaz monokromatikus = szerint minden s = 0,1,...,t esetén.

Az alabbiakban mutatunk 2/, z, 27, ..., 7, egészeket, melyek monokromatikus
T!-ket adnak minden 0,1,... ¢t + 1 szamra, ezaltal bebizonyitva, hogy (k,t + 1;7) is

finom. Legyen
Z=z+a
ry=d

2, =x,_1 aholl<i<t+41.

)
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Mivel az dsszes s = 0,1,...,t esetben T, = @, ezért a 7 szinezés szerint 7, ; mono-
kromatikus, ahol 0 < s < t. A T] = {bp + a + (k + 1)d} € [1,n + m] egyelemii halmaz
trividlisan monokromatikus. Ezzel eleget tettiink a (k,¢ + 1;r) harmas finomséganak

feltételeinek, ezaltal bebizonyitva a lemmat.
O

1.2.10. Lemma. Ha (k,t;7) finom minden r,t > 1 € Z esetén, akkor w(k + 1;r) létezik

minden r > 1 egészre.

Bizonyitas. Legyen r adott egész, x pedig egy tetszbleges r-szinezés a Z* halmazon.
Hasznéljuk ki (k,t;r) finomsagat a t = r esetben, azaz léteznek olyan z,xg, x1, ..., 2,
egészek, hogy a Ty, T1, ..., T, halmazok monokromatikusak y szerint. A skatulyaelv sze-
rint 1éteznek olyan v < w egészek, hogy T, és T,, monokromatikusak, hisz r szinnel

szineztiink. Ekkor

T—{ +(k+1) Zx’+ZCZxZ:CZ lk‘]}
és
Tw:{ +(k+1) meLZchz:cz 1k]}

Legyen a = z + Y 0o @i + (k + 1) Y27_, @4, ekkor mindezt atfrva:

T, = {a+(/€+1)wixi+vi(ci—l)xi D¢ € [1,k]}

i=v

tovabba
T, —{a—le—i—ch:@ i ¢ € 1k}}

Acy=c =+ =c,_1 =1 valasztassal T,,-ben a kivetkezs6t kapjuk:

T, = {OL—I—E:CZJUz g €el k]}

Ha d = Zl.”fl x;, akkor a + (k + 1)d € T, -t kapjuk, és a 1.2.8 megjegyzés szerint,

1=v

{a+d,a+2d,... a+kd} CT,. Ehhez a halmazhoz hozzavéve a+ (k+ 1)d-t kapunk egy

k + 1 hosszit monokromatikus szdmtani sorozatot, amivel belattuk w(k + 1;7r) létezését.

O
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Az alabbiakban egyesitjiik a két lemmat, ezaltal bebizonyitva Van der Waerden téte-
lét.

Bizonyitas. Nyilvanvaloan w(1;r) létezik minden r > 1 € Z esetén, hisz csak egyetlen
elemre van sziikségiink. A 1.2.9 lemma szerint (1,¢;7) finom minden r,t > 1 esetén. Ek-
kor a 1.2.10 lemmat kihasznalva azt kapjuk, hogy w(2;r) létezik minden r > 1 egészre.
Ezt az eljarast folytatva minden k-ra és r-re megmutathatjuk w(k;r) létezését, ezzel a

bizonyitas kész.

A Ramsey-szamokhoz hasonloan, a nemtrivialis w(k;r) értékek is kevés esetben is-
mertek. Az alabbi tablazatban bemutatjuk az eddig ismert legjobb korlatokat
(19], [8], [7]) néhany Van der Waerden-szamra.

kE\r 2 3 4 5
3 9 27 76 > 170
4 35 293 > 1048 > 2254
> 178 > 2173 | > 17705 > 98740
6 1132 | > 11191 | > 91331 | > 540025
7 > 3703 | > 48811 | > 420217 | > 1381687

1.2.1. Algoritmusok w(k;r) kiszamitasara

Természetesen felmeriil§ kérdés, hogy mi okozza a w(k;r) értékek kiszamitasanak bo-
nyolultsagat. Tekintsiik példaul a w(3;5) értéket, ami nyilvanvaloan nagyobb, mint
w(3;4) = 76. Probaljuk megvizsgalni példaul az [1,100] esetben, hogy egy szinezés
tartalmaz-e monokromatikus 3-hosszi szadmtani sorozatot. 'Brute forceot’ hasznélva
5190 szinezést kellene ellenériznunk. Ha megtessziik azt az optimista feltételezést, hogy
mindez 1 lépésben lehetséges, akkor is 5% ~ 8 x 10 lépésre van sziikségiink. Ha len-
ne egy billio kiilonbo6z6 vilagunk, egy billio kiilonb6z6 varossal, melyek mind fel vannak
szerelve egy billié laborral, amikben laboronként egy billi6 olyan szamitogép van, ami
méasodpercenként egy billio lépést tesz meg, akkor a fenti modszerrel par évszazad alatt
eldénthetnénk, hogy w(3;5) < 100, és elkezdhetnénk vizsgalni az [1,99] halmazt.
Szerencsére vannak hatasosabb algoritmusok, bemutatunk parat az aldbbiakban.

Tartsuk magunkat tovabbra is ahhoz a terminol6gidhoz, miszerint egy szinezés megfe-
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lels, ha nem tartalmaz monokromatikus k-hosszl szdmtani sorozatot. Legyen x; egy

r-szinezés, az n egész végss értéke pedig w(k;r) lesz.

—_

n, k,xi(1) <1 > x1 ekkor még csak az {1} halmazon definialt
S {x1, X255 Xu) €8s k||
n+<n-+1
S+ Pésj<0
i 06s e j+1
for:=1 ... rdo
X;(n) <1
if x; : [1,n] = {1,...,r} megfelels then
S SU{}
end if
: end for
. if j < k then GOTO 5
. if S # () then GOTO 2

: return n

e e e
=W Ny = O

Az algoritmus hatékonyabb a brute forcenal, hisz tudjuk, hogy egy szinezés csak ak-
kor S-beli, ha nem tartalmaz k-hosszti monokromatikus szadmtani sorozatot, igy 1épésrél
lépésre felépitve a halmazt, nem kell id6t pazarolnunk azokra a szinezésekre, amik tar-
talmaznak k-hosszi monokromatikus szamtani sorozatokat.

A fenti algoritmus habéar effektiv, hasznossaga korlatozott az alacsonyabb értékd
nemtrivialis esetre, hiszen a szinezések S halmazanak elemszama tul nagyra néhet, még
mielGtt elkezdenénk kidobni a nem megfelel§ szinezéseket.

Ismertetiink még egy algoritmust, ami az el6z6vel ellentétben nem iitkézik memoriai
problémakba a w(k;r) érték megkeresése soran. A jelolések hasonloak, mint az el6zGek-

ben.
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g, x(1) 1

2n+r+1

31— 1+1

4: x(i) « 1

5. 1f x @ [1,4] — {1,2,...,r} megfelels then GOTO 3
6: if x(i) = r then GOTO 9
7 x(i) + x(i) +1

8 GOTO 5

9: if i > n then

10: n<—1

11: 141—1

12: end if

13: if ¢ > 1 then GOTO 6
14: return n

Habar a masodik algoritmus nem rendelkezik memoriaproblémakkal, futasideje igy is
igen idGigényes. Fiiggetleniil attol, hogy hatasosabbak az algoritmusok a trividlis brute
force megoldasnal, a futasidé ugyanigy exponencidlisan né az ellenérizendd [1, n| inter-
vallum hosszaban.

Tegyiink egy egyszer(i ¢sszehasonlitast akézott, hogy mennyi idGbe telik kiszamita-
ni w(6;2)-t 178 = w(5;2)-h6z képest. Ismert, hogy w(6;2) > 696, tételezziik fel, hogy
ez az als6 korlat éles. Az [1,696] intervallum 2-szinezéseinek szama 25 mig az [1,178]
intervallumé 27, Nem vétiink til nagy hibat azzal, ha azt feltételezziik, hogy a w(5;2)
kiszamitasahoz sziikséges id6 ugy aranylik w(6;2) kiszamitasi idejéhez, mint az interval-

lumok szinezéseinek szdmai, azaz 2096-178 = 2542 |

1.2.11. Megjegyzés. A w(6;2) értéket 2008-ban talaltak csak meg, ezt kiilonb6z6
"elgfeldolgozasi" metodusokkal és SAT-probléméva valo atalakitassal tették meg. Errdl,

és az emOgott rejlé szamitastudomanyi technikakrol részletesen olvashatunk [7]-ben.

A harmadik algoritmus amit prezentalunk a mésodiknak egy finomitasa, mely alkal-

mazza a "culprit"’ metoédust. Ennek megértéséhez bevezetjiik a kovetkezd definiciot.
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1.2.12. Definici6. Legyenek m € 7", k > 2 egész szdmok, tovdbbd x az [1,m] interval-
lum egy r-szinezése. Egy n egész szam culpritja egy olyan a + (k — 2)d, a,d > 1 egész
szam, amire teljesil, hogy {a,a + d,...,a + (k — 2)d} egy monokromatikus szamtani
sorozat, és a+ (k — 1)d = n. Azaz a (k — 1)-ik tagja egy szamtani sorozatnak, melynek a

k. tagja n, és az elsd k — 1 tagja monokromatikus.

Egy példan keresztiil bemutatjuk hogyan kénnyitheti mindez a szamitasunkat.

1.2.13. Példa. Tegyiik fel, hogy a w(4;2) = 35 értéket probaljuk megkeresni a masodik
algoritmussal. Tekintsiik a program kévetkezé allapotat: w = 30, azaz talaltunk egy jo
szinezést az [1,29] halmazra, de [1,30]-ra még nem; i = 26 és a x(i) = 1 lépést akarjuk

végrehajtani; a szinek jelenlegi allasa:
1,2,4,6,9,10,11,13,17, 18, 20, 22,23
1 szinnel lettek szinezve,
3,5,7,8,12,14,15,16, 19,21, 24, 25

pedig 2 szinnel lettek szinezve. Ekkor a x(26) = 1 és a x(26) = 2 esetben is rossz szi-
nezést kapunk, az elsg esetben a {2, 10, 18,26} halmaz monokromatikus, a masodikban
pedig {5,12,19,26}. Ekkor csokkentjiik i-t, majd teszteljiik, hogy se 23, se 22... szinét
nem valtoztathatjuk, hisz az is 4-hosszit monokromatikus szamtani sorozatot eredmé-
nyezne. A legkisebb 1-szinti culprit 26-ra nézve 18, azaz amig {2, 10, 18} 1-szint, addig
26 nem lehet az. A legkisebb 2-szinii culprit pedig 19, azaz amig nem valtoztatunk az
[1,19] halmaz szinezésén, addig nincs értelme foglalkozni {20, 21,22, 23,24, 25} szinei-
vel, mert fiiggetleniil t6liik lesz monokromatikus sorozat. Ezzel szamitast sporolnank, ha
egybdl 19-et helyeznénk &t a 2-szintiek halmazaba. A masodikkal ellentétben a harma-

dik algoritmus ezt az elvet koveti.

Jelolje cul;(i) a minimumat i Osszes j-szind culpritjanak. Ekkor az algoritmus pszeu-

dokddja a kovetkez6:
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—_

i x(1) « 1
n<<r+1
ii+1
x(i) <1
if i > n then
n <1
end if
if x : [1,i] — {1,2,...,r} megfelels then GOTO 3
if x(i) = r then GOTO 12
X(i) < x(i) +1
: GOTO 8
4 max{cul;(i) : 1 <j<r}
. if x(i) < r then GOTO 10

cr—1—1

e e e =
[ A R R

: if i = 1 then return n
. GOTO 8

— =
(=2 B

Habér az eddigieknél joval effektivebb, a culprit algoritmus sem alkalmas ismeretlen

Van der Waerden szdmok meghatarozasara, futisideje miatt.

1.2.14. Megjegyzés. A fentiekben nem volt sz6 arr6l, hogy mégis hogyan donthetjiik
el egy szinezésrdl, hogy jo-e. Erikson [3| adott egy dinamikus programozason alapulo
O(n?) futasideji algoritmust, mely adott {i1,...,%,} egészekbdl 4llo6 szamhalmazban
megkeresi a leghosszabb szadmtani sorozatot. Ezt az algoritmust minimalisan moédositva
el tudjuk donteni, hogy adott r és k esetén egy r-szinezett [1,n] intervallum tartalmaz-e

k-hosszii monokromatikus szamtani sorozatot.

1.3. Schur-tétel

1.3.1. Definici6. Legyenek v < y < z pozitiv egészek. Az {x,y,z} szdmhdrmast Schur-

hdrmasnak nevezziik, ha teljesil, hogy v + vy = 2.

1.3.2. Tétel. (Schur) Mindenr > 1 egész szamhoz létezik olyan legkisebb
s = s(r) € Z (Schur-szam), hogy [1, s| barmely r-szinezése tartalmaz egy monokro-

matikus Schur-hdrmast.
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Bizonyitas. Ramsey-tétele szerint minden r» > 1 € Z esetén létezik egy n = R,(3),
hogy K, barmely r-élszinezése tartalmaz monokromatikus haromszoget. Vegyiik az

[1,n — 1] intervallum egy tetszéleges x r-szinezését. Szamozzuk K, csicsait
1,2,...n-el, majd szinezziik az (i,j) € E(K,) élt x(]i — j|) szintire. Ramsey-tétele
szerint az igy definialt élszinezésben létezik monokromatikus haromszog, ennek cstucsai
a < b < clgyaz(a,b),(bc),(c,a) élek mind ugyanolyan szintiek, tehat z = b — a,
y=c—b, z=c— ais azonos szinosztalyban vannak. Ekkor x + y = z egy monokroma-

tikus megoldas.
O

1.3.3. Kovetkezmény. Minden r > 1 € Z esetén s(r) < R,(3) — 1.

A Ramsey és Van der Waerden-szamokhoz hasonldéan a Schur-szamok is csak ala-
csony értékek esetén ismertek. Az alabbi tdblazatban bemutatjuk a jelenleg ismert |2]

Schur-szamokat:

SCHUR-SZAMOK
s(1) 1
s(2) 4
s(3) 13
s(4) 44
s(5) | 160 < 315

Schur az alabbi tétel céljabol kezdett el foglalkozni a monokromatikus Schur-harmasokkal,

ennek bizonyitasahoz felhasznalunk néhany alapvetd csoportelméleti tételt [6].

1.3.4. Tétel. (mod p Fermat) Legyen n > 1 € Z. Létezik olyan q prim, amire telje-

n

stl, hogy minden p > q prim esetén az ™ + y" = 2" (mod p) kongruencidnak van egész

megolddsa, amelyre teljesil, hogy xyz Z 0 (mod p).
Bizonyitas. Tetszéleges p > s(n) prim esetén legyen
Zy ={1,2,...,p—1}

a nemnulla redukalt maradékosztalyok csoportja modulo p. Legyen
S = {a" (mod p) : x € Z}}. Konnyti latni, hogy S részcsoportja Z-nek. Ebbdl ko-

vetkezbleg felithatjuk a csoportunkat, mint mellékosztalyok unidja:
k
Z;:UaiS k= (n,p—1).
i=1
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Most vezessiink be egy k-szinezést a Z; csoporton. Legyen t € Z; szine az a j,
amelyre ¢ € a;S. Mivel k <n és p—1 > s(n), ezért Schur-tétele szerint létezik olyan mo-
nokromatikus szimharmas, {a,b,c} C ZX, amelyre a + b = c. Tehat valamely 1 > i > k
esetén, léteznek olyan a, b, ¢ € a;S szamok, melyekre a + b = c. Kovetkezésképp léteznek
olyan x,y, z € Z) egészek, melyekre a;z™ + ay" = a;2" (mod p). Végigszorozva a; '-el

megkapjuk a tétel allitasat.

1.3.5. Megjegyzés. Az eredeti bizonyitas nem alkalmazta a Ramsey-tételkort, sét,
Ramsey-tételét nem bizonyitottak 1928-ig, Schur pedig mar 1916-ban belatta a fent bi-
zonyitott tételt.

1.3.1. Korlatok Schur-szamokra

A 1.3.3 kovetkezménybdl mar kaptunk egy felsé korlatot s(r)-re, viszont ez nem vala-
mi hasznos, amig nincs explicit becslésiink R,(3)-ra. Ezt fogjuk orvosolni a kévetkezd

lemmaéban.

1.3.6. Lemma. Minden r > 1 € Z esetén R,.(3) < 3rl.

Bizonyitas. Az r = 1 esetben az allitas nyilvanvaloan igaz, igy feltehetjiik, hogy r > 2.

Minden 1 <7 <7 esetén jelolje R.(3) a kovetkezé Ramsey-szamot: R(g), 3,...,3,2,3,3,...

3

J/

~-
-1

% r—i

El6szor megmutatjuk, hogy
R.(3) <) Ri(3). (1.1)
i=1

(1.1) bizonyitasdban hasonloan jarunk el, mint a Ramsey-tétel bizonyitasanal. Le-
gyen m = Y . R.(3) és tekintsiik K, egy tetszéleges r-élszinezését. Valasszunk egy
v csucsot. Legyenek a szineink rendre 1,2, ..., r, és jeldlje C; azon csticsokhalmazt,
amelyeket i szind éllel kotottiink v-hez. A skatulya-elv szerint létezik olyan j, amelyre
|C;| > Ri(3). Ekkor a C; részgraf tartalmaz egy monokromatikus j szind Kp-t, vagy
egy c € {1,2,...,7 — 1,7+ 1,7+ 2,...,7} szind haromszoget. Az utobbi esetben ké-
szen vagyunk, az el6bbiben pedig Ky U{v} altal feszitett részgraf egy j-monokromatikus
héromszoget ad, ezaltal bebizonyitva (1.1) -et.

Kovetkezd 1épésben bemutatjuk, hogy i € {1,2,...,7} esetén
R.(3) = R,_1(3). (1.2)
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Nyilvan R,_1(3) > R.(3) teljesiil, igy R%(3) > R,_1(3) bizonyitasa utén készen va-
gyunk. R.(3) definicioja szerint létezik olyan r-szinezése K p:(3)_1-nek, amiben nincs
c e {1,2,...,i—1,i+ 1,i+ 2,...,r} szinli monokromatikus haromszog, se i szin
él. Ebbdl kifolyolag egy (r — 1)-szinezését kapjuk Kpi(s)_1-nek, ami monokromatikus
héromszégmentes. Igy Ri(3) > R,_1(3), tehit 1.2 fennall.

A (1.2) egyenlGsegbdl latszik, hogy > 7| RL(3) = rR,_1(3). Tovabba (1.1) szerint
R.(3) < rR,_1(3) minden r > 2 esetén. Az egyetlénlenség ismételt alkalmazasaval, és
Ry(3) = 6 ismeretében megkaptuk, hogy R,.(3) < 3r!.

O
A 1.3.3 kévetkezménybdl és a 1.3.6 lemmabol egyiittesen a kovetkezét kaptuk.
1.3.7. Tétel. Minden r > 1€ Z esetén s(r) < 3r! —1
Az alabbiakban egy als6 korlatot is bemutatunk.
1.3.8. Tétel. Minden r > 1€ Z" esetén s(r) > £
Bizonyitas. Legyen n > 1, és x : [1,n] — {1,2,...,7} egy olyan r-szinezés, amely nem
tartalmaz monokromatikus Schur-hdrmast. Krealjunk egy x-t kiterjeszté x : [1,3n +

1] = {1,2,...,r+1} (r+1)-szinezést a kovetkezGképpen: minden = € [n+1,2n+1] esetén
legyen x(z) = r + 1, ha pedig z € [1,n] U [2n + 2,3n + 1], akkor legyen x(z) = x(v),
ahol z = y (mod 2n + 1).

Azt allitjuk, hogy [1,3n + 1] nem tartalmaz monokromatikus Schur-harmast a x szi-
nezés alatt. Legyen {z,y, z} egy Schur-harmas, ahol = < y. El6szor tekintsiik az (r 4+ 1)
esetet: mivel 2(n + 1) > 2n + 1, ezért {x,y, 2} nem lehet (r + 1)-szintd. Most legyen
j # 1+ 1 tetsz6leges szin. A x és a x szinezések [1,n| halmazra valé megszoritasa iden-
tikus, igy {z,y, 2z} C [1,n] nem lehet monokromatikus j-szindi Schur-harmas, a feltevés
szerint. Ugyanakkor mivel (2n+2) + (2n+2) = 4n+4 > 3n+ 1, ezért az sem lehetséges,
hogy =,y € [2n + 2,3n + 1], igy [2n + 2,3n + 1] sem tartalmaz monokromatikus j-szinii
Schur-harmast, tehat ha létezik ilyen {x,y, z}, akkor x € [1,n] és y € [2n + 2,3n + 1].

Tegyiik fel, hogy létezik {z,y, z} j-szin Schur-harmas. Ekkor legyenek az ¢/, 2" €

[1,n] egészek a kovetkezok:

"=y (mod (2n + 1))
2 =z (mod (2n + 1)).

<
Il
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Ekkor {z,vy', 2’} C [1,n] egy j-szinti monokromatikus Schur-harmas, amivel ellentmon-
désra jutottunk. Tehat belattuk, hogy s(r) > n + 1 esetén s(r + 1) > 3n + 2, azaz

s(r+1)>3s(r)—1. (1.3)

A bizonyitast r szerinti indukcioval fogjuk befejezni. Nyilvanvaloéan az s(1) = 2 > 312—“

esetben igaz az allitas. Legyen r > 1 € Z és s(r) > 2. Ekkor (1.3) szerint

r 1 r+1 1
5(7‘+1)Z38(T)—123(3 il )—1:3—+.

2
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2. fejezet

Hales-Jewett tétel

2.1. A tétel kimondasahoz sziikséges definicidok

Az A. W. Hales és R.I. Jewett altal bizonyitott tétel [4] egy igen altalanos eredmény,
melybdl a ’Ramsey-szert’ tételek tobbsége konnyen szarmaztathaté. A fejezetben a
[5]-beli bizonyitas egy feldolgozasat fogjuk bemutatni. A Hales-Jewett tétel jelenleg a
Ramsey-elmélet egyik leghasznosabb eszkoze, a kimondasahoz és bizonyitdsdhoz beveze-

tiink néhany fogalmat.

2.1.1. Definicié. A t-elemd ABC alatt az A = {0,1,...,t—1} szimbdlumhalmazt fogjuk
érteni. Legyen x & A egy ij szimbolum. Legyenek szavak x-1 nem tartalmazo szimbélum-
sorozatok, x-t tartalmazo szimbolumsorozatok pedig gyokék. Eqy T € (AU {x})" gyok
ésa € A szimbdlum esetén jelolje T(a) € A™ azt a szdt, ahol minden x-t T-ban a-ra

cserélink.

2.1.2. Definicid. Legyen 7 eqy gyik. Eqy T-beli kombinatorikus eqyenes az aldbbi t szo

halmaza:
L, ={7(0),7(1),...,7(t —1)}.
2.1.3. Példa. Legyen 7 = 04 % 2 x 1 gyoke az A = {0,1,2,3,4} ABC-nek. Ekkor az

alabbi 5 sorban 1év6 szavak halmaza, azaz

040201
041211
L;=40 4 2 2 2 1
043 2 31
(0 4 4 2 4 1)
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egy T-beli kombinatorikus egyenes. Minden adott gyok meghatarozza az egyeneseit, igy

osszesen (|A| +1)" — |A|™) kombinatorikus egyenes van A" — ben.

2.2. A tétel kimondasa és bizonyitasa

2.2.1. Tétel. (Hales-Jewett) Legyen A egy t-elemid ABC, r pozitiv egész. FEkkor léte-
zik olyan HJ(r,t) egész szam, hogy AT7Y) minden r-szinezésében létezik monokromati-

kus kombinatorikus egyenes.

Hales és Jewett a tételt eredetileg altalanosabb struktirakra, iigynevezett kombinatori-
kai terekre is belatta, amelyekben tobb xq, ..., *,, fliggetlen 'mozgd’ koordinatat meg-
engediink. A bizonyitas adttekinthet&sége végett mi csak kombinatorikus 1-terekre, az-
az egyenesekre fogjuk belatni a tételt. Hales és Jewett bizonyitasa a tételre igen rovid,
egy rendkiviil gyorsan névekedd fels6 korlatot ad a HJ(r,t) értékekre. Shelah 1988-ban
adott egy alapjaiban eltérg Gj bizonyitast, mely egy rekurzivan kiszamolhato korlatot ad
HJ(r,t)-re. Ezt fogjuk bemutatni.

Bizonyitas. Minden adott r € Z" szam esetén alkalmazzunk az ABC elemszama, azaz
t szerinti indukciét. A ¢ = 1 esetben a tétel allitasa trivialisan teljesiil. Feltéve, hogy

t — 1 és r esetén az allitas igaz, legyen n = HJ(r,t — 1), és definidljuk az Ny,..., N,, N
egészeket a kdvetkezdképp:

i—1
t77,+2j:1 N;

Ny=r" N, =r N=N;+---+N,.

Megmutatjuk, hogy N € Z" teljesiti a feltételeket, azaz HJ(r,t) < N.

Legyen A = {0,1,...,t — 1} egy t elemit ABC, és x : AN — {1,...,r} egy tet-
sz6leges szinezés. Azt akarjuk megmutatni, hogy létezik legalabb egy monokromatikus
kombinatorikus egyenes. Egymashoz ’kozeli” egyenesekkel kapcsolatos észrevételek segit-
ségével fogjuk ezt belatni, ehhez bevezetjiik a kovetkezd definiciot. Azt mondjuk, hogy
a,b € A" szomszédosak, ha csak egyetlen olyan i koordinata létezik, amelyben eltérnek,
és ott a; =0 és b; = 1:

a=aj...a;—10a;41...a,

b:bl---bifllbzﬁrl---bn

Legyen a = ajay...a, € A", 7; pedig egy N; hosszt gyok, ¢« = 1...n. Ekkor

T =TTy...T, esetén jelolje 7(a) a kovetkezs n hosszi szot:
7(a) = 1 (a1)m(az) ... m(ay).

23



Tehat kicseréljiik a 7i-beli x-okat a;-re, a To-belieket as-re, és igy tovabb, majd a kapott
szavakat konkatenéljuk.

Azt allitjuk, hogy létezik gyokok n-hossztt 7 = 779 ... 7, sorozata, amire teljesiil,
hogy x(7(a)) = x(7(b)) minden szomszédos a,b € A™ esetén. Az alabbiakban megvizs-
galjuk, hogyan is implikdlja ez a tétel allitasat.

Hasznalva az AV halmaz y szinezését és az el6bbi allitasbeli 7 gyokot, legyen
X (A —={0})" — x(7(a)) egy r-szinezés. Mivel az A — {0} ABC csak ¢t — 1 szimbo-
lummal rendelkezik, és n = HJ(r,t — 1), alkalmazhatjuk az indukcios feltevést a x’

szinezésre, miszerint létezik olyan
v=uws...vp € (A={0})U{x})"
gyok, amire igaz, hogy az
L,={v(1),v(2),...,v(t—1)}

kombinatorikus egyenes monokromatikus x’-ben. Tekintsiik a

T(v) = 11(v1)Ta(e) . . . T (V)

szimbolumsorozatot, melynek hossza N, tovabba gyok, hisz v is gyok volt, tehat rendel-

kezik legalabb egy x-al. Azt allitjuk, hogy az
Looy = {7(v(0),7(v(1)),...,7(v(t = 1))}

kombinatorikus egyenes monokromatikus az eredeti x szinezés alatt. Az indukcios fel-
tevesbdl tudjuk, hogy x’ ugyanazt a szint rendeli a v(1),...,v(t — 1) szavakhoz, x’ de-
finiciojabol kdvetkezoleg pedig abban is megbizonyosodhatunk, hogy a fent specifikalt

7 esetén 7(v(1)),...,7(v(t — 1)) is monokromatikus, x alatt. Még azt kell beldtnunk,
hogy T(V(O)) és T(l/(l)) is ugyanolyan szint kap x alatt. Ha v csak egy * szimbolumot
tartalmaz, akkor v(0) szomszédos v(1)-vel. Tébb * szimbolum esetén létezik szomszédok

olyan sorozata, melyeken keresztiil eljuthatunk »(0) -bsl v(1)-be, tekintsiik példaul a

kovetkezdt:
v(l)y=...1...1...1..
=...0...1...1..
=...0...0...1
v(0)=...0...0...0..
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Igy 7 definicioja miatt L,y valbban monokromatikus egyenes.

Az alabbiakban bebizonyitjuk a fenti allitast. Emlékezziink, hogy gyokok egy olyan
T = TiTy...T, n-hosszl sorozatat keressiik, ahol 7; hossza N;, és minden a,b € A"
szomszéd esetén 7(a) és 7(b) azonos szintek.

A gyokok létezését i szerinti 'forditott indukcioval’ fogjuk bizonyitani, azaz tegyiik
fel, hogy a 7,41, ..., 7, gyokoket mar megtaldltuk. A célunk, hogy megtalaljuk ezek utan
7;-1.

Legyen L; | = 22;11 Nj, azaz a 7Ty ... T;—1 gyok hossza. Az i. szegmens, azaz T;
hossza N;. Legyen k =0,1,..., N; esetén legyen W) a kdvetkezé N; hosszu sz6:

Wey=0...01...1.
S

k Ni—k
Tovabba definidljuk a y r-szinezését az A%-17"~% halmaznak k = 0,1,..., N; esetén.

Legyen © = x1@o ... 21, | 1Yis1---Yn € ALi-1T771 ekkor:

Xk (J]ll'g .. -$Li_1—lyi+1 Ce yn) = X(C(]ll‘g Ce xLi_l—IWkTi—&—l(yi—&-l) e Tm(yn))

Ekkor van N;+1 darab szinezésiink, xo, X1, - - -, Xn;- Az A¥-1%""% halmaz r-szinezéseinek
a szama legfeljebb

tLifl"'”_i < TtLi71+n

= N;.
A skatulyaelv szerint ekkor léteznek olyan s < k egészek, melyekre x, = xi. Legyen

ekkor a keresett gyok a kovetkezs:

7,=0...0%x---x1...1
N e e
s k—s N;,—k
Az eképpen definialt 7, ..., 7, gyokok eleget tesznek a tétel allitisanak, ugyanis vegyiik
észre, hogy
T,L(O) = Wk és Tl(l) = WS,

és ha vesziink két tetsz6leges a, b szomszédot, amik az i-dik koordinataban térnek el:

a:al...ai_l()aiﬂ...an

b:al...ai,llaiﬂ...an,

akkor



és mivel s = x&,

X(7(a)) = X(Tl(al) oo Tim1(aim1) Wi Tiga(@igr) - -Tn(an))
= Xk (Tl(al) e Ti_l(ai_l)ai+1 N (ln)
= Xs (Tl(al) oo Ticr(@im1) iy - an)

= X(Tl(al) oo Tim1(aim1) W Tiga(@igr) - .Tn(an)) = X(T(b)).

Ezzel bebizonyitottuk az allitast, ezaltal befejeztiik a Hales-Jewett tétel bizonyité-

sat.

2.3. Kovetkezmények
2.3.1. Allitas. A Hales-Jewett tételbdl kovetkezik a Van der Waerden-tétel.

Bizonyitas. Azt szeretnénk belatni, hogy létezik olyan w(k;r) € Z™, amire teljesiil,

hogy [1,...,w(k;r)] minden r-szinezése tartalmaz k-hosszti szamtani sorozatot. Le-

gyen w(k;r) = n(k — 1), aholn = HJ(r, k) a Hales-Jewett tételbsl. Tekintsiik az
= {0,1,...,k — 1} ABC-t, és legyen az f: A" — [1,...,w(k;r)] leképezés minden

r=(1,...,T,) € A" esetén a koordinatak Gsszege, azaz
f(l'):xl_i_._i_l'n

Az f leképezés segitségével definidlunk egy szinezést az A™ halmazon, x € A" szine

legyen f(z). Kénnyen latszik, hogy minden
L, = {T(O)a T(l)7 s 7T<k - 1)}

kombinatorikus egyenes egy k-hossz szamtani sorozatot ad, hisz f(T(i + 1)) és f(T(Z))
kozott a kiillonbség mindig a 7-beli x-ok szdméaval fog megegyezni, azaz ugyanannyi lesz.
A Hales-Jewett tétel szerint létezik monokromatikus kombinatorikus egyenes, amibdl

megkapjuk a monokromatikus k-hosszi szdmtani sorozatot.
O

A Hales-Jewett tétel segitségével altalanosabb struktirakon is egyszertien bizonyitha-

tunk Ramsey-tipusu allitdsokat, az alabbi példaban ezt fogjuk bemutatni.
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2.3.2. Definicié. A W C Z™ wvektorhalmaz homotetikus mdsolata a V' C Z™ halmaz-
nak, ha létezik olyan uw € Z™ vektor és 0 # X\ € 7 skaldr, melyekre igaz, hogy

W=u+AV:i={u+v:veV}
azaz létezik egy eltoldasbol és nyijtasbol dlle V- — W bijekcio.

2.3.3. Tétel. (Gallai-Witt) Vegyiik Z™ egy tetszéleges r-szinezését. Ekkor minden
V C Z™ wvéges részhalmaznak létezik eqy W C Z™ monokromatikus homotetikus mdsola-

ta.

Bizonyitas. Legyen V. = {vy,..., v} C Z™, tovabba n = H.J(r,t). Definialjuk az
f o V" — Z™ fiiggvényt, mint f(v) = vy + -+ + v,, ahol v = (vq,...,v,). Ekkor f
indukal egy r-szinezést a V" halmazon, ahol x(v) = f(v) € Z™.

A Hales-Jewett tétel szerint ekkor olyan 7 = 7y ... 7, gyok, mely esetén az
L, ={1(v1),...,7(v))} C V"

kombinatorikus egyenes monokromatikus. Legyen a = {i : 7; = x} indexhalmaz és
A = |a| # 0, hisz az ellentmondana annak, hogy 7 gyok. Valasszuk meg az u € Z™

vektort, mint w = > _._ v;. Ekkor definicié szerint

Fr(v) =D vi+ > vy =u+ ;.

i€ ¢

1€

Ebbél kévetkezoleg

f(L,) = {f(T(Ul)),...,f(T(Ut)) ={u+v; : j=1,...t}
egy monokromatikus homotetikus masolata V-nek.
OJ

2.3.4. Tétel. Tetszileges r, k € N természetes szamokhoz létezik olyan S C N részhal-
maz, hogy S-ben nincs k+1 hosszi szamtani sorozat, de S minden r-szinezése tartalmaz

k hosszi monokromatikus szdmitani sorozatot.

Bizonyitas. A 2.3.1 allitas bizonyitasanak jeldléseit hasznaljuk, illetve jeloljiik p-vel a

legkisebb k-nal nagyobb primet. Tekintsiik azt az f: A™ — N leképezést ahol
(@1, 29, -, n) € A" = 2y + @op + 3p” + .+ 2p"
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és legyen S az f értékkészlete. Az x; < p egyenlGtlenség miatt tetszéleges S szinezés
megad egy szinezést A"-en, és az ottani monokromatikus egyenes biztositja a k hosszu
monokromatikus szamtani sorozat létezését S-ben, akarcsak az el6z6 tétel bizonyitasa-
ban.

Most megmutatjuk, hogy S-ben nincs k£ + 1 hosszu szdmtani sorozat. Indirekt tegyiik
fel, hogy van ilyen, és a differencidja d # 0. Legyen j a legkisebb olyan helyiérték sor-
szama, ahol d p-es szamrendszerben valo felirdsdban nem 0 szerepel (az egyes helyiérték
sorszama 0, a p-es helyiértéké 1, és igy tovabb). Ekkor j < n, hiszen d < p". Most ha
tekintjiik a & 4+ 1 hosszii S-beli szamtani sorozat elemeit p-es szdmrendszerben felirva,
azt kapnank, hogy azok j-dik helyiértékén £k + 1 féle kiilonboz6 érték szerepel. De S de-
finicioja miatt a j-dik helyiértéken S-ben csak k féle érték allhat, ez az ellentmondéas

bizonyitja a tétel allitasat.
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3. fejezet

Altalanositott amobak

3.1. Az eredeti jaték kiterjesztései

Az améba, tradiciondlisan egy 3 x 3-as négyzetracson jatszott kétszemélyes jaték, me-
lyen a jatékoson felvaltva helyezik el a szimbolumaikat, melyek szokas szerint "X’ és 'O’.
A nyertes az, aki elGszor ér el egy horizontalis, vertikalis, vagy atlos 3-hosszi egyenest a
szimbolumaival. Ismert 4ltalanositasa ennek, ahol egy m X n racson kell k-hosszi egye-
nest elérni. Absztraktabb, de természetes kiterjesztése ennek, ha egy m; x --- x m,
n-dimenzioés racsra vissziik at a jatékot. A fejezet soran az m; = --- =m, =t € N eseti
kétszemélyes jatékokkal fogunk foglalkozni.

A jatéknak ekkor minden allasa izomorf [1,¢]" egy részleges 2-szinezésével. Ha ez tar-
talmaz monokromatikus k-egyenest, akkor nyer6 allasrol beszéliink. Ha ™ minden ele-
méhez hozzarendeltiink egy szint, de nem létezik monokromatikus k-egyenes, azt don-
tetlennek nevezziik. Nyilvanval6, hogy nem minden szinezés érhetd el a jatékbol, igy
érdemes megkiilonboztetni azokat a szinezéseket, melyeket megkaphatunk a jaték szaba-
lyait kévetve, ezeket fogjuk korrekt szinezéseknek hivni.

Az altalanositott amdéba, jatékelméleti terminoldgiaval élve, egy teljesinformacios ja-
ték, hisz példaul a pokerrel, vagy a fogolydilemmaéval ellentétben, itt minden jatékos
tisztaban van az el6z6 lépésekkel, a jaték jelenlegi allasaval, és a nyeréshez sziikséges
feltételekkel. Az aldbbiakban tesziink par meggondolést, melyek segitségiinkre lesznek
abban, hogy alkalmazzuk a Hales-Jewett tételt az altalanositott amébakra. Bizonyos ja-
tékelméleti tételeket nem fogunk teljes altalanossagban kimondani, ezek preciz alakjat

megtekintheti az olvaso |1]-ben.
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3.1.1. Tétel. (Zermelo) Minden véges, dontetlen nélkili, kétszemélyes teljesinformdci-

0s jatek esetén az eqyik jatékos létezik nyerd stratégidval.

Bizonyitas. Mindkét jatékos nyilvan nem rendelkezhet nyerd stratégiaval, hisz akkor a
végeredmény az lenne, hogy mindketten nyernek, amivel ellentmondéasra jutunk.

Az els6 jatékos véalassza azt a stratégiat, melyben meggy6z6dik, hogy a lépése utéan a
méasodik jatékosnak nem lesz nyerd stratégidja a jaték hatralévs részére. Ha ez nem le-
hetséges, akkor a masodik jatékosnak mar az elején volt egy nyeré stratégiaja. Ellenkez6
esetben az elsd jatékos stratégiaja nyereséghez vezet, hisz a feltevéseink szerint a jaték

véges, és nincs dontetlen allas.

Az, hogy egy jatékos minden korben a legoptimalisabb 1épést teszi, nem garantal-
ja, hogy nyer6 stratégiaval is rendelkezhet. Az altalanositott amébékra is igaz, hogy a
méasodik jatékos hidba jatszik 'tOkéletesen’, nem garantalt, hogy nyer, s6t, az alabbi is

teljesiil.

3.1.2. Allitas. Az dltaldnositott amébaban ha valaki rendelkezik nyerd stratégidval, ak-

kor az csak az elsd jdatékos lehet.

Bizonyitas. Egy altalanos stratégialop6 érvelést fogunk alkalmazni. Tegyiik fel, hogy

a masodik jatékos rendelkezik egy S nyerd stratégidval. Az elsé jatékos ekkor tesz egy
'X’-et, a tabla egy véletlen pontjara, amire a masodik jatékos valaszol egy S szerint elhe-
lyezett O’-val. Ha eltekintiink az els6 véletlenszertien elhelyezett 'X’-t6l, akkor az elsd
jatékos pont abban a helyzetben taldlja magat, mint a masodik az el6z6 korben: azaz
egyetlen ellenfél altal elfoglalt hely van a tablan.

Ekkor az els¢ jatékos alkalmazhatja hasonléan az S stratégiat - kivéve, ha az lenne a
kovetkez6 S-beli 1épés, hogy oda helyezzen "X’-et, ahova mar a jaték elején ezt véletlen-
szertien megtette. Ekkor ismét helyezzen el véletlenszertien egy 'X’-et, ekkor Osszesitve
van a tablan egy véletlenszertien elhelyezett "X’ és egy S stratégiat kovetd 'X’. Ha az
S stratégia kés6bb megkovetelné, hogy a véletlenszertien elhelyezett "X’ helye legyen a
kovetkezd 1épés, akkor ismételten elhelyeziink egy véletlenszerti "X’ -et.

Kovetve az S stratégiat, az elsé jatékos egy id6 utan elér egy nyerd poziciot (tovabba
maradhat egy véletlenszertien elhelyezett 'X’), ami ellentmond annak, hogy a mésodik

jatékos rendelkezett egy S nyerd stratégiaval, tehat ilyen nem létezhet.
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3.2. Dimenziokiiszob nyerd stratégia létezésére

3.2.1. Tétel. Mindent € N tablaméret esetén létezik olyan N = HJ(2,t), amire igaz,
hogy [1,t]N bdrmely 2-szinezése tartalmaz ty < t-hosszii monokromatikus egyenest, azaz
kellden nagy dimenzio esetén nem lehet diontetlen, igy az elsd jatékos rendelkezik nyerd

stratégidval.

Bizonyitas. A Hales - Jewett tétel szerint [1,¢]"Y barmely két szinezésében létezik mo-
nokromatikus kombinatorikus egyenes, tehat az [1,¢]V-en jatszott altalanositott amdba
nem végzédhet dontetlennel. Igy azonban a 3.1.2 allitds miatt a kezds rendelkezik nyerd

stratégidval.

A HJ(2,t) érték egy felss korlatot ad arra, hogy hany dimenzié sziikséges a nyerd
stratégia garantalasdhoz. Ismert, hogy az [1, 3] esetben létezik nyers stratégia, de le-
hetséges a dontetlen. A Hales-Jewett tétel Shelah-féle bizonyitasabol eredd fels korlat
szerint

HJ(2,3) <512+ 2" ~ 52410,

ugyanakkor ismert, hogy HJ(2,3) = 4. Ez azt jelenti, hogy 4-dimenzioban a 3 x 3-as
amébaban nem lehet dontetlen. Ugyanakkor ellenérzott, hogy korrekt-allast dontetlen
mar 3 dimenziéban sem lehetséges a 3 x 3-as esetben. Az aldbbiak egyszerd megkiilon-

boztetésére bevezetiink par jelolést.

3.2.2. Definicié. Legyen GH.J(t) a legkisebb pozitiv egész, amire teljesiil, hogy az [1,1]%H7®

dltaldnositott amdébaban létezik nyerd stratégia.

3.2.3. Definicio. Legyen N = HJyorrert(r,t) a legkisebb pozitiv egész, amire teljesiil,
hogy az [1,t]N halmaz dsszes korrekt r-szinezésében létezik monokromatikus kombinatori-

kus egyenes.

3.2.4. Definici6. Legyenck t,n € N. Az [1,t]" esetben rétegnek hivunk egy [1,t]" 1 -beli

d@lldst. Minden [1,t]"-beli pozicid pontosan t réteghdl dll.

3.2.5. Allitas. HJyomert(2,3) = 3, azaz nincs korrekt dontetlen a 3-dimenzids 3 x 3-as

amdobaban.
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Bizonyitas. Hasznaljuk a tradicionalis 'XO’ jelolést a két jatékosra. Tudjuk, hogy csak
2 darab dontetlen allas létezik az [1,3]? jatékban forgatas, tiikrozés és csere erejéig,

ezek:

O X O X 0 X
1) |X 0o X 2 |0 X X
X 0 X O X O

Tudjuk, hogy [1,3]* 3 réteggel rendelkezik, legyenek ezek sorra (1,2,3). Ezek mindegyi-
ke dontetlen allasa kell legyen, tovabba az egyesitésiik se tartalmazhat monokromatikus
egyenest. Els6 lépésben tegyiik fel, hogy az els6 réteg (1) feleseréltje, méasodik lépésben
pedig azt, hogy a masodik réteg kdzépss eleme 'O,

Ekkor ha el akarjuk keriilni X nyereségét, a (1) kovetkezs forgatasat kell 3. rétegnek

véalasztanunk:

X O X X 0 X
1) lo x o 2 | o |3 X 0 X
O X O O X O

Konnyt ellenérizni, hogy ekkor barhogyan is valasztjuk meg a masodik réteg elemeit,
elkeriilhetetlen a nyert allas. Hasonloan jarunk el, ha az els6 esetben egyéb dontetlen

allasbol indulunk, vagy a masodik lépésben ’X’-et, valasztjuk, mint kozéps6 szimbolum.
O

Altalanossagban is igaz, hogy egy korrekt déntetlen [1,t]"-ben el6all, mint ¢ darab
korrekt dontetlen réteg. Megvizsgaljuk az n-dimenzioban 1év6 korrekt dontetlenek szé-
mat, majd adunk egy als6 korlatot GH J(t)-re. Ehhez sziikségiink lesz par ujabb defini-

ciora.

3.2.6. Definicid. Két dllast ekvivalensnek tekintink, ha azok forgatdsokkal, tikrézések-
kel, valamit cserékkel (X — O,0 — X) egymdsba vihetdk. Legyen ~ az ekvivalencia
jele.

3.2.7. Definicié. Legyen D.,, az [1,t]"-beli korrekt dontetlenek ~ alatti ekvivalencia-

osztdlyainak halmaza, tovdbbd legyen dy,, = |Dyy|.
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Tehat fentebb belattuk, hogy ds3 = 0. A Hales-Jewett tételbdl pedig kovetkezik,
hogy minden ¢ € N szdmhoz 1étezik olyan ng korlat, hogy minden n > ngy esetén
di, = 0.

A Dy, C [1,¢]" halmaz elemeit egyszer(i empirikus konstrukcioval elgallithatjuk. A
t = 1 esetben nyilvanvald, hogy mik lesznek az elemek. Az altalanos D,,, esetben pe-
dig vegyiink ¢ nem feltétlenil kiilonboz6 réteget D, ,,_1-b6l, majd ezeket sorba illessziik
egymas mellé. Ha az igy kapott A € [1,¢]" allas (korrekt) dontetlen, akkor bevessziik
Dy ,-be, ha nem, akkor elvetjiik.

Az [1,t]" halmaz 2-szinezéseinek szdma 2'". Ezek koziil

< L(tz;/ 2] )

szinezés korrekt. Altalanossagban is igaz, hogy r szin esetén a korrekt szinezések szama

(L(t::/w) (tn &tE(f;ﬁf TJ) - (tn : (Ttén?/ijtn)/rg - U (tn _Lét?%(/?/ﬂ)’

ahol a ki nem valasztott pontok kapjak az r. szint. Ismét téve egy optimista feltétele-
zést, miszerint 1 lépésben el tudjuk donteni egy korrekt allasrol, hogy dontetlen-e, mar
at=4,n=4esetben 5-77-107 legalis 4llas van, melyet ellendrizniink kéne.

Az also korlatrol Hales és Jewett eredeti publikdciojukban [4] az alabbit fedezték fel,

melyet bizonyitas nélkiil kozliink.

3.2.8. Tétel. Hat pdratlan ést > 3" — 1, vagy t pdros ést > 2" — 2 akkor a md-
sodik jdatékos rendelkezik dontetlent hozo stratégidval az [1,t]" kétszemélyes dltaldnositott

amdobaban.

Ha a masodik jatékos rendelkezik dontetlent eredményezd stratégiaval, akkor az els6
jatékos nyilvan nem rendelkezhet nyerd stratégiaval. A tételt atfogalmazva azt kapjuk,
hogy az [1,t]" kétszemélyes altalanositott amébaban nincs egyik jatékos szaméara se nye-

r6 stratégia, ha:

e t =1 (mod 2) esetén

In(t+1
(231 e MO,
In(3)
e t =0 (mod 2) esetén
t>2M -2 «— ln(75—+2)—12n
In(2)
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Hogy egységessitsiik majd a korlatokat, tegyiik meg az aldbbi egyszeri észrevételt:

3.2.9. Allitas. Minden t > 2 egész esetén

In(t+1) In(t+2)

In(3) n(2) !

In(t+1)
In(3)

Bizonyitas. A t = 2 esetben egyenl6ség all fenn, pedig nyilvanvaloéan lassabban

novekszik, mint hiff(;f ) ezt kbvetSen.

3.2.10. Megjegyzés. Az altalanossag végett jegyezziik meg, hogy nem sziikséges a
t > 2 esetre szoritkoznunk, hisz D, = () minden n € N esetén, mivel [1,2]?-ben ~ alatt

csak az aldbbi két allas létezik:

X X
O O

X 0O

(1) O x

(2)

Y

melyek koziil egyik sem dontetlen, igy nincs olyan réteg, amibdl épiteni tudnank

Dg,n+1-et.

Mint mar emlitettiik, nyerd stratégia létezése garantalt, ha nincs korrekt dontetlen
allas, de mint azt lattuk (hivatkozés)-ben, a nyerd stratégiabol nem kovetkezik, hogy

nem lehet korrekt dontetlen. Az eddig belatottakat a kovetkezs tételben foglaljuk Ossze:

3.2.11. Tétel. Egy [1,t]™ kétszemélyes dltaldnositott amdba esetén létezik az elsd jdté-
kos szamdra nyerd stratégia, ha n = GHJ(t), ahol:

In(t +1)

HI() < Hporrere(2.1) < HJ(2, 1 .
1n(3) <G J()_ Ji kt( ) J( )<OO

Habar rengeteg optimalizalt algoritmus létezik ezen értékek keresésére, a szamitogeé-
pek jelenlegi kapacitdsa nem ad lehetGséget arra, hogy ezen kiiszobszamok pontos érté-

két meghatarozzuk.
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