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1. Bevezetés

Felmeriilhet benniink a kérdés, hogy vajon miért éppen a Facebook a legelterjed-
tebb kozdsségi halozat szerte a vilagon. Biztosak lehetiink benne, hogy amikor elindult,
szamos mas, teljesen hasonlo lehetGségeket kinalo szolgaltatés is elérhetd volt az inter-
neten. Miért van az, ha tobb hasonlé tulajdonsagu termék koziil valamelyik sokkal
népszertibbé valik, akkor a tobbi versengének mar vajmi kevés esélye van megforditani
ezt az allapotot? Dolgozatom témaja — tobbek kozott — ilyen és ezekhez hasonlo folya-
matok modellezését kivanja bemutatni. Az urnamodellek meglep&en sokféle kiillénb6z6
teriileten hasznalhatoak. Kozgazdasagtanban, statisztikai eljarasokban, genetikdban,
az informatika teriiletén kiilonféle algoritmusok illetve adatszerkezetek vizsgalataban
és még szamos mas teriileten elterjedt modszernek szamit véletlen folyamatok model-
lezésére. Tobb szaz éve élt tudosok, tobbek kozott Huygens, de Mowvre, Laplace és
Bernoulli is hasznaltak miiveikben lényegében a modellt. Napjainkban a Polya-féle ur-
namodell elnevezés kering a koztudatban. Ez annak koszonhets, hogy a Pdlya Gydrgy
(1887-1985) hires matematikusunk vizsgalodott elsGként komolyabb szinten a témaval.

O egyébkent fertozések vizsgalatara szerette volna alkalmazni a modellt.

Tekintsiik a legegyszertibb valtozatat. Van egy urnank, melyben kezdetben egy fe-
hér és egy kék szint goly6 van. Hazunk egy golyot az urndbol. Ezutan visszatessziik azt,
amelyiket kihiaztuk, valamint betesziink az urndba még egy olyan sziniit, mint amilyet
hiaztunk. Majd Gjra huzunk, és hasonlé modon cseleksziink. A modell alapvets feltétele,
hogy minden benyulaskor ugyanakkora eséllyel hiizzuk ki az osszes golyot. Eszrevehet-
jiik, hogy a masodik hizaskor mar nagyobb eséllyel huzunk az egyik szintib6l, mint a
mésikbol, hiszen az egyik szinbdl 2, mig a masikbol csak 1 golyo lesz az urndban. Mar
ezen egyszeri esetre is érdekes eredményt kapunk, ha feltessziik a kérdést, vajon mi lesz
a golyok ardnya egymilli6 htuzas utan. A valasz az, hogy a fehér golyok aranya az Gsszes
golyok szamahoz képest az egyenletes eloszlashoz konvergal a [0, 1] intervallumon. Ez
azt jelenti, hogy ugyanakkora eséllyel lesz nagyjabol ugyanannyi goly6é a két szinbdl,

mint hogy az egyikbdél nagyon sok, a masikbol pedig nagyon kevés.

Szamos modon altalanosithatjuk modelliinket. Bevezethetjiik azt az altalanositast,
hogy kezdetben nem 1 — 1 goly6 van szinekbdl, hanem Wy fehér és By kék. Ezenkiviil
egy masik altalanositasi lehetGség, hogy egy fehér (ill. kék) golyod huzéasa esetén hogyan
jarjunk el, hany golyot adjunk hozza vagy akar vegyiink ki az egyes szinekbdl. A harma-
dik altalanositasi lehetGség, hogy hasznéalhatunk két szin helyett akar tébbet is. m szin
esetén igy egy m x m-es A matrixszal reprezentalhatjuk a folyamatot, ahol a méatrix
A; ; eleme megmondja, hogy egy . szind golyé htizasa esetén hany golyot tegylink az

urnaba a j. szinbdl.



A dolgozatban az urnamodellek konvergencia-tulajdonsagait szeretném vizsgalni. A

mi alapjat Hosam Mahmoud Pdlya Urn models [I3] cimi konyve képezi.

A fentebb emlitett altalanositési lehetGségek szerint haladunk a dolgozat soran,

majd pedig néhany alkalmazésat vizsgiljuk meg a kapott tételeknek.

A masodik fejezetben a kétszint esettel foglalkozunk. Belatjuk, hogy a Pélya-Eggenberger
urna esetén a fehér golyos htizasok aranya Beta eloszlashoz konvergél, melynek paramé-
tereit az urna kezdeti dllapota hatarozza meg. Megemlitjiik az altalanosabb, Bagchi-Pal

urndhoz kapcsolodo hatareloszlas tételt.

A harmadik fejezetben tovabblépiink az m szint esetre. Bevezetiink néhany feltételt
az urnakra, illetve az 6ket reprezentald matrixokra, melyek sziikségesek a kivant tételek
teljesiiléséhez. Erdekes eredmeényt fogunk kapni a hatareloszlas sziikségességéhez, mely

a matrix sajatértekeivel lesz kapcsolatos.

A negyedik fejezetben az el6z6 pontban kapott eredményeket hasznaljuk fel kiilon-
b6z6 adatszerkezetek tulajdonsagainak vizsgalatara. Normalis hatareloszlast kapunk a
véletlen névGs binaris faban a levelek szaméra, az AVL fahoz hasonl6 perem-kiegyensilyozott
faban a cserék szamaéra, illetve az m-aris faban a csticsok szamaéara. Az m-aris fa eseté-
ben érdekes eredményt kapunk, ugyanis a harmadik fejezetben kapott tételek csak az
m < 26 esetben hasznélhatoak, és valoban, latni fogjuk, hogy m > 27 esetén nem lesz

igaz az a tétel, ami m < 26 esetén igaznak bizonyult.

A dolgozat soran tobb esetben is szimuléciok segitségével kiprobéltam a kapott ered-
ményeket. A szimulaciokat Matlab programmal készitettem. A szimulaciok forraskodja

megtalalhato a Filiggelékben.



2. Urnamodellek két szin esetén

2.1. Polya—Eggenberger urna

El6szor tehat feltessziik, hogy az urnaban kétféle szind goly6d van, kék és fehér.
Elsgként a Polya-Eggenberger urnaval szeretnék foglalkozni. Minden esetben az adott
folyamatot a bevezetésben is emlitett szinszdm x szinszdm méreti matrixszal fogjuk

reprezentalni. Ez a Polya-Eggenberger urna esetében a kovetkezs:

()

Ez azt jelenti, hogy amennyiben fehér golyét huzunk, akkor s db fehér golyot tesziink
az urnaba, ha kéket htizunk, akkor pedig s db kéket. Ennek tehat specidlis esete a

bevezetésben emlitett legegyszeriibb eset, amikor s = 1.
Bevezetiink néhany jelolést:
— Wh, By: a fehér, ill. kék golyok szama kezdetben,
— W,, B,: a fehér, ill. kék golyok szama n hizas utan,
— S, a golyok szama az urndban n htzast kdvetden,

— Wy, B a fehér, ill. kék golyos huzasok szdma n hiizas utan.

n?

Célunk meghatarozni, hogyan viselkedik az egyik szin altali htizasok aranya, tehat
WT"*, ehhez elészor azt kell meghataroznunk, hogy mi a valbésziniisége annak, hogy k

fehéret hazunk n hazasbol.

2.1. Allitas. Legyen W a fehér hizdsok szama n hizdst kdvetden a Polya-Eggenberger
urnabol. Ekkor

% . n Wo(W0+S)...(W0+(k—1)8)Bo(Bo+8)...(Bo+(n—k—1)8)

n—k—1

k—1
[IWo+3s) TT (Bo+is)
7=0 7=0

-()—




Az allitas bizonyitasa egy érdekes tulajdonsagra is rdmutat.

Bizonyitas. Tekintslink egy adott hizasi sorrendet a szinek alapjan, ami megfelels,
tehéat k fehér és n — k kék szind huzast tartalmaz. Jelolje a fehér golyos huzasok sor-
szdmait 1 < iy < iy < --- < i, < n. Irjuk fel annak a valoszintiségét, hogy pontosan ez

lesz a huzasok sorrendje:

@.Bg—l—s. B0+(Z1—2)S W()
So S Sii—2 Sii—1
‘Bo—i‘(il—l)S. .B0+<Z'2—3)S.W()+S
Siy Sig—3 Si271
.B0+(Z'k_1—(k3—1))8' .Bo—i-(ik—k}—l)S.Wo—l—(kZ—l)S
Sz‘k,l Sik—2 Sik—l
Bo—i‘(ik—k)s B0+(n—]€—1)5_
Sik Sn,l =
n—k—1 k—1
1T (Bo+is) [TWo + js)
_J=0 j=0
- n—1
I13
j=0

Az egyenlet soronként egy-egy kihtuzott fehér golyok kozti kék golydkat mutatja. Ahogy
az egyenletbdl is latszik, ez a valészintiség nem fiigg az iy, s, ..., 4 indexektdl, tehat
feltéve, hogy k fehéret hiizunk az els6 n kisérletb6l, barmely k£ elemd kombinécionak
egyenld esélye van, hogy 6k legyenek a fehér golyok. Mivel (Z)—féleképpen tudjuk kiva-

lasztani a k& db indexet, ezért az allitast belattuk. [

Ezutan ratérhetiink a varhato értékre.

2.2. Allitas. Legyen W a fehér hiizdsok sziman hizdst kévetden a Pélya-Eggenberger
urndbol. Ekkor



cscs

Bizonyitas. A varhato érték definiciojat felirva:

k—1 n—k—1

= ~ H(Wo +7s) | (Bo + js)
EW;] =Y kPW;=k=>_ k(Z) j=0 _ i

k=0

Hasznaljuk fel a kdvetkezd, jol ismert azonossagot:

()= ()

Behelyettesitve az egyenletbe, illetve a nevez6t picit atalakitva:

j=1
-1 (n—1)—i-1
- ((Wo +5) +js) (Bo + js)
o WO <n — 1) j=0 j=0
S, l n—2
T (15 +9) +59)
§=0

Tekintsiik az utolsé Gsszeget, illetve azt a kisérletet, amikor (n — 1)-szer hiizunk

a kezdetben Wy + s fehér és By kék golyot tartalmazé Polya-Eggenberger urnabol.

Az Osszegben pontosan a kihuzott fehér golyok szama szerinti valoszintiségek vannak

Osszegezve, tehat a szumma értéke 1. Ezzel igazoltuk az allitast.

Megemlitjiik, hogy ezzel az urnaban 1évg fehér golyok szaménak varhatod értékeét is

meghatarozhatjuk:

W, =sWr+W, = E[W,]|=sE[W]+W,= ?sn + W
0

Tehat a varhato értéket az hatarozza meg, hogy kezdetben milyen ardnyban vannak a

golyok.



A kovetkezGkben a % hatarértékét szeretnénk megvizsgalni. Azt tehat mar tudjuk,

hogy a varhato értéke egyenld ‘gf—é’ -lal, viszont ennél tébbet is megtudhatunk.

A dolgozatban rendre fel fogjuk hasznélni a I' fliggvény kiilonbo6z6 tulajdonsagait.

Ezeket a kovetkezd lemmaék tartalmazzak.

2.3. Lemma. (Stirling-approximacié a I fiiggvényre) Legyen I' a szokdsos mo-
don definidlt gamma fiiggvény, T'(x) = fooo t*“te~tdt.  Ekkor Va,b € R-re:

=1 4 Oz ) (ha © — o).

2.4. Lemma. (Also, illetve fels6 becslés a T fiiggvényre) Legyen 0 < \ < 1, ek-

kor minden x > 0-ra a kovetkezd eqyenldtlenség dll fent:

2 < <(z+1)

A gamma fiiggvények tovabbi tulajdonsagai, illetve a fenti tulajdonsagok részletesebb
targyalasa megtalalhato az [11] cikkben.

2.5. Megjegyzés. AT fiiggvény egy masik hasznos tulajdonsagat is sokszor ki fogjuk

hasznalni, miszerint:

I'z)=(z—-1)I'(z—-1) Ve>1, ze€R.

Az elGkészitések utan ratérhetiink a tételre.

2.6. Tétel. (Eggenberger és Polya, 1923) Legyen W} a fehér hizdsok szama n

hizdst kévetden a Polya-Eggenberger urndbol. Ekkor:

ahol B a Beta eloszldst jeldli.

Bizonyitas. Irjuk fel a mar tobbszor is felirt valosziniiséget, annak az esélyét, hogy
k-szor hizunk fehéret. A szorzatban 1é6v6 Osszes tényez6t osszuk le s-sel, hogy aztan a
megjegyzéshen szerepelt formulat tobbszor egymés utan hasznalva, illetve a binomia-

lis egyiitthatot is atalakitva egy olyan formulat kapunk, amelyben csak I' fliggvények

9



szorzata, valamint hanyadosa fog maradni:

k—1 n—k—1
[TWo+3s) T (Bo+is)
]P)(W; _ k) _ <Z 7=0 — j=0 _
H(So +Js)
7=0

Jj=0 5
B I(n+1) (M k) T(B24+n—k) D()
CT(k+DP(n—k+1)  T(%o) (D) T(% +p)
Irjuk fel ennek megfelelsen % eloszlasfiiggvényét a 0 < x < 1 helyen:
W*
P( - §a:> =P(W,; < nx)
n
e T(n+1) (% 4 k) (B 4n—k) TI(%)
~T(k+DI(n—k+1) TI(%) I(2e) T'(% 4 n)
__TE 3 (F(H%) Cn—k+ %) T(n+1) )
() &\ T(k+1) T(—k+1) I(n+2)

Az egyszertibb szamolas érdekében tegyiik fel, hogy kezdetben kevés goly6 van az ur-

naban, vagyis, hogy @ < 1 teljesiil, igy pedig hasznalhatjuk a . Lemmét, hogy

W,

also, illetve felsG becslést nyerjiink T” eloszlésara. (A tétel természetesen a feltevés

nélkiil is igaz, ekkor egy masik, a[2.4] Lemmahoz teljesen hasonlo egyenldtlenséget kel-

lene hasznalnunk.) Az also, illetve fels§ becslésrdl belatjuk, hogy ugyanoda tartanak,
W’ﬂ

igy pedig megkapjuk s eloszlasat.

10



Also becslés:

(% <
n
[nz]
F(&) Bo Bo+Wo
> & (k+1)s *n—k+1)5 alm>
P(ET(2) kz:;
_ () leJ <k—|—1>501<n—k—|—1>35° 1
r)rE)n =\ n n

Wo Bo

-2, =0 eloszlasfiiggvénye az x helyen. Lassuk a

A kapott hatarérték pontosan a [3(

mésik becslést.

Felss becslés:

W*
(% <)

n
< F(% . o1 1 1 BotWo
STET %);k ST n—k)S Y4 1)

L(S2)  om \Meory S gy Moty 2
= Ty ( () (50)
L= () \n+1 ne=\n n
novoe, L(HEER) /xtwo—l(l £+ dt
RYCOINCON
Ugyanazt a hatarértéket kaptuk, ezzel igazoltuk az allitast. [ |

Ertelmezziik a kapott eredményt! Amint az mar a varhato értékbdl is kideriilt,
a keresett eloszlast a kezdeti helyzet hatarozza meg. Megjegyezném, hogy az s =
1,Wy = 1, By = 1 esetben visszakapjuk a mar bevezetésben is emlitett eredményt,

hiszen B(1,1) = U(0, 1), ahol U az egyenletes eloszlast jeloli.

11



A Polya-Eggenberger urnat szerettem volna szimuldlni, aminek az eredménye a [I}
abran (forrasfajl: ) lathaté s = 1 esetben, ez tehat azt jelenti, hogy olyat rakok
az urnaba, amilyet huztam. Kétféle kisérletet végeztem. ElGszor 1 kék és 1 fehér golyo
volt kezdetben az urndban (piros vonalak az abran), majd 2 kék és 1 fehér golyoval
inditottam a folyamatot (kék vonalak az &dbran). Minden kisérlet 200 behelyezett go-
lybig tart, és mindkét kisérletet 50-szer futtattam. A vastag szaggatott vonalak az 50

kisérlet atlageredményét jelzik.

Polya-Eggenberger urna (s=1) ket kiilonb&zo kiindulasi helyzethol
200

Egy kisérlet 200 betett golybdig tart

180
50-50 kisérlet
160
(1,1)-b8l indulék

o
B
[=1

(2,1)-b8l indulok

fehér golyok szama az urnaban

kék golyok szama az urnaban

1. d@bra. Polya-Eggenberger urna az (1,1) ill. a (2,1) helyzetbsl inditva

2.2. Bagchi—Pal urna

A kovetkezSkben szeretnénk altalanosabb esetet vizsgalni, ahol az urnit meghata-

A:(Zfl).

Ez tehét azt jelenti, hogy ha fehér golyot huzunk, akkor a fehér és b kék golyot helyeziink

rozo matrix a kovetkezs alaku:

az urnaba, ha pedig kéket hizunk, akkor ¢ fehéret és d kéket.

12



Néhany feltételt fel kell tenniink az urna viselkedésével kapcsolatban.

Az els6, hogy a matrix minden soraban a szamok Osszege legyen egyenls, azaz
a+b=c+d= R. Ez azt jelenti, hogy minden hizés utan a golyok szdma az urnaban

ugyanannyival ng.

A masodik feltétel, hogy legyen az urna fenntarthaté. Egy urna fenntarthato, ha
minden lehetséges hiizési sorrend esetén tudjuk folytatni a hizasi folyamatot. Ennek
ellenkezGje nyilvan akkor koévetkezhetne be, ha lennének a méatrixnak negativ elemei,
ami tehat azt jelenti, hogy kivesziink az urnabol valahany golyot valamelyik szinbdl.
Példaul, ha egy oszlopban két negativ szam szerepel, akkor garantalt, hogy nem fenn-
tarthaté az urna, hiszen minden egyes hiizas utan csokken a golyok szama az egyik
szinbdl. Egyszert szamolas utan megkaphatjuk a sziikséges feltételeit annak, hogy egy
urna fenntarthato. Ett6l a dolgozatban eltekintenék. E vizsgalodas megtekinthetd [13]

3. fejezetében.

2.7. Allitas. Legyen A = (2 %) a Bagchi-Pal urndt reprezentdld matriz. Ekkor az urna
fenntarthato, ha a kévetkezd feltételek teljesiilnek:

—0>0,c>0,
— ha a <0, akkor a osztdja Wy-nak és c-nek,

— ha d <0, akkor d osztdja By-nak és b-nek.

Ezenkiviil kizdrunk néhany tovabbi esetet. Kizarjuk, hogy a = ¢, hiszen ekkor az
urna viselkedése nem fiigg a huzott golydtol, hiszen ugyanaz torténik minden huzas

utan.

Kizarjuk tovabba, a b = ¢ = 0 esetet, illetve amikor b vagy c koziil az egyik egyen-
16 0-val. Az els6 esetben a Polya-Eggenberger urnat kapnénk vissza. A masodik eset
viszonylag méas megkozelitést kivan, Gouet foglalkozott vele [7], [8] cikkeiben, martin-

galokat hasznalva kapott normalis hatareloszlast a W, /n hanyadosra.

Belatjuk a fehér golyok szaméanak varhato értékérdl szolo tételt, majd kimondunk

egy normalis hatareloszlastételt bizonyitas nélkiil.

2.8. Tétel. (Bagchi és Pal, 1985) Legyen W, a fehér golyok szima n hizds utdn
a Bagchi-Pal urndbdl, melynek reprezentdcios mdtriza A = (¢5). Legyen a konstans

sorosszeq R. Ekkor:
c

E[W,] = b+c

Rn + o(n).
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Bizonyitas. Felirhatjuk a kévetkez6t:

Wi
P(Wn+1 = Wn + a]Wn) = S—,

W,

n

Irjuk fel a feltételes varhato értékeét W, 11-nek W, feltételre:

.
Sn

(Wn +a) + (l—%>(Wn+0)

E[Wa[Wo] = 5

_%+WHG+W+C_%_WHC_ pLe=¢
- S, S, " Su Sn S

)Wn + c.
Amibél kiévetkezik, hogy

a—C

S

E[W,ni1] = (1 + )E[Wn} +c.

A kovetkezGkben a terviink egy Z,, sorozat bevezetése, amelybdl vissza tudjuk kapni
a W, sorozatot és amelyrdl iterativ tulajdonsidga miatt belathatjuk, hogy o(n) nagy-

sagrendd, ujra a Lemmaéat hasznalva. Ezéaltal W, varhat6 értékét kaphatjuk meg

eredményiil.
Legyen
Zy =W, — ——8,.
b+c
Ekkor felirva Z,, 1 varhato értékét:
c
E[Z =E -
[ n+1] [Wn+l] b+ec n+1
a—c c
<+ Sn) (W] +c b+c(sn+a+b)
B a—c c c(b+c)—cla+b)
_<1+ 5 )E[Wn] b+cS”+ T
a—c c cla—c) (1)
(+ Sn) W2 b+cS” b+c
a—c c
=11 EW,] — ——5,
(1+5.5) (B - se)
a—c
=11 E(Z,].
(1+ 25 ez

Mivel tudjuk, hogy
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Cc

E[Wa] = b+c

Sn + E[Z,],

ezért a tétel igazolasahoz elég belatnunk, hogy E[Z,] = o(n).

Az el6bb belatott iterativ tulajdonsag miatt felirhatjuk a kovetkezst:

n—1
E[Z.] = Z [ (1 + “;C).
i=0 ’

Vizsgaljuk meg a szorzatot. A célunk, hogy végiil a Stirling-formula segitségével tudjunk

becsiilni:
nl a—c So+a—c Soy+R+a—c So+(n—1)R+a—c
I](t+ = :
i—0 Sz SO So+R SO—|—<n—1)R
So+a—c So+(n—1)R+a—c\/[1 1 1
= —R . E'—S(H-R . .—So—‘r(n—l)R
R R R
TS r(E)
L(35=)  T(n+%)

Igy tehat hasznélva Lemmaban bemutatott formulat:

Sota—c S
oo si)(3)

E[Z,] = <WO E— SO) = O(n(e=9/R),
bre <—SO+“> r (n + %)

R

Mivel b,c¢ > 0, ezért a — ¢ < R, igy E[Z,] = o(n). Tehat igazoltuk az allitast. |

Most méar ratérhetiink W) aszimptotikus eloszlasara. A hatareloszlasnak feltételei

lesznek, amelynek sziikségessége a dolgozat kovetkezd fejezetében valik vildgosabbé.

A normalis hatareloszlastételt nem bizonyitom. A bizonyitas megtalalhaté Chern,
Huwang és Tsai[5] cikkében. W momentumainak konvergenciiit vizsgalva halad bizo-

nyitasuk.

2.9. Tétel. (Bagchi és Pal, 1985) Legyen W,, a fehér golydk szima n hizds utdn az
Bagchi-Pal urndbol. Legyen a konstans sorosszeqg R. Legyen tovdbbd p = “%¢ > %

Ha p < L, akkor

27

W, —=Rn , beR(a — o)’
NG %N<O’<b+c>2<R—2<a—c>>)'
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, akkor

D=

W, — < Rn
= bte 4, N(o, @>,
vnlnn K

ahol N(p,0%) a p vdrhaté értéki, o® szérdsnégyzetd normdlis valdsziniségi vdltozot

jelols.

Erdekes, hogy a két esetben kiilonbéz6 normalast kell hasznaljunk, hogy nem elfajuld

hatareloszlast kapjunk.

Szeretnék néhany szot szolni a még nem vizsgélt, p > % esetrdl, illetve arrol, miért

is ilyen fontos ez a p hanyados.

2.10. Megjegyzés. Tekintsiik a Bagchi-Pal urna azon valtozatat, amikor b = c¢. Ekkor
persze kovetkezik, hogy a = d. (Ezt az esetet az irodalom Bernard Friedman urnanak
nevezi.) Legyen p = %=¢ > 2. Ekkor:
W, — B, Wy B
W= Bn 4, g <_07 _0>_

nr a  a
Erdekes, hogy teljesen mas eloszlast kapunk. Raadéasul az el6bbi két esetben az urnat

reprezentald matrix elemei hatarozzak meg az eloszlast, mig itt a kezdeti allapot a donté

fontossagiu. A megjegyzésbe leirtak bizonyitasa megtalalhato Freedman [6] cikkében.

2.11. Megjegyzés. Ha az A = (%Y%) matrixra igaz, hogy a + b = ¢ + d, vagyis a

sordsszeg konstans, akkor a matrix sajatértékei a — ¢ és a + b(= R).

Bizonyitas. Az (1,1)7 vektor jobboldali sajatvektora az (a + b) sajatértéknek, mig
(1, —1) baloldali sajatvektora (a — c) -nek. |

Visszatekintve a kimondott tételre, azt lathatjuk, hogy az eloszlas a két sajatérték
hanyadosatol fiigg, egészen pontosan akkor kaptunk normélis hatareloszlast, amikor
a nagyobb sajatérték legalabb akkora, mint a kisebbik sajatérték kétszerese. Valami
nagyon hasonlo feltételt fogunk kapni az altaldnositott, m szint esetben is, a kdvetkezd

fejezetben.
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3. Urnamodellek m szin esetén

A kovetkezGkben 2 szin helyett m szint golyok szerepelnek urnankban. Néhany
feltételt kikotiink az urnéval kapcsolatban, amelyek bevezetése utan szép tételekhez

juthatunk az urna hosszutava viselkedését illetGen.

Jelolje A; ; azt, hogy az . golyé hlzédsa esetén hany goly6t tesziink az urnaba a j.

szinbél.

3.1. Definicidé. FEgy rendszert tébbszind urnamodellrendszernek neveziink, ha a repre-

zentdcios mdtrixa:

Al 1 A1,2 Al m
A — A271 A.2,2 A2,m 7
Am 1 Am,2 Am m

Indexeljiik a matrix sajatértékeit a valos résziik nagysaga szerint:

RN =R > 2 R\,

Most bevezetiink néhény feltételt, melyek sziikségesek lesznek késébb a konvergen-

ciatétel teljestiléséhez.

3.2. Definicidé. Egy tibbszini urnamodellt kiterjesztett urnamodellrendszernek neve-

zink, ha teljesiilnek az aldabbi feltételek:

(i) Az urnarendszer fenntarthatd.

n

(i) A mdtriz sorosszege konstans: g A, j = const.
J=1

(7ii) A A\i-hez tartozo baloldali sajdtvektor minden koordindtdja szigorian pozitiv.
(ZU) §R>\2 < %%)\1

3.3. Megjegyzés. Szeretném megemliteni, hogy még ennél is tovabb altalanosithato
az urnamodell, hogyha a fentebb emlitett A matrix elemei (egészértékii) valoszintiségi
valtozok. Ekkor a tovabbi vizsgalodashoz varhato értékek matrixara kell feltenniink,
hogy konstans legyen a sordsszeg. Sziikséges tovabba, hogy a valosziniiségi valtozok
véges szorasnégyzetiiek legyenek, illetve, hogy az egy sorban taldlhatd valoszintiségi
valtozok fiiggetlenek. Fzen feltételek mellett a fejezetben taladlhato hosszabb szamolés

teljesen hasonléan levezethetd.
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Ez a definici6 Smythe [I5] 6tlete volt, az alabbi bizonyitasok is az & nevéhez kothetsk.

Tobbféleképpen is probalkoztak a torténelem soran az effajta altaldnositasaival ur-
namodelleknek. Athreya és Karlin [I] cikkiikben példaul teljesen hasonlé megszorita-
sokat hasznaltak, viszont 6k feltették még azt is, hogy a méatrix diagonalis elemei nem
lehetnek —1-nél kisebbek.

A kovetkez6 szamolasok célja megmutatni a kiterjesztett urnamodellek aszimpto-
tikus tulajdonsagait, a matrix sajatértékei segitségével. Bizonyitast fogunk nyerni az
el6z6 fejezetben kimondott eredményre, mely teljesen més megkozelitést hasznalt a

bizonyitas soran.

3.4. Tétel. (Smythe, 1996) Tekintsink egy m szind kiterjesztett urnamodellrend-
szert. Legyen v = (v1,vs,...,Uy) a A\ sajdtértékhez tartozd bal oldali sajdtvektora a
reprezentdcios mdtrixnak. Vilasszuk v-t olyannak, hogy a koordindtdk dsszege 1 le-
gyen. (Ez megtehetd, hiszen (iv) feltétel szerint a bal oldali sajdtvektor minden koor-
dindtdja pozitiv.) Jeldlje C;,, az i. szind golydk szamdt az urndban n hizdst kévetden

(i=1,...,m). Ekkor
Oz',n

n

p
— )\1’01‘.

A tétel bizonyitasa soran az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a matrix Osszes

sajatértéke valos, illetve, hogy a jobboldali sajatvektorok linedrisan fliggetlenek.

A tétel akkor is igaz, ha a sajatértékek komplexek, viszont a bizonyitéas igen bonyo-

lultta valik ebben az esetben, mely megtalalhato Smythe [15] cikkében.

Ne feledjiik el, hogy kiterjesztett urnamodellrsl beszéliink, tehat teljesiil, hogy
1
Jelolje rendre wq, us, ... u, € R™ a A, X, ..., A, sajatértékekhez tartozo jobboldali
sajatvektorokat.

Legyen F; az els6 ¢ hiizés altal generalt o-algebra.

Hasznaljuk a tovdbbiakban a C,, = (C},, Cop, ..., Crun) ' jeldlést, illetve a matrix
i-edik sordnak j-edik elemét jeldlje a;;, mely tehdt azt mondja meg, hogy ha i-edik

szini golyot hizunk, akkor hdny golyot tesziink az urnaba a j-edik szinbdl.

Definialjuk az X,, sorozatot a kivetkezGképpen:
X, = uy C,.

Xn
A bizonyitas elsé felében szeretnénk belatni, hogy — 2 0.
n

18



T stz

sajatértéket irnank Ai-en kiviil, akkor ugyanazt az eredményt kapnank, hiszen egyediil

azt fogjuk felhasznalni, hogy A\, < %/\1.

Irjuk fel X, és X,,_4 kiilonbségnek varhato értékét F,,_i-re nézve.

E[Xn - Xn—1|]:n—1] = E[Xn|fn—1] - X

=E [U;I—Cnyfnfl} - X

= E Z Ugj)ijL/—‘.n_l] — Xn—l
j=1
=Y W R(C)alFat] — X
j=1
kn—1
= Zué]) <C]7n_1 —|— ZakJ Sn — 1) - Xn—l
7j=1 k=1
- 3 ((Sota) Ger) i
- n—1
j=1 k=1 j=1
a1 Qa1 ... Qm1 Cl,nfl
1 ai2 Q22 am,2 C2,n71
=AXnp1+t 5 — < ugl)v s 7uém) ) . . . - An—-1
Sn—l
al,m a2,m v am,m C’m,nfl
1
= X1 — u;ATOnfl — Xn1
Sn—l
Ao
= Xo_1.
Sn—l !

Definialjuk a kovetkezdstéleképpen az M, sorozatot:

A
M, =X, — <1 4 2 )Xn_l.
Sn—l

Az el6bbi szdmolés miatt az M,-ek martingaldifferenciak, azaz E[M,|F,,_1] = 0.
Ezutan definialjuk az N,, sorozatot az M; differenciak linearis kombinacidjaként, a

becslés hibajat pedig jelolje e,,.

Nn = zn:’}/z,an = Xn + €n

i=1
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Célunk olyan v, ,, egyiitthatokat talalni, hogy a hibatag o(n) nagysagrendd legyen.
3.5. Allitas. Meg tudjuk gy vdlasztani a Vi egylitthatokat, hogy €, = o(n) teljesiljon.

Bizonyitas. Vegyiik szemiigyre az N,, Osszeget, irjuk fel forditott sorrendben a tago-
kat:

Nn =Tn,n (Xn - (]. + L>XTL—1) + Yn—1,n (Xn—l - (]- + A2 )Xn—2)
Sn—1 S,

n—2

A
+"'+71’”(X1_(1+S_2)X0) =X, +¢en.
0

Legyen 7, , = 1, hiszen ekkor kapunk X, -et, majd sorban allitsuk be a v,,—1,,, Yn—2.n, - - - » Vin
egyiitthatokat ugy, hogy X,,_1, X,,_1, ..., X7 egyiitthatoi az 6sszegben az Gsszevonasok
utan 0 -k legyenek:

A
—Tn.n (1 + 2 ) + ’Ynfl,anfl = 07
Sn—l

amibdl kovetkezik, hogy

— 1 + )\2

fYnfl,n - Sn_l

Irjuk fel X,,_, egyiitthatojat:

A2

~Yn-1n | 1 n—2mn — 07
Tn—1, ( + Sn2> + Tn-2,

amibdl kovetkezik, hogy

)\2 )\2 )\2
n—2n — 1 a— n—1n — 1 1 .
k 8 ( * Sn2> i b ( * SnZ) ( * Snl)

Hasonloan folytatva adédik, hogy

n—1

H Ao

wn — 1 - |-

T =1 ( i Sj)
j=i

A hibatag a maradék, vagyis

A o A
Ep = _’Yl,n (1 + S—z) XO = H <1 + S—Z)XQ
J

=0

Ne feledjiik, hogy a A\ egyenl§ a sorOsszeggel, vagyis minden hiizas utan \; 4j golyo

kerill az urnaba. Kihasznalva ezt a kovetkez6 adédik:
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r(%ﬁ) F<n+

Mivel a feltevésiink az volt, hogy A» < 3, igy valoban igaz, hogy €, = o(n). [

Ezutdn mar ratérhetiink X, /n vizsgalatara.

3.6. Allitas. Tekintsiik a fentebb definidlt X,, sorozatot. Ekkor
Xn

— 50
n
Bizonyitas.
Jegyezziik meg, hogy E[N,| = 0.
Ha belatjuk, hogy D?[N,, /n] korlatos, azaz D?|N,,] < Kn, akkor hasznélva a Csebisev-
egyenlGtlenséget adodik, hogy

n

p(N

n

Kn
>¢c| < 3,2 — 0
Ha pedig tudjuk, hogy N, /n £ 0, akkor mivel belattuk, hogy ,/n 2 0, ezért

Xn Nn_ n
oo SN
n n

Tehat elég belatnunk, hogy D?(N,,) < Kn valamilyen K > 0 szadmra.

n 2
D2(N,] = E[NZ) = (- %)
=1
_E [ S 2, Mf} n 2E[ S i MM
i=1 1<i<j<n

Az 0Osszeg masodik tagja 0, hiszen a martingaldifferencidk ortogonélisak egymasra,

ugyanis
E[yinYjn M M;] = ]E[E[%,n’Yj,nMiMjV:i]] = YinVjnl [MiE[Mj“Fi]} =0
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Az els6 tag megvizsgalasa el6tt becsiiljiik felilrsl | X, |-et.

— ugl)C’Ln -+ U mn

’I’L

m
1 2 m

<3 || Cpn < (|u;>|,ru§’\,...,\u§ ) S,

j=1
= max (Jug" ], [, [6§"]) O + o)

1) (2) (m) ,

<max (|us |, Jus ], ..., Juy ') (Ain+ Ain)  ha n elég nagy
— 2 max (|ug1>y, W, .. |ugm>y) A = K'n.

Vizsgaljuk meg a v;, egyiitthatok nagysagrendjét, hasonléan, ahogyan korabban
az &, hibatagot becsiiltiik, hasznalva a [2.3] Lemmat:

H]/\1+So+/\2 _ﬁj"’SO-H\Q

S
= JA +So el v

- <i+—50;A2> <i+1+—50§2> (n— 1+—50;A2>
(i+f—f)<i+1+§—§>...(n—1+§—g)

D(ns o) 1ot )

F<n+f—?> F<i+—5°jf2>

= (3) o,

1
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Most mar készen allunk az 6sszeg kibontasara:

B[ o200 = A2 B
=1 =1

- Mo X1\
i=1 Si-1

X, 1 \?
- Xi1| — >\2ng,_111’> ]

n
<> ,E
=1

T MK G—-1) \
SZ%’" (!%T (e )q(l—(—l)—i—»)g()>]

; MNK'(i—1) \?
s () s () S

n
%) < Zvﬁn
=1

1<i<m 1<i<m,1<j<m

n
" 2
SK Z f)/i,n
i=1

n n )\2/)\1 2
:K”Z (<—) + O(n)‘Q//\l_l)>
7

i=1
2Xa/A1—1

S (7 0By s ouen)|

i=1

:KWTL,

ahol a (%) egyenlGtlenségnél azt hasznaltuk fel, hogy egy 1épés alatt barmelyik szinbél

maximum max  |a; ;| 6 goly6 keriilhet az urnaba.
1<i<m,1<j<m
Ezzel belattuk a kivant allitast. |

Megjegyezném még egyszer, hogy e hosszas szamolas barmelyik més sajatértékre

igaz, tehat tudjuk, hogy

-
u; C, .
LB, 2<i<m esetén.
n

Most mar ratérhetiink a Tétel bizonyitasara.

Bizonyitas. Mivel feltettiik, hogy a jobb oldali sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek,

ezért egy tetszbleges y € R™ vektort felirhatunk azok linearis kombinaciojaként:
Y = 0qUy + U + ++ + QU
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Vizsgaljuk meg ekkor a vy skalaris szorzatot.
VY = VUL + VU + * -+ + QA VU, .-
Vegyiik észre, hogy az els§ tagon kiviil mindegyik tag 0, hiszen 2 < i < m esetén
Mo, = VAu; = Ao,

teljesiil, és mivel tudjuk, hogy \; # \; ezért sziikségképpen vu; = 0.
Igy tehat
vy = oaqvug = aqo(1,1, .., 1) T =g (v F oo+ F ) = ay
tekintve, hogy v-t tigy valasztottuk meg, hogy a koordinatak Osszege 1 legyen.
1
Vizsgaljuk meg —yC,, hatarértékét:
n

1
—yC, = %(17 o 1)C’n + %U;On 4t _u C
n n n

1 (6

A S
= ln—ﬂyv—%%u;CnvL —i——uTC

B XNyv 4+ 04+ 0= \yo.

Mivel y tetsz6leges R™-beli vektor volt, allitsuk y-t tgy, hogy az ¢. koordinataja
legyen 1, a tobbi pedig 0. Ekkor a

C’L’,n

ﬁ) )\1"02'
n
osszefiiggéshez jutunk, mely pontosan a Tétel allitasa volt. [
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4. Urnamodellek alkalmazasa az informatikaban

MeglepGen hangozhat elsére, de az informatikdban, adatstruktirak aszimptotikus
tulajdonsagaira, azon beliil is legf6képp a keres6fak vizsgalatara alkalmas modell lehet

a Polya-féle urnamodell.

A keres6fak kozos tulajdonséga, hogy kezdetben iires fabol indulva adjuk hozza a
csiucsokat egyenként a fahoz. Egy cstcsot bévithetének neveziink, ha még tudunk ala ]
csicsot beilleszteni. Mindig egy bévithetd csiicsot kivalasztva adjuk hozza az 1j elemet
a fahoz, amely utan a beillesztett csiicsot a felette allo gyerekének nevezziik. Van egy
rendezési relacio értelmezve a csicsok halmazéan, ennek megfelelGen illesztjiik be az

elemeket az aktualis faba.

4.1. BinAris fa

A binaris fa a legismertebb kereséfa. A kereséfak adatok tarolasara szolgalnak.
Minden adat rendelkezik egy sajatos kulcesal, mely szerint rendezni tudjuk az adatokat.

A keres6fak célja, hogy gyorsan tudjunk keresni az elemek kozott.

A binaris fa egy egyszert tarolasi elvet valosit meg. A legelsd elem az un. gyokérelem.
Ezutan a kovetkez6 elemeket az tn. kisebb balra, nagyobb jobbra elv szerint helyezziik
be a faba. Minden csticsnak két gyereke lehet, egy jobb oldali, illetve egy bal oldali. A
faban a beillesztési tulajdonsag miatt minden cstcsra igaz, hogy nagyobb a téle balra
1év6 leszarmazott részfa Osszes cstucsinal, és kisebb a téle jobbra 16v6 részfa cstcsainal.

Itt a kisebb, illetve nagyobb értelemszeritien a kulcsok szerint értendd.

A fak novekedésérdl azt tessziik fel, hogy a beillesztendd cstucsok egy véletlen per-
mutaciodja szerint illesztjiik be az elemeket a faba, azaz n beillesztendd csiics esetén
mind az n! permutacioé egyenlGen valoszinid. E feltevés a valos életben is szamos eset-

ben megfelels lehet a modell épitésekor.

Egy fa véletlen novekedését urnakkal pedig a kovetkezGképpen tudjuk szimulalni.
Minden esetben az alapfeltevésiink az, hogy az 0sszes beszirandé hely koziil egyet va-
lasztunk véletleniil, és oda szurjuk be a kdvetkezd elemet. Tehét a golyok a beszarandé
helyeket fogjak reprezentélni. Az, hogy mi alapjan kiilonboztetjiik meg e golyokat (azaz

mi alapjan lesznek a szinek kiosztva), az az adatszerkezettdl fiigg.

Konnyen meggondolhato, hogy az ilyen modszerrel novesztett fa pontosan megfelel

.0,

Az allitas bizonyitasa megtaldlhatoé Knuth [10] kényvében.
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A binéris fa esetében a korabbi fejezetekben belatott tételek segitségével becslést
kaphatunk a levelek szadméara a faban. A fiban a beszirandé helyek kétféle tipustak
lehetnek. Az elsé tipus, amikor egy olyan csics ala szurjuk be az aktualis elemet, akinek
nincs még gyereke, mig a masodik tipus, amikor egy olyan cstcs alé szurjuk be az ele-
miinket, amelynek van gyereke. A2l abran talalhato egy példa, a 6,8,2,5,1,7,3,4,10,9
elemek beillesztése utani allapot lathat6. Az els6 tipusu beszirandé helyek piros, mig

a masodik tipustak kék szinnel vannak jel6lve.

A AAN
A A

2. dbra. A 6,8,2,5,1,7,3,4,10,9 csicsok beillesztése utani dllapot. A szines csicsok felelnek

meg az urndban taldlhato golydknak, amik tehdt o lehetséges beszirdsi helyeket reprezentdljdk.

4.1. Tétel. (Devroye, 1991) Jeldlje L, a levelek szamdt egy n csicsi véletlen bind-
ris faban. Ekkor

L —1n d 2
-n" 3 =
%./\/'(0,45)

Bizonyitas. Jelolje W, a piros csicsok szamat a faban (a W jelolés nyilvan a fehér

szinre utal, viszont eddig ezt a jelolést hasznaltuk), B, pedig a kék cstcsok szamat.
Vizsgaljuk meg, mi torténik ha az egyik, vagy masik tipusa csticsot valasztjuk be-

szirandoé helynek. Ha egy piros csiicsot valasztunk, akkor &, illetve testvér csticsa nem

lesznek a tovabbiakban piros cstucsok, a testvér cstucsa kék csiicesa valtozik, illetve ne
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feledjiik, hogy keletkezik 2 1j piros cstcs a valasztott csics alatt. Ha kék cstcsot valasz-
tunk, akkor ¢ megsziinik kék lenni, illetve alatta keletkezik két piros cstcs. Igy tehat

fel tudjuk irni az urnamodell reprezentacios matrixat:

~(2h)

Ezutan pedig a[2.9] Tételt hasznalva fel tudjuk irni a piros golyok szaméanak hatarel-

oszlasat:

W, — 2
LA TRV
Vn 45
Mivel tudjuk, hogy ha k piros csics van a faban, akkor pontosan k/2 levele van a fanak,

igy W, = 2L,,, amibdl kdvetkezik az allitas.
|

Szerettem volna meggy6z6dni a kapott formularol, igy szimuldltam véletlen nové
binaris fakat. A kapott eredmény szemléletesebb bemutatasa érdekében a tételt a ko-
vetkez6 formaban hasznaltam:

1 4 2
Ly =205 N (0, 2n),
3 45
mely ekvivalens alakja a kapott formulanak.

A 3] abran (forraskod: is megfigyelhetjiik, hogy milyen kis szorast az eloszlasa

a levelek szdméanak. 3000 behelyezett elem utan mind a 4 kisérlet esetében kevesebb,

mint 10-zel tért el a varhato értéktdl a levelek szama, azaz 990 és 1010 kozott volt.
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3. dbra. Véletlen novd bindris fa négy szimuldcidja 3000 behelyezett elemig. Az y tengely
megmutatja, hogy mennyivel tér el a levelek szama az dsszes elem harmaddtsl. A piros gorbe

az elméleti szdrdst dbrdzolja.

4.2. Perem-kiegyensiilyozott fa

A perem-kiegyenstlyozott fa nagyon hasonlit a jobban elterjedt AVL fahoz. Az AVL
faban minden csicsra igaz, hogy a bal oldali illetve a jobb oldali leszarmazott részfa ma-
gassaga maximum 1-gyel tér el egymastol, més szoval, a cstcs kiegyenstlyozott. Minden
beillesztés utan leellendrizziik, hogy valamelyik cstcs kiegyensiilyozatlanna valt-e, és ha
igen, akkor elvégziink egy egyszerii atalakitast, mely utan tjra kiegyensilyozotta valik
a fa. A perem-kiegyensilyozott fa esetében csak akkor hajtunk végre cserét, ha a levél
koézvetlen kérnyezetében alakult ki a nem kivant tulajdonsag, azaz hogyha a beillesz-
tett cstcs sziil6jének sziilgje valik kiegyenstlyozatlanna. Az urnamodell segitéségével

normalis hatareloszlast kaphatunk a cserék szamara.

Ebben az esetben 3 kiilonb6zd tipusa lesz a beszarandd helyeknek. Az elsd tipusi
helyek azok, ahol a csidcsnak, ami ald be szeretnénk illeszteni, van testvére, azaz a
sziil6jének 2 gyereke van. Ezek a cstcsok a kiegyenstulyozott allapotot jelentik. Piros
szinnel vannak jelolve a 4] abran. Ha kivalasztunk egy elsG tipusi (tehat piros) csticsot
és oda illesztiink egy elemet, akkor a kivalasztott hely testvére kettes tipusuva valik,
mig az 0j csucs alatti két besziurandé hely harmas tipusa hellyé valik. A kettes tipusu

helyek kék szintiek, mig a harmas tipustak zéldek az dbrékon.
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4. dbra. Csics beillesztése a perem-kiegyensulyozott bindris keresdfdba.

Lathato az abran, hogy cserére a zo6ld cstucsok valasztasakor keriil sor.

4.2. Tétel. (Panholzer és Prodinger, 1998) Jeldlje Z,, a cserék szamdt egy perem-

kiegyensilyozott faban n beszirdst kovetden. Ekkor

7z
N
n

o

Bizonyitas. Irjuk fel az abranak megfelelden a reprezentacios matrixat a modellnek.

A sorok rendre egy piros, egy kék, illetve egy zold kivalasztott cstics uténi valtozasokat

mutatjak:
-2 1 2
A= 4 -1 =2
4 -1 =2

Mivel minden beillesztéskor véletleniil valasztunk egy szines golyot, és tudjuk, hogy
akkor torténik csere, ha harmas tipusiu (z6ld szint) golyot véalasztunk, ezért a zold
szini golyok szdma az urnaban megmutatja aszimptotikusan, hogy hany csere tortént
az urnaban. A bizonyitashoz a Tételt szeretnénk segitségiil hivni. Ehhez be kell
latni, hogy az urnarendszer kiterjesztett. Lathato, hogy a sorosszeg allando, egyenld 1-
gyel. A matrix sajatértékeit tekintve, A\ = 1, \y = 0, A\3 = —6 adddik, tehat igaz, hogy
Ao < A\i/2, vagyis a rendszer megfelel a kiterjesztett urnamodellrendszer feltételeinek.
Az egyetlen dolog amit ki kell szdmolni, az a A\; = 1 sajatértékhez tartozd normalt
41 2

sajatvektor. Kis szamolas utan adodik, hogy baloldali sajatvektor v = (;, e 7).

Ebbdl pedig kovetkezik a Tételt hasznalva, hogy
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Zn 2
ﬁ) Vs = ?

n
[

4.3. Megjegyzés. Megjegyezném, hogy ennél a tételnél tobb is igaz, normalis hatar-

eloszlast lehet nyerni, &m a szoras kiszamitasa igen bonyolult szdmolast igényel:

Zn—én d

NG %N(O,%).

4.3. m-aris fa

Egy kereséfaban 1évé még hatékonyabb keresés érdekében vezették be a binaris fa
altalanositasat, az m-aris fat. A 1ényege, hogy egy csticsban a binaris faval ellentétben
nem 1, hanem m — 1 elemet tarolunk, és minden csticsnak m gyerekcsiucsa lehet. A
kezdetben {ires fabol indulva tehat az els6 m — 1 elem az els6 tn. gyokércsucsba keriil.
Az m — 1 elemet sorbarendezve m intervallumot kapunk. (Feltessziik, hogy nincs két
azonos elem.) Az m. elem behelyezése egy 0j cstcsba torténik, abba, amelyik csiics azt
az intervallumot reprezentélja, amelyikbe & esik. Igy novekszik a fa. Ha az adott cstcs
megtelik, akkor a tovabbiakban a gyerekcsticsaiba keriilnek az elemek a sziilGcsiicsban

talalhato elemek altal meghatarozott intervallumoknak megfelelGen.

@ 12 behelyezese

%

5. dbra. A (7,5,2,16,3,1,11,9,12,4,14,6,8,10) elemek behelyezése utdni dllapot, majd a (13)

beszirdsa az m-dris faba, ahol m = 4.

Eszrevehets, hogy mig a binaris fa esetében n elem behelyezését kovetGen tudjuk,
hogy n csticsa lesz a fanak, ebben az &ltaldnositott esetben nem tudjuk, hogy hany
csucsa lesz a fanak. Az urnamodell segitségével az m-aris fa csiicsai szamanak alakulasat

tudjuk meghatarozni.

Az alapfeltevésiink tovabbra is az a fa novekedésével kapcsolatban, hogy n behe-

lyezett elem esetén gondolhatunk ra ugy, mintha az (1,2,...,n) sorozat egy véletlen
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«,e .

talassal tigy érhetjiik el, hogy az Gsszes lehetséges kivalaszthatd intervallumot egyenls
eséllyel valasztjuk ki. A szinek aszerint lesznek kiosztva, hogy az adott csicsban hany

elem van, és igy hany intervallumot hataroznak azok meg.

G2
(o0 5@:0: 00 (oD

6. abra. A (7,5,2,16,3,1,11,9,12,4,14,6,8,10, 13) elemek behelyezése utdni dllapot (m = 4),

az urnamodell reprezentdldsa szines golyokkal.

A6l abran az m = 4 esetben az (1,2,...16) szdmok egy véletlen permuticioja
szerinti beszirasa utani allapot lathaté. Ha egy csdcs teli van, és van legaldbb egy
nem iires gyereke, akkor azt a csticsot belsG csiicsnak nevezziik. Az dbran ezt sziirke
szinnel jeloltem. Az urna reprezentalasahoz 4 szinre van sziikségiink. A sarga csics egy
iires csucsra utal, ez az els6 szin. Ez nem valodi csiicsa a fanak, tehat amikor a fa
csucsszamarol beszéliink, ezt nem szamoljuk bele. A csticsban 16v6 sarga szintd golyo
reprezentéalja a (>16) intervallumot. A masodik szin a piros. Egy csiics akkor piros, ha
1 elemet helyeztiink bele eddig. Nyilvanvalo, hogy egy piros csticsban két piros golyo
lesz, hiszen két intervallumot hataroz meg a benne 1év§ elem. Hasonld6 mondhato a
kék és zold szin esetében is. Tehat 1 1épésben a szines golydk koziil valasztunk egyet.

Gondoljuk meg, mi torténik ekkor az egyes esetekben.

Lathato, hogy ha kivalasztjuk példaul az egyik piros szint golyot, akkor 6, illetve a
parja elttinnek, és 3 db kék szint golyo keletkezik. Altalanosan, ha i-edik szinti golyot
valasztunk, akkor ¢ db golyé eltiinik az i-edik szinb&l és ¢ + 1 golyd keletkezik az ¢ + 1-
edik szinbél. Ha pedig m-edik szinid golyét valasztunk, akkor a cstcs bels§ cstucesa

valtozik, és m db iires (az abran sarga) cstcs keletkezik.

Ezek alapjan felirhatjuk az m-aris fa reprezentécioés matrixat:
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-1 2 0 0 0
-2 3 0 0
A 0 0 -3 4 0 0
0 0 —(m=2) m-—1
m 0 0 —(m—1)

Vizsgaljuk meg a matrixot, hogy kiterjesztett urnamodell rendszer-e. Hasonloéan,
mint a perem-kiegyensilyozott fa esetében, a [3.2] definiciéban talalhato (i) — (iii)
pontok konnyen lathatdan teljestilnek, az egyetlen kérdés a sajatértékekkel kapcsolatos.
Szamitsuk ki a matrix sajatértékeit. Irjuk fel a karakterisztikus polinomot az elsé oszlop

szerint kifejtve:
(=1 =X)(-2=X)...(=(m=1)=})
+(-D)™-m-2-3- ... -(m—1)=0.
Picit atrendezve adodik, hogy
A+1DA+2)...A+m—1)=ml
Indexeljiik a sajatértékeket szokas szerint a valos résziik nagysaga alapjan:

RAM =R > = R\,

4.4. Allitas. Megfigyelve a karakterisztikus polinomot a kivetkezd tulajdonsdgokat kap-
Juk:

(i) \ = 1.
(1) Ha m pdratlan, akkor —m — 1 is valds sajatérték (= \,,).
(7ii) A tobbi sajdtérték mindegyike komplex, nemnulla képzetes résszel.

(iv) Ham <26, akkor RAy < %, és ha m > 26, akkor Ry > %

Bizonyitas.

(i) Az nyilvanvald, hogy A = 1 sajatérték. Ellendrizniink kell, hogy nincs ennél na-

gyobb valds részii sajatérték. Tegyiik fel, hogy N\ sajatérték és RN > 1. Ekkor
(N +1D)N +2)...N4+m =1 >RN +DHRN +2)... RN +m —1) >m!,
tehat nem lehet 1-nél nagyobb valés részii sajatérték.
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(ii) Behelyettesitve az egyenletbe adodik.

(iii) Meg kell vizsgalnunk, lehet-e masik valos sajatértéke az egyenletnek. Vegyiik A

nagysaga szerint a lehetséges eseteket:

e \< —m—1:

A+ 1DA+2)...(A+m—1)] > ml

o 1 —1< A< —g, 1<i<m:
(A+1D)(A+2)...A+m—-1)| <i(i—1)-...-2-1-1-2 ... -(m—i—1) < ml
o \> —1:

A+DA+2)...A+m—1) > m!

(iv) E tulajdonsag bizonyitasa bonyolult szaimolasokat igényel, melyek megtalalhatok
Mahmoud és Smythe [12] cikkében.

Ugyan az utols6 pontot nem bizonyitottuk, szamitogép segitségével magunk is meg-
gy6z6dhetiink az eredményrél. Igy tettem magam is. A [7l abra (forraskod: [4.3) a sa-

jatértékek elhelyezkedését mutatja kiillonbozé m értékek esetén.

Az m = 27 eset azért van megmutatva, mert akkor nem teljesiil elGszor, hogy
R\ < %, ez lathato is a abran.
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o A
-1800 -1600 -1400 -1200 -1000 -800 -600 400 -200 0
RA

(g) m = 1000, Gsszes sajatérték

200

(h) m = 1000, A; = 1-hez kozeli rész

7. dbra. Az m-dris fa reprezentdcids mdtriz sajatértékeinek elhelyezkedése a kompler szdmsi-

kon, kilonféle m értékek esetén.
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Az Gsszes sajatérték elhelyezkedésének bemutatasa utan vizsgaljuk meg jobban Ay

értekét m fiiggvényében. A [§l 4dbra ezt hivatott bemutatni.

a masodik legnagyobb valésrészii sajatérték valosrésze
'

a masodik legnagyobb valdsrészi sajatérték valdsrésze
& b & o 8 2 R 2

E)

m

(a) 3 <m <100 (b) 20 < m < 40

8. dbra. A mdsodik legnagyobb valds részt sajdatérték m figgvényében.

A sajatértékek alapos vizsgalata utdn a kovetkezd feladat megfeleld sajatvektort
taldlnunk A = 1-hez.

4.5. Allitas. Legyen az A € RU=DXn=1) ypitriz az m-dris fa reprezentdcids mdtriza.
Ekkor a \y = 1 sajdtértékhez tartozé normdlt bal oldali sajdtvektor v = (v1,...,Vm_1),

melyre
B 1

YT ) (Hy — 1)

ahol H, az n-edik harmonikus szamot jeloli, azaz

11 1
Hy=1+4—+4—+ -+
LR S

Bizonyitas. Baloldali sajatértéket keresve irjuk fel a kapott egyenletrendszert:

—V1 + MUpy—1 = U1
2’[)1 — 2U2 = V9

3U2 - 3U3 = Vs

(m—1D)vmo — (m— 1)1 = Up_1.

U1

Az els§ egyenletbdl adodik, hogy = 3. Altalanos 2 < i < m — 2-re pedig az

Um—1
egyenletrendszer 2., 3., ...7. egyenletét egymas utan hasznalva adodik, hogy
v, 23 7 i 2
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A kapott eredményt szemléletesebben felirva:
2 2 2 2
1:v2:- ity =zi-c 00—t —,
oy fmo1 =930 m

Tekintve, hogy normalt sajatvektort keresiink,

2 2 2
U1+§U1+Z’01+"'+Evlzla
amit atrendezve:
B 1 B 1 B 1
B

Felhasznélva a kiszamolt (v; : v;) aranyokat adodik az allitas a sajatvektor tobbi

elemére is. [ |

A métrix tiizetes vizsgalata utan ratérhetiink a minket érdekls tételre:

4.6. Tétel. (Chern és Hwang, 2001) Jelslje S, a csicsok szamdt egy véletlenil né-

vé m-dris keresdfdban. Ha 3 < m < 26, akkor

Bizonyitas. A reprezentaciés matrix el6bbiekben vizsgalt tulajdonsigai alapjan ak-
kor beszélhetiink kiterjesztett urnamodellrél, ha 3 < m < 26. Jeldlje C,(f) az 1. szind
golyok szaméat n huzas utan (tehéat az olyan csicsok szamat a faban, amelyekben ¢ — 1
elem van). Ekkor alkalmazhatjuk a Tételt, mely szerint

o 1

n YT G DA, -1

Mi a fa csticsszamat keressiik. Vezessiink be néhany jelolést:

- B,: Bels6 csiicsok szama n htzas utan. Egy cstcs belsének szamit, ha m — 1

elemet tartalmaz, illetve van legaldbb egy nemiires gyerekcsticsa.

- L,: A levelek szdma n hizas utan. Levélnek szdmit egy cstics, ha nemdiires és
m — 1-nél kevesebb elemet tartalmaz, vagy ha m — l-et tartalmaz, akkor még

nincsen leszarmazott cstces alatta.

- L,: A levelek szama n hiizas utan, beleértve az iires leveleket is (amik tehat még

nem tartalmaznak elemet, ezek felelnek meg az 1. szint golyoknak).
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Harom kiilonb6z6 modon is felirhatjuk az fn mennyiséget:

z\; = Ln + Cr(zl)a

—~

L,=(m-1)B,+1,

illetve S
— CY
L, = _

%

3

7
1

A maésodik azért igaz, mert az iires fabol indulva kezdetben 1 levele van a fanak,
majd minden egyes belsé cstics megjelenésekor m tovabbi keletkezik, viszont ami belsd

cstcesa valt, az korabban levél volt.

A harmadik azért igaz, mert ha egy cstics i — 1 elemet tartalmaz (1 < i < m), akkor

ez az urnamodellben pontosan annak felel meg, hogy ¢ db golyé van az i. szinbdl.

Mi a cstcsok S, szamat keressiik, melyre igaz, hogy
S, = B, + L,.

A kapott Osszefiiggésekbdl a kovetkezd adodik:

L 1 - m o~ 1
S, =B, +L, =" Ln—C(l):—Ln——— (1)
- m—1 T m—1 -1 "
m=1 (i)
m—1 7 " m—1
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4.7. Megjegyzés. Hasonloan a perem-kiegyensilyozott esethez, itt is kaphatunk nor-

malis hatareloszlast. A szérdsnégyzet kiszamitasa tovabbi hosszi szamolasokat igényel.

4.8. Tétel. (Chern és Hwang, 2001) Jelslje S, a csicsok szamdt egy véletlentl no-

v6 m-dris keresdfdban. Ha 3 < m < 26, akkor

(% - =y ) VA S MO,

valamilyen m-t6l fiiggd, kiszdmolhato o2, szdrdsnégyzetre.

A kapott eredményt szerettem volna kiprobalni kiilénb6zé m értékekre. A kisérletek
eredményei a [0 abran (forraskod: lathatoak.

Eszrevehetjiik az abrakon, hogy ha m-et nagyobbra allitjuk, akkor nem teljesiil a

konvergencia, mely kisebb m-ekre teljesiil is, ahogyan a tétel is allitja.
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n x10* n %104

n x10% h wi0?

(e) m =50 (f) m =100

9. dbra. Véletlen novd m-dris fa csicsainak szdma osztva a behelyezett elemek szdamdval, ki-

lonféle m értékek esetén. Mindegyik esetben 10 kisérlet eredménye ldathats. Egy kisérlet n = 10°

fdba helyezett elemig tart. A szaggatott vonal a. Tételben szerepld m mennyiséget
o —

jelz.

Felmeriilhet tehat a kérdés, vajon mi torténik, ha m > 277

Chauvin és Pouyanne vizsgaltak a kérdést meg részletesebben 2004-es [2], illetve
2014-es 3] cikkiikben. A kévetkezs eredményt kaptéak:

4.9. Tétel. (Chauvin, Pouyanne, 2004) Legyen X,, = (X,(LU, . ,XT(Lm_l)L ahol XV

jelolje az 1 —1 elemet tartalmazo csiucsok szamdt n—1 behelyezett elem utdn eqy m-dris
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faba. Ekkor

X, —nX
noz

n—o0

— p(CCOS(TQ logn + ¢) 4+ Ssin(mlogn + ¢> — 0,

ahol

— 09 €S Ty a mdtriz masodik legnagyobb valos részi sajdtérték valos, illetve képzetes
része,

1
i(i + 1) (Hy — 1)

— X a mdr dltalunk is vizsgdlt vektor, X =

— C és S a mdsodik sajdtértéktol fiiggd meghatdrozhato vektorok,

— p €s ¢ valosziniségi vailtozok.

Ahogy az a tételbdl is lathato, 6k nem kifejezetten az m-aris fa csticsainak az Gsszsza-
méat vizsgaltak, hanem az egyes szind golyok szaménak eloszlasat, melyet egy m — 1
dimenziés Markov-folyamattal modelleztek. Az eredmény részletesebb taglalasa meg-

haladna e dolgozat kereteit, Am szeretnék néhany megjegyzést flizni hozza.

A tétel a mi altalunk vizsgalt Osszes cstuicsszamot tekintve teljesen hasonléan néz

ki:
S, —

_n_
2(Hm—1)
no2

p(C’ cos(mplogn + ¢) + Ssin(m logn + ¢) 2750
Megfigyelhetjiik, hogy az els6 tag az m < 26 esetben kapott tételre hasonlit, ott a
nagysagrendet illetGen n mas hatvanya szerepel. A kapott eloszlasban véletlen valto-
20k (p, ¢) szerepelnek. Ezt szerettem volna jobban megvizsgalni. Eszrevehetjiik, hogy
a két szogfiiggvény belsejében ugyanaz az argumentum van. Igy ha tébbszor szimula-

lunk egy véletlen névé m-aris fat (m > 26), akkor a tétel szerint logn fiiggvényében a
g — _n
n T 3 Hy—1)

noz
z6 az amplitudoja, illetve mashol vannak a hullamhegyei, viszont a periddus nagysaga-

mennyiséget dbrazolva olyan gérbéket kell kapnunk, melyeknek kiilonbo-

nak meg kell egyeznie. A p véletlen valtozoé felel a kiillonb6z6 nagysagn amplitudokeért, ¢
pedig a faziskiilonbségekért. El is készitettem a szimuléciot hozza, melynek eredménye
a[l0] abran (forraskod: lathato.

A két véletlen valtozo felfoghato gy is mint egy komplex értékd valoszintiségi val-
toz6, melynek hossza p, szoge pedig ¢. Valdjaban pontosan ez van az egész hatterében.
A két emlitett cikkben természetesen részletesen megvizsgaltak ezt a valdszintiségi val-

tozot, illetve az egész formulat.
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log(n)

Sn - n,
10. dbra. Az 7t 2wl
no?2

n = 10000000 = 107 behelyezett elemig. Megfigyelheté az amplitidobeli randomitds, illetve a

mennyiség abrdzolva logn fiiggvényében. Hdrom kisérlet lathatd,

faziseltolodds az eqyes kisérletek kozott.
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Filiggelék

A Fiiggelékben szimulaciokhoz hasznélt Matlab kodok talalhatoak.

A Pélya—Eggenberger urna szimulaci6ja kiilonbozé kezdeti feltételekb()’l. abra)

%simulate a Polya—Eggenberger Urn A=[s 0;0 s]

%simulate the process from (1,1) and from (1,2)

clear all;
n=>50; Y%mum of experiments
m=200; %we do the simulation while there is less than m balls

are in the urn

% simulations when there is 1 white and 2 blue balls in the

urn initially

sumX1=0; %these will count the avarage value of the
experiments
sumY1=0;

for i=1:n
X=zeros(m,1); %X|i| tells how many white balls are in the
urn after i—1 draw
Y=zeros(m,1); %Y[i] is similar to X, (blue balls)
x=1; %it shows the actual number of white balls

y=1; %it shows the actual number of blue balls

X(1)=1;
Y(1)=1;
while x+y<=m %it chosses a random ball
if rand < x/(x+y)
x=x-+1;
else
y=y+1;
end
X(x+y—1)=x;
Y(xty—1)=y;
end
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(=)
w

sumX1l=sumX1+4x ;
sumY l=sumY 14y ;
hold on;

plot (X,Y, 'r—", "LineWidth’ ,0.5) ;

axis ([0 m 0 m]) ;

% simulations when there is
urn

% initially

sumX2=0;

sumY2=0;

X=zeros (m,1);
Y=zeros (m,1) ;
xX=2;
y=1
X(1)=2;
Y(1)=1;
while x+y<=m+l1
if rand < x/(x+y)
x=x-+1;
else
y=y+1;
end
X(x+y—2)=x;
Y(xty—2)=y;
end
hold on;

1 white and 2 blue balls

plot (X,Y, 'b—", 'LineWidth ' ,0.5) ;

axis ([0 m 0 m]) ;
sumX2=sumX2+x ;
sumY 2=sumY 24y ;

end

%plotting the avarageresults
plot (|1 sumX1/n|,[1 sumYl/n],

'r— ', ’Linewidth’ ,3);
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12

13

14
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plo

t (|1 sumX2/n|,[1 sumY2/n]|,

helyzetbsl )

"b—", "Linewidth’ ,3);
title ("Polya—Eggenberger urna (s=1) két kiilonb6z6 kiindulasi

text (mx3/4—4xm/10 ,m+3/4+2xm/10, 'Egy kisérlet 200 betett
golyodig tart’,’FontSize’ ,12);
text (m*3/4—m/10 ,m+3/4+m/10, '50-50 kisérlet | 'FontSize [12);
text (m#3/4—m/10 m*3/4, (1 .1)-b6l indulok’,’ Color’, 'red’ )’

text (m*3/4—m/10 ,m«3/4-m/10, " (2.,1)-bdl indulok ™, Color’, "blue’,

xlabel ("kék golyok szama az urnaban’);

FontSize’ ,12);

"FontSize’ ,12);

ylabel (’fehér golyok szama az urnaban’);

A binaris fa szimulacioja, a levelek szaméanak viselkedését vizsgéalva. (3l abra)

Jobi

naryTreeSimulation .m

Y%We will simulate a random binary tree.

cle

ar all;

n=3000; %we will add 3000 items to the tree (then we should
get approximately ~1000 leaves
t=0:n—1;

%firstly , we draw the expected value,

%got according to the theorem

lines that we

Xx_up=zeros (n,1

) ;
x_low=zeros(n,1);
1)

X _avg=zeros (n,

for

1=0:n—1 |
x_up(i+1)=(2/45%i) "~ (1/2);

deviation

Y%this
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1

2

3

x low(i41)=—(2/45%i) " (1/2);
x_avg(i+1)=0;

end

hold on;

plot (t,x up, 'r—",t,x low, r—" "LineWidth " ,2);
plot (t,x avg, 'k—");

%simulations

T=4; %the number of simulations

for i=1:T
b=0;
w=2;
y=[1];

while btw<n+1
if rand < b/(btw)
W=w-2;
b=b—1;
else
b=b+1;
end
y=ly w/2 — 1/3%(b+tw)]; %L n-n/3
end
plot (t,y, color’ rand(1,3)); %plotting the result
end
xlabel ('n’, FontSize  ,15);
ylabel ({ "$\L_n—\frac{1}{3}n$’}, Interpreter’,’latex’,’FontSize
7,15)

Az m-aris fa reprezenticios matrixanak a sajatértékeit kirajzolo fiiggvény. @ abra)

%m __aryEigValues.m

Y%We will draw the eigenvalues of the transition matrix of the
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function m _aryEigValues(m)

tree

A=zeros (m—1);

Y%construct the matrix

for i=1:

m—2

A(m—1,m—1)=—m+1;

Ali,i)—i;
A(i,i+1)=1+1;
end
A(m—1,1)=m;
t=eig(A); %t returns with the eigenvalues of the matrix
hold on;
grid on;
for i=1:length(t)
x=[0,real (t(i))];
y=[0,imag (¢ (i))];

plot (x,y, '1—+");

end

xlabel ({’S$\Re \lambda$’}, Interpreter’, latex’);

ylabel ({ $\Im \lambda$’}, Interpreter’, latex’, ’rot’,0);

A masodik legnagyobb valds részi sajatértéket visszaado fiiggvény.

%getSecondBiggestEigValue .m
%it will return the eigenvalue of the transition matrix of an
m-ary tree

%which has the second biggest real part

function [re,im]=getSecondBiggestEigValue (m)
A=zeros (m—1);

for i=1m-2

2]

©

AL, i)=1i;
A(i, i4+1D)=i+1;
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end
A(m—1,1)=m;
A(m—1,m—1)=—m+1;
lambda=eig (A) ;
biggestRealPart=—100000;
secondBiggestRealPart=—100000;
indl=-—1;
ind2=-—1,;
for i=1:length (lambda)
if (real (lambda(i))>biggestRealPart)
secondBiggestRealPart=biggestRealPart;
biggestRealPart=real (lambda(i));
ind2=ind1 ;
ind1-i;
elseif (real(lambda(i))>secondBiggestRealPart)
secondBiggestRealPart=real (lambda(i));
ind2—i;
end
end
re =real (lambda(ind2))
im =imag(lambda(ind2))

end

Az m-aris fa szimulacioja, a . Tételben kapott eredmény szerint dbrazolva. @ abra)

%size _of m _ary.m

%simulation the size (numbers of nodes) of an m-ary search tree

function size of m_ary(m,n)

Y c simulatior Is when there are n items in the tr
m: one simulation ends when there are n items in the tree
K=10; % the number of simulations

for k=1:K

colours=zeros (m—1,1);
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colours (1)=1;
S=zeros(1,n);
internalNodes=0;
for i=1:n
Y%we know that i potenial places are
%we have to choose one place random
c=randi(i);
1=
while ¢>0
c=c—colours (j);
if ¢>0
J=i+L
end
end
%the chosen ball ’s colour is the j—th
if j=—m-1
colours (m—1)=colours (m—1)—(m—1);
colours (1)=colours (1)-+m;
internalNodes=internalNodes+1;
else
colours(j)=colours(j)—j;
colours (j+1)=colours (j+1)+j+1;
end
for j=2:(m—1)
S(i)=S(i)+(colours(j)/j);
end
S(1)=S(i)+internalNodes;
S(1)=S(i)/i;
end
start=min (100 ,m) ;
t—start:n;
hold on;

plot (t,S(start:n),’—", ’"color’,rand(1,3), LineWidth’ 1.2);

end
xlabel ('n’, FontSize  ,12);

ylabel ({ '$\frac{S_n}{n}$’}, Interpreter’,’latex’,’ FontSize’

, 20, "rot 7 ,0) ;
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Y%mow we count the theoritical limit
H=0;
for i=2m
H=H+1/1i;
end
H=2xH;
H=1/H;
plot (t ,Hxones (n-m+1,1), 'k—");

end

Az m-aris fa szimuldcioja a Tételben talalhato eredmény szerint dbréazolva. (10

abra)

%size _of m__ary2.m

%simulation the size of an m—ary search tree, when m>26

function size of m_ary2(m,n)
K=3;%the number of simulations
%firstly we count the harmonic number that we will use
H=0;
for i=2m
H-H+1/1;
end
H=2xH;
H=1/H;
7H is the reciprocal of 2 % (the m-th Harmonic number—1)

[re ,im|=getSecondBiggestEigValue (m)/we will use only ’'re
%this is the real part of the second biggest eigenvalue

%simulations

for k=1:K
colours=zeros (m—1,1);
colours (1)=1;
S=zeros (1,n);

internalNodes =0;
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for i=1:n
Y%we know that i potenial places are
%we have to choose one place random
c=randi(i);
i=1
while ¢>0
c=c—colours (j);
if ¢>0
J=i+1
end
end
%the chosen ball’s colour is the j—th
if j=m-1 %if the chosen ball’s colour is
the last
colours (m—1)=colours (m—1)—(m—1);
colours (1)=colours (1)+m;

internalNodes=internalNodes+1;

else % if not the last colour
colours(j)=colours(j)—j;
colours (j+1)=colours (j+1)+j+1;
end
for j=2:(m—1)
S(1)=S(i)+(colours(j)/j);
end
S(i)=S(i)+internalNodes; %we are adding the internal
nodes
S(1)—(5(i)—ixH) /(i re);
end
t=m:n;
hold on;
plot (log(t),S(m:n), =", "color’ ,[mod(k,3)==0mod(k+1,3)
==0,mod(k+2,3)==0], LineWidth’ ,1.2) ;
end
xlabel ("log(n)");
ylabel ({'$\frac{S_n—\frac{n}{2(H m-1)}}{n"{\sigma_ 2}}$"},’
Interpreter’,’latex’,’FontSize’ ,20);
end
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