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Bevezetés

A szakdolgozatban szeretném 0Osszefoglalni, a grafokat modellez6 métrixok algebrai tulaj-
donsagai, és a graf geometriai tulajdonsagai kozti Osszefiiggéseket. Nagyrészt a szomszédsigi
matrixxal, és annak sajatértékeivel foglalkozom. A szakdolgozat teljes egészében csak az egy-
szert grafokat vizsgalom, igy nincsenek megengedve sem hurok élek, sem pedig t6bbszoros
élek.

Az els6 fejezetben megemlitem a szakdolgozat megértéséhez sziikséges grafelméleti de-
finiciokat, illetve algebrai tételeket, mint példaul a Perron-Frobenius tételt, mely alapjaul
szolgél a tovabbi allitdsok jelent&s hanyadanak. A mésodik fejezetben megmutatom, hogyan
szamlalhatjuk meg egy tetszdleges egyszert graf sétait algebrai tton, valamint mi a kapcsolat
a karakterisztikus polinom egyiitthatoi és a graf kozott.

A negyedik és 6todik fejezetben a graf spektrumanak tulajdonsagairol, illetve a sajatérté-
kek becslésérdl szolo tételek szerepelnek. Also és felsG becslések, a sajatértékeket tartalmazo
intervallum meghatarozasa, illetve kiillonb6z6 graftulajdonsagokbol kovetkezs eredmények is
részét képezik.

Az utolso fejezetben egyes speciélis grafokrol irok, melyek valamilyen kombinatorikai sza-
bélyossagot tartalmaznak, mint a paros grafok, vagy a ciklikus grafok. Itt a karakterisztikus

polinom meghatéarozasahoz, valamint a sajatértékek kiszamolédsdhoz vannak tételek.



1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. Grafelméleti definiciék, specialis grafok

Kezdjiik a szakdolgozatban f6 szerepet jatszo szomszédsagi matrix definialasaval. Tegyiik fel,
hogy G egy graf V(G) = {v1,v9,...,v,} csucshalmazzal, ahonnan vegyiink egy tetszéleges

v;, vj part, amire azt mondjuk, hogy szomszédosak ha (v;,v;) € E(Q).

1.1.1. Definicid. (Szomszédsagi matrix) Egy n csucsu graf szomszédsagi matrixan azt az

n X n-es A matrixot értjiik, melynek elemei a kovetkezSképp adodnak

1, ha v; és v; szomszédosak;
ai; = (1.1)
0, kiilénben.

Vegyiink egy masik hasonl6 eljarast, ami szintén a matrixokat hasznalja mint eszkozt, a

grafok megragadésara.

1.1.2. Definici6. (Illeszkedési matrix) Egy n csucst e darab éllel rendelkezd graf illeszkedési

méatrixan azt az n x e-s B métrixot értjiik, mely a kovetkezSképp all els

1, ha e; illeszkedik v; cstcsra;

0, kiilonben.

Folytassuk par alapfogalommal a grafelmélet széles tudoményabol.
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1.1.3. Definici6. (Spektrum) Egy tetszéleges G graf spektruma azon szamparok soroza-
ta, mely a szomszédsagi méatrixadnak kiillonb6z6 sajatértékeit tartalmazza, multiplicitasukkal

parba allitva.

1.1.4. Definicié. (Atmérs) Legyen G egy tetszoleges osszefiiggs graf, legyenek u, v € V(G)
tetszolegesek, valamint definidlja d(u, v) a legrévidebb u-bol v-be mend ut hosszat, ezt nevez-

ziik tavolsagnak. A G graf atmérGje D = max, yev (e (d(u,v)), azaz a tavolsagok maximuma.

1.1.5. Definicié. (Elgraf) Egy G graf L(G) élgrafja a kovetkezé konstrukcié. A G élei
legyenek L(G) csicsai, valamint L(G)-ben akkor fusson ¢l két cstcs kozott, ha a megfelels

éleknek G-ben van kozos csicsuk, azaz szomszédos élek.

A kovetkezd abran egyben lathatjuk a grafot és az abbdl képzett élgrafot, ahol a graf
csucsait korok, éleit folytonos vonalak, az élgraf cstucsait pedig ellipszisek, éleit szaggatott

vonalak jelolik.

1.1.6. Példa.

1.1.7. Definicio. (Toébbrészes graf) Egy G grafot tobbrészes grafnak neveziink, ha a csu-
csait egymastol fliggetlen osztalyokra lehet osztani ugy, hogy az osztalyokon beliil a cstcsok
kozott nem fut él. Ha G csticshalmaza két ilyen osztalyra bonthato, akkor G-t paros grafnak

nevezzik.



1.2. Tételek a matrixelméletbdl

Mivel egy graf szomszédsagi méatrixa valés egyiitthatos szimmetrikus matrix, hasznat ve-
hetjiik a matrixelmélet egyes ismert eredményeinek. A kovetkezd tételek bizonyitas nélkiil

szerepelnek.

1.2.1. Tétel. (Fotengely tétel) Ha A egy valos szimmetrikus méatrix, melynek a rendje n,
akkor A-nak multiplicitdssal szdmolva n darab valos sajatértéke van, és az ezekhez tartozo

sajatvektorokbodl kivalaszthato egy ortonormalt bézis.

Ha U matrix oszlopai egy ortonormalt sajatvektorokbol allo bazis, akkor U7 = U™ és
UTAU = D, ahol D a diagonalis matrix, melynek diagonalis elemei a megfelels sajatértékek.

Ez adja a diagonalizacios tételt.

1.2.2. Tétel. Ha A egy valos szimmetrikus matrix, akkor 1étezik egy U matrix, gy hogy
UTAU = D, ahol D a sajatértékeket tartalmazo valos diagonalis matrix. Raadasul A mini-

mal polinomja [[(z — \;), ami a kiilénb6z6 A sajatértékeket tartalmazza.

A kovetkez§ tétel a nem negativ matrixok legnagyobb sajatértékérsl arul el par informé-

ciot, de ehhez el6bb be kell vezetniink egy fogalmat.

1.2.3. Definici6é. Egy A matrix irreducibilis, ha minden 1 < 7,7 < n-re létezik k természetes
szam, hogy (A¥);; # 0.

Ez a szomszédsagi matrix esetében azt jelenti, hogy a matrix nem hozhato blokkdiagonalis
alakra a csticsok és a nekik megfelel§ sorok és oszlopok permutélasaval. Egy graf szomszédséagi

métrixa pontosan akkor nem alakithato blokkdiagonalissa ha a graf osszefiiggd.

1.2.4. Tétel. (Perron-Frobenius) Ha A egy nemnegativ métrix \; > Ay > ... > A,
sajatértékekkel, akkor |A;| > |Ag|, minden k& = 1,2,... n-re, és van olyan \; sajatérték-
hez tartoz6 sajatvektor, aminek minden eleme nemnegativ. Ha A irreducibilis, akkor a A\,

sajatérték egyszeres (A1 > \y), és van olyan sajatvektora, melynek minden eleme pozitiv.

Tehat egy Osszefiiggs graf legnagyobb sajatértéke egyszeres.
A kovetkezo tétel egy matrixnak és annak egy {6 részmatrixainak sajatértékeit hasonlitja
ossze. Egy matrix {6 részmatrixat tgy kaphatjuk, hogy a maéatrix egy tetszGleges sorat, és

ugyanazon sorszamu oszlopat elhagyjuk.



... > A\, sajatértékekkel, és

Ay >
.2 1. Ekkor A\; > p; > Aigq,

1.2.5. Tétel. Legyen A valos szimmetrikus matrix Aq

>
legyenek A egy {6 részmatrixanak sajatértékei u, > pg >
minden 1 =1,2,...,n — l-re.

Ez a tétel nagyon fontos a graf sajatértékeinek tanulmanyozasaban, ugyanis a f6 rész-
méatrix megfeleltethetd egy indukalt részgrafnak, amit gy kaptunk hogy egyetlen csiicsot

hagytunk el az eredeti grafbol.
Ebbdl egy egyszerd indukcioval kovetkezik egy altalanosabb tétel.

1.2.6. Tétel. Ha H egy indukalt részgrafja G-nek, ahol H sajatértékei pqy > ps > ... > pm
és G sajatértékei \y > Ao > ... > \,, akkor \jy,, o < p; < Ay minden ¢ =1,2,... m-re.



2. fejezet
Szomszédsagl matrix és sétak

A fejezetben szerepld tételek megtalalhatok az 1] 34-35. oldalan a 4.1-es és a 4.4-es, illetve

a [2] 8. oldalan a 2.3-as szammal jelolve.

2.1. A szomszédsagi matrix hatvanyai

A legrégebbi és talan a legalapvetGbb Osszefiiggés, a graf sajatértékei és geometriai jellemzdi
kozott, a sétakrol szol. Tegyiik fel, hogy A szomszédsagi matrixa egy grafnak. Ekkor A

hatvanyai megszamlaljak a sétakat az emlitett grafban.

2.1.1. Tétel. Ha a G graf szomszédsagi matrixa A, akkor az A* matrix ij-edik eleme egyenld

a v;-v; csticsok kozotti k hosszu sétdk szamaval, ahol k = 0,1, ...

Bizonyitas: Az allitast teljes indukciéval bizonyitjuk. A & = 0 eset trivialis, hiszen
A% = I, azaz barmely cstcsbol csak 6nmagaba tudunk eljutni 0 hossza sétaval, mégpedig
egyféleképp, hogy helyben maradunk. A £ = 1 esetben pedig magat a szomszédsagi matrixot
kapjuk, amiben ott van egyes, ahol 1étezik 1 hosszl séta, azaz van él a két csiics kozott.

Tegyiik fel, hogy k = [ — 1-re teljestil, és lassuk be, hogy akkor k = [-re is teljesiil. Jelolje
ni(z,y) az x cstcsbol az y csicsba mend [ hosszu sétak szamat. Ezen sétak megfeleltetheték

az x-bdl induld | — 1 hossza sétaknak, amik y egy szomszédjaban végzédnek, ezért

n

(ADey =Y (A eaAay =Y (e, d)Agy = Y mia(z,d) = mla,y),

d=1 deN(y)



ahol N(y) az y csucs szomszédjainak halmazat jeloli. Ha az A" métrix z cstcshoz tartozo
sorat, ami az x-bdl induld [ — 1 hosszu sétakat tartja szdmon, megszorozzuk az A matrix y
cstcshoz tartozo oszlopaval, ami az y szomszédjait tartja szamon, megkapjuk (Al)xy elemet.
Mivel az y oszlopaban azokban a sorokban van egyes, amiknek megfelel§ csticsokkal szom-
szédos, mashol pedig nulla &ll, igy ez a skalaris szorzat kivalasztja és Gsszegzi az x sorabol
azokat az elemeket, amik az y szomszédaiba futé [ — 1 sétak darabszamat jelolik. Ezeket csak
egy-egy él koti Ossze az y-nal, igy ez az Osszeg egyenld lesz az x-bdl y-ba mend [ hossz sétak

szamaéaval.
[ |

2.1.2. Kovetkezmény. Ha A szomszédsigi métrixa egy G grafnak, melynek fokszamai
dl, dg, e ,dn, akkor

o A= d(v);

e a (G graf éleinek szamat megadja
1 < 1 )
B(@)] = 53 dv) = 5tr(A?) (21)
i=1

e a haromszogek szama a grafban %tr(A?’).

Bizonyitas: Az elsé pontban szerepls egyenlet baloldaldn minden i-re a csticsbol 6nma-
gaba jutd 2 hosszu sétak szama van, ami valoban egyenls a csics fokszamaval, hiszen egy
ilyen séta csak a csticsbol kiindul6 élen oda, majd vissza torténhet.

A masodik pont az el6z6 pontbol kovetkezik, felhasznalva, hogy a graf éleinek szama fele
a fokszamosszegnek.

A harmadik pontban a cstcsbol onmagéaba juté 3 hosszu sétak felelnek meg a hérom-
szogeknek, hiszen ezek a sétak valoban egy kort adnak. Tehat az A® matrix atloelemeit kell
Osszeadnunk, azonban minden haromszoget hatszor szamoltunk, ugyanis minden haromszo-

get barmely csticsabol indulva kétféle iranyban jarhatjuk korbe.

A kovetkezd példa segithet ezen eredmények megértésében, és ellenérzésében.



2.1.3. Példa.

V1 V4

V3
1 000 0111 31 21 4 5 5 5
A0 0100 Lo of 1212y 525 2
0010 1101 21 31 5 5 4 5
00 01 1 01 0 1 2 1 2 5 2 5 2

Egy grafot és a hozzéa tartozo szomszédsagi matrix hatvanyait lathatjuk. Valoban, az A?
matrix féatlojaban az egyes csticsokhoz tartozo fokszamokat lathatjuk, valamint %tr(A2) =5,
ami egyenl$ a graf éleinek szamaval. A harmadik pont is teljesiilni latszik, %tr(A?’) = 2, ami

a grafban szereplé haromszogek szama.

2.2. Sajatértékek és az Atmérs

A 2.1.1.-es Tételt arra is hasznalhatjuk, hogy megbecsiiljiikk a graf atmérgjét a kiilonbozd

sajatértékeinek szama altal.

2.2.1. Tétel. Ha egy GG Osszefiiggs graf atmérdje D és van t kiilonbozé sajatértéke, akkor
D<t—1. (2.2)

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy D > t. Ekkor létezik két cstiics a
grafban v; és v; Ggy, hogy a tavolsidguk pontosan t. Igy a 2.1.1-es Tétel alapjan Afj > 0,
mivel van koztiik legalabb egy ¢ hosszi séta, de Afj = 0, minden k£ = 0,1,...,t — 1-re,
ugyanis a koztiik 1évS t tavolsagnal nem lehet rovidebb sétaval eljutni egyikbdl a masikba.

Tehat ha g(z) egy tetszdleges t-edfoki polinom, akkor ¢(A) i-edik soranak j-edik eleme nem
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lehet nulla. Azonban az 1.2.2. Tétel szerint az A matrix m(x) minimélpolinomja szintén
t-edfok, hiszen t darab kiilonb6z6 sajatértéke van. Ezzel ellentmondéasra jutottunk, mert a

“ .0,

minimalpolinom definici6jabol tudjuk, hogy A gyoke m(x)-nek, azaz m(A) minden eleme 0.
[

Egyenlgséggel teljesitik példaul: az n cstucsu teljes grafok (K,), az r és s csucsosztalyn
teljes paros grafok (K, ), az n csucsu kordk (C,,), az n csucsu utak (P,), r csucsu teljes

grafok élgrafja (L(K,)), és a teljes egyenld r osztalyt paros grafok élgrafja (L(K.,)) is.

2.3. A karakterisztikus polinom egyiitthatoi

Bizonyitott tény a matrixelméletben, hogy egy tetszéleges matrix karakterisztikus polinom-
janak Osszes egyiitthatoja elGall, a matrix féminorjainak segitségével. A féminor a métrix
egy részméatrixanak determinénsa, amit gy kapunk meg, hogy az oszlopok egy részsorozata

és a sorok ugyanazon részsorozata altal meghatarozott matrix determinénsat vessziik.

2.3.1. Tétel. Legyen egy G graf szomszédsagi matrixanak karakterisztikus polinomja
X(GA) = A"+ A+ A2 4 A TP 4 e, (2.3)

ekkor az egyiitthatokra igazak a kovetkezk
e ¢ =0;
e —(y egyenl§ a G graf éleinek szamaval;
o —% egyenl§ a G grafban 1év6 haromszogek szaméaval.

Bizonyitas: Minden i € {1,2,...,n}-re a (—1)'c; egyenlé azon féminorok osszegével,
melyeknek ¢ sora és ¢ oszlopa van. Ez a meglatas amire épiil a bizonyitéas, a karakterisztikus
polinom megadasahoz sziikséges determinans definici6 szerinti kiszamitéasabol adodik.

Mivel a c¢; esetében 1 x 1-es féminorokat vesziink, és a szomszédsagi matrix atlojaban
csupa nulla szerepel, ¢; egyenl§ lesz nullaval.

Egy 2 x 2-es f6minor, melynek van nem nulla eleme a kévetkezSképp nézhet csak ki:

0 1
10
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Egyetlen ilyen minor valaszthat6é ki minden egyes szomszédos cstucsparhoz a G gratban, és
mindegyiknek az értéke —1. Ezéltal a (—1)%cy = —|E(G)| egyenletbsl adodik az eredmény.

A Gsszes lehetséges 3 x 3-as féminort lathatjuk felsorolva:

0001010 ©O0T1100¢O01(011 (0071 (010011
0 o o,1 0 0,0 0 0,0 0 1{,{T 0 0,0 O 1},(1 0 1},/11 0 1}.
0 00 100®O0O] J10O0OT 0OTI1TO]IITOOIITI1TO0O]IIOT1TO0|11O0

Az utols6 determinans értéke 2, az 6sszes tobbié pedig 0. A nem nulla értékd féminor megfelel
a grafban harom egymaéssal paronként szomszédos csiicsnak, igy a —c3 valoban egyenls a G-

ben lévé haromszogek szaménak kétszeresével.
[ |

Az el6z6 tételnél mar hasznélt példan megnézhetjiik ezittal a karakterisztikus polinomrol

sz016 tétel eredményeit is.

2.3.2. Példa. Vegyiik a kovetkezs grafot.

A tétel ismeretében meghatarozhatjuk a graf geometriai tulajdonségaibol a graf karak-
terisztikus polinomjat. A tétel elsé pontja szerint ¢; = 0. Mivel a graf éleinek széma 5, ezért
co = —b, illetve c3 = —4, mert 2 haromszog van a grafban. A v, és a vy csiicsoknak ugyanazok
a szomszédaik, igy a szomszédsagi matrixban a hozza tartozé oszlopok, és persze a sorok is,
megegyeznek. Tehat det(A) = 0, amibgl kovetkezik, hogy ¢4 = 0. Ezzel meghatéaroztuk az

abran lathato graf karakterisztikus polinomjat

(G5 A) = M —B5A2 — 4\,
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3. fejezet

A graf cimkéi és sajatértékei kozti

osszefluiggések

A fejezetben szerepld tételek megtalalhatok az 1] 39-43. oldalan az 5.1-es, 5.2-es, 5.5-0s és

az 5.8-as szammal jelOlve.

3.1. Cimkézés sajatvektorral

A szomszédsagi matrix A oszlopai a graf csicsainak felelnek meg. Ha G egy n cstucsu graf
{v1,v9,...,v,} csticsokkal, és x € R", akkor x komponenseire gondolhatunk, mint a csticsok

valos szémokkal valo cimkézéseire.

3.1.1. Tétel. Ha A szomszédsagi matrixa egy G grafnak melynek cstcsai {vy,vs, ..., v,},
és az x vektor egy cimkézése a G cstcsainak, akkor (Ax) egyenls a vy csiucs szomszédjaira

irt cimkék Osszegével, ahol k =1,2,... n

Bizonyitas: A szomszédsigi matrix egy soraban ott van egyes, ahol a sornak megfelel6

cstcs szomszédos az oszlopnak megfelels csicesal, méshol pedig nulla all. [gy a matrix szorzés

c st

3.1.2. Kovetkezmény. Ha v és w nem szomszédos cstucsok ugyanazokkal a szomszédokkal,

és ha x egy sajatvektor A\ sajatértékkel, akkor vagy v és w cimkéje egyenls, vagy A = 0.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy v; és v; nem szomszédos csticsok, ugyanazokkal a szomszé-
dokkal, illetve tegyiik fel, hogy x egy sajatvektor A sajatértékkel. Legyen N = {s|(v;,vs) €

E(G)}. Ha ) .y xs jeloli a v; és v; szomszédjaira irt cimkék Osszegét, akkor

AT; = (AX)Z = sz = (AX)j - ij?

seEN

c stz

amibdl vagy A = 0, vagy x; = z;.

3.1.3. Példa. A teljes tobbrészes grafok esetében emiatt, a nem nulla sajatértékekhez tar-

tozo sajatvektorokban, az azonos osztalyba tartozo csiicsok cimkéi egyenlek.

3.1.4. Kovetkezmény. Ha v és w szomszédos csiicsok ugyanazokkal a szomszédokkal (v-t és
w-t leszamitva), és ha x egy sajatvektor A sajatértékkel, akkor vagy v és w cimkéje egyenld,

vagy A = —1.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy v; és v; szomszédos cstcsok ugyanazokkal a szomszédokkal,
illetve tegyiik fel, hogy x egy sajatvektor A sajatértékkel. Megint jelolje > _\ s a v; és v,
szomszédjaira irt cimkék Osszegét, ahol N = {s|s # j, (v;,vs) € E(G)}. Ekkor

Zl’s—f—l'j = (AX)l:AI'l

SEN

D orota = (Ax); =z,

seN

amibdl atrendezéssel kapjuk

A+ )z — ;) =0,

Tehat A = —1 vagy z; = ;.

3.1.5. Példa. A teljes n csucsu grafok (K,) spektruméanak meghatarozasanal alkalmazhat-

juk ezt az eredményt. K, sajatértékei az n — 1 ami egyszeres, és a —1 ami pedig n — 1-szeres.
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Szintén hasznélhatunk sajatvektor cimkézést arra, hogy megallapitsunk egy egyszert

eredményt a paros grafokrol. Ehhez sziikségiink lesz egy lemmara.

3.1.6. Lemma. Egy G graf akkor és csak akkor paros, ha minden G-beli kor paros hosszi-

saga.

Bizonyitas: Ha C egy kor a GG péaros grafban, amelynek cstcsosztalyai A és B, akkor C'
pontjai alternalnak A és B kozott. Tehat vilagos, hogy C-nek péros sok csiicsa van.

A masik iranyhoz megmutatjuk, hogy ha G minden kore péaros sok pontbdl all, akkor meg
tudunk adni megfelel6 A és B halmazokat. Tekintsiink egy tetszéleges = pontot a grafban.
Ezt rakjuk A-ba. Most z minden szomszédjat rakjuk B-be, és az Osszes olyan B-beli pont
szomszédjat amelyet még nem helyeztiink el, rakjuk A-ba. Ezt folytassuk amig minden pon-
tot, ahova létezik ut z-bdl, el nem helyeztiink A-ba vagy B-be. Ha a graf osszefiiggs, akkor
minden pontot sikeriilt elhelyezni. Ha nem, akkor komponensenként kell megcsinélni ezt az
eljarast. Fz az algoritmus azért lesz jo, mert ha egy halmazban lenne két szomszédos csiics,

akkor a grafban lenne paratlan kor is, ez viszont ellentmondas.
[ |
3.1.7. Tétel. Egy graf akkor és csak akkor paros, ha a spektruma szimmetrikus a nullara.

Bizonyitas: (=) Legyen G péaros graf (S, T) osztalyokkal. A G szomszédsagi matrixa-

ban, el6szor az S cstucsait majd a T' cstcsait soroljuk fel. Ekkor

A_OM
Sl MT| o ]

ahol a bal felsé blokk |S| x |S], a jobb als6 blokk pedig |T'| x |T| méretd. Tegytik fel, hogy

v
A sajatértéke A-nak v = ! sajatvektorral, ahol v; € RISl és v, € RI7I. A sajatvektor
Vo

definici6jabol

M
AV _ )\V o 0 Vi _ /\ Vi MV2 _ )\Vl o
MT 0 Vo Vo MTV1 /\VQ

& Mvy = Avy és MTvy = A\vs.

15



Képezziik a v vektorbol a v’ vektort, gy hogy v/ = [—v; vy]. Ekkor, az elgbb kapott

eredményt felhasznalva

Mv AV -V
AV = =T =a] T = v
—MTV1 _)\VQ Vo
A v — ¢/ minden i-re a {\; sajataltere} — {—\; sajataltere} izomorfizmus, ezért az emli-
tett sajatalterek dimenzidja egyenld. Tehat azt kaptuk, hogy ha egy paros graf szomszédséagi

méatrixdnak \; sajatértéke k; multiplicitassal, akkor —)\; is sajatértéke ugyanazon k; multip-

licitassal, azaz a spektruma szimmetrikus a nullara.

(<) Tegylik fel, hogy A spektruma szimmetrikus. A kovetkezSkben lathatjuk, hogy ek-

kor A2k:+1

spektruma is szimmetrikus, ahol k£ nem negativ egész, a sajatértékek pedig mind
valés értékiiek. Az A matrix szimmetrikus, ezért az 1.2.2.-es tétel értelmében diagonalizél-
hato, igy hatvanyozasnél a diagonélis matrix atloelemei, a sajatértékek hatvanyozodnak a

métrixszorzas tulajdonsagainak kovetkeztében.
A =UDU" = A= (UDU")(UDU")=UD*U" =

= Al =(Uup""'u")(uDU") = UD'U”

A matrixelméletbdl tudjuk, hogy a matrix nyoma egyenlé a multiplicitasukkal megszorzott
sajatértékek Osszegével, ami ez esetben 0, ezért tr(A*™) = 3" (A1), = 0. Minden
i-re (A?*™);; nem negativ, hiszen A nem negativ, tehat tr(A**™) csak akkor lesz egyenls

nullaval, ha A%*!

minden atloeleme 0. A 2.1.1-es Tétel alapjan barmely k-ra nincs 2k + 1
hosszi séta v;-bdl v;-be tetszéleges i-re, azaz nincs pératlan hosszi kor a grafban, azaz
minden kor paros hosszisdgi. Ez akkor és csak akkor igaz, ha G paros graf a 3.1.6.-os

Lemma értelmében.
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3.2. A Perron-Frobenius tétel és a Rayleigh-hanyados al-

kalmazasa

3.2.1. Definici6. Legyen adva A métrix és x € R” tgy, hogy x # 0 . A Rayleigh-hanyadost
a (Ax,x)/(x,x) hanyados definialja.

3.2.2. Tétel. Legyen G egy graf melynek szomszédségi matrixa A, és sajatértékei Ay > Ay >
... > A\, Ekkor (Ay,y)/(y,y) értéke beleesik a [A,, A;] intervallumba tetszdleges y # 0O-ra.
Tovabba (Ay,y)/(y,y) = A1 pontosan akkor teljesiil, ha y egy A;-hez tartozo sajatvektor,
valamint (Ay,y)/{y,y) = A\, pontosan akkor, ha y egy \,-hez tartozo sajatvektor.

Bizonyitas: Legyen y egy nem nulla vektor, és legyen {x;,%a,...,%,} az A sajatvek-

toraibol allo ortonormalt bazis. Ekkor y = > r;z; felirva a bazisban, tovabba a sajatvektor

definicijabol Ax; = \;x; minden ¢ = 1,2,...,n-re. A az ortonormaltsag miatt
1, hai=y;
(xi, Xj> = ) )
0, hai#j.

Ezeket felhasznalva, és azt hogy A linearis fiiggvény, a skalaris szorzat pedig bilinearis fiigg-

vény, a kovetkezot kapjuk

(Ay,y)  (AQCirixi), doirixi) _ Qi riAxi, 3o mixi) (o mikiXi, 25, riXi)

) O XXy 2, (X Xg) D iy Ty (Xis X;)

S o) S s i
Zi,j T‘Z‘Tj<Xi,Xj> r? y Zj r2 ’

Legyen
2

ai:n—iQ Virte = Vire 0< o<1 A Zaizl,
Zi:lrj -

igy

(Ay.y) _ zn:(“_

v.y) %

A fent kapott eredményt becsiiljiik feliilr6l, igy hogy minden sajatértéket kicseréliink a
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legnagyobbra, és becsiiljiik alulrdl, tgy hogy minden sajatértéket kicseréliink a legkisebbre.

An = Xn:%)\n < zn:ai)\i < Xn:%')q = A
i—1 i—1 i—1

A jobb oldali egyenl6tlenségnél egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a; = 0 minden
i-re melyre \; < A1, a bal oldali egyenl&tlenségnél egyenléség pedig akkor és csak akkor all

fenn, ha a; = 0 minden ¢-re melyre \; > \,,.
[ |

Erdemes meggondolni azt is, hogy ha \; a legnagyobb sajatértéke a G Gsszefiiggd graf-
nak, x pedig egy hozza tartozo sajatvektor, és (Ay,y)/(y,y) = A1, akkor y felirhato a
sajatvektorok konvex kombinéciojaként. A Perron-Frobenius tétel értelmében A\; egyszeres,
ezért y = rx, ahol r # 0, valamint y 0sszes koordinataja pozitiv vagy az Gsszes koordinétaja

negativ, ami szintén az el6bb emlitett tétel kovetkezménye.

3.2.3. Kovetkezmény. Legyen H egy valodi indukalt részgrafja egy Osszefiiged G grafnak,

tovabba legyen H maximalis sajatértéke p és G maximalis sajatértéke A, ekkor p < .

Bizonyitas: Tudjuk hogy p < X az 1.2.5.-6s Tételbdl. Ha z egy sajatvektora H-nak
1 sajatértékkel, akkor kiegészithetjiik z-t y vektorra tgy, hogy nulldkat irunk a kitérolt
csucsoknak megfelel§ helyekre. Legyen a G és H grafok szomszédsagi matrixai Ag és Ay.
Feltehets, hogy G cstcsai {vi,...,vu| VjH|4+1,---,Vn}, ahol az elsé |H| darab cstics a H

indukalt graf csacsai. Ekkor (Agy,y)/(y,y) = p. Ugyanis
A A
* | x 0 * *

tovyy (L[] [210] ) nn) i

(y.y) <[ZO}T,[ZO}T> - (22 (z7)

Tegyiik fel, hogy 1 = A. Ekkor az el6z6 bekezdésben meggondoltak alapjan y Osszes
koordinataja nem nulla, ami akkor torténhet csak meg, ha H = G. Ez ellentmondés, tehat

< A
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3.2.4. Kovetkezmény. Ha e egy éle a G Osszefiiggs grafnak, akkor a GG legnagyobb sajat-

értéke szigorian nagyobb a G — e legnagyobb sajatértékénél.

Bizonyitas: Legyen H = GG — e. Ha H nem 0sszefiiggs, akkor két komponens keletke-
zett, melyeket kiilon-kiilon megvizsgalunk. A komponensei felfoghatok a G valédi indukalt
részgrafjaiként, igy az el6z6 kovetkezmény érvényesiil ez esetben, miszerint az indukalt rész-
graf legnagyobb sajatértéke szigortian kisebb mint az eredeti graf legnagyobb sajatértéke. Ez
mindkét komponensre igaz, igy az egész H-ra is igaz lesz, ugyanis egy nem Osszefliggs graf
spektruma egyenlé a komponensei spektrumanak uniéjaval. Ha H Gsszefiiggs, akkor legyen
x a H azon sajatvektora, mely a legnagyobb u sajatértékéhez tartozik. Ha a torolt él v;-t
és v;-t kototte Ossze, és ha A a G graf, B a H graf, C pedig a kihagyott ¢l szomszédsagi
matrixa, akkor a G legnagyobb sajatértéke A(G) alulrol becstilhets a 3.2.1.-es tétel alapjan:

MG) > (Ax, x) _ (Bx, x) n (Cx,x) - 2z,x;

(x,x) (x,x) (x,x)

{x, %)

Mivel az x vektornak csak pozitiv vagy csak negativ elemei vannak az 1.2.3.-as Tétel
értelmében, a G legnagyobb sajatértéke biztosan nagyobb mint a H legnagyobb sajatértéke.
Most pedig kovetkezzen egy tétel a fokszamok és a legnagyobb sajatérték kapcsolatarol,

amely szintén az 1.2.3.-as Tétel eredményein alapszik.

3.2.5. Tétel. Ha G egy 0Osszefiiggs graf melynek fokszamai dy, ds, . . ., d,, és maximalis sa-
jatértéke i, akkor

1 n
- > di < A < maxd;. (3.1)
=1

Egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha a graf reguléris.

Mas szoval, a legnagyobb sajatérték a fokszamok atlaga és a legnagyobb fokszam kozé

esik, és akkor egyenl barmelyik értékkel, ha a graf reguléris.
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Bizonyitas: A Perron-Frobenius tételbdl levezethets, hogy egy nem negativ méatrix leg-
nagyobb sajatértéke A\; becsiilhets az (Ax);/x; (i = 1,2,...,n) értékekkel, ahol x egy nem
negativ vektor. A legnagyobb sajatérték kielégiti

o {(82) 53 5me{ 42

Ha x-et a csupa 1 vektornak valasztjuk, és A szomszédségi métrixa a G grafnak, melynek

fokszamai dy, ds, . .., d,, akkor azt kapjuk, hogy
mind; < A\; < maxd;.

Tovabbé ha ugyanazon csupa 1 vektorral alkalmazzuk a 3.2.1.-es tételt

(Ax, x) 2z i

<\
Fx) S0 T T

< Ap

A szamlaloban Ax matrixszorzat egy vektort ad, melynek elemei a fokszamok, amit ha
skalarisan szorzunk a csupa 1 vektorral, a fokszamosszeget kapjuk. A nevezében két csupa 1
vektor skalaris szorzata egyenld a vektorok dimenzidjaval. Ezzel megkaptuk a bizonyitando
allitast.

Ejtsiink par szot az egyenlGségrél. Tegytik fel, hogy %2?21 = A1, és legyen u a csu-
pa 1 vektor. Ekkor (Au,u)/(u,u) = A;, amibdl arra kévetkeztethetiink a 3.2.2.-es Tétel
egyenlGségrdl szolo része miatt, hogy u a A-hez tartozo6 sajatvektora A-nak. A sajatvektor
definicija miatt

dy A1
Au=)\ju = =11,
d, A1

ahol d; a v; csics fokszamat jeloli minden i-re. Tehat a G graf regularis. Annak bizonyitasa,
hogy A\ = max;d; feltételbdl kovetkezik, hogy a graf regularis, az az 5.1.1.-es Tétel mintajara

torténik.
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4. fejezet

Becslések a sajatértékekre

Ezen fejezet célja azon grafok megtalalasa melyeknek legkisebb illetve legnagyobb sajatértéke
kozel van a nulldhoz. A fejezetben szerepld tételek megtalalhatok az [1] 43-49. oldalan a 6.1-

es, 6.2-es, 7.1-es, 7.3-as és a 7.4-es szdmmal jelclve.

4.1. Becslések a legkisebb sajatértékre

A graf spektruménak tanulményozasaban ismétlédé téma a sajatértékekre alsdé becslések

keresése. Ebben a fejezetben a legkisebb sajatérték jelolése A, (G).

4.1.1. Tétel. Legyen G egy Osszefliggd graf melynek legkisebb sajatértékét jelolje A, (G).
Ekkor

e )\,(G) <0, ahol egyenldség abban az esetben van ha G a nullgraf;

e ha G nem a nullgraf, akkor \,(G) < —1, ahol egyenlgség akkor és csak akkor van, ha
G teljes graf;

e ha G se nem teljes, se nem nullgraf, akkor \,(G) < —+/2, ahol az egyenl6ség akkor és
csak akkor teljesiil ha G = K o;

e ha G se nem teljes, se nem Ko, és ha \,(G) > —1.5, akkor a G graf a kévetkezd

I>._.
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Bizonyitas: Mivel nem engediink meg hurok éleket, tr(A) = > \; = 0. Ha van pozitiv
sajatérték, akkor kell lennie negativ sajatértéknek is, ha pedig nincs pozitiv sajatérték akkor
csak nulla sajatértékek lehetnek, hiszen a sajatértékek osszege nulla. Igy A = 0, azaz G-nek
nincs éle. Ezzel be is lattuk az els6 pontot. Ha a grafnak van éle, akkor az az él egy két
csuicsbol allo indukélt részgraf, amihez tartozd szomszédsagi matrix sajatértékei ps = —1
és uy = 1. Erre alkalmazzuk az 1.2.5.-6s Tételt 1 = 2,m = 2 esetén, amire Aoy, o < fio,
azaz A\, < —1. Ha G nem teljes graf és persze Osszefiiggs, akkor Ko indukalt részgrafja,
melynek sajatértékei 0,v/2, —v/2. Ebbdl kovetkeznek a kettes és a harmas pontok, ahol a
kettes pontban az egyenléség a 3.1.4.-es Kovetkezmény miatt teljesiil. Azon Gsszefliggd grafok

kozott melyeknek négy csticsuk van

XN LT L A N

az egyetlen olyan amire \,(G) > —1.5 igaz, az a tétel negyedik pontjaban illusztralt

graf. Ami ugyanaz mint az utols6 graf a fenti abran. Ha G legalabb 5 csticstu 6sszefiiggd graf,
akkor létezik H Osszefiiggs 4 csticsu indukalt részgrafja, amely nem izomorf az el6bb emlitett

graffal.
|

Az el6z6 tétel azt mutatja, hogy csak kevés olyan graf van, melynek legkisebb sajatértéke
A (G) > —1.5. A kivetkez§ tétel szerint ugyanez nem mondhato el A,(G) > —2-re, azonban
ehhez lassunk el6bb egy segéd allitast.

4.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy a G graf csucs-él illeszkedési matrixa X

1, ha v; és e; illeszkednek;

0, kiilénben.

(X)ij =

Legyen tovabba a G graf szomszédsagi méatrixa A, valamint az L(G) élgraf szomszédsagi
méatrixa A ;. Ekkor

e XX =A,+2L,;

e ha G k-reguléris graf, akkor XX* = A + kI,,.
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Bizonyitas: Eszre vehets, hogy X' X fsatlojaban csupa kettes van, mivel X7 minden
soraban két darab egyes van, és minden sort énmagéval szoroztunk skaldrisan. A f&atlon
kiviili elemek pedig vagy 1, ha a két Osszeszorzott vektornak megfelels élnek van ko6zos
csucsa, vagy 0 egyébként. Ez pedig a {6atlo helyére nullakat irva pont az élgraf illeszkedési
métrixa. Ezzel a lemma els§ pontjat belattuk.

Ha G k-reguléris, akkor az XX f6atlojaban csupa k van, mivel X minden soraban k
darab egyes van, és minden sort 6nmagaval szoroztunk skalarisan. A fatlon kiviil, pedig egyes
all, ha az Osszeszorzott sornak és oszlopnak megfelel§ cstucs szomszédos, és nulla kiillénben,

ami éppen a G szomszédsagi matrixanak definicidja.
4.1.3. Tétel. Barmely L(G) élgraf kielégiti a \,,(L(G)) > —2 egyenl6tlenséget.

Bizonyitas: Legyen K a csucs-él illeszkedési méatrixa G-nek, és legyen A(L(G)) a szom-
szédségi matrixa L(G)-nek. Tudjuk hogy K minden oszlopaban két darab egyes szerepel és
a tobbi nulla. Ekkor

K"K =21 + A(L(Q)).

Mivel K'K mindig pozitiv szemidefinit, ezért sajatértékei nem negativak. Altalaban M + cI
sajatértékei ugyanazok mint M sajatértékei c-vel megnévelve, tehéat egy kis egyenletrende-
2ésbél adodik, hogy A\, (L(G)) > —2.
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4.2. Becslések \;, \o-re

Ezen alfejezetben a fels6 becsléseket ado tételeket bizonyitas nélkiil emlitjiik az egyszertiség
kedvéért, ugyanis hosszasan kellene taglalni a hozzé sziikséges elGismereteket. Kezdjik a

tételekben szerepls grafok definidlésaval.

4.2.1. Definici6. (T'(i,j, k) graf) Vegylink harom utat, melyek i, j és k darab cstcsbol
allnak, majd adjunk hozza egy 1j csiicsot, amely szomszédos mindegyik it egy-egy végpont-
javal. A kapott graf egy fa i + 7 + k + 1 darab cstccsal, azon belil harom levéllel és egy

csuicesal, amelynek a foka hérom.

- —@

4.2.2. Definicio. (S(i, j, k) graf) Vegytnk egy i+ j + k + 2 hosszu utat, és adjunk hozza két
cstcsot, ugy hogy az egyik az ut végétdl szamitott (7 + 1)-edik csticesal legyen szomszédos,

a masik pedig az ut ugyanazon végétdl szamitott (i + 7 + 2)-edikkel.

e e

4.2.3. Tétel. Ha G egy 0Osszefiiggs graf melynek legnagyobb sajatértéke A\ = 2, akkor G
valamelyik a kovetkezs grafok kozil: C,, K4, T(2,2,2), T(3,3,1), T(5,2,1), vagy
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Annak bizonyitasa, hogy minden egyes ilyen grafnak a maximalis sajatértéke 2, cstucs

cimkézéssel torténik. Lassuk is be az dbran szerepld grafra.

Bizonyitas: Cimkézziik a graf cstucsait a Aj-hez tartozo egy sajatvektora szerint. A
Perron-Frobenius tétel szerint A\ egyszeres, igy a sajatvektorat a megfelels skalarral leosztva
kaphatjuk, hogy a baloldali levelek eggyel legyenek cimkézve. Ekkor a graf szimmetridja
miatt a jobboldali levelek cimkéinek is egynek kell lennie. A levelek elhagyasaval kapott ut
cstcsaira irt cimkéket jelolje sorban aq,as, ..., a,. A 3.1.1.-es Tétel szerint a1 = a,, = A1,

as = N\ — 2, és \ia; = a;_1 + a;41 teljesiil, minden 1 < i < n-re:

0 01 1 1

0 01 1 1

110 1 O a ay

1 0 1 a9 Qs
-\

1 0 1 (p—1 (p—1

O 011 Qn (n

100 1 1

100 1 1

Tegyiik fel, hogy A\; > 2. Ekkor egyrészt ay = A2 — 2 > \; = a;. Masrészt, 2a; < \a;,
illetve \ja; = a;—1+a;+1-b6l a; < max(a;_1,a;11) kovetkezik. Ezt tobbszor alkalmazva, mivel
a; < ag, adodik, hogy as < a3 = a3 <ay = ... = a,1 < a,, tehat a; < a,, ami
ellentmondas.

Hasonloan adodik, hogyha o < A\; < 2, akkor as < aq, és a; > min(a;_1, a;+1), amibdl

a; > as > as > ... > a, kovetkezne, ami ismét ellentmondéas. Tehat \; = 2.
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4.2.4. Kovetkezmény. Ha G egy Osszefiiggs graf melynek legnagyobb sajatértéke Ay < 2,
akkor G valamelyik a kovetkezd grafok koziil: egy n hosszu at, T'(1,1,r), T'(1,2,4), T(1,2, 3)
vagy T'(1,2,2).

Bizonyitas: Jelolje A\, (G) a G graf legnagyobb sajatértékét. Tegytik fel, hogy G nem fa
graf, gy hogy A\ (G) < 2. Ekkor létezik indukalt részgrafjaként Cj, kor valamilyen k-ra. A
4.2.3.-as Tétel értelmében A\ (Cy) = 2, amibdl a 3.2.3.-as Tétel értelmében A\ (G) > 2, ami
ellentmondéas. Tehat ha egy GG graf legnagyobb sajatértéke kisebb mint 2, akkor G egy fa.

Tovabba K; 4 nem lehet indukalt részgrafja G-nek, hiszen hasznélva a 3.2.3.-as és a 4.2.3-
as Tételeket, azt kapjuk hogy, 2 = A (K14) < M (G) < 2, ami ellentmondés. Ha egy fa
graf maximalis fokszama legalabb 4, akkor létezik K 4 indukalt részgrafjaként, ezért G-nek
a maximélis fokszdma legfeljebb 3 lehet csak. Nézziik meg azt az esetet, amikor ez az érték
az 1. Mivel G 0Osszefiiggd, nem lehet mas, mint az egy 1 hosszt ut, melynek sajatértékei
a +1 < 2. Ha a G maximaélis fokszama 2, akkor a GG nem lehet mas mint az n hosszi ut
(P,). Mivel P, indukalt részgrafja C,,1-nek, ezért ismét hasznalva a mar emlitett tételeket
M (P,) < M(cng1) = 2, ami megfelel a feltételnek.

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor G maximalis fokszama 3. Kizarhatjuk azt, hogy
tobb ilyen 3 foku csiicsa van, ugyanis akkor a 4.2.3.-as Tétel abrajan szerepls graf indukalt
részgrafja lenne, ami ellentmondés lenne, az el6bb t6bbszor is akalmazott meggondolas miatt.
Tehat ebben az esetben G egy fa, melynek maximalis fokszama 3, és csak egy darab 3 foku
cstcsa van. Egy graf akkor és csak akkor ilyen, ha az a graf T'(i, j, k).

A tovabbiakban is tobbszor felhasznéljuk a 4.2.3.-as és a 3.2.3-as Tételeket. Tegyiik fel,
hogy i < j < k. Ezt megtehetjiik, ugyanis nem szamit a sorrendjiik. Ha 2 < i, akkor 7'(2, 2, 2)
indukalt részgraf T'(i, 5, k)-ban. Mivel \(T'(2,2,2)) = 2, ezért A\ (T'(4,7,k)) > 2, ami ellent-
mondas. Tehat ¢ = 1. Ha j > 3, akkor 7'(1,3,3) indukalt részgraf T'(1, 7, k)-ban. Mivel
M(T'(1,3,3)) = 2, ezért A\ (T'(1,4,k)) > 2, ami ellentmondas. Tehat j < 2. Tegyiik fel, hogy
j = 2. Ha k > 5, akkor T'(1,2,5) indukalt részgraf T'(1,2, k)-ban. Mivel \(7T'(1,2,5)) = 2,
ezért \(T(1,2,k)) > 2, ami ellentmondas. Tehat k < 5. Ha k = 2,3, 4, akkor T'(1,2, k) in-
dukalt részgraf T'(1,2,5)-ban. Mivel A\ (T'(1,2,5)) = 2, ezért A (T(1,7,k)) < 2, ami megfelel
a feltételnek. Tegyiik fel tovabba, hogy ¢ = 1, j = 1 és k egyenl§ valami tetszGleges r nem
negativ egésszel. Ekkor T'(1,1,7) indukalt részgrafja a 4.2.3.-as Tétel dbrajan szerepld graf-
nak (az egyik levelet elhagyva), melynek legnagyobb sajatértéke 2. Ebbgl kovetkezik, hogy
M(T(1,1,7)) < 2. Ezzel belattuk az allitast.
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Erdekességként nézziink meg még egy tételt ezen kiilonleges grafokrol.

4.2.5. Tétel. Ha G egy graf melynek legnagyobb sajatértéke \;, amire igaz hogy 2 < A\ <
(2 ++/5)/2, akkor G valamelyik a kovetkezék koziil:

e 7'(1,2,k), ahol k > 5;

o T(1,5,k), ahol 2 < j < k;

e T(2,2,k), ahol 2 < k;

e 7(2,3,3);

e S(j,k, 1), agy hogy (j,1) # (1,1) és k elég nagy.

4.2.6. Tétel. \y(G) < 0 akkor és csak akkor, ha G teljes tobbrészes graf.

Bizonyitas: Az abran lathatok azok a négy csuicsu grafok, amelyeknek van két pozitiv
sajatértéke, ezért a 1.2.4.-es Tétel értelmében egyik sem lehet indukalt részgrafja egy olyan
G grafnak, amire A\y(G) < 0. Gondoljuk meg, hogy mivel a G graf Gsszefiiggs, az egyetlen
lehetséges eset, hogy G teljes tobbrészes graf.

Hozzunk létre egy R relaciot. Két csucs a,b € V(G) relacioban allnak egymaéssal, akkor
és csak akkor, ha (a,b) € (F(G)). Ekkor G teljes tobbrészes graf akkor és csak akkor, ha R
ekvivalencia relacié V(G)-n, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. A reflexivitas kénnyen
lathato, hogy teljesiil, ugyanis nem engediink meg hurokéleket, igy minden cstcs 6nmagéval
relacioban all. A szimmetria abbol kovetkezik, hogy a G graf iranyitatlan. A tranzitivitas
méar nem ilyen egyszert.

Ha az R relacio tranzitiv is az adott grafra (azaz R ekvivalenciarelacio), akkor azt allitjuk,
hogy a grafunk teljes tobbrészes graf. Legyenek z,y,a,b € V(G). Definici6 szerint, ha x
relacioban all y-nal, akkor (x,y) ¢ E(G). Ha pedig a nem &ll relacioban b-vel, akkor (a,b) €
E(G). Ezaltal V(G)-n osztalyok vannak. Ezt illusztralja a kovetkezd ébra
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Tegyiik fel, hogy G nem tartalmazza indukalt részgrafként az abréan lathato grafok egyikét
sem. Belatjuk, hogy R tranzitiv. Jelolje N (x) az x csics szomszédainak halmazat. A grafban
akkor és csak akkor nincs a harmadik graf indukalt részgrafként, ha a G' &tmérdje legfeljebb
2, ami akkor és csak akkor igaz, ha minden z,y € V(G)-re amire (z,y) € E(G) teljestil, hogy
N(z)N N(y) # 0. Belatjuk, hogy ha a méasodik graf sincs benne indukalt részgrafként, akkor

N(x) = N(y), ha (z,y) & E(G).

Tegyiik fel, hogy (z,v), (v,y) € E(G) illetve, hogy N(z) € N(y) amibél kévetkezik, hogy
letezik v € N(x)\ N(y). Legyen u € N(z) N N(y). Ekkor két eset lehetséges. Az egyik, hogy
(v,u) € E(G), azaz (x,y,u,v) altal indukalt részgraf pont a harmadik graf az abran, ami
ellentmondés. A masik pedig, hogy (v,u) € E(G), azaz (z,y,u,v) altal indukalt részgraf
az abran lathato masodik grafot adja, ami szintén ellentmondéas. Az x, y-ra szimmetrikusan
kovetkezik, hogy N(z) 2 N(y), tehat N(z) = N(y).

Haz,y,z € V(G)-re (z,y) € E(G) és (y, z) € E(G), akkor az el6z6ek miatt N(x) = N(y)
és N(y) = N(z), azaz N(z) = N(z). Mivel € N(z) = N(z), ezért (z,2) € E(G). Ezzel

belattuk, hogy az R relaci6 tranzitiv.

28



5. fejezet
Specialis grafokrol sz6l6 tételek

Ebben a fejezetben olyan grafokat targyalunk, melyek valamiféle kombinatorikai szabalyossa-
got tartalmaznak, melynek kovetkeztében a spektrumuk kiilonbozs jellegzetességekkel ren-
delkezik. Egy grafot k-regularisnak mondunk, ha minden cstucs foka k. Ez a kézenfekvd
kombinatorikai szabalyossag érdekes kovetkezményeket eredményez a sajatértékekre nézve.
A fejezetben szerepls tételek megtalalhatok a [2] 14-19. oldalan a 3.1-es, 3.5-0s, és a 3.8-as

szammal jelolve.

5.1. Regularis grafok

5.1.1. Tétel. Legyen G egy k-regularis graf, ekkor
e k sajatértéke G-nek;
e ha G 0Osszefiiggs, akkor a k multiplicitasa 1;
e barmely A sajatértékre igaz, hogy |\ < k.

Bizonyitas: Legyen u = [1,1,...,1]T, valamint legyen a G graf szomszédsagi métrixa A.
Ekkor Au = ku, ugyanis minden sorban pontosan k darab 1-es szerepel, tehét a k sajatérték.
Legyen & = [x1, To, ..., x,)T tetsz6leges nem nullvektor, amire Ax = kx. Tegyiik fel, hogy

z; egy legnagyobb abszolutértékd eleme az x-nek. Mivel (Ax); = kz;, azt kapjuk, hogy

Z xI; = kIj.

IiEN(:Bj)
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A bal oldalon egy k-tagu Osszeg all, ugyanis azon csicsokhoz tartozo koordinatédkat adtuk
ossze melyek szomszédosak az x; koordinatahoz tartozoé csiccesal. Mivel minden i-re x; < @5,
az egyenléség csak akkor lehet igaz, ha x; = z; minden ¢-re a szumméban. Ha a graf ssze-
fiiged, akkor ezt az eljarast folytatva megmutathatjuk, hogy az x vektor 0sszes koordinatéja
egyenld. Azt kaptuk, hogy az x skalarszorosa az u vektornak, tehat a k-hoz tartozo sajat-
vektorok &ltal kifeszitett altér dimenzidja 1, amibdl az kovetkezik, hogy a k multiplicitédsa
is 1. Ezzel belattuk az allitas masodik pontjat. Megjegyzés: a Perron-Frobenius tételbdl ez
azonnal kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy Ay = Ay, ahol y # 0, valamint legyen y; a legnagyobb abszolutértékd

eleme az y-nak. Ugyanazon meggondolas alapjan, mint az el6bb

> vi=ky;

¥ €N (y5)

Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak abszolutértékét, aztan alkalmazzuk a haromszog-

egyenl6tlenséget, majd becsiiljiink feliilr6l minden tagot y;-vel.

Myl =1 D wl< D |l < Elyl.

Yi €N (y;) Yi€N (y5)
Ezzel megkaptuk, hogy |A| < k.

Az el6z6 tétel szerint, ha G k-regularis graf, akkor a legnagyobb sajatértéke k. Igy, ha G
k-regularis, akkor \; =k, és \;(L(G)) = 2k — 2 = 2)(G) — 2. Emiatt feltételezhetjiik, hogy
G és L(G) tobbi sajatértékei kozt is van valami kapcesolat. Ezt targyalja a kovetkezd tétel.
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5.1.2. Tétel. Ha G egy k-reguléris graf n csiccsal és m = %nk éllel, akkor
X(L(G); A) = A+ 2)" "X (G A+ 2 — k). (5.1)
Bizonyitas: Definidljunk két matrixot, melyeknek m + n sora és oszlopa van:
AL, | —X I, | X
U= , V= T :
0| I, X5 AL,

Ekkor azt kapjuk, hogy

UV:[AIn—XXT 0 ] VU:[ A, | 0 ]

X7 \ AL, AXT \ AL, — XTX

Mivel a determinansra vonatkozo szorzastételbdl tudjuk, hogy det(UV) = det(VU), a ko-
vetkez6t kapjuk:
A det(AI, — XXT) = Adet(M,,, — XTX).

[rjuk fel L(G) karakterisztikus polinomjat:
X(L(G); N) = det(M\l,,, — ApL) =
alkalmazva a 4.1.2.-es Lemma elsé pontjat:
= det((\+2)1,, — X*X) =
a determinans szorzastételébdl kapott eredmény miatt:
= (A +2)" "det(\ + 2)I, — XXT) =
felhasznalva a 4.1.2.-es Lemma masodik pontjat, és a determinanson beliili atrendezésbdl:

= A+ 2)""det(A+2 — k)L, — A) = (A + 2)" "\ (Gs A+ 2 — k).
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5.2. Ciklikus grafok

Ahhoz hogy beszélhessiink a ciklikus grafokrol, el6bb meg kell értentiink a ciklikus matrixok

fogalmat.

5.2.1. Definicié. (Ciklikus matrix) Egy n x n-es S matrixot ciklikusnak nevezziik, ha az

elemei kielégitik a kovetkezot

Sij = S1,j—i+1, (5-2)
ahol az indexeket mod n szamoljuk.

Mas széval minden ciklikus matrix eredeztethets az elsG soraboél ugy, hogy az i-edik sor

az els6 sornak ¢ — 1 elemmel val6 ciklikus eltoltja.

5.2.2. Definicié. (Ciklikus graf) G grafot ciklikusnak nevezziik, ha a csticsai sorbarendez-

hetsk tgy, hogy a szomszédsigi méatrixa ciklikus legyen.

Nézziik meg a kovetkezd ciklikus grafot, és a hozza tartozd szomszédsagi métrixot, mely

a képen lathato csiicsszamozassal ciklikus matrixot alkot.

5.2.3. Példa.
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Lathato, hogy ha egy graf ciklikus, akkor reguléris is, hiszen a ciklikus matrix definicioja-

bol adodik, hogy a graf szomszédsagi matrixanak minden soraban ugyanannyi 1-es szerepel.

5.2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy [0, as, . ..

méatrixdnak. Ekkor a GG sajatértékei

,a,| az els sora egy G ciklikus graf szomszédséagi

A = Zajw(jfl)r, minden r =0,1,...,n— 1-re, ahol w = exp(27mi/n). (5.3)

j=2
Bizonyitas: Legyen W az a ciklikus méatrix, melynek elss sora [0, 1,0, ..., 0], és legyen S
egy altalanos ciklikus matrix melynek elsg sora [si, sa, . .., s,]. Ekkor kdzvetlen szamitésbol

kaphato, hogy
S = Z Sjoil.
j=1
Hatarozzuk meg W karakterisztikus polinomjéat:

A =1
A -1

det(A\I — W) = =

0

A

-1
A

A

—1

=)\ )\nfl 4 (_1)7171(_1)(_1)7171 =\" 4 (_1)27171 =\"_1
Ebbsl W sajatértékei az n-edik egységgyokok, az 1,w,w?, ..., w" 1, ahol w = exp(2mi/n).
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Ekkor azt kapjuk A sajatértékeire, hogy
A= swl =01, n— 1
j=1
Ezt atirva a tételben szerepld ciklikus matrixra, melynek els sora [0, ag, . .., a,]:

)\T:Zajw(j’l)r, r=0,1,...,n— 1.
j=2
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