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1. Elokészuletek

1.1. Bevezetés

A gyakorlatban sokszor talalkozhatunk szallitasi problémakkal. Akar raktarakbol az élel-
miszerboltokba szeretnénk kivinni az arukat, akar benzinkutakat kell ellatni tizemanyaggal,
akéar utasokat kell a megfeleld helyekre eljuttatnunk, a cél ugyanaz: kiszolgélni a fogyasztok
igényeit a lehets legkevesebb kiadassal.

A Vehicle Routing Problems (azaz VRP) azon problémék o6sszefoglald neve, melyek
azzal foglalkoznak, hogy hogyan széllitsuk ki a javakat a raktéraktol a felhasznalokig.
Ezek a feladatok rendkiviil sokfélék lehetnek, ugyanis kittizésiik kozvetleniil a valos élethdl
szarmazik. Mivel a probléma NP-teljes, ezért nem ismert a megoldasara polinomialis fu-
tasidejt algoritmus. Igy kiilonbozé eljarasokat, heurisztikékat fejlesztettek ki azért, hogy
az optimalis megoldast viszonylag rovid id6 alatt elég jol meg lehessen kozeliteni. A dol-
gozatom f& célja, hogy ismertessem a VRP alapvetd matematikai modellezéseit, valamint
eljarasokat, heurisztikdkat mutassak be, melyek alkalmasak a VRP optimaélis megoldasa-
nak kozelitésére. Mindezt természetesen a teljesség igénye nélkiil kellett tennem, hiszen
nem csak a probléma sokszintisége, hanem a megoldasara adott eljarasok valtozatossé-
ga is egy rendkiviil tag és sokrétd témakort eredményez. Ezért a dolgozat terjedelmére
vonatkozo6 korlatok miatt a problémakor csak egy szeletére all médomban kitérni.

A tovabbiakban Paolo Toth és Daniele Vigo The Vehicle Routing Problem cimti kony-
vének [1] koncepciojat kovetem, melyet igyekeztem minél tobb magyarazattal, és tovabbi
forrasokbol szarmazé informéciokkal kiegésziteni. A dolgozatban tébbszor hivatkozom az
utazé iigynok problémara, illetve ennek optimuménak kozelitésére adott heurisztikikra.
Ezen eljarasok részleteire a dolgozat frasa soran nem térek ki, ezeket ismertnek tekintet-
tem. Ezen kiviil néhany esetet olyan problémakra fogok visszavezetni, melyek nem kap-
csolodnak kozvetleniil az egyetemi tananyaghoz. Ilyenek példaul a Bin Packing Problem,
vagy a Generalized Assignment Problem, melyeket szintén a dolgozat korlatozott terjedel-

me miatt nem részletezek.



1.2. Alapfogalmak

Ahhoz, hogy megértsiik a probléméat, és matematikailag modellezni tudjuk, sziikségilink
lesz az alapfogalmak tisztézasara, a feladat precizebb megfogalmazéasara, és a felmerils
kiilonb6z6 esetek szambavételére

El6szor nézziik meg, hogy pontosan mi is a feladatunk. Ki szeretnénk szallitani a ja-
vakat egy adott iddintervallumon belil fogyasztok egy halmazanak dgy, hogy jdrmdvek
egy halmazat hasznaljuk fel, melyek akar kiilonbozdéek is lehetnek. A jarmivek egy vagy
tobb depdban helyezkednek el kezdetben, és sofdrok egy halmaza vezeti Gket. A mozgasu-
kat egy uthdlozaton hajtjak végre. Tehat a feladatunk lényegében a kovetkezs. Meg kell
hataroznunk az egyes jarmtivek altal bejart utakat, vagyis az utaknak egy halmazat gy,
hogy minden Ut a megadott sajat depojabol indul, és valamely megadott depoba érkezik,
mikozben teljesen kielégiti az altala meglatogatott fogyasztok igényét, és megfelel minden
kapacitasra és menetidére vonatkozo feltételnek. Mindezt tgy szeretnénk tenni, hogy az
Osszesitett szallitasi koltség minimélis legyen.

Az altalunk vizsgalt uthéalozatot egy graffal reprezentaljuk. A graf élei felelnek meg az
utaknak, ezek lehetnek iranyitottak, vagy iranyitatlanok. A graf pontjai pedig az utke-
resztezGdéseket, a fogyasztokat és a depokat reprezentaljak. Az egyes éleken élkoltségeket
értelmeziink az ut hossza (koltsége) és az athaladas idejének megjelenitéséhez. Egyértelmd,
hogy a megoldasban két egymas utan kdvetkezs fogyaszto, vagy egy fogyaszto és egy depd
kozott a lehetd legrovidebb tton fogunk haladni. Ezért értelmezhetiink egy teljes grafot a
kovetkezdk szerint. Legyenek a teljes graf pontjai a depok és a fogyasztok, és a graf barmely
uv élének a hossza (koltsége) legyen az u és v (melyek fogyasztok vagy depok) kozott mend
legrévidebb (legolesobb) 1t hossza az eredeti grafban, valamint az uv menetideje legyen a
legrovidebb 1t éleinek menetidejének az Osszkoltsége. Ez a graf lehet szimmetrikus vagy
aszimmetrikus aszerint, hogy az eredeti grafban az utak koltsége és menetideje oda-vissza
szimmetrikus volt-e, vagy nem. A tovabbiakban a problémat ezen a teljes grafon fogjuk
vizsgalni.

A fogyasztok jellemzése. A fogyasztok talan legfontosabb tulajdonsaga az elhelyezke-
dése és az 1génye. Utobbi adja meg, hogy a javakbol mekkora mennyiségre van sziiksége.
A tovabbiakban az i. fogyaszté igényét d;-vel fogjuk jelolni. ElSfordulhat, hogy egy fo-
gyaszto a napnak csak egy bizonyos idGszakaban szolgalhato ki. Ez lehet példaul az tizlet
nyitvatartasi ideje. Ezért minden fogyasztora értelmezhetiink egy idgintervallumot (time
windows), amelyikben 6 kiszolgalhato. Ezen kiviil egyes esetekben fontos lehet a kirako-

dds idejének figyelembe vétele. Ez az az idG, amelyet a jarmiinek a fogyasztonal el kell



toltenie. Ezt az adott fogyasztobol kiinduld élek menetidejének alkalmas szammal valo
megnovelésével jol tudjuk kezelni. El6fordulhat, hogy nem tudjuk minden fogyasztd igé-
nyét kielégiteni. Ez akkor torténhet meg, ha példaul tal kevés jarmi all a rendelkezésiinkre,
vagy nem elég a rendelkezésre allo id6. Ilyenkor akar csokkentjiik a kiszéllitott mennyi-
séget, akar kiszolgédlatlanul hagyunk néhany fogyasztot, mindenképpen veszteségiink lesz.
Ezért a fogyasztokhoz rendelhetiink kiilonbozé prioritdsokat vagy biintetéseket, amelyek a
kiszolgélatlanul hagyasbol adodo veszteségekbdl szarmaznak.

A depo jellemzése. A depot az elhelyezkedésével jellemezhetjiik. Ezen kiviil minden
depora megadhatjuk, hogy mely jarmi fajtabol hanyat lehet ott elhelyezni, valamint az
ott tarolhatd javak maximalis mennyiségét.

A jarmdvek jellemzése. A feladat kittizésekor mindenképpen meg kell adni, hogy a
jarmtiveknek egy rogzitett szamaéaval rendelkeziink-e, vagy a jobb megoldéds érdekében
valtoztathatunk-e ezen a szamon. (Példaul elfordulhat, hogy az 6sszkoltség kevesebb lesz,
ha nem hasznalunk fel minden jarmivet, vagy a fogyasztok kiszolgalasahoz nem rendel-
keziink elég jarmivel.) A felhasznalhato jarmivek rogzitett szamat K-val fogjuk jellni.
A jarmivek egyik legfontosabb tulajdonsiga a kapacitds. Ez adja meg, hogy legfeljebb
mennyi rakomanyt képes a jarmi szallitani. Igy az egy jarmid altal meglatogatott fogyasz-
tok szamara egy fels6 korlatot nyeriink, hiszen egyértelmt, hogy egy jarmii legfeljebb azo-
kat a fogyasztokat tudja teljesen kiszolgalni, amelyek Osszesitett igénye nem haladja meg
a kapacitasat. A kovetkezSkben az i. jarmd kapacitasat Cj-vel fogjuk jel6lni. Ha minden
jarmiinek azonos a kapacitasa, akkor ezt a kozos értéket C-vel jeloljiik. A kapacitason kiviil
minden jarmithoz meg kell adni, hogy melyik dep6bdl indul, és melyik depokba érkezhet. A
jarmiivek hasznalaténak kdltsége is van, ami az egy tavolsag- vagy idSegységre vonatkozo
Osszeg. A jarmiire adott feltételek kozé sorolhatjuk a soférokre vonatkozo feltételeket is.
Ezek lehetnek példaul a maximélis munkadrak szama, valamint a pihendk szdma és ideje.

A VRP-nek amellett, hogy rendkiviil sok feltétele lehet, az egyes esetekben a célok is
kiilénbozsek lehetnek. A leggyakrabban a kovetkezd célok szoktak elGfordulni:

1. Az 6sszkoltség minimalizélasa

2. A jarmtvek szaméanak a minimalizalasa gy, hogy minden fogyaszto igénye ki legyen

elégitve.
3. Jol kiegyenstilyozni az egyes utak menetidejét és a szallitott rakoméany mennyiségét.

4. Minimalizélni a biintetéseket abban az esetben, amikor nem tudunk minden fogyasz-

tot kiszolgélni.



1.3. VRP tipusai

A fentiekbdl lathattuk, hogy a VRP feltételei nagyon sokfélék lehetnek. A kénnyebb kezel-
hetGség érdekében a VRP kiilonb6z6 tipusait értelmezhetjiik attol fiiggden, hogy milyen
feltételeket szabunk meg.

A VRP legalapvetébb formaja a Capacitated VRP (CVRP). A tébbi tipust ennek
altalanositasaként kapjuk. A CVRP {6 tulajdonsagai a kovetkezdk:

1. Az igények determinisztikusak (elére megadottak)
2. Azonos jarmiveket hasznalunk

3. Egyetlen dep6 van

4. Minden jarmtre csak kapacitasi korlat adott.

5. Célunk az 6sszkoltség minimalizalasa

Legyen G = (V, A) teljes graf, melynek a ponthalmaza: V' = {wvg,vq,...,v,}, és az él-
halmaza A. A depénak a vy felel meg, a tébbi n pont felel meg a fogyasztoknak. Az ut
koltségét a c¢;; koltségfiiggvény reprezentélja minden (7,7) élre. Altalaban hurokélt nem
engediink meg, igy legyen ¢; = +4oc0. Ha G iranyitott graf, akkor c értéke aszimmet-
rikus. Ezt aszimmetrikus CVRP-nek (ACVRP-nek) nevezziik. Ha G iranyitatlan, akkor
¢;; = ¢j; minden (7,7) € A esetén, és ezt az esetet szimmetrikus CVRP-nek (SCVRP)-
nek nevezziik. Kénnyen lathato, hogy ha c;; koltségek mindig az eredeti graftban az i és j
kozott mend legrévidebb utakat jelolik, akkor a haromszog-egyenlGtlenség teljesiil. Egyes
tesztesetekben V' pontjai a koordinata-rendszer pontjai, és ¢ a koztiik 1év6 euklideszi tavol-
sag. Ez szimmetrikus, és teljesiti a haromszog-egyenl6tlenséget. (Hogy ne is sértsiikk meg
a haromszog-egyenl6tlenséget, a valos koltségeket felfele kerekitjiik.) Ezeket az eseteket
Euclidean SCVRP-nek hivjuk.

Minden v; fogyasztora (i = 1,...n) adott a d; > 0 igénye, és a depora értelmeziink
egy fiktiv dy = 0 igényt. Egy S C V ponthalmaz esetén d(S) = ) . ¢
Osszesitett igényét. A megoldhatosig érdekében tegyiik fel, hogy d; < C minden (i =

d; jeloli a halmaz

1,...,n) esetén.

Minden jarmi legfeljebb egy utat teljesit, és feltessziik, hogy K > K,,;n, ahol K,,;,
jeloli, hogy legalabb hany jarmiire van sziikségiink ahhoz, hogy minden fogyasztd igé-
nyét kielégitsiik. Legyen S C V\{vp}. Ekkor jelolje (S) azt a miniméalis szamot, ahény
jarmtre sziikség van az S-beli fogyasztok kiszolgalasdhoz. Igy Konin = 7(V\{vo}). 7(9)



értékének pontos kiszamitasahoz a CVRP-re értelmezett Bin packing problémdt (BPP)
kellene megoldani. Mivel ez egy NP-teljes feladat, gyakran hasznaljak a BPP egy trivialis
also korlatjat, amely ebben az esetben: [@]

Lényegében, amikor megoldjuk a CVRP-t, a kovetkezs a feladatunk. Meg kell taldlnunk

pontosan K darab kort minimalis 0sszkoltséggel tgy, hogy
1. minden kor érinti a depd pontot,
2. minden fogyasztd pontosan egy korben szerepel és
3. a kor altal bejart fogyasztok Osszesitett igénye ne haladja meg C-t.

Elsfordulhatnak olyan esetek, hogy nem kell minden jarmitvet felhasznélni, azaz K >
Kipin. Ekkor az a cél, hogy minimalizaljuk a jarmiivek szamét, beleértendd az 6sszkoltségek
minimalizalasaba. Ekkor a megfelels feltételek tgy modosulnak, hogy nem pontosan K
utat keresiink, hanem legfeljebb K utat.

CVRP esetén fontos elére tisztéazni, hogy megengedjiik-e azt, hogy egy jarmi csak egy
fogyasztot latogasson meg. Ebben az esetben ugyanis bizonyos élekre meg kell engedniink,
hogy egynél tébbszor legyenek felhasznalva.

Eszrevehetjiik, hogy a TSP a CVRP egy specialis esete. A TSP ugyanis egy olyan
CVRP, amelyben C' > d(V) és K = 1. Innen rogton latszik, hogy a CVRP NP-teljes
probléma. Ezen kiviil azt is elmondhatjuk, hogy minden relaxaci6ja a TSP-nek érvényes
a CVRP-re is.

A Distance-Constrained VRP (DVRP) a CVRP egy variacioja. Akkor kapunk DVRP-
t, ha az eredeti kapacitasi feltételek helyett a menetidét korlatozzuk. Ez azt jelenti, hogy
minden élre értelmeziink egy ¢t menetidét, és kikotjiik, hogy egy jarmi altal bejart atvonal
menetideje nem haladhat meg egy adott T' értéket. Tovabba minden fogyasztéra megad-
hatunk egy s; (service time) értéket is, amely azt adja meg, hogy a jarmtinek mennyi id6t
kell eltoltenie az adott fogyasztonal. Ezt dgy tudjuk konnyen kezelni, ha az s értékeket
megfeleléen hozzaadjuk a menetid6hoz a kdvetkezs forméaban:

o=ty 2y
Y

A célunk az, hogy minimalizaljuk a teljes ut id&tartamat, ha a kiszolgélas idejét is hozza-
adtuk a menetid6hoz.

Ha a kapacitasi és menetidére vonatkozo feltételeket is megkoveteljiik, akkor Distance-
Constrained C'VRP-r6l beszéliink.



A VRP width Time Windows (VRPTW) a CVRP egy kiterjesztése. Ekkor minden
i-re az i. fogyasztohoz hozzarendeliink egy [a;, b;] idSintervallumot. Adott az az iddpilla-
nat, amikor a jarmi elhagyja a depdt, és adott a menetidé minden (7, j) élre, valamint
minden fogyasztonak az s; kiszolgalas ideje. Minden fogyasztonal a kiszolgalas a megfelels
idéintervallumba kell, hogy essen.

A VRP with Backhauls (VRPB) szintén a CVRP egy kiterjesztése. Ekkor a fogyaszto-
kat két részhalmazba osztjuk. Jelolje L azon n darab fogyaszté halmazat, melyek mind-
egyike azt igényli, hogy bizonyos mennyiségi arut kiszallitsanak neki. B legyen az az m
darab fogyaszto halmaza, melyeknél a jarmiinek egy adott mennyiségi arut fel kell venni.
A feltétel az, hogy minden L-beli fogyasztot ki kell szolgalni a B-beliek el6tt. Itt d; jeloli
a kiszallitasra vagy begytjtésre adott igényeket.

A VRP with Pickup and Delivery (VRPPD) esetén minden fogyasztora értelmeziink
egy d; és egy p; értéket, melyek azt mutatjak, hogy az adott fogyasztonéal mennyi arut kell
letenni, és mennyit felvenni. Néha erre csak a d; = d; — p; értéket hasznaljuk. Ezen kiviil
minden fogyasztora adott, hogy honnan igényli a szallitast (O;), és hogy neki hova kell
kiildeni az arut (D;). Tehat az 1j feltételiink az, hogy minden jarmid aktualis rakoméanya
nemnegativ legyen, illetve hogy minden ¢ fogyasztora teljesiiljon, hogy ugyanaz a jarmi
latogassa meg, mint O;-t és D;-t, valamint hogy a jarmi el6bb latogatja meg O;-t, mint
1-t, és D;-t kés6bb.

Mivel a dolgozat terjedelme korlatozva van, ezért a tovabbiakban csak a VRP leg-
specialisabb tipuséaval, a CVRP-vel fogok foglalkozni, esetenként pedig kitérek arra, hogy
hogyan lehet az adott mdédszert DCVRP-re alkalmazni.

1.4. Alapveté modellek

A VRP matematikai modellezésének harom alapveté megkozelitése van. Ezek hasznalata
fiigg attol, hogy a VRP melyik esetével foglalkozunk. Elsfordulhat ugyanis, hogy bizonyos
feltételeket konnyebb az egyik modellbe beépiteni, mint a masikba. Azonban nem lehet
figyelmen kivil hagyni azt a tényt sem, hogy a kiilonb6z6 modellek az adott eredmény

mingségében is nagyban kiilonbozhetnek egymastol.

1.4.1. Vehicle flow models

Aszimmetrikus eset ElGszor az ACVRP-t vizsgaljuk. Legyen x egy élszam hosszu bi-
néaris vektor, melynek minden koordinataja azt adja meg, hogy az adott élt felhasznaltuk-e

a megoldas soran. Az x;; jeloli az (4, j) élhez tartozo koordinatat az = vektorban. Ekkor a



problémat a kovetkezdk szerint irhatjuk le.

day=1 VjeV\{u} (1)

inj =1 VieV\{w} (2)
Z Tio =K (3)
eV
Zxoj =K (4)
S ay=r(8)  VSCWV\{w}, S#0 (5)
i¢S jeSs
Ti; € {O, 1} Vl,j eV (6)

min cx (7)

Itt az (1)-(4) feltételek vonatkoznak az egyes pontok ki- és befok feltételeire, azaz hogy
minden fogyasztot pontosan egyszer latogassunk meg, és a depdt pontosan K darab ut
tartalmazza. Az (5) feltételt capacity-cut constraints-nek (CCCs) hivjuk. Ez gondoskodik
arrél, hogy az utak megfeleljenek a kapacitasi feltételeknek, és hogy a megoldas Osszefiiggd
legyen. A feltételek sziikségessége konnyen lathato. Lassuk be, hogy elégséges is, azaz hogy
minden x karakterisztikus vektor, amely a fentieket kielégiti, valoban egy jo CVRP megol-
dast ad. Vegyiink egy ilyen z megoldast. Ez (1) és (2) miatt biztosan meglatogat minden
fogyasztot pontosan egyszer, és (3), (4) miatt a depot pontosan K-szor. Mivel (5) miatt
a megoldasnak Osszefiiggének kell lennie, ezért minden kornek tartalmaznia kell a depot,
ami (3) és (4) miatt csak ugy torténhet, ha minden kér pontosan egyszer tartalmazza a
depot. Méar csak azt kellene 1atni, hogy nem fordulhat el§ olyan 1t, amely teljesiti a fenti
feltételeket, azonban az igények Osszege meghaladja a jarmi kapacitdsat. Ennek belata-
sdhoz indirekt tegytiik fel, hogy létezik R tt, amely egy, a fentieket teljesité megoldasban
szerepld kor, azonban az R-ben szerepld igények Osszege meghaladja a jarmid kapacitasat.
Ekkor az R 1t pontjai altal alkotott ponthalmaz sérti az (5) feltételt, hiszen ha a d(R)
meghaladja C-t, akkor kell legalabb két jarmii, amely kiszolgalja R pontjait, tehat x nem
lehetett megengedett megoldés.

(1)-(4) feltetelek miatt 3 6> iceTij = D oics D jes Tij minden S C V\{vp} esetén,
ahol S # (. Igy az S halmaz, és V\S komplementere koziil egyiknek sincs kitiintetett

JjeS

szerepe, ezért az (5) feltételre ekvivalens atfogalmazast nyeriink:

YN ay=r(V\S)  VSCV, weES.

i¢S jes



Az (5) feltételnek egy masik felirasa (1)-(4) feltételek segitségével:

DD w <IS|-r(8)  VSCV\{w} S#D. (8)

ieS jes
Ezt generalized subtour elimination constraints-nek (réviden GSECs-nek) hivjuk. Ahhoz,
hogy belassuk, hogy ez az egyenl6tlenség (1)-(5) feltételekbol kovetkezik, vizsgaljuk meg
a bal oldalon szerepl§ 0sszeget. Ez azon éleket szamlédlja meg, amelyek beletartoznak az
x altal jelolt megoldasba, és mindkét végpontjuk S-ben van. Mivel S nem tartalmazza
a dep6 pontot, igy (1) és (2) feltételek miatt minden S-beli pontba pontosan egy z-beli
él érkezik be. Igy a bal oldalon szereplé szummat felirhatjuk gy, hogy S elemszamabol

kivonjuk azon élek szamat, melyek belépnek S-be. Azaz

DD @i =181=3 > @i < IS - r(S).

€S jes i¢Ss jeS
Visszafelé, az (1)-(4) és (8) feltételekbd] kovetkezik (5), ami azonnal latszik, ha (8)-ban
az el6z6hoz hasonléan atirjuk a bal oldalon szereplé szummat, az egyenlGtlenség mindkét

oldalabol levonjuk |S|-et, és szorozzuk mindkét oldalt -1-gyel. Ezzel belattuk, hogy (8) az
(5) feltétellel ekvivalens.

Szimmetrikus eset Az aszimmetrikus esethez hasonléan értelmezhetjiik, mivel a meg-
oldas szempontjabol 1ényegtelen, hogy a jarmu melyik iranyban halad végig a megfelels
uton. Viszont az el6z6 esettdl eltéren most meg kell kiillonboztetni azokat az eseteket,
amikor megengedjiik, hogy egy jarmi csak egy fogyasztot szolgaljon ki, és amikor nem. Ez
azért fontos, mert el6bbi esetben eléfordulhat, hogy egy jarmi egy élt tobbszor is felhasz-
nal. Ilyenkor az egyik megoldas, hogy a depobol indulé éleket megduplazzuk, és a megfelels
koordinatékat is kétszer szerepeltetjiik x-ben. Masik lehet6ség, hogy x megoldasban meg-

engedjiik, hogy a kettes is szerepeljen a koordinatak kozott. Igy a szimmetrikus esetre az
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alabbi egyenlGtlenség-rendszert irhatjuk fel:

Y xe=2  VieV\{v} (9)

e€d(i)
S a =2k (10)
e€d(vo)
Y owe=2(S) VS CV\{w}, S#0 (11)
e€d(S)
z. € {0,1} Ve ¢ 6(vp) (12)
re €{0,1,2} Ve € j(v) (13)

min cx (14)
Az €l6z6 esethez hasonléan, most is felirhatjuk a (11) feltételt masik alakban:

>z < I8] = r(9),
ecE(S)
ahol E(S) jeloli azokat az éleket, melyek mindkét végpontja S-ben van. Annak a belatasa,
hogy ezek a feltételek pontosan a megengedett megoldasokat irjak le, az aszimmetrikus

esethez hasonldan torténik.

Kiterjesztések A fenti modelleket két indexd modelleknek nevezziik. [1] szerint ezek
jol alkalmazhatok az ACVRP és SCVRP alapvet§ eseteire, viszont a komplexebb verziok-
ra altalaban alkalmatlanok. Ezen kiviil csak akkor tudjuk ket hasznalni, ha a megoldas
koltsége csak a bejart élek 6sszkoltségétsl fiigg. Azaz nem alkalmas, ha a koltség példaul
flige a jarmd tipusatol, vagy a pontok sorrendjétsl. Megjegyezziik, hogy az el6bbi eset ki-
kiiszobolhets az un. hdrom indexd modellek hasznalatdval, melyek esetén explicit jeloljiik,
hogy melyik jarmi hasznalja az adott élt, amirsl bévebben [I] 15. oldalan olvashatunk.
Ha a céljaink kozé tartozik az is, hogy a lehetd legkevesebb jarmitivet hasznaljuk, akkor
tobb lehetdségiink is van a fenti feltételek megfelel6 modositasara. Ez akkor is fontos lehet
ha a jarmiivek hasznalatanak fix koltsége van, és a teljes koltség a jarmtivek hasznélatatol

is fiigg. Néhany példa az ilyen esetek kezelésére:

1. A depora vonatkozo (3), (4) feltételeket lecseréljikk a > ..\ xi0 < K, Zjev oy =
ZiEV x;0 feltételekre.

2. A BPP segitségével kiszamoljuk a K,,;, értéket, és a fenti rendszerekben ezt irjuk
K helyére.
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3. Egy nagy konstans értéket adunk a depobol indulé élek koltségéhez, igy az algoritmus
majd a lehets legkevesebb ilyen élt fogja felhasznalni, igy minimalizalja a korok
szamat. (Nyilvanvalo, hogy ez arra az esetre vonatkozik, amikor K-nél kevesebb

jarmiivet is megengediink)

Azokban az ACVRP-re vonatkozo esetekben, amikor nem akarjuk megengedni, hogy

egy jarmi csak egy fogyasztot szolgaljon ki, bevehetjiik a kdvetkezs feltételt:
Toj + 20 < 1

Ugyanezt az SCVRP esetében tgy érhetjiik el, hogy nem engedjiik meg a depobdl indulo
élekre a kettes értéket. A valosdgban azonban ritkan szamitanak ezek a feltételek. Az egy
fogyasztot (v;) tartalmazo utak ugyanis csak akkor fordulhatnak eld, ha a maradék K —1
jarmd ki tudja szolgalni a maradék n — 1 fogyasztot, azaz ha r(V\{v,;}) < K —1. Har a

trivialis also becslés, akkor ez azt jelenti, hogy

A valosagban altalaban ilyen nagy igény nem szokott el6fordulni.

1.4.2. Commodity flow models

A feladat most kovetkezd lefrasa a két indext modellektsl abban kiilonbozik, hogy tovabbi
valtozokat hasznal fel az egyes éleken atfolyd aruk reprezentalasanak céljabol. Mivel a
kovetkezd, folyamokra vonatkozo formulak explicit tartalmazzak az élek iranyitasat, ezért
csak az ACVRP esetét nézziik meg.

Vegytink egy G' = (V' A’) teljes grafot, amely G-bdl jon létre tgy, hogy hozzavesziink
egy n + 1. pontot, ami a depé masolata. Igy a korck most olyan utaknak felelnek meg,
melyek a vy pontbol indulnak, és wv,yi-be érkeznek. Ertelmezziink minden (i,7) € A’
¢lre két nemnegativ folyamvaltozot, y;;-t és y;-t. Ha a jarmd i-bél j-be megy, akkor y;;
adja meg az aktudlis rakomanyt, y;; pedig a fennmaradé kapacitast, azaz y;; = C' — y;;. A
szerepek felcserélédnek, ha a jarmd j-bol megy i-be. Vegyiik észre, hogy az y;; és y;; szerepe
valoban szimmetrikus, hiszen y;; + y;; = C. Tehat most egy jarmid altal bejart utat ugy
képzeliink el, hogy minden iranyitott (¢, 7) él mellé behuzunk egy (7,4) élt is. Az (i, 7) élen
athaladoé aru mennyisége v;;, a (j,7) élen ,athalad” mennyiség y;;. Tehat egy lehetséges
megoldasban minden ttra a folyamvaltozok két irdnyitott utat hataroznak meg: az egyik

megy vo-bdl v,,1-be, a masik v, 1-bdl vyp-ba. Az elbbi a rakomanyt reprezentélja, utobbi
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pedig a fennmarado kapacitast.  tovabbra is a megoldasok karakterisztikus vektora. Igy

a kovetkezd egyenlGtlenség-rendszert irhatjuk fel.

> Wi —vig) =2di Vi€ V\{vo,vni1} (15)

jev’

Yo vy =d(V\{vo, v1}) (16)

7€V \{vo,vn+1}

S o= KC—d(V\{vo,v011}) )
FEV\{vo,vn+1}
Z Yn+1,5 = KC (18)
7€V \{vo,vn41}

g+ =Cay  Wirj) € A (19)
Z(%j +zj) = 2 Vi € V'\{vo, Unso} (20)

JEV’
vy {01} V(i) e (22)
min cx (23)

Itt (19) y definicioja miatt kell, hogy teljesiiljon. A (15) feltétel azt mutatja, hogy az 1.
fogyasztonal el kell helyezniink d; mennyiségii arut. Hiszen az i. fogyaszté meglatogatasa
el6tti rakomany, és a latogatas utani rakomany kiilonbsége megadja, hogy mennyit kapott
az 1. fogyaszt6. Hasonloan, a latogatas elGtti és uténi iires helyek szamanak kiilonbsége
szintén megegyezik az elhelyezett rakomannyal. A (16) feltétel azt jelenti, hogy a depobol
éppen annyi aru megy ki, amennyit el fogunk helyezni az ut sorén, (17) pedig azt mutatja,
hogy az eredeti depdba éppen annyi iires hely ,folyik be”, amennyi szabad hellyel indul el a
jarmi a depobol (y definicioja miatt). (18) feltétel szerint az n+1-gyel jelolt depoba az tires
jarmii megy be. Végiil pedig (20) gondoskodik a megfelels fokszam feltételek teljesiilésérdl.

1.4.3. Set-Partitioning models

Legyen H = {H,, ..., H,} a G Osszes korének a halmaza. Az x € R? vektor i. koordinataja
pontosan akkor egy, ha az 7. kor szerepel a megoldasban. Minden H; kornek van egy ¢;

koltsége. Ezen kiviil legyen a;; olyan valtozo, amelynek értéke egy, ha v; a H; kor altal van
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meglatogatva, kiilonben nulla. Ekkor a feladatunk a kdvetkezSképp fogalmazhatoé meg.

i ai;r; =1 Vi e V\{vo} (24)

ixj =K (25)

z;€{0,1}  Vj=1,...¢ (26)

min cx (27)

Az (24) azt jelenti, hogy minden fogyaszté pontosan egy korben szerepel. (25) pedig azt
koveteli meg, hogy pontosan K darab kort valasszunk a megoldéasba. Vegyiik észre, hogy
ennek a feladatnak egy lehetséges r megoldasa nem feltétleniil megoldédsa a CVRP-nek
is. Ez a feliras ugyanis nem koveteli meg sem azt, hogy minden kor tartalmazza a depdt,
sem pedig azt, hogy egy korben szerepls fogyasztok Osszesitett igénye ne haladja meg C-t.
A kés6bbiekben latni fogjuk a modell egy olyan alkalmazasat, amelyben a nem megenge-
dett utaknak megfelel6 koordinatakat eltordljiik a valtozok koziil. Ezzel nagymértékben
csokkentjiik a feladatban szerepld utak szaméat, amely eredetileg exponencialis mérett is
lehet.

Eszre lehet venni, hogy ha ¢ kielégiti a haromszog-egyenlGtlenséget, akkor a set par-
titioning modell (SP) atirhato egy vele ekvivalens set covering (SC) modellre tigy, hogy a

(24) feltételt lecseréljiik a
q

Z Q54 Z 1

j=1
feltételre. Az azonnal latszik, hogy az SP egy megoldasa SC-t is megoldja. Forditva, ha egy
megoldas megengedett megoldasa SC-nek, de SP-nek nem, akkor ezt kénnyen attransz-
formalhatjuk egy megengedett SP megoldassa anélkiil, hogy az 0sszkoltség novekedjen.
Ekkor ugyanis létezik olyan fogyaszto, melyet egynél tobb kor fed le. Mivel a haromszog-
egyenlStlenség teljesiil, ha az egyik ilyen kor kihagyja ezt a fogyasztot, a koltségeink biz-

tosan nem novekedtek.

2. Alulrdl kozelitd heurisztikak

Ebben a fejezetben azon eljarasokat fogjuk megnézni, melyek olyan modszereket hasznal-
nak, hogy bizonyos feltételeket elhagynak az eredeti feladatbol, ezzel nem megengedett
megoldasokon keresztiil kozelitik a CVRP optimumat.
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2.1. Branch-and-bound

Mivel a CVRP a TSP egy altalanositasa, igy sok megoldasi modszer szarmazik a TSP-
re adott heurisztikikbol. Egyik leghatékonyabb koziiliik a Branch-and-Bound, amirdl ez
a paragrafus szolni fog. El6szor megnézziik, milyen modszerekkel lehet jo alsé korlatot

talalni egy megoldasra, majd a szétvélasztas (branching) eljarasait ismertetjik.

2.1.1. Also korlatot keresd modszerek

A tovabbiakban megkiilonboztetjiik a szimmetrikus, és aszimmetrikus eseteket. (Ha még-

sem akarunk kiilonbséget tenni, csak CVRP-nek hivjuk a problémaét)

Visszavezetés parositasokra ElGszor az aszimmetrikus esettel foglalkozunk. A most
kovetkezs otlet a [2] cikkbdl szarmazik. A vehicle flow modellre adunk egy relaxaciot:
hagyjuk el az (5) feltételt, igy a feladat a kovetkez6képpen modosul. Keressiik korok olyan
Osszeallitasat, hogy minden fogyasztot pontosan egyszer latogatunk meg, és a depdt pon-
tosan K-szor. Viszont nem kéveteljiik meg, hogy minden kor dthaladjon a depoén, és azt
sem, hogy egy koron beliil az igények Osszege ne haladja meg C-t. A kapott feladatot
Transportation Problem-nek (TP-nek) nevezziik.

Legyen G’ az a teljes graf, melyet G-bdl kapunk tgy, hogy a deporol készitiink K — 1

darab maésolatot. Az 1j, ¢ élkoltséget a kovetkezSképp értelmezziik.

cij Vi,j e V\{v}

co Vie V\{w}, jeW

Y coj VieW, jeV\{v}
A Vi,jeWw

ahol W a dep6 pontok halmaza, és A valamilyen alkalmas érték (alkalmas megvalasztasaval
meghatarozhatjuk, hogy legfeljebb vagy pontosan K darab jarmivet szeretnénk megva-

lasztani). Igy a depokra a fogyasztokhoz hasonlé fokszamfeltételt szabhatunk, vagyis a
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kovetkezd rendszert irhatjuk fel.

(AP) (28)
=1 VeV (29)
iev
jev

Lij Z 0 \V/'l,j S V, (31)
Lip =mincx (32)

Ezt AP-vel fogjuk jelolni (assignment problem), ugyanis a feladatunk agy modosult, hogy
legolcsobb teljes parositast kell talalnunk. Ez a kovetkezd transzforméciobol latszik. A graf
minden u pontjat ,htuzzuk szét” u; és us-re tigy, hogy az u-ba bemend élek u,-be menjenek,
az u-b6l kimend élek pedig us-bél menjenek ki. Igy az eredeti grafban minden iranyitott
kor megfelel az 0j grafban egy teljes parositasnak.

Most vizsgaljuk meg az iranyitatlan esetet, melyrdl részletesebben [3]-ban olvasha-
tunk. Hagyjuk el megint a kapacitasi feltételeket, vagyis (11)-t. Az el6z6ekhez hasonléan
a feladatunk megint az, hogy megtalaljuk az olyan kordk legolcsébb Gsszedllitasat, melyek
minden fogyasztot pontosan egyszer fednek le, a depon pedig 6sszesen 2K -szor haladnak
at. Lathato, hogy ez nem ad feltétleniil megengedett SCVRP megoldéast. A problémat a
kovetkezSképp irhatjuk fel. Legyen b; = 2, ha ¢ egy fogyasztot jelol, és by = 2K a depd
esetén. Igy egy b-parositasi feladatot kapunk.

Y ale)=b VieV (33)

e€d(v;)
z(e) € {0,1} Ve ¢ 0(vg) (34)
z(e) € {0,1,2} Ve € d(v) (35)
Ly = mincx (36)

Az el6z6ekhez hasonldéan, ha a depordl készitiink K — 1 masolatot, akkor a b-parositashol

2-parositas lesz.

Visszavezetés fenyGkre és fakra A kovetkezs relaxéciot megint elGszor az aszimmet-
rikus esetre nézziik meg. Hagyjuk el most a fogyasztokra vonatozo kifok feltételeket (2),
és gyengitsiik a kapacitasra vonatkozo (5) feltételeket tigy, hogy a kiszolgalhatosagot nem

koveteljiikk meg, csak az Osszefliggdséget. Ez azt jelenti, hogy (5)-ben r(S5)-t 1-re cseréljiik.
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Igy kapjuk a K-legolcsobb feszitd fenyd problémét (K-shortest spanning arborescence, amit
KSSA-nak roviditiink).

(KSSA) (37)
ay=1 VjeV\{v} (38)
iV
eV
Z Toj = K (40)
JjeVv
D ay=1 VSCV\{w}, S#0 (41)
i¢S jes
LKSSA = min cx (43)

A feladat két elkiilonitheté probléméra bomlik. Egyrészt meg kell taldlnunk a legolcsobb
feszit6feny6t, ahol a depd (gyokér) pont kifoka K. Méasrészt meg kell talalnunk azt a
legolcsobb K darab élt, amely belép a depoba. [1], [5] szerint az els6 feladatot megoldd
algoritmus O(n?), a masodikat megold6 pedig O(n) futasidejt, igy a megoldast O(n?)
idében talalhatjuk meg. Egy mésik als6 becslést kaphatunk, ha az feny6ben az elagazésok
a fogyasztoktol a depoba mend utak unioja, vagyis amikor KSSA-ban az utak az ellenkezd
iranyba mennek. Ezt jeloljiik KSSAA-val. Tehéat érdemes a kapott két alsoé becslés koziil a
nagyobbikat kivalasztani, hiszen ez lesz kozelebb az optimumhoz. Az igy kapott also korlat
tehat L ggq = max{Lxssa, Lxssaa}-

Szimmetrikus esetben a TSP-re adott I-fa alsé becslést probéljuk meg kiterjeszteni.
Errsl legkorabban a [6]-ban olvashatunk. A most kévetkezd modszer [7]-bdl szérmazik.
Most K-fakat fogunk értelmezni, melyeket tigy kapunk, hogy vessziik a depd pontot, és
bel6le kiindul6é 2K darab élt, majd a graf tébbi pontjan vesziink egy feszitfat. Tehat most
gy szeretnénk alsoé becslést adni, hogy megkeressiik a legolcsobb K-fat, amit a kévetkezd

IP feladat megoldaséaval tudunk megtalalni:

S r=2K (4)

e€d(vo)
dwe=1 SCV\{wn}, S#0 (45)
e€d(S)
z. € {0,1} Vee & (46)
Ly = min cx (47)

17



Természetesen ez nem lehet SCVRP-nek megoldéasa, hiszen lehetnek olyan fogyasztok,
melyek fokszama nem ketts, valamint lehetnek olyan dgak, melyek Osszesitett igénye meg-
haladja a jarmi kapacitasat.

Az eddig latott also korlatot keres6 modszerek gyenge eredményt adnak. Az [1] 34.
oldalan talalhato tablazatok alapjan latszik, hogy a most ismertetett alsdé becslések az
optimumtol tavol eshetnek. Mig L 4p atlagosan 8,7%-kal tér el az optimalis értéktsl, addig
ez az ardny L' gq,-nal 22,9% is lehet. Egyértelmt, hogy tovabbi modszerekre lesz sziikség

ahhoz, hogy elég jo als6 korlatot talaljunk.

Additiv korlatozas Az also korlatok keresésének additiv megkozelitése [3] cikkbdl szar-
mazik. Most a stratégiank az lesz, hogy megprobaljuk a fent emlitett modszereket kombi-
nalni. Ha alkalmazunk egy minimalizal6 eljarast egy bizonyos min{cz : x € F'} feladatra,
akkor kapunk eredményiil egy p; alsé korlatot, és egy ¢; > 0 maradék koltségmétrixot,
amelyre teljesiil, hogy p; + ¢1x < cx, minden x € F' esetén. Ha most ismét alkalmazunk
egy minimalizalo eljarast c helyett ¢;-re, akkor kapunk eredményiil egy py alsoé korlatot,
és egy ¢ maradék koltséget, amire py + coxr < ¢x. Utdbbi egyenlGtlenséget az elsébe he-
lyettesitve kapjuk, hogy py 4+ p2 + cox < cx. Viladgos, hogy az eljarast tovabb ismételve
az alsd korlatok Osszege alulrol fogja kozeliteni a minimumot. Ezt additiv korlatozasnak

nevezzuk.

Diszjunktiv korlatozas

2.1. Definicié. Egy B C A élhalmazt nem megengedettnek neveziink, ha az ACVRP

egyik lehetséges megoldésa sem hasznélja B Osszes élét, azaz
> aza <|Bl-1.
(a,b)eB
Egy adott minimalis nem megengedett B C A halmazra teljesiil, hogy
\ (we{zeR" 24 =0}
(a,b)eB

minden x € F-re, ahol F' a lehetséges megoldasok halmaza. Ekkor definidlhatunk | B| da-
rab megszoritott problémat; egy ilyen problémét jeloljiink RP-vel, ha az x4, = 0 feltételt
tartalmazza. Minden ilyen RP%-re adhatunk egy 9% als6 korlatot mondjuk AP segitsé-
gével gy, hogy feltessziik, hogy c,, = 00, vagyis egy nagyon nagy szidmnak definialjuk. A

diszjunktiv alsé korldtot Lp = min9?: (a,b) € B érték kiszamitasaval kapjuk.
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Hogyan lehet ilyen B halmazt talalni? ElGszor is oldjuk meg az AP relaxaciot, és legyen
x* az aktudlis optimum. Ha x* az ACVRP-nek is megoldasa, akkor L p nem javithato.
Ha nem, akkor valasztunk egy alkalmas B-t a kovetkezGek szerint, ami remélhetéleg javit.
Ha 2, = 0-t olyan ab-re kiveteljiik meg, melyre z¥, = 0, akkor 9% = L4p-t kapunk,
ahonnan Lp = L4p kovetkezne. (Hiszen erre az esetre x* volt az optimum, melynek értéke
Lap.) Ezért valasszuk B-t olyannak, hogy a B-beli (i,7) élekre xj; = 1 teljesiiljon. Tehat
B legyen olyan, hogy B C A* = {(i,j) € A": x}, = 1} és B az alabbiak koziil valamelyik:

ij
1. egy kor, amely nem tartalmazza a depot,
2. egy olyan sorozata a fogyasztoknak, melyek Osszesitett igénye meghaladja C-t, vagy

3. egy olyan lehetséges kor, amely fedetleniil hagyja a fogyasztok egy olyan S részhal-

mazat, melyet K — 1 jarmiivel nem lehet kiszolgalni.

Ilyen biztosan létezik, hiszen x* nem volt megoldasa ACVRP-nek. Megjegyezziik, hogy B

kiilonb6z6 megvélasztasai kiilonbo6z6 alsé korlatokat adhatnak.

ADD DISJ A most kévetkezs eljaras a [9] cikkbél szarmazik. Ez a moédszer minden
nem megengedett halmazt vizsgal, és azt valasztja ki, amelyik a legjobb alsé korlatot
adja. El6szor az AP relaxéaciot oldja meg, és a kezdeti als6 korlat L,p lesz, melyhez A*
élhalmaz tartozik. Ezutan iterativan valasztunk B nem megengedett halmazt A*-bol, és
megkeressiik a diszjunktiv Lp als6 korlatot. Ehhez tartozik egy maradék koltségfiiggvény,
amit a kovetkezd iteracioban hasznalunk. Igy az additiv korlatozasnal megismert modszer
szerint a kapott Lp értéket mindig az el6z6 iteracioban kapott alsé korlathoz adva kapjuk
az 0j also korlatot. A* élhalmazat frissitjiik agy, hogy eltéroljiik azokat az éleket, melyek
nem szerepelnek az aktualis diszjunktiv korlatozas optimalis megoldasaban. Ezt addig
folytatjuk, amig A* tartalmaz nem megengedett élhalmazt. Ezzel egy O(n?) futésideji

algoritmust kaptunk.

Visszavezetés minimalis koltségii folyam feladatra A kovetkezd modszer szintén a
[9] cikkbol szarmazik. Legyen {Sy, S1, ..., Sn} a V egy particidja tgy, hogy 0 € Sy. Legyen
A =U;y E(Sh) és Ay = A\ A;. Ekkor az L, also korlatot ugy szeretnénk megkapni, hogy
L, = 1 4 V2, ahol ¥, egy also korlat >, iy 4,n4-¢ij (¢ =1,2) minden optimalis A* C A
ACVRP megoldasra.

Kezdetben legyen ¢, = 0. A 1, értéket a kovetkezSképp szamolhatjuk ki. Gyengitsiik az
ACVRP-re adott Vehicle flow modellbdl (1)-(4) feltételeket egyenl6tlenséggé azért, hogy az
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eltorolt Aj-beli éleket is figyelembe tudjuk majd venni, valamint a (5)-t csak Sp, S1, ..., S
halmazokra koveteljitk meg. Igy kapjuk az alabbi IP feladatot.

S ay<l Vi € V\{uo) (48)

1€V (3,5)EA2

doow; <t Vi€ V\{vo} (49)

JEV: (i,j)€A2

> 1<K j=0 (50)
i€V (4,5)EA2

> o x; <K i=0 (51)

JEV: (4,§)€EA2

DD ay = r(V\SK) h=0 (52)

i¢Sh JESH
SN i =r(Sh) Vh=1,...,m (53)
¢Sy JESK
Ti; € {O, 1} V(l,j) € A, (54)
¥ = min Z CijTij (55)
(i)j)eAQ

Ezt hatékonyan meg tudjuk oldani, hiszen visszavezethets egy minimalis koltségii folyam
feladatra a kovetkezGk szerint.

Hozzunk létre 2(n+m) + 2 pontot gy, hogy minden v; € V pontot megduplazunk, igy
kapjuk v;” és v; pontokat; minden h = 1,...,m-re létrehozunk egy aj; és egy by, pontot;
és vegyiink s és t forras és nyel6pontokat. Most értelmezziik az ezek kozt mend éleken a

koltségeket, és a kapacitasokat.
1. Minden (v;,v;) € Ag-re legyen az (v, v;) €l kdltsége c;; és a kapacitas oo.

_l’_

)

2. Minden h = 0,...,m-re és minden i € Sj-ra legyen az (ap, v
0. Legyen kapacitasa 1, ha i # 0; és K, ha i = 0.

) és (v;, by) él koltsége

3. Minden h = 0,...,m esetén az (ap,by) €l koltsége 0. Ha h # 1, akkor legyen a
kapacitasa |Sy| — 7(Sp); ha h = 1, akkor legyen a kapacitas |So| + K — r(V\Sp), -

4. Minden h =0, ..., m esetén az (s,ay) és a (by,t) koltsége legyen 0. Ha h # 1, akkor
legyen a kapacitésa |Sy|; ha h = 1, akkor legyen a kapacitas |Sp| + K.

A grafba csak az itt emlitett iranyitott éleket hizzuk be a kdvetkezs dbra alapjan. Konnyen
lathato, hogy igy a fent emlitett probléma val6jaban egy minimélis folyamkeresés ebben

a grafban.
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ADD FLOW [9] cikkben a fenti eljarasnak egy tovabbfejlesztett valtozatarol is olvas-
hatunk. A minimalis folyamra visszavezet§ procedurat alkalmazzuk most tobbszor egymas
utan additiv korlatozast hasznalva tugy, hogy minden 1épésben mas S;, halmazrendszert
valasztunk. Kiindulasképp legyen S;, = {h} minden h € V-re, amit meg tudunk oldani,
hiszen ez éppen az AP feladat. A kovetkezd halmazrendszert mindig tgy hozzuk létre az
el6z6bdl, hogy bizonyos halmazoknak az S* unidjat vessziik Ggy, hogy az unié egy nem
megengedett halmaz legyen. Vagyis olyan halmaz, melyben a fogyasztok Gsszesitett igénye
meghaladja a kapacitast.

De hogyan talalunk ilyen sért6 Sy, , Sh,, . . ., Sp, halmazrendszert? Legyen A = {(i,]) €
Ag: wj; = 1} A (52) és (53) feltételek miatt az S, halmazba ugyanannyi A*-beli él lép
be, mint amennyi kilép. Igy ha vesszilk a G* = (V, A*) grafot, akkor az S), ponthal-
mazok egyetlen pontta torténé Osszehtizésaval kapott G graf minden Osszefiiggd kompo-
nense egy Euler graf lesz. Igy minden 6sszefiiggd komponensre értelmezhetiink egy pont-
sorozatot aszerint, hogy milyen sorrendben kévetik egymast az Euler korben. Ekkor az

Shyy .-+, Sn, halmazrendszert egy G-beli hi,. .., h, pontsorozatbol kapjuk meg, melyek
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egy Euler-korhoz tartoznak. Azaz legyen e, . .., e, egy, a G-beli Euler-korhéz tartozo pon-
tok sorozata. Ekkor minden ¢ = 1,...,¢-re meghatarozzuk e;-t, ami az a pont, melyre
AZ €, €it1,.-.,Cq, €1, ..,€i—1 sorban el6szor teljesiil, hogy Sc, U S,, , U...U S, -re sériil a
kapacitasi kritérium. Ezt O(|A3|) 1épésben megtalalhatjuk. Az igy talalt halmazrendszerek
koziil azt valasztjuk ki, melyre S* elemszama minimélis. Ett6l csak akkor térjiink el, ha

tudunk olyan halmazrendszert valasztani, ami nem tartalmazza a depot.

Lagrange relaxacié Lagrange relaxacios eljarasokrol [3] és [7] cikkekben olvashatunk.
Az eredeti probléma nehézsége elsé sorban a CCCs vagy GSECs feltételek exponenciali-
san nagy szamabol adodik, ezért nem tudjuk explicit belefoglalni mindet a célfiiggvénybe.
Ennek egy kezelési modja az, hogy kivalasztunk a CCCs vagy GSECs feltételeknek egy F
halmazat kiindulasképp, majd az iteracié soran mindig az aktudlis megoldasban szerepld
sérté halmazra vonatkozo feltételt adjuk hozza az eddigiekhez. Az ilyen sérté halmazokat
keress szepardcios modszer a kdvetkezs. Toroljiik el a depdbol indulé éleket, majd vizsgal-
juk csak az Osszefliggé komponensekre a megfelel§ feltételeket. Ez a szeparéciés modszer
pontos, hiszen ha S sért6 halmaz, akkor 1étezik olyan komponense a kapott grafnak, amely
teljesen tartalmazza S-et. A sért6 halmazra vonatkozo feltételeket hozzavessziik a prob-
léméhoz egy megfelels szorzoval, és iteraljuk az eljarast, amig el6 nem fordul, hogy mar
nem taldlunk tobb sérts feltételt, vagy amig el nem értiik az iteraciok egy elére rogzitett
szamat.

[3] szerint egyik lehetéség a Lagrange-relaxacio végrehajtasahoz a kovetkezs. Legyen
kezdetben F az iires halmaz. A szubgradiens modszer minden lépésében hozzévesziink
az eddigi feltételekhez egy sérté halmazra vonatkozo GSECs, és egy tovabbit az alabbiak

kozul.

1. Tovabbi GSECs feltétel, ha az aktualis megoldas legalabb k£ (k > 2) tulterhelt
utat tartalmaz. Az dGjonnan bevett feltétel vonatkozzon azon Si, ..., .S, halmazok
uniojara, melyek a k darab talterhelt ut ponthalmazai és az aktualis megoldasban

sértik az eddigi kapacitasi feltételeket.

2. Ha vannak a megoldasban alulterhelt utak (azaz olyan utak, melyek Gsszesitett kapa-
citasa kisebb, mint a kapacitas), akkor belevessziik a feltételek kozé az ) B(s) Te <
|S| — 1 feltételt minden olyan S halmaz esetén, melyre vy € S. Ekkor megtorhetjiik

az aktualis megoldasban szerepld alulterhelt utat.
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Also6 korlat a Set-Partitioning modellb8l |[10] szerint most az els6 fejezetben beve-
zetett Set-Partitioning formula segitségével szeretnénk alsé korlatot nyerni. Vegyiik a fenti
ismertetett LP feladat dualisat.

yo—l-ZyZSC] Vle,,M (56)
iGHj
max Kyy + Zyi (57)
=1

A dualitéas tételbdl tudjuk, hogy ennek a feladatnak az optimalis megoldésanak koltsége
megegyezik a primal feladat optimalis megoldasanak koltségével. Igy a dual feladat minden
megoldasa egy also korlatot jelent a primal feladat megoldasaira. A dual feladat optimumat
[10] szerint két relaxacio segitségével additiv modon kereshetjiik

Az utobb emlitett modszerek eredménye latvanyosan jobb, mint az alap relaxécioké.
[1] 43. oldalan talalhaté Osszefoglalas szerint nehéz valoban jo Osszehasonlitéasokat végez-
ni, mert a legtobb szerzd kiilonbo6z6 tesztesetekre futtatta az algoritmusat. Az azonban
elmondhato, hogy a vizsgalt tesztesetek alapjan a fent emlitett Lagrange procedura |[3]
atlagosan 2%-kal tér el az optimumtol, hasonléan a Set-Partitioning formulabol kapott
also korlathoz. Meg kell jegyezni, hogy ezek az algoritmusok a feladatoknak gyakran az

optimumaét is megtalalta.

2.1.2. Branching médszerek

Miutan ismertettiink néhany alsé korlatot keres§ heurisztikat, nézziik meg, hogy milyen
lehet&ségeink vannak a ,branching”, azaz szétvalasztas végrehajtasara. ElGszor vegyiik az

iranyitott esetet, majd az iranyitatlant.

Iranyitott eset A kovetkezs két eljaras 2] és [9] cikkekbdl szarmaznak, melyek ugyan-
azon az alapgondolaton alapszanak. Legyenek a dontési fa minden v pontjaban értelmezve
az I, és F, élhalmazok. I, jeloli a kotelezGen bevéalasztando élek halmazat (azaz azokat az
éleket, melyekrsl mar eldontottiik, hogy bevalogatjuk), és F, legyen a tiltott élek halmaza.
Kezdetben legyen I, és F,, is az iires halmaz. A branch-et egy olyan B élhalmazon akar-
juk végrehajtani, amely nem megengedett halmaz, és nincsenek kotelezGen bevalasztando
(I,-beli) elemei. Legyen B = {(ay,by), (az,bs), ..., (an,by)} C A*, ahol A* jeldli az aktu-
alis megoldas élhalmazat. B-t ugy szeretnénk megvélasztani, hogy elemszama minimalis
legyen azon A*-beli részhalmazok kozott, melyek egy nem megengedett utat vagy kort

hatéroznak meg (mint ahogy diszjunktiv korlatozas esetében targyaltuk). Ez azért kell,
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hogy a dontési faban minél kevesebb leszérmazott pont legyen. Fontos megjegyezni, hogy
ha additiv korlatozast hasznalunk, akkor a célfiiggvény valtozik. Ezért, ha az egyik rela-
xalt problémanak optimélis megoldasa megengedett ACVRP-nek is, akkor egyéltalan nem
biztos, hogy optimalis is. Ezért, ha A* olyan lehetséges ACVRP megoldas, melynek kolt-
sége nagyobb, mint az aktualis als6 korlat, akkor valasszuk B-t egy olyan kornek, amely
keresztiilmegy a depon, és a lehets legkevesebb nem kotelezé élt tartalmazza. A dontési
fa v pontjanak |B| = h darab leszarmazott pontja lesz. Az i. leszarmazott pont (v;) altal

jelolt probléma olyan, hogy kizarjuk a B halmaz i. elemét, és belevessziik az els¢ i — 1 élt.

Azaz I, = I, U{(a1,b1),...,(ai—1,b;-1)} s F,,, = F, U{(a;,b;)}, és legyen I, = I,.

|2] szerint minden leszarmazott pont legfeljebb r-et hagy el B-bdl, ahol r = [@L és

S a B-beli élek altal kifeszitett ponthalmaz. Igy legfeljebb (‘f ‘) leszarmazott pont lesz.
Ertelemszerten valasszuk meg B-t gy, hogy ez az érték minél kisebb legyen.

Ezek a stratégiak a best-bound-first modszert alkalmazzak, ami azt jelenti, hogy elGszor
mindig azt a pontot valasztjuk a dontési fa még megvizsgalatlan pontjai koziil, amelyhez
tartozo alsé korlat a legkisebb. Igy kevesebb részproblémaval kell foglalkoznunk, vagyis

id6t és memoriat takarithatunk meg.

Iranyitatlan eset A branching on arcs (lasd [6]) modszer mar megléve részutakat probal
kiterjeszteni. Azaz olyan utakat, melyek a dep6bol indulnak, és valamely i. fogyasztonal
végzédnek. A dontési fa minden pontjanak két leszarmazott pontja van aszerint, hogy
az (i,7) élt hasznaljuk-e az aktualis részut noveléséhez vagy nem, vagyis hogy z;; = 0
vagy z;; = 1. De hogyan vélasszuk ki azt az (4, j) élt, amelyen a branching torténni fog?
Egy alkalmas modszer [3]| szerint a kovetkezs. Elgszor keressiink egy megoldast Lagrange
relaxdcioval. Majd ha egy részut az ¢ pontban végzddik, és létezik h, hogy a (i,h) él a
Lagrange relaxacioval kapott megoldés része, akkor ezt az élt vilasztjuk a branching-hez.
Ha nincsen ilyen részben rogzitett ut (példaul a dontési fa gyokér pontjaban, vagy ha éppen
most zartunk be egy részutat egy depobol indulo éllel), akkor egy 4j részut megkezdéséhez
valasszunk olyan fedetlen pontot, melynek az igénye a legnagyobb. Abban az esetben,
amikor az egy fogyasztot tartalmazo utakat is szeretnénk vizsgalni, megengedhetjiik, hogy
harom leszarmazott pont legyen a dontési faban, hiszen ekkor zo; = 2 is egy lehetséges
valasztas.

[7] egy masik lehetdséget kinal. Ha nincs részben rogzitett ut, akkor vélasszuk azt a fe-
detlen pontot, melynek igénye a legnagyobb, majd azt az (i, j) élet valasszuk a branching-
nek, amelyre j az i-hez legkozelebbi kiszolgalatlan pont. A dontési fa azon pontjaban,

amely esetében (i, j) élt kizarjuk, alkalmazzuk a kovetkezd, branching on customers elja-
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rast. Ha a részut az ¢ pontban végzddik, akkor vizsgaljuk a kiszolgalatlan fogyasztok egy
bizonyos T' részhalmazat, és a dontési faban hozzunk létre |T'| + 1 leszdrmazott pontot.
Ezek jelentsék azt, hogy az (i,7) élt bevalasztjuk a megoldasba, ahol j € T, valamint
legyen egy olyan leszarmazott pont is, ami annak az esetnek felel meg, hogy minden (4, )

élt kizarunk a megoldashol.

2.2. Branch-and-Cut

Mivel a CVRP-nek a TSP egy specialis esete, ezért nem meglepd, hogy a TSP-re adott
modszereket a CVRP-re is alkalmazni szeretnénk. Innen ered az az 6tlet, hogy a Branch-
and-Cut algoritmussal probaljuk megtalalni a CVRP oprimumat. A kévetkezSkben a két
indexti vehicle flow modelt hasznaljuk alapul ((9)-(14)), hiszen a szimmetrikus TSP esete
miatt ettél varjuk a jobb eredményeket.

A tovébbiakban Utnak fogjuk nevezni az élek egy olyan R részhalmazat, ahol G(R)
egy kor, amely a depot tartalmazza, és az Osszesitett igénye nem haladja meg a kapacitast.
Nevezziik K-utnak K darab 0t uni6jat, melyekre teljesiil, hogy minden fogyaszté pontosan
egy darab uthoz tartozik. Ekkor minden K-ut egy lehetséges CVRP megoldast hataroz
meg, valamint egy P = {51, ..., Sk} particiot ad a V\{vg} pontjai kozott, ahol d(S;) < C
minden ¢ = 1,..., K-ra teljesiil. Ezt hivjuk egy lehetséges K-particionak.

2.2.1. A Branch-and-Cut algoritmus lényege

Szeretnénk megoldani a fenti (9)-(14) feltételek altal meghatarozott IP feladatot, amelyben
most a kapacitési feltételeket r(.S) helyett (@] értékkel irjuk fel. Vegyiik ennek a feladat-
nak az LP relaxaltjat. Ha az LP feladatnak nincs tul sok feltétele, akkor egy LP-megoldo
algoritmust alkalmazhatunk ra, majd az IP megoldést Branch-and-bound algoritmussal
kapjuk meg. Ha a feltételek szama til nagy ahhoz, hogy az LP feladatot meg tudjuk ol-
dani, akkor vagosikos algoritmust alkalmazunk. Ez a kovetkezst jelenti. Legyen LP(c0)
az IP feladat LP relaxaltja, és legyen LP(h) az a feladat, amelyet ugy kaptunk, hogy
LP(00)-bdl elhagytunk bizonyos szamu feltételt ugy, hogy LP(h) mar kezelhetd legyen.
Ezutan egy bizonyos szepardcids algoritmust hasznalunk. Ez eldonti, hogy LP(h)-nak az
2" megoldasa megoldja-e LP(0o)-t, és ha nem oldja meg, akkor megad egy feltételt, amit
2" megsértett. Ezt a feltételt LP(h)-hoz adjuk, és igy kapjuk az LP(h + 1) feladatot. Ha

zp, jeloli az LP(h) optimumaét, akkor a kovetkezd teljesiil:

2h < Zhp1 < 20 S 21p
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Az eljaras akkor &ll le, ha IP optimumot talaltunk, vagy az LP(oco) optimumat talaltuk
meg. Meg kell jegyezniink, hogy a gyakorlatban a szeparécios algoritmusok nem mindig
miikodnek tokéletesen. Ez azt jelenti, hogy el6fordulhat, hogy van sértett feltétel, viszont
az algoritmus ezt nem adja meg. De mivel ebben az esetben is kapunk egy érvényes also
korlatot az IP feladatra, ezért ezeket az algoritmusokat is hasznalni szoktuk.

Ha végiil nem az IP feladat optimumat kaptuk, akkor a tort koordinatédkra Branch-and-
bound algoritmust hasznalunk. Az igy létrejott eljarast nevezziik Osszességében Branch-
and-Cut algoritmusnak. Az eljarés elénye egyrészt, hogy a vagosikos algoritmus altaldban
jobb als6 korlatot ad, mint amiket az altalanos Branch-and-bound algoritmusoknal hasz-
naltunk. Masrészt a szeparacios algoritmus ,hasznot hiz” a branching-bél, hiszen ekkor a
dontési fa egy adott pontjaban egy tjabb feltételt adunk az eddigiekhez, amit a késGbbi-
ekben sem torliink el. Ezzel gyorsitjuk a feltételek hozzaadéséanak a folyamatat.

Mivel a feladat nehézségét (11) feltételek szama jelenti, ezért a legtobbszor ezekbdl

probalunk elhagyni néhanyat. Ezért definialjuk LP(0)-t a kovetkezsképpen.

Y we=2 Wy eV\{u} (58)

e€d(vy)
> e =2K (59)
e€d(vo)
0<z.<1 Ve € E\do(vp) (60)
0<z. <2 Ve € 6(vp) (61)

min cx (62)

A braching-re két modszert szoktunk hasznalni. Az egyik, hogy azon az e élen hajtjuk végre
a branch-et, amelyik koordinataja tort értékd. Ekkor az egyik alprobléma az z. = 0, a
mésik az x. = 1 feltételt fogja tartalmazni. Egy masik lehetGség, hogy valasztunk egy olyan
@ =1,88 ) 55+ Te kOzel van 2¢+ 1-hez. Ekkor a két alprobléma
koziil az egyik tartalmazza, hogy > 5-) Te = 2¢, a masik pedig, a > 5.5 Te = 2t + 2

feltételt.

S* halmazt, melyre |

Elsfordulhat, hogy a Branch-and-Cut algoritmus teljesitménye nagyon gyenge. A bajt

a kovetkezd esetek okozhatjak.
1. Nem elég jo a szeparacios algoritmus
2. A vagosikos fazisban til nagy az iteraciok szama

3. Az LP feladat akkorara ng, hogy kezelhetetlenné valik.
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4. A branching fazisban a dontési fa tul nagy lesz, igy az algoritmus nem all le ésszerti

idén beliil.

Az els6 két probléma nem orvosolhat6. Az els esetben azonban nem is feltétleniil sziikséges
a pontos szeparacios algoritmus, és a branching fazisba akkor is atkeriilhetiink, ha az LP
feladatnak nem talaltuk meg az optimumaéat. Tehat egy jo heurisztika is elégséges lehet.
A harmadik probléma elkeriilhetd, ha az eljaras soran mindig kitoroljiik az inaktivva valo
feltételeket.

A Branch-and-Cut algoritmus val6di problémaja a negyedik. Az eddig ismertetett pro-
cedura esetén ugyanis ez a hiba még kisebb esetekre is nagyon konnyen elGfordulhat. A
probléma az, hogy az LP feladat megoldasa nincs elég kozel ez IP feladat megoldéséhoz.
Ezen tgy tudunk segiteni, ha az LP relaxaciot sziikitjiik, azaz tovabbi feltételeket vesziink
az eddigiek kozé. Ez azt jelenti, hogy olyan egyenl6tlenségeket kell keresniink, melyeket
minden megengedett egész megoldas kielégit. Ezek nem sziikségesek az IP feladat megol-
désakor, viszont az LP relaxalt optimumat kozelebb viheti az egészértéki feladat optimu-
méhoz. Természetesen nem fogja minden bevett egyenlétlenség, amelyet minden megoldas
teljesit, kozelebb vinni az LP optimumot az I[P optimumhoz. A hasznos egyenlétlenségek
megtaldlasihoz a CVRP poliéderét kell tanulményozni. A kovetkez6ben néhany egyenlét-

lenséget fogunk megnézni, melyeket érdemes az eddigi feltételek kozé venni.

2.2.2. Bevehet6 egyenlstlenségek

A kapacitasi feltételek esetén tobb lehetGségiink van az egyenlGtlenség jobb oldalanak
megvalasztasara. Minél nagyobb a jobb oldal értéke, annél erdsebb az egyenlStlenség,

azonban annal nehezebb megoldani a megfelel§ szeparacids problémat.

Tort kapacitasi egyenlGtlenség A kapacitasi feltételek jobb oldalanak nem vessziik

felss egeészrészét. Igy kapjuk, hogy

Ekkor a szeparacios probléma konnyt, és polinomialis id6ben megoldhaté (ahogy azt ké-
s6bb latni fogjuk). Viszont ez az egyenl6tlenség szinte soha nem visz kézelebb minket a
CVRP megoldashoz, hiszen az egyenl6tlenség bal oldalan egész szamot szeretnénk kapni
a megoldés soran. Azonban konnyen lathato, hogy a fels6 egészrész elhagyasaval szintén
egy jo megfogalmazasat kaptuk az IP feladatnak, igy ennek az LP relaxaltja olyan alsé

korlatot ad, amelyet polinomiélis id6ben tudunk kiszdmitani.
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Kerekitett kapacitasi egyenlétlenség A kapacitasi feltétel jobb oldalat kerekitsiik a
kozelebbi egész szamhoz, és ennek a kerekitett szamnak vegyiik a kétszeresét. Ekkor a sze-
paracios probléma joval bonyolultabb lesz, mint az el6z8 esetben, viszont még megoldhaté
e . » d(s
(késbb ezt is latni fogjuk). Ha 7(S) jeloli a megfelel6 BPP megoldasat, és r(S) # f%],
akkor a kerekitett kapacitasi egyenl6tlenség erre az S-re nézve nem visz kozelebb minket

az optimalis CVRP megoldashoz.

Gyenge kapacitasi egyenl6tlenség Ebben az esetben a kapacitasi feltételek jobb ol-
dala 2r(S). Mivel a BPP egy NP-nehéz probléma, ezért az ehhez kapcsolodo szeparacios
probléma bonyolult. Ez az egyenl6tlenség meglepd moédon nem visz minket kodzelebb az

egészértékd megoldashoz, hiszen nem vettiik figyelembe az S-en kiviili fogyasztok igényeit.

Kapacitasi egyenlStlenség Legyen P a lehetséges K-particiok halmaza V'\{vg}-ban.
Legyen minden S C V\{vo} halmazra és minden P K-particiora

BP,S) = [{i: SiNS # 0},

Ekkor 3 éppen az S kielégitéséhez felhasznalt jarmiivek szamat adja meg. Legyen R(S) =
minpep B(P,S), ami az S kielégitéséhez sziikséges jarmiivek minimalis szama. Azon P €
P particiot, amelyen a minimum felvétetik, megengedett szoros K-particionak hivjuk S-
re nézve. Egy K-ut szoros az S-re nézve, ha 0(5)-bél pontosan 2R(S) élt tartalmaz. A
gyenge kapacitasi egyenlGtlenség azért nem segitett a megoldasban, mert el6fordulhat,
hogy nem létezik megengedett szoros K-particio, melyre S(P,S) = r(S), habar az S
igényei bepakolhatok r(S) darab jarmiibe.

Tehat legyen az egyenl6tlenségiink jobb oldala 2R(S). Ez az egyenlStlenség a definici-
6ja miatt kozelebb visz minket az optimalis CVRP megoldashoz, azonban a szeparéacios

probléma nehéz marad, ugyanis r(S) kiszamitasa egy specialis esete R(S) kiszamitasanak.

Altalanositott kapacitasi feltételek Legyen S = {S;U...US;} a V\{vo} halmaz né-
hany diszjunkt részhalmazanak unioja, ahol ¢ > 1. Vegyiik ezekre a részhalmazokra a fent
kapott kapacitasi egyenlGtlenségeket, és adjuk Gssze Gket, mellyel egy érvényes egyenl6t-
lenséget kapunk S-re. Ez az egyenl6tlenség dominalva van a mésik ¢ darab egyenlGtlenség
altal, vagyis a masik t egyenlGtlenség teljesiilésébdl ez is kovetkezik. Azonban ha meg
tudjuk allapitani, hogy nem létezik olyan K-particid, amely minden S;-re nézve szoros

(1 =1...t), akkor az S-re felirt egyenlStlenség jobb oldalat névelhetjiik legalabb kettével.
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Ebben az esetben ugyanis biztosan nem lehet S halmazt az eredeti R(S) szamu jarmiivel

kiszolgalni, ennél tobbet kell hasznalnunk. Az egyenlGtlenség jobb oldala legfeljebb

2R(S) = 2min {iﬁ(P, Si): P e 'P}

lehet. Ezzel egy érvényes egyenlGtlenséget kaptunk, amit nem dominélnak a kapacitési

egyenlGtlenségek:
t

> 2(8(S)) = 2R(S).

=1

Ezt dltaldnositott kapacitdasi egyenldtlienségnek hivjuk.

Gyenge altalanositott kapacitasi egyenl6tlenség  Mivel R(+) értékét nehéz kiszamol-
ni, ezért alkalmazhatjuk az altalanositott kapacitasi feltétel gyengitett verziojat. Legyen
H C V\{w} olyan, hogy tartalmazza mindegyik S;-t, és tegyiik fel, hogy d(.S;) < C ahol
i=1,...,t. Legyen r(H | S1,...,S;) az a BPP megoldas, melyet tigy kaptunk, hogy min-
den jarmi kapacitasa C', minden u € H\ U§:1 S; pontra az igény d(u) marad, viszont az S;
halmazok igényét ezentul egy darab d(S;) méreti igénynek tekintjiik. Ez azt jelenti, hogy
megkoveteljiik, hogy az S; halmaz egy jarmi altal legyen kiszolgalva. Ha H = V\{vp}-t
valasztjuk, akkor a kovetkezs, gyenge dltaldnositott kapacitdsi eqyenldtlenséget kapjuk (az

egyszertiség kedvéért hasznaljuk a V\{vg} = Vj jelolést).
t
2(0(Vo)) + > x(5(Si) = 2t +2r(Vy | S1, 55, 51)
i=1
Ennek egy ekvivalens formaja, ha x(5(Vp)) = 2K,
t
> x(8(8) = 2t +2(r(Vy | 1, Sy, S) — K.
i=1

Konnyen lathato, hogy ezek az egyenlGtlenségek minden lehetséges megoldasra teljesiilnek,
hiszen az S; halmazokba belépd élek koziil legalabb annyit kell bevalasztani a megoldésba,
amennyi a halmazok kiszolgaldsdhoz sziikséges jarmiivek szamanak kétszerese, és a fenti
egyenlStlenség r(H | Sy, ..., S;) definicioja miatt éppen ezt jelenti.

Ekkor a szeparacios algoritmusnak a BPP-t kell megoldania, hogy r(H | Si,...,S;)
értéket megkapjuk. Ekkor kénnyebb helyzetben vagyunk, mint R(-) kiszamitasakor, hiszen

a BPP optimalis megoldasa sok esetben kiszadmithato.
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Keretes kapacitasi egyenlGtlenség A fentiekhez hasonldéan definialt S és H halma-

zokra (ahol H minden S; halmazt tartalmaz) mondjuk ki az imént felirt egyenl6tlenséget:
t
2(6(H)) + Y x(5(S:) > 2t +2r(H | S1,5s,..., 8)). (63)
i=1

Ezt Keretes kapacitasi egyenldtlenségnek hivjuk (b&vebben lasd: [11] és [12]). Most nem
bizonyitjuk, hogy ezt minden megengedett egész megoldas kielégiti, mert amint azt a
késGbbiekben latni fogjuk, ez a path bin inequality egy specialis esete, tehat ennek a bizo-

nyitasat akkor targyaljuk.

EgyenlStlenségek a TSP-b6l Az eddig targyalt egyenltlenségek a CVRP megoldé-
sok kapacitasara vonatkoztak, és nem foglalkoztunk az utak strukturajaval. A kovetkezd
egyenlGtlenségek viszont az utak struktirajara fognak vonatkozni. Egy Hamilton kérnek
és egy K-utnak hasonld strukturaja van, ugyanis mindketts lefedi a graf 6sszes pontjat,
és a depo kivételével minden pont fokszama pontosan ketts. Igy nem megleps, hogy a
szimmetrikus TSP-re (STSP) adott egyenlétlenségeket meg szeretnénk probalni CVRP-re
is valamilyen formaban alkalmazni. A kovetkezGkben be fogjuk latni, hogy minden STSP-

re adott egyenltlenség egy bizonyos formaban felirva minden K-utra is érvényes marad.

(Lasd: [13])

2.2. Definici6é. Egy ax > ag egyenlStlenség (ahol a és z élszam hosszu vektorok) szoros
hdromszdg formdji, ha minden kiilonboz6 ¢, j, k € V esetén a;i, < a;;+a,;, teljestl, valamint
minden ¢ € V esetén léteznek j(i) € V és k(i) € V pontok, hogy a;uyke) = @iji) + Gik()-

Ezt az angol tight triangular form elnevezés miatt réviden TT-formajunak fogjuk hivni.

1. Tétel. Minden egyenlitlenség, amely érvényes az STSP politopra, és TT-formdban van

irva, érvényes lesz a CVRP politopra is.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik az STSP-re érvényes ax > ag egyenltlen-
ség, amely TT-forméaja, viszont nem érvényes a CVRP politopra. Ekkor létezik olyan R
K-ut, melynek zf karakterisztikus vektorara ax® < aq teljesiil. Legyenek (0,4) és (0, j)
olyan élek, melyekre ¢ és j pontok az R két kiilonb6z6 atjahoz tartoznak. Mivel teljesiil a
haromszog egyenlStlenség, ezért ezt a két élt eltorolve, és (i, 7) élt bevéve egy, az el6z6nél
nem dragabb megoldast kapunk, amely egy K — 1-ut (jeloljiik R'-vel). Ekkor talan sé-

riil néhany kapacitési feltétel, viszont az’

" < ag egyenlStlenség teljesiil. Ezt a folyamatot
ismételjiik addig, amig egy I' Hamilton-kért nem kapunk, amire az' < ag szintén telje-
siilni fog. Ez azonban egy megengedett STSP megoldas, melyre ax > ag-t feltettiik, igy

ellentmondasra jutottunk. [J
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P

Vegyiik elGszor a TSP-re adott fésd egyenldtienséget.

2.3. Definici6. Fésinek nevezziik a graf pontjai alkotta halmazok azon rendszerét, amely
all egy H nyélbol, és t darab T1,...,T; darab fogbol, ahol t paratlan szam. Ezen kiviil az
alabbiak teljesiilnek.

TN\NH #0 Vi<j<t

T,NH#( Vi<j<t

,iNT; =0 Vi<i<j<t
t>3

Nézziik meg, hogy milyen fésti egyenlStlenséget adhatunk meg STSP-re, amely TT-

forméaju.

2. Tétel. A kovetkezd fési eqyenldtlenség TT-formdji, és érvényes STSP-re:
t
2(6(H)) + Y (8(T3)) > 3t + 1.
i=1

Bizonyitas. ElGszor belatjuk, hogy az egyenl6tlenség TT formaja. Vilagos, hogy a de-
finicioban szereplé a vektor szerepét most az a vektor fogja betdlteni, amely minden e
élre megadja, hogy H és T; halmazok koziil (i = 1,...,t) az e hany halmaz hatéarat lépi
at, jeloljik ezt itt is a-val. Be szeretnénk latni, hogy a;, < a;; + a;; minden 4,5,k € V
ponthérmasra. Ez nyilvan teljesiil, hiszen ha a j pontbdl ,at akarunk jutni” a k-ba, éppen
a;i, halmaz hatéarat léptiik at. Amikor k-bol az i-n keresztiil ,,megyiink vissza” j-be, akkor
ay; + a;; darab halmaz hatarat 1épjiik at, aminek nyilvan legalabb annyinak kell lennie,
mint a;r. Az ajiyee) = ije) + i) egyenldség bizonyitdsahoz valasszunk ki egy tetszéleges
1 pontot. Mivel van legalabb harom fog, ezért biztosan létezik ketts, ami nem tartalmazza
az 1-t. Mivel minden fognak van H-n kiviili és H-n beliili pontja is, ezért tudunk dgy
valasztani j és k pontokat, hogy j az egyik, k a masik -t nem tartalmazé fogban van, és
(,7) és (i, k) élek éppen egyszer lépik at a fog hatarat.

Most belatjuk, hogy az egyenl&tlenség teljesiil minden STSP megoldasra. Most csak azt
az esetet nézziik, amikor a I' Hamilton-kor olyan, hogy [I'N§(7;)| = 2 minden i =1,...,¢t
esetén. Ekkor a Hamilton-kér minden fogha pontosan egyszer 1ép be, ott bejar minden
pontot, majd pontosan egyszer kilép. Ekkor legalabb egyszer at kellett, hogy lépje H
hatarat, és mivel minden fog esetén egyszer at kell 1épni H hatarat, ezért |I' N o(H)| > ¢.

Mivel ¢ paratlan, és egy kor minden halmaz hatéarat paros sokszor 1épi at, ezért [I'NJ(H)| >
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t + 1. Ha ezt az egyenlStlenséget Osszeadjuk azzal, hogy Zi:l IU' N &(T;)| = 2t, ami a
feltevéslinkbdl kovetkezik, akkor a keresett egyenlétlenséget kapjuk. [
Nézziik meg, hogy a kapott egyenltlenség kozelebb visz-e minket az egészértéki meg-

oldashoz. Ehhez a kiovetkezsket figyelhetjiik meg.

1. Ha a nyél nem tartalmazza a depot, és R(H) > %, akkor a kapacitasi feltételek
magukba foglaljak a fést egyenlStlenséget. Ez konnyen latszik, ha a jobb oldalt
felbontjuk: 3¢ + 1 = 2(¢t + ). Mivel a ¢ darab fog kiszolgalasahoz mindenképp kell
legalabb egy jarmt, és H kiszolgalasahoz legalabb % darab jarmi kell, ezért ez a
feltétel nem sztikiti az eredeti feladatot. Ugyanez teljesiil, ha a nyél tartalmazza a

depot, és R(V\H) > 41

2. Ha minden fog kiszolgalasdhoz elég egy jarmi, de nincs ketts, amelyet ugyanaz a
jarmi szolgal ki, akkor nem létezik K-ut, amire a fést egyenlGtlenség szoros. Hiszen
ekkor minden fogat pontosan egy jarmi szolgal ki, tehat minden fog esetén az adott
ut kétszer atlépi H hatarat, mivel minden Tj-nek van H-n beliili, és H-n kiviili
pontja. Ekkor H hatéarat legalabb 2t-szer léptiik at, igy az egyenlGtlenség nem lehet

SZOros.

3. Ha egy T; kiszolgalasahoz tobb, mint egy jarmd sziikséges (vagy ha tartalmazza
a depot, és a komplementerének kiszolgalasahoz kell tobb, mint egy jarmi), akkor
Minden K-utnak lesz legalabb négy éle §(7;)-ben, igy a fésii egyenlStlenség dominélva

van mas egyenlGtlenségek altal.

Ezekbdl latszik, hogy a fési egyenlStlenséget erdsiteniink kell. Ehhez a kapacitasi feltétele-
ket fogjuk felhasznalni. A kovetkezSkben az egyszertiség kedvéért hasznaljuk R(S) helyett
r(S) vagy [%5)] értéket. Ezen kiviil, ha S € V, T C V és SNT = 0, akkor jelsljik
(S: T)-vel az éleknek azt a halmazat, melyek egyik végpontja S-ben, a masik pedig T-ben
van.

Ha egy T; fog pontjait a sziikséges jarmiivek minimélis szamaval szolgéaljuk ki, akkor
legalabb egy élt felhasznalunk (T;\H: T; N H)-bol. Legyen most H, T, ..., T, olyan fést,

hogy egyik fog sem tartalmazza a depot, és
r(T\H) +r(T;NH) > r(T;).
Ekkor [14] szerint belathato, hogy a kovetkezd teljesiil.

$(5(H))+Zx(5(ﬂ)) > t+1+ZT(Ti)- (64)
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Ezzel a fést egyenlGtlenség egy altalanositasat kapjuk.

Most tegyiik fel, hogy az egyik fog tartalmazza a depot, legyen ez most T;. Mivel a fést
egyenlGtlenség akkor is igaz, ha H helyett H komplementerét vessziik, igy feltehetjiik, hogy
vy € T1\H. Ezen kiviil tegyiik fel, hogy a tobbi fogra r(T;) = 1. Igy a fésti egyenlétlenség
jobb oldala felirhato ¢t + 14 2(t — 1 4+ r(V\T1)) = 3t — 1 + 2r(V\T}) alakban.

Eddig a jobb oldal valtoztatasaval akartuk a fést egyenlStlenséget erdsiteni. A kovet-
kez§ egyenlGtlenséghez redukéljuk a VRP-t a TSP-re. Ezt a kovetkez6képp tehetjiik meg.
A dep6 pontot lecseréljiik K darab dep6 pontra, és jeloljik a depok halmazat D-vel. Azon
élek koltsége, melyeknek mindkét végpontja D-ben van, legyen nulla. A tobbi élkoltséget
értelemszertien valasztjuk, hogy az 4j élek koltsége megfeleljen az eredeti graf élkoltségei-
nek. Ekkor egy K-t az eredeti grafban most egy H-kort jelent az 1j grafban. Ertelmezziik

erre a grafra a fésd egyenlGtlenséget.

2.4. Definicid. Fésinek nevezziik a graf pontjai alkotta halmazok azon rendszerét, amely
all egy H nyélbdl, és t darab Ti,...,T, darab fogbol, ahol t paratlan szam. Ezen kiviil az
alabbiak teljesiilnek.

T)\H # 0 Vi<j<t

T;NH#D Vi<j<t

T,NT; =0 Vi<i<j<r

T,NT; = {v} Vr+1<i<j<t
t>3

0<r<t

Tegyiik fel, hogy a depdt tartalmazo fogakon kiviil 1évs fogyasztok kiszolgalasdhoz
mind a K darab jarmire sziikségiink van, azaz R(V\T;) = K minden j = r +1,....¢

esetén. Ekkor a kdvetkezs egyenl6tlenség teljesiil minden megoldasra
t

p(6(H))+ Y x(8(Th)) > t+ 1+ 2r + 2K (t — 7).
i=1

Ezt most nem bizonyitjuk precizen, de adunk ra egy intuicion alapul6 indoklast a kovetke-
z6képp. Ha T olyan, hogy tartalmazza a depot, és hatarat a megoldas legfeljebb 2K -szor
lépi at, akkor hasznalni kellett legalabb egy (H N7T}: T;\H)-beli élet. Hiszen ekkor min-
den ut legfeljebb egyszer 1épi 4t T; hatarat, ezért attol fliggden, hogy hol nincs a depo,
T; N H vagy T;\ H-beli pontok meglatogatasdhoz mindenképpen hasznalni kell egy ilyen

élt. Tehat x(5(H)) also becslésére ¢t + 1 tovabbra is érvényes marad. Ezen kiviil, mivel
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ST = i r(T) + i, r(Th) >+ K(t — 1), ezért ezt (64)-re hasznélva az

egyenlGtlenség teljesiil.

Bin Packing és STSP kombinalasa Most kombinalni fogjuk az eddig kapott ered-
ményeket azért, hogy olyan egyenlStlenséget kapjunk, ami az Gt szerkezetére vonatkozo
feltételeket is, és a kapacitési feltételeket is szigoritja (Lasd: [12]| és [L1]). Ehhez vezessiik

be a kovetkezs definiciot.

2.5. Definici6. Path-bin-support-nak nevezziik a graf pontjai alkotta halmazok azon rend-
szerét, amely all egy H nyélbdl, t darab Ti,...,T; darab fogbdl, és s darab Si,...,Ss td-
masztékbdl, melyekre a kovetkezdk teljesiilnek. (Az egyszertiség kedvéért jeloljiik T}, q1-gyel
Si-t.)

dT;) <C  VI<j<t+s
S; CH Vi<j<s
T,NH#A) V1I<j<t
TNH#0 VvV1<j<t
TiNT; =0 Vi<i<j<t+s
t+s>1

Legyen [ az aruk halmaza, és legyen minden Tj-re (1 < j < t) és minden Sj-re (1 <
j < s) egy darab aru értelmezve, melynek mérete d(7}) és d(S;). A t6bbi v € H\ U;J:l T;
pontra legyen az aru mérete d,. A tarolo (jarmid) kapacitasa tovabbra is C. Legyen r'(H |
Ti,...,T;1s) az a szam, ahany jarmi kell legalabb, hogy I elemeit elhelyezziik feltéve, hogy
egy jarmiiben csak annyi arut tudunk legfeljebb elhelyezni, ami legfeljebb ketts fognak felel
meg. Definidljuk még a H-ut fogalmét, ami egy sszefiiggd ut K N E(H)-ban. Kénnyen
latszik, hogy 6(H)-nak a K-uthoz tartozo éleinek szama megegyezik a K-ut beli H-utak
szamanak kétszeresével.

A célunk az, hogy meghatarozzuk a H-utak miniméalis szaméat minden K-utra ugy,
hogy egy fog vagy egy tamaszték egy jarmi altal legyen kiszolgalva. Ekkor minden K-
ut pontosan kétszer 1épi at barmely tamaszték vagy fog hatarat. Minden H-ut legfeljebb
ketts fogat tartalmazhat, és minden H-ut egy lehetséges tartalynak (jarmtnek) felel meg.

A kapcsolatot a H-utak és a bin packing probléma kozott a kdvetkezs tétel szemlélteti.

3. Tétel. Ha = olyan megoldisa CVRP-nek, melyre
z(0(1;)) =2 V1<j<t+s,

34



akkor a x(6(H)) > 2r'(H | T, . .., Tiys) teljesil, ahol v'(H | T1, ..., Ti+s) a megfelelé BPP

megoldas.

Bizonyitas. Legyen © egy K-ut, amely a §(H) minimalis szamat tartalmazza azon K-
utak kozott, melyek a feltételnek megfelelnek. Legyen F' a © azon éleinek a halmaza,
melyek mindkét végpontja H-ban van. G’ = (H, F') sszefliggd komponensei éppen a fele
|© N 6(H)|-nak. Be szeretnénk latni, hogy az ilyen 6sszefiiggé komponensek szama éppen
a BPP megoldasa, ahonnan az allitas adodik. Ehhez tegyiik fel indirekt, hogy egy ilyen
Osszefliggd komponens harom fogba metsz bele, legyenek ezek rendre T;, T;,7,. Mivel a
H-ut H-n belil halad, ezért Tj-t (amelyikbe méasodszor metsz bele) nem tudja teljesen
kiszolgalni, tehat 0(7;)-nek kell még lennie olyan éle, ami beletartozik a megoldéasba, azaz
|©NJ(T};)| > 4, ami ellentmond a feltételeknek. [

A BPP feladatrol tudjuk, hogy ha egy arut kettévagunk, akkor az optimélis megoldés
legfeljebb eggyel csckkenhet csak. Ezt fogjuk most kihasznalni. Ha T} arut egy tartalyba
tesziink bele, akkor egy jarmiivel szolgaltuk ki, ekkor x(8(7})) = 2. Ha az arut két részre
vagjuk, akkor megengedjiik, hogy Tj-t két jarmt szolgalja ki, tehat z(0(7};)) = 4. Igy ha
ZEE z(8(T;)) paros szam, akkor mindig, amikor Zj: (z(8(T;)) — 2)-t kettdvel noveljiik,
akkor a H-utak szdama nem csokkenthets egynél tobbel. Igy kapjuk a kovetkezs tételt.

4. Tétel. Minden path-bin support (H,Ty,...,T;, S1, ..., Ss)-re a megfeleld path-bin egyen-

[otlenség
H(5(H)) 2 20/ (H | Ty Tovs) = D (5(T) ~ 2

teljestil a CVRP politdpra.

Ezzel a keretes kapacitasi egyenlStlenség (63) teljesiilését is belattuk, hiszen az ennek
egy specialis esete, ha nincs egy fog sem, csak az S; tamasztékok.
r(H | T, ..., Ty, 51, . .., Ss) meghatarozasa nehezebb mint r(H) esetében. Kis H-ra

pontosan meghatarozhato, viszont nagy H-ra csak alsé korlatot tudunk adni. Két trividlis

H

Ha 2(6(7;)) > 2 minden lehetséges CVRP megoldasra, akkor egy 7; vagy S; halmazt

als6 korlat a:

d(H U (U T)
= .

akkor vesziink bele a path-bin egyenlGtlenségbe, ha az 6 eltavolitasa csokkenti a BPP
megoldasanak értékét. Kiilonben a 7 nélkiili egyenlStlenség dominalja a T}-t tartalmazo

egyenlGtlenséget.
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2.2.3. Szeparaciés mdédszerek

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy Z olyan tort megoldéas, amely teljesiti a (9),(10) fok-
szam feltételeket, valamint 0 < z, < 1 teljesiil minden élre, ami nem a depobol indul, és
0 < Z. < 2 teljesiil minden depobol induld élre. (Vagyis az eredeti IP feladatbol elhagytuk
a kapacitasi feltételeket és az egészértékiiségi feltételt.) A célunk most az, hogy olyan elja-
rasokat keressiink, amelyek talalnak a fent leirt egyenlGtlenségek koziil olyat, ami érvényes
CVRP-re, de megsériil x altal.

Tort kapacitasi feltételek Most belatjuk, hogy létezik a tort kapacitasi egyenlGtlen-
ségre szeparacios algoritmus, amely polinomialis ideji. (Forras: [15]) Legyen Gz sulyozott
graf, amely gy jon létre az eredetibdl, hogy csak x pozitiv koordinataihoz tartozo éleket
vessziik bele a megfelel§ koltségekkel, valamint a depébol indulo éleket. Legyen GL olyan
graf, melyet GGz-bol kaptunk tgy, hogy a depobdl induld élekhez tartozod koordinatakat
lecseréltiik =, — % értékre minden e = (0,14) él esetén. Konnyen latszik, hogy ha a mini-
malis vagés G%-n negativ értékd, akkor ennek a vagasnak a depot nem tartalmazo része
egy kapacitasi feltételt sérté halmaz lesz. Ez abbdl latszik, hogy egy ilyen S halmaz esetén
z(6(9)) —2@ > 0 nem teljesiil. Sajnos a standard minimalis vagast keress algoritmusaink
nem miikddnek, mert a graf negativ éleket is tartalmaz. Legyen GZ az a graf, melyet Gz-b6l
kapunk egy n+ 1. pont hozzavételével, melyet a vy, vo, . . ., v, pontokkal kotiink 6ssze. Azon
élek sulya, melyek a GZ graf {vy, ..., v,} pontjait kitik 6ssze, maradjon ugyanaz, mint G-
ben és minden i € {vy,...,v,} esetén legyen (0,4) illetve (i, n+1) €l stlya max{0; Zo; — %}
illetve max{0; % — Zo;}. Ekkor polinomidlis id6ben talalhatunk vy és v, o-t szétvélaszto
minimalis vagast. Legyen F” egy ilyen minimalis vagas G%-ben. Belathato, hogy minden
ilyen F”-hoz talalhatéo F’ minimalis vagas G%-ben, melyet tgy kapunk F”-bél, hogy ki-
toroljiik a v,11-bdl indulo éleket. F” stlya ekkor Z = ) " | max{0, % — Z(o,1) }-vel t&bb,
mint F” salya. Igy ha F” stlya szigortan kisebb Z-nél, akkor az n + 1-et nem tartalmazo
ponthalmaz sérté halmazt eredményez. Ha F” stulya nagyobb Z-nél, de kisebb Z + 2-nél,
akkor a tort kapacitasi egyenlStlenség teljesiil, de a kerekitett kapacitasi egyenl&tlenség
sériilhet. Ha a F” sulya nagyobb, mint Z, akkor egyik kapacitisi egyenlétlenség sem sé-
riil. Igy a kovetkezs eljarast alkalmazhatjuk. Rendezziik a vy — v,41 vagasokat novekvd
sorrendbe, és addig vizsgaljuk Sket, amig nem talaltunk egy legaldbb Z + 2 silytu vagéast.
Ekkor ha rogzitett € szamu sértést keresiink, akkor n-ben polinomiélis algoritmust kapunk.
Tehat minden 1) vagéast polinomialis id6ben talalhatunk meg, igy a szeparaciés probléma

polinomiélis.
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Moho kerekitett kapacitasi heurisztika A kovetkezdkben heurisztikus szeparécios
algoritmusokat fogunk megnézni az altalanositott kapacitasi egyenltlenségre. ElGszor fi-
gyeljiik meg a kovetkezt. Ha adott egy & megoldas, és egy S C V halmaz, és szeretnénk
azt a v pontot belevenni S-be, amely esetén z(6(SU{v})) minimalis, akkor értelemszertien
azt a v-t kell valasztani, melyre z({v}: S) maximalis. Azt a mddszert, amikor kiindulunk
egy So halmazbol, és mindig az itt leirt v-t hozzavéve néveljiik a halmazt, maz-back order
eljardsnak nevezziik.

Legyen Sy olyan halmaz hogy Z(6(Sp)) = 2. Ez lehet példaul egy pont, vagy egy
maximalis hosszi it pontjainak halmaza, amely olyan élekben végzédik, melyekre T értéke
1. Alkalmazzuk a max-back order eljarast addig, amig el nem érjiik Vp-t. Minden lépésben
leellendrizziik, hogy a megfelels kerekitett kapacitési feltétel sériilt-e. Az z(5(S)) értéke a
fokszam feltételek miatt konnyen nyomon kovethetd, hiszen mindig csak az S-be beveends
v-re az T({v}: §) értéket kell ismerni, hiszen tudjuk, hogy a v-bél indulé éleken az z értéke

Osszesen kettd.

Heurisztika a gyenge altalanositott kapacitasi feltételekre A heurisztika azzal
kezdddik, hogy keresiink Vj egy particiojat, amely remélhetSleg maximalisan sok olyan
halmazbol all, melyekbdl pontosan kettd darab z-beli él 1ép ki. Belathato, hogy ilyen
particiot polinomialis idében tudunk talalni (lasd: [16]). Az algoritmus minden lépésében
leellendrizi, hogy az aktuélis particié sérti-e az altalanositott kapacitasi feltételeket. Ehhez
a bin packing probléméat kell megoldani, aminek az optimuma az eset méretétsl fiiggs-
en elfogadhato idén beliil megtalalhato. Ha a particio nem sérti a feltételt, akkor S5; és
S; halmazokat Gsszeolvasztjuk, ahol S; és S; azok a halmazok, melyre Z(S,: S;) értéke

maximalis.

2.2.4. Branching médszerek

A Branch-and-cut algoritmus utolsé fazisa az, amikor a fenti modszerekkel kapott tort
megoldasbol valamilyen branching modszerrel IP megoldast probalunk talalni. Ilyenkor a
legfontosabb kérdés az, hogy mely éleken térténjen a branch.

Az STSP-re egy olyan altalanos szabalyt szoktak hasznélni, hogy azt az x. koordinatat
valasztjuk, amelyik az % egy kicsi kornyezetébe esik. Ha tobb ilyen van, akkor valasszuk
azt az élt, amelyik koltsége a legnagyobb. Ekkor azonban felmeriil a kérdés, hogy biztosan
jo dontés-e éppen az %—et valasztani erre a célra. A CVRP esetében ugyanis figyeljiik meg,

hogy attol fiiggden, hogy egy koordinatat nullara vagy egyre allitunk, kiilonb6zd értékd
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informéciot kaphatunk a megoldéasrol. Amikor kizarunk egy élt a megoldasbol (z, = 0-
t koveteljikk meg), akkor az csak azt jelenti, hogy a tovabbiakban eggyel kevesebb élt
hasznalhatunk az O(n?) él koziil. Ha viszont egy élre x, = 1-et koveteljiik meg, akkor
egy élt sikeriilt méar a megoldasban régziteni az n + K él koziil, amelyik a megoldasban
szerepelni fog. Innen jon az 6tlet, hogy valasszunk olyan koordinatat a branching-hez,
amely 0,75 egy kis kdrnyezetében van. Ez a kisérletek szerint STSP esetében nem volt
sikeres, viszont CVRP-ben még reménykedhetiink a j6 eredményekben.

Egy maésik otlet a megfelels él kivalasztasahoz az, hogy a részben rogzitett utakat vizs-
galjuk, és olyan élt valasztunk a branching-hez, hogy egy ilyen részben kész utat folytatni
tudjuk. Ez azért lehet eredményes, mert ilyenkor kizarhatjuk a megoldasbol az osszes élt,
amely az ut egy belsé pontjabol indult, valamint azokat az éleket, melyek masik vég-
pontjahoz egy olyan fogyaszto tartozik, amely igénye tul nagy ahhoz, hogy belevegyiik az
utba.

Ahhoz, hogy jol valasszunk élt, hasznalhatunk LP-tesztelést is (lasd [17]). Ez azt je-
lenti, hogy egy e él esetén megoldjuk mindkét LP-t, amit ugy kaptuk, hogy x. értékét
nullara vagy egyre allitottuk. Ekkor kaptunk két célértéket, legyen ez z; és z,. Ezutan
megjegyezzilk a z. = min{zy, 25} értéket. Ezt megcsinaljuk minden e élre, és végiil azt
az élt valasztjuk, melyre z. a legnagyobb. Azonnal latszik, hogy ez a moédszer rendkiviil
idGigényes.

A branching az egyenlétlenségeken (1asd: [19]) modszer a halmazhatérokon 1évs élekkel
foglalkozik. Ez STSP esetében ugy torténik, hogy ha egy S ponthalmazra z(§(S)) =~ 2t+1,
akkor a problémat tgy bontjuk két részre, hogy az egyik esetben x(§(S)) < 2t, és a
masikban z(0(S)) > 2t + 2. Mivel ez j6 eredményeket adott STSP-re, ezért remélhetjiik,
hogy CVRP esetén is hasznos lesz (lasd: [11], [18]). Ekkor a legérdekesebb szituacio, ha
egy S halmazra z(§(S)) ~ 3 teljesiil. Ekkor z(d(S)) = 2 és x(d(.S)) > 4 eseteink lesznek,
melyek a fentiekhez hasonloan aszimmetrikus jelentéssel birnak. z(0(S)) = 2 valasztas
esetén rogzitettiik azt, hogy S-et egy jarmitivel szolgéljuk ki. Ha S-et Osszehizzuk egy
pontta, melynek igénye a benne 1évs igények Osszege, és ez az igény elég nagy, akkor
egy utat szinte mar meg is tudtunk hatarozni a K-bol. Ebben az esetben a megoldas
folyamata sokkal révidebb lesz. Igy nem meglepd, hogy a 2,75 < x(8(S)) < 3 feltétel
gyorsabb algoritmust eredményez, mint amikor ez az érték harom felett van. Az [1]| 77.

oldalan 1év6 Osszehasonlitasok alapjan a kdvetkezd harom stratégia a legeredményesebb.
1. Olyan S halmazt valasztunk, melyre 2,75 < z(6(5)) < 3 és d(.S) maximalis.
2. Olyan S halmazt valasztunk, melyre 2,75 < x(4(5)) < 3 és S tavolsaga a depotol
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maximaélis. (Ezalatt azt értjiik, hogy vessziik S két olyan pontjat, melyek legkbzelebb

vannak a depohoz, és ezeket a tavolsagokat Osszeadjuk.)

3. Olyan S halmazt valasztunk, melyre 2,75 < 2(6(S)) < 3, és a lehets legtobb szu-
perpontot tartalmazza. Szuperpont alatt egy olyan halmazt értiink, ami az aktualis

megoldasban olyan, hogy a hataran éppen ketté megoldasban szerepld él megy at.

3. Felulrosl kozelité heurisztikak

Ebben a fejezetben olyan heurisztikdkat fogunk megnézni, melyek megengedett CVRP
megoldast eredményeznek, de ezek nem feltétleniil optimalisak. Az ilyen heurisztikakat
két osztalyba sorolhatjuk. A klasszikus heurisztikdak az 1960-1990 években sziilettek. Ezek
viszonylag jo eredményeket adnak, és a futasi idejiik sem tul nagy. Ezen kiviil gyakran
ki lehet terjeszteni Gket tigy, hogy a valosagban el6forduld esetekre is alkalmazni lehessen
Sket. A masik osztaly a metaheurisztikdk, melyek 1990 utan sziilettek, és mélyebb kutatési
munkat igényeltek. Ezekben a modszerekben szofisztikaltabb algoritmusokat hasznalnak,
és tobb heurisztikat is kombinalnak. Az igy kapott megoldasok sokkal jobb mindségtiek,
mint a klasszikus esetben, viszont az algoritmusok futasi ideje is tobb. Emellett ezek
a procediurak jobban fliggenek a felépitett kontextustol, igy nehezebb Gket valdsagban

elsforduld esetekre alkalmazni.

3.1. Klasszikus heurisztikak

ElGszor a klasszikus heurisztikikat nézziikk meg. A konstruktiv és a kétfazisa modszerek
egy megoldas megkonstrualaséval foglalkoznak, mig a javité modszerek mar meglévs meg-

oldasokbdl probalnak mindig jobbat létrehozni.

3.1.1. Konstruktiv moédszerek

Clarke és Wright Savings Algoritmusa [20] A heurisztika azon az eljarason alapszik,
hogy ha egy (0,...,i,0) és egy (0,...,7,0) ut dsszekapcsolasa lehetséges, akkor sszekap-
csoljuk 6ket, igy kapjuk a (0,...,4,7,...,0) utat. Nézziik ezt meg precizebben. Legyen
Sij = Cio + coj — Cij. Ez az az érték, amellyel kiadasaink valtoznak az (i, j) él bevételével
és az (1,0) és (0, 7) élek torlésével, azaz ez lesz a megtakaritisunk (saving). Természetesen
ennél az algoritmusnal a felhasznalt jarmiivek szama folyamatosan valtozik. Nézziik meg

az algoritmus lépéseit.
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1. lépés (Megtakaritasok kiszamitasa) Kiszamitjuk s;;-ket minden 4,5 = 1,...,n-re, ahol
i # j. Létrehozunk n darab (0,4,0) utat minden i = 1,...,n-re. Az s;;-ket csokkend

sorrendbe rendezziik.

2. 1épés (Parhuzamos verzio, legjobb lehetséges Osszeftizés) Az s;;-k listajanak elsé elemével
kezdiink, és sorban haladunk. Ha s;;-re létezik két at, hogy az egyik tartalmazza

(0,7)-t, és a masik tartalmazza (i,0)-t, és dsszekapcsolhato, akkor Gsszekapcsoljuk.

2. lépés (Szekvencialis verzio, utak kiterjesztése) Sorban vesziink minden (0,7, ..., j,0) utat,
¢és meghatarozzuk az elsé sp-t vagy sj-et, ahol £ illetve [ olyan, hogy az aktuélis
ut osszekapcesolhato egy masikkal, amely tartalmazza (k,0) vagy (0,[)-et. Ekkor a
két megfelels utat osszekapcsoljuk, majd erre az aktuélis dtra addig ismételjiik az
eljarést, amig tobb ut mér nem kapcsolhaté hozza. Ekkor a kdvetkezd tutra tériink

at. Ezt addig folytatjuk, amig van lehetséges Gsszekapcsolas.

Itt a parhuzamos eljaréas és szekvencidlis eljaras koziil kell valasztani. A gyakorlat azt
mutatja, hogy a parhuzamos verzié egyértelmtien jobb a megoldas minGségét, és a futési

1d6t tekintve.

A Clark és Wright algoritmus erdsitése (Lasd: [21] és [22]) Az eredeti modszer csak
az algoritmus elején ad jo utakat, majd késébb egyre kevésbé érdekes utakkal foglalkozik,
ezért szeretnénk erdsiteni a modszert. Legyen s;; = cio + co; — Ac;; ahol A-t route shape
pareméternek nevezziik. Az eljaras legidSigényesebb része a megtakaritasok kiszamolasa és
rendezése, ezen kiviil még a tarolasuk is memoriaigényes. Ezen kiilonbo6z6 adatstrukturaval
és rendezési modszerekkel segithetiink, mint példéul a quicksort, az iterativ kupacrendezés,
vagy az iterativ maximumkeresés. Egy mésik modszer lehet az, hogy hash-fliggvényekkel

minden ttra szamon tartjuk a belsé pontjait.

Parositason alapulé saving algoritmus (Lasd: [23] és [24]) A kovetkezSkben a meg-
takaritas s,, értékét a p és ¢ utak osszekapcsolésa esetén gy szamitjuk ki, hogy bizonyos

ponthalmazokon a TSP optimalis megoldasat hasznéljuk fel a kdvetkezSképp.
Spg = t(Sp) +1(Sg) — 1(Sp, U Sy),

ahol Sy, jeloli a k ut ponthalmazat, és t(Sk) az optimélis TSP megoldast Sy-n. Ekkor Sy
ponthalmazokra egy maximalis parositast keresd feladatot kapunk, ahol s,, az élstlyok.

A kapott parositas azt adja meg, hogy mely utakat kapcsoljuk Ossze. Ezt erésithetjiik
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még ugy, hogy elényben részesitjiik azoknak az utaknak a bekapcsolasat valahova, melyek

igénye messze C' alatt van, vagy az Ut menetideje messze kisebb a megengedettnél.

Szekvencialis beszuré heurisztikdk FElGszor nézziik meg Mole és Jameson [25] heu-
risztikajat, amely egyszerre egy ut kiterjesztésével foglalkozik. Hasznaljunk két paramétert,

M-t és p-t, illetve vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

ali, j, k) = cik + ckj — Acij
B(iaja k) = KCok — O‘(iajv k)

Az algoritmus a kovetkezSképp néz ki.

1. lépés (Utak inicializdldsa) Ha minden pont mar tartozik egy uthoz, STOP. Kiilonben
konstrualunk egy (0, &k, 0) utat, ahol k£ még fedetlen pont.

2.1épés (Kovetkezs pont) Minden fedetlen k& pontra kiszamitjuk a lehetséges besztréas kolt-
ségét, ami o* (i, k, jr) = min, ;{a(r, k, s)} minden szomszédos r és s pontokra az
aktudlis atban. Ha egy besztras sem lehetséges: GO TO STEP 1. Kiilonben besztr-
juk az utba k*-ot, ahol k* az a pont, amelyre B(ig, k", ji+) = maxp{B(ix, k, jr)}

minden fedetlen k-ra, amely beszirhato.

3. lépés (Ut optimalizalasa) Az aktualis utat optimalizaljuk 3-opt eljarassal, majd GO TO
STEP 2.

A paraméterek kiilonbozé megvalasztasaval varidlhatjuk az algoritmust. Példaul A = 1
és p = 0 esetén az algoritmus azt a pontot szirja be, amely esetén legkevésbé né az
extra tavolsag. Ha A = p = 0, akkor azt a pontot sziirja be az algoritmus, amely esetén
legkisebb a két szomszédja kozotti tavolsdgok Osszege. Ha p = oo, és A = 0, akkor a
depo6tol legmesszebbi pont keriil beszurasra.

Most nézziikk meg Christophides, Mingozzi és Toth [20] heurisztikajat.
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1. Fazis Szekvencialis utkonstrukeid

1. 1épés

2. lépés

3. 1épés

4. 1épés

(Els6 ut) Minden 1t rendelkezzen egy k indexszel, és vegyiik kezdetben a k = 1

indextit.

(A beszuras koltsége) Vélasztunk egy fedetlen iy csticsot, amivel inicializaljuk
a k utat. Minden fedetlen i-re kiszdmoljuk 0; = co; + Acji,, ami a beszurés

koltsége.

(Pont beszurasa) Legyen d; = min;eg, {0;}, ahol Sy azon fedetlen pontok halma-
za, amelyek beszirhatok a k ttba. Beszurjuk az i*-ot a k utba. Optimalizaljuk
a k utat 3-opt eljarassal, majd ismételjiik a harmadik lépést addig, amig t6bb

pontot mar nem tudunk beszirni.

(Kovetkezs ut) Ha minden pont be van szarva: STOP. Kilénben legyen k =
k+1, és GO TO STEP 2.

2. Fazis Parhuzamos utkonstrukecié

5. lépés

6. 1épés

7. lépés

8.1épés

9. 1épés

(Ut inicializalas) Inicializljuk a k utat R, = (0,4;,0)-vel, ahol (¢t = 1,....,k),
és k az els6 fazis végén kapott utak szama. Legyen J = {Ry,..., Ry}
(Koltseégek megfeleltetése) Minden ¢ pontra, ami még nincs megfeleltetve egyik
utnak sem, és minden lehetséges R, € J utra kiszamoljuk az €; = co; + pci;,
értéket. Legyen t* annak az utnak az indexe, melyre €;; = min;{e;}. Ekkor az
1 pontot feleltessiik meg a Ry« Gtnak, és ismételjiik a hatodik lépést addig, amig
meg nem feleltettiink minden pontot egy dtnak.

(Koltségek meghatérozasa) Vegyiink egy R; € J-t, és legyen J = J\{R:}.
Minden R;-nek megfeleltetett ¢ pontra szamitsuk ki €y, = ming,c {€;}-t, és
legyen 7; = €y; — €.

(Pont beszirasa) Beszurjuk Ri-be i*-ot, ahol i* olyan, hogy 7;» = max;eg, {7;}.
Itt S; az R;-nek megfeleltetett fedetlen pontok halmaza. Optimalizaljuk R;-t
3-opt eljarassal, majd ismételjiik a nyolcas lépést addig, amig tobb pontot mar
nem lehet R;-be szurni.

(Terminalas feltétele) Ha | J| # 0, akkor GO TO 6. 1épés. Kiilonben, ha minden
pontot lefedtiink STOP. Ha pedig maradtak fedetlen pontok, akkor 1j utat
készitiink, és GO TO 1. lépés.

A harmadik 1épésben értelemszertien olyan pontokat szurhatunk be, melyeknek az adott

uthoz valé hozzavétele még nem sértené meg a kapacitasra vonatkozo feltételt. Az elsd
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fazis végén k darab ut keletkezik, és mindegyikre adott az i, pont (t = 1,..., k), amellyel
inicializaltuk 6ket. Ezek segitségével hozunk létre j utakat az 6tos 1épésben. Fontos, hogy
a hatodik 1épésben a megfeleltetés még nem jelenti a pont beszurasat. Ekkor is kiszamoljuk
a beszuras koltségét, csak most a masodik, 1 paramétert hasznaljuk. A hetedik és nyolcadik
lépésben lényege, hogy az az R;-nek megfeleltetett pont keriil el6bb beszurasra az R;-be,

amelyiket a legdragéabb lenne mashova beszirni.

3.1.2. Két fazist modszerek

A két fazist modszerek alapelve az, hogy az algoritmus egyik fazisaban megfelels parti-
civjat keressiik meg a pontoknak tugy, hogy egy ponthalmaz 6sszkoltsége se haladja meg
a kapacitast. Egy ilyen ponthalmaz fog megfelelni azoknak a fogyasztoknak, amelyeket
egy jarmiivel fogunk meglatogatni. A masik fazisban egy ponthalmazon keressiik meg a
TSP optimumot. Aszerint, hogy az algoritmus milyen sorrendben foglalkozik ezzel a két
fazissal, megkiilonboztethetiink Cluster-first, route-second és Route-first, cluster-second

modszereket. Mi most csak a cluster-first, rout-second moédszerekkel fogunk foglalkozni.

Sweep algoritmus (Léasd: [27]) A pontokat a dep6 koriili sugarirany szerint fogjuk
osztalyokba rendezni. Pontosabban legyen minden ¢ pont polarkoordinataja (y;, p;) ugy,
hogy egy tetszbleges @ pontra valasszuk meg a ¢; = 0-t. Ezutan rendezziik ¢ alapjan

novekvs sorrendbe a pontokat. Az algoritmus 1épései a kovetkezdk.
1. 1épés Valasztunk egy, még hasznalatlan k jarmtvet.

2. lépés A még fedetlen pontok koziil a legkisebb forgésszogtit hozzarendeljiik k-hoz addig,
amig at nem léptiik a kapacitésra vagy 1t hosszara vonatkoz6 korlatokat. Minden

besziras utan alkalmazhatunk 3-opt eljarést.

3. 1épés Minden jarmitire a hozzarendelt pontok sorrendjét a TSP megoldasaval optimalizal-

juk.

Ha adott a menetidére vonatkozo korlat is, akkor a masodik lépésben értelmezni kell azt,
hogy addig vehetjiik be a pontokat, amig meg nem haladtuk a megengedett menetidét.
Hiszen az algoritmus ezen lépésében még nincsenek utak, melyek menetidejét ellenérizni
lehet. Erre egy (nem feltétleniil leggyorsabb) megoldas lehet a kovetkezd. Amikor eldont-
jik, hogy az adott pontot még be tudjuk-e venni, vagy sem, akkor elGszor a kapacitési
feltételt ellendrizziik le (ez a konnyebb). Ha ez teljestil, akkor a mar utban 1évé ponto-

kat rendezziik a TSP optimum megkeresésével (beleértve az aktualis pontot), és ennek az
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utnak a menetidejét ellendrizziik le, hogy meghaladja-e a menetidére vonatkozo feltételt.
Ha a jarmtivek kapacitdsa nem tul nagy, akkor egy jarmiihéz nem tartozhat til sok pont,

tehat ez az eljaras remélhetSleg nem lesz til idGigényes.

Fischer és Jaikumar algoritmusa (Lasd: [28]) Ebben az algoritmusban az altalanosi-
tott parositasi problémara (GAP-re) fogjuk visszavezetni a feladatot. Ennek egy altalanos
megfogalmazasa gy néz ki, hogy adott valamennyi targy, melyeket téarolokba szeretnénk
elhelyezni. Minden tarol6 felhasznalasanak van valamennyi koltsége. Az i-edik targy j-edik
taroloba torténd elhelyezésének van egy p;; haszna, és egy w;; sulya. Minden tarolénak van
egy kapacitasa, vagyis a maximalis sily, amit bele lehet helyezni. A cél, hogy maximali-
zaljuk a hasznot. A kévetkez$ heurisztika ennek a problémanak a megoldasat hasznalja fel

a kovetkezd modon.

1. lépés Valasztunk egy jr mag fogyasztot, mellyel a k osztalyt inicializalni fogjuk. Tehat

alljon most a k-adik osztaly a j, pontbol.

2. 1épés Minden ¢ fogyasztora és k osztalyra kiszamoljuk a
O = min{co; + Cij, + €0, Cojp, T i + Cio} — (Coj + Cji0)
értéket.

3. lépés Mivel a pontokat szeretnénk hozzarendelni a meglévd osztalyokhoz (jarmiivekhez),
megoldjuk a GAP-et gy, hogy a kdltségek d;; minden 7 pontra, és j osztalyra, az 1.

fogyasztok silya d;, és minden jarmi kapacitasa C'.

4. lépés A GAP megoldasaként kapott osztalyokra megoldjuk a TSP-t.

Bramel és Simchi-Levi algoritmusa A kévetkezs otletek [29] cikkbdl szarmaznak. A
fenti algoritmusokhoz hasonléan most is mag fogyasztokat keresiink, de ezeket ezittal a
Capacitated location problem (CCLP) segitségével hatarozzuk meg. A CCLP altalanosan a
kovetkezo feladatot jelenti. Adott m lehetséges hely, ahova a koncentratorokat (magokat)
helyezhetjiik. Minden ilyen j helyre adott egy @; kapacitas. Minden koncentratornak van
egy elhelyezési koltsége, amely fligg a helytdl is, ahova helyezziik. Szeretnénk elhelyezni a
koncentratorokat az m darab hely egy részhalmazan, és hozzakdtni valamennyi terminalt.
Az i. terminal w; egységet hasznél fel a koncentrator kapacitasabol. Az i. terminal j.
koncentratorhoz valé bekotésének koltsége c;;. A céliink az, hogy minden terminal pontosan

egy darab koncentratorhoz legyen kotve tgy, hogy a bekotott terminélok 6sszkoltsége ne
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haladja meg a koncentrator kapacitasat, valamint a bekotés osszkoltsége legyen a lehetd
legolcsobb.

Alkalmazzuk most a CCLP-t a CVRP-re a mag fogyasztok kivalasztasahoz. Minden
fogyaszto legyen egy lehetséges hely. Az elhelyezés koltsége a j-edik helyen megfelel annak
a koltségnek, hogy a j-edik fogyasztot magnak valasztjuk. FEz annak a koltsége, hogy a
depobdl elmegyiink a v;-be, meg vissza, azaz co; + cjo. A tobbi fogyaszté a CVRP-ben
a CCLP-ben egy terminalnak felel meg. Az i-edik terminal bekotése a j-edik helyen 1évé
koncentratorhoz éppen annak a koltsége, hogy az i-edik fogyasztot beszirjuk a depo és a
j-edik fogyaszto kozotti utba. Ertelemszerten egy koncentrator kapacitasa legyen a C — d;,
ha a j-edik helyen helyezziik el a koncentréatort. Egy i fogyaszto (terminal) altal felhasznélt
kapacitas pedig legyen d;.

Tehéat az algoritmus tgy kezdddik, hogy miutédn kiszamoltuk a fent definidlt kolt-
ségeket, megoldjuk a CCLP-t. Ezzel kivalasztottuk a mag fogyasztokat. Ezutan a tob-
bi fogyasztot kotjiikk a mag fogyasztokhoz a kovetkezSképp: legyen egy részben kész ut
(Vo =G0, 91, .-, 0141 = o), T = {vo,01,...,0}, és legyen t(T}) az optiméalis TSP megoldas

hossza. A beszuras koltsége minden 7 fedetlen pontra a k utba:
S = t(Tp U {i}) — t(Ty).

Azt az i pontot fogjuk beszirni a k utba, melyre d; minimalis. Mivel ¢§;;, kiszamitasa
koltséges, ezért helyette hasznalhatjuk a diy = ming,_y_{2¢;, } direkt kéltséget, vagy a

dix = ming—q. 1{Cipi + Ciip,y — Cipin,, t legkozelebbi beszirasanak a koltségét.

Csonkitott branch-and-bound (Lésd.: [20]) A kovetkez6kben K véltozora alkalmaz-
zuk a Branch-and-bound moédszert. Vagyis minden branch esetén azt vizsgaljuk meg, hogy
az aktualis valtozonak megfelel§ jarmid melyik atvonalat jarja be a lehetségesek koziil. A
kovetkezd algoritmus az Gn. csonkitott branch-and-bound eljarast hasznalja, ami azt jelenti,
hogy minden branch esetén csak egy lehetséges leszarmazott pontra vonatkoz6 problémét

vizsgalunk tovabb. Az algoritmus a kovetkezd.

1. lépés (Inicializalas) Legyen h = 1 és Fj, = V\{wo}. (F} jeloli a h-adik szinten a fedetlen

pontok halmazat.)

2. 1épés (Utak generalasa) Ha F, = (), STOP. Kiilonben kivalasztunk egy még fedetlen v;
pontot, és létrehozzuk azon utak halmazat, melyek a még fedetlen pontokat és v;-t

tartalmazzak. Legyen ez a halmaz R;.

45



3. lépés (Kiértékelés) Minden r € R;-re kiszamoljuk az f(r) = t(S,U{vo})+u(F,\S,) értéket,
ahol S, jeloli az r ut pontjainak a halmazat, ¢ a megfelel6 halmazon vett optimalis
TSP megoldés hossza, valamint v a megfelel§ halamazon vett legolcsobb feszitéfa

koltsége.

4. 1épés (Ut kivalasztas) Legyen r* az az tt, ahol min,cg, {f(r)} felvétetik. Legyen h = h+1,
és Fj, = Fy_1\S,+, majd GO TO 2. lépés.

Szirom algoritmus A kovetkez§ modszerek a sweep algoritmust terjesztik ki tigy, hogy
kiillonboz6 utakat (szirmokat) generdlnak, majd ezekre oldjuk meg a set partitioning prob-
lémat. A szirmok generalasaval lényegében egy megszoritast tesziink az utakra, azonban
a valtozok szama még igy is rengeteg.

Balinski és Quant [30] 6tlete, hogy toroljiik ki a valtozok koziil azokat, melyek domindl-
tak. A j utat akkor nevezziik dominéltnak, ha létezik az utaknak egy olyan részhalmaza,
melyek pontosan azokat a fogyasztokat szolgaljak ki, amelyeket j is, viszont az 6sszkolt-

ségiik kisebb, mint j koltsége. Azaz a H; dominalva van, ha létezik olyan S indexhalmaz,

hogy
ZAZ:A] és ZCZ‘SCJ'7

ies i€s
ahol H; jeloli a set partitioning modellben a j-edik utat, és A; jeloli ugyanebben a mo-
dellben a matrix i-edik oszlopvektorat. Mivel a dominalt utak biztosan nem fognak az
optimélis megoldéshoz tartozni, ezeket torolhetjiik a valtozok koziil.

Foster és Ryan [31] ugy probaltak csokkenteni a valtozok szamat, hogy az utakra
implicit feltételeket szabtak meg. Ez azon a megfigyelésen alapszik, hogy az optimélis

megoldasban szerepl6é utak hasonld tulajdonsagokkal rendelkeznek.

1. Ha egy ut kiszolgalja a fogyasztoknak egy szektorat (vagyis valamely, a depobol
indulo6 sugarak altal meghatéarozott fogyasztok egy halmazat), akkor egy, a szektoron
beliil 1év6 pontot ritkan hagy ki. Ez csak olyan kivételes esetben torténik meg, ha

sériilnek a kapacitasi, vagy menetidére vonatkozo feltételek.
2. Szomszédos utak ritkan keresztezik egymaést.

3. Fogyasztok egy rogzitett halmazara a meglatogatas optimaélis sorrendjét a TSP meg-

oldasaval nyerhetjiik.

Tehat a lehetséges uthalmazt, amelyre a feladatot meg szeretnénk oldani, igy kapjuk, hogy

meghatarozzuk az olyan utakat, melyekre a fentiek koziil az els6 ketts teljesiil, majd min-
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den titra megkeressiik a TSP optimumot. Ezt a kovetkezSképp fogjuk csinalni. Rendezziik
a fogyasztokat depo koriili forgésszog alapjan névekvs sorrendbe, majd ebben a sorrendben
az egymast kovetd fogyasztok részhalmazai lesznek a lehetséges utak. Azon utakat, me-
lyek Osszesitett igénye meghaladja a kapacitast, tordljiik a valtozok koziil. A megmaradt
lehetséges ponthalmazokra megkeressiik a TSP optimumot, majd tordljiik azon utakat
a valtozok koziil, melyek menetideje meghaladja a menetidére vonatkozo korlatot. Ezzel
megkapjuk a lehetséges szirmok halmazat. Belathato, hogy ha az IP feladatot csak a szir-
mokhoz tartozo oszlopok alkotta matrixszal irjuk fel, akkor a kapott matrix TU, igy elég az
LP feladatot megoldani az IP helyett. Egy tovabbi lehet&ség a lehetséges szirmok szama-
nak csokkentésére, ha a kapacitasra alsé korlatot is bevezetiink. Ez azt eredményezi, hogy
kizarjuk az olyan lehetséges utakat, melyek olyan kevés fogyasztot szolgalnak ki, hogy a
maradék fogyaszté méar nem szolgalhato ki a még fel nem hasznalt jarmiivel. Ehhez adjunk
also korlatot arra, hogy mennyi jarmtre lesz sziikségiink; a trivialis

v — ’VZ:LC} di—‘
also korlat jo lesz. Ha feltessziik, hogy pontosan v jarmt elég a fogyasztok kiszolgalasdhoz,

akkor az also korlat a kapacitasra minden lehetséges titnal

o = Zdi —(v—1)C,
i=1

amit a fenti képletbdl kapunk. Természetesen, ha a megoldas soran tébb jarmiivet is fel
szeretnénk hasznélni, akkor ezt a ¢; alsé korlatot megfelelGen csokkenthetjiik.
Ryan, Hjorring és Glover [32] az el6z6hoz hasonlé modon kezdték el vizsgalni a prob-

lémat.

3.1. Definicid. Feszitdszirom halmaznak nevezziik a szirmoknak egy olyan halmazat,

amelyek egyiitt minden fogyasztot pontosan egyszer szolgalnak ki.

A célunk az, hogy megkeressiik a minimélis koltségi feszitGszirom halmazt. Erre a
kovetkezSkben egy legrovidebb 1t keresésen alapuld algoritmust fogunk latni. De el6bb
meg kell jegyezni, hogy a fogyasztok depo koriili forgasszog alapjan torténs rendezése
nem feltétleniil ad optimalis megoldast, viszont létezhet tobb olyan sorrend, amelyekbdl
megkaphaté az optimum. Ehhez értelmezziik az dltaldnositott szirom fogalméat, ami az
el6z6 szirom fogalomto6l csupan abban kiilonbozik, hogy nem koveteljilk meg a pontok
sugarirdanya rendezését. Tehat most az el6z6 modszertsl abban tériink el, hogy a kapott

megengedett szirmokra nem az IP feladatot irjuk fel, hanem a problémat visszavezetjiik
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egy legrévidebb ut keress probléméra. Ezt a kdvetkez6képpen tessziik. A szirmokat repre-
zentaljuk egy stlyozott, korkoros graffal tigy, hogy a graf legyen G = (N, A), ahol az N-beli
pontok az eredeti fogyasztok, és i-bél j-be pontosan akkor megy iranyitott él, ha létezik
megengedett szirom, amely elsé pontja i, és j az els6 pont a pontok sorrendjében, ami
méar nincs benne a sziromban. Ezt a reprezenticidt ugyanugy alkalmazhatjuk a szirmokra

és altalanositott szirmokra is.

3.2. Definici6. Kompakt kérnek nevezziik azt a kort, melynek minden (i, j) élére teljestil,
hogy nincs olyan pontja a kornek, amely ¢ és j kozott van a fent leirt korkords rendezés

szerint.

5. Tétel. Létezik egyértelmii megfeleltetés a feszitdszirom halmazok és a kompakt kiorok
kozott.

Bizonyitas. Egy feszitszirom halmazban minden pont pontosan egyszer fordul els. Igy
a neki megfeleld élek a fent leirt digrafban éppen egy kompakt kort fognak adni. Forditva,
egy adott kompakt kor esetén az élek a szirmoknak felelnek meg, és egy szirom azokat a
fogyasztokat latogatja meg, melyek a hozzé tartozo él kezds- és végpontja kozott vannak,
ezért a kapott sziromrendszerben minden fogyaszté pontosan egyszer fog szerepelni, ami
azt jelenti, hogy feszitGszirom halmazt kaptunk. [J

A feladatunk tehat, hogy megtalaljuk a legolcsobb kompakt kort a grafban. Ehhez
transzforméaljuk a fenti korkoros grafot aciklikussa a kovetkezsképp: valasszunk ki egy k
pontot, és vagjuk ketté. A ko-bol induljon az 6sszes k-bol kiléps él, és kg-be irdnyitjuk a
k-ba belépé éleket. Legyen kg indexe nulla, k; indexe pedig n + 1, a tébbi pontot pedig
értelemszertien indexeljiik ko-tol k4-ig. Ezutan toroljik az eredeti graf azon éleit, melyek
.,k mellett elhaladnak”, vagyis melyeknek az 1j indexelés szerint a végpontja kisebb pozi-
cibban van, mint a kezdSpontja. Ezzel a k-n 4tmené korocket vizsgaljuk, vagyis az olyan
szirommegoldasokat, melyeknél a k-adik fogyasztd valamely sziromnak az els6 pontja. Az
ilyen sziromrendszerek optimuménak megtaldlasahoz keressiik meg a kg-bol kgz-be mend
utak koziil a legolcsobbat. Nyilvan, ha ezt minden k-ra megcsinaljuk, akkor a kapott leg-
rovidebb utak koziil a legolcsobb adja majd meg az optimélis szirom megoldast. De mivel
ez egy id6-, és helyigényes mivelet, ezért szeretnénk minél kevesebb k pontra végrehajtani
ezt. Ezért tovabbi meggondolésokra lesz sziikségiink.

Ha a fenti eljarast csak a k£ pontra hajtjuk végre, akkor nem vettiik figyelembe azokat az
eseteket, amikor k, és az 6t megel6z6 pont egy sziromba tartozik. Legyen P az az allitas,

hogy az optiméalis megoldésban k és az 6t megel6z6 pont ugyanabban a sziromban van,
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és legyen P, az allitas komplementere. Ha P, igaz, akkor az optimalis szirom megoldést
megtalalhatjuk, ha csak k-ra hajtjuk végre a legrévidebb 1t keresést. Ezt altalanosabban
tgy is megfogalmazhatjuk, hogy ha s(k) jeloli a k pont rakovetkezsjét a megfelel§ sorba
rendezésben, akkor ha k,s(k),...,s'(k) ugyanabban a sziromban vannak, akkor Py A

Psz(k) VANPIRAN psj(k) igazak.

6. Tétel. Ha az a; 4+13) €l nem létezik, akkor az optimdlis szirom megoldds megtaldlhatd

7 darab legrovidebb titkeresésbil.

Bizonyitas. Ekkor nem létezik olyan szirom, amely tartalmazza az i, s(i), . . ., s’ (i)-ket,

igy a (Pyiy A Py A\ . .. Payy) allités igaz lesz, azaz Pyi) V Py V...V Py igaz. Igy elég
erre a j darab pontra megkeresni a legrévidebb utat, és ezek minimuma lesz az optimum.
O

Tehat ha a lehets legkevesebb legrovidebb tut keresést szeretnénk végrehajtani, akkor
meg kell keresniink azt az i-t, melyre j minimalis, és a; si+1¢;) & A.

A most ismertetett Ryan-Hjorring-Glover-féle algoritmus szemléltetésére készitettem
egy programot, melynek C++ nyelven megirt kodja a fiiggelékben talalhaté. A program
a szirmok létrehozésahoz a fogyasztok hagyoményos, depd koriili forgasszog szerinti sor-
rendjét hasznélja. A fogyasztok egyes halmazain a TSP optimumot a legtavolabbi pont
beszirasanak heurisztikdjaval kozeliti meg. A program euklideszi pontok koordinatéira
mikodik, melyek kozott az élkoltség és a menetidé a pontok kozotti euklideszi téavolsag.
Az élkoltségek felfelé, egészekre vannak kerekitve. Ezt a programot a Christofides, Mingoz-
zi és Toth 14 ismert tesztesetére futtattam, és a kovetkezs oldalon taladlhaté tablazatban
osszefoglalt eredményeket kaptam. Lathato, hogy a megirt program atlagosan 26%-kal
ad rosszabb megoldésokat, mint amennyi az eddig ismert legjobb. Ennek a nem tul jo
eredménynek tobb oka is lehet. Egyik példaul, hogy az alkalmazott TSP heurisztika nem
biztos, hogy elég jo utakat talal. A masik probléma, hogy a fogyasztokat kezdetben nem
biztos, hogy a legjobb sorrendbe rendeztiik, és tigy kerestiink megengedett szirmokat. Ezek
javithatok, ha példaul osszetettebb TSP kozelité modszert alkalmazunk, és a fogyasztok
més sorrendjét is kiprobaljuk.

Renaud, Boctor és Laporte [33] szintén a szirom fogalmat altaléanositja a kévetkezo-
képp: legyen az r-szirom olyan r darab ttnak a halmaza, melyek egyiitt kiszolgaljak egy
szektor Osszes fogyasztojat. A kovetkez6kben 1-szirmokat és 2-szirmokat fogunk sweep fo-
lyamattal generalni. 1-szirom heurisztika esetén a fogyasztok egy S halmazén és a depoén
konstrualunk egy utat TSP heurisztikaval. A 2-szirom heurisztika soran szintén egy S hal-

mazon szeretnénk szirmokat létrehozni. Ehhez valasszunk ki ketté mag fogyasztot ugy,
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Parameéterek (fogyasztok
Teszteset meg;zgaedm;t 'zg_f‘;t;: deps|  Futasiidd (se) | Megoldis kilisege Edf;:].:;;m Sz:;’;::"s
koordintii)
1. 50; 160; - ; 30 40 0,0312 660 524,61 26%
2. 75 140; - ; 40; 40 0.0156 1103 835.26 32%
3. 100; 200; - ; 35: 35 0.0624 1006 826.14 22%
1 150; 200; - ; 35; 35 0.078 1269 1028.42 23%
5. 199; 200; - - 35: 35 0.0936 1757 1291.29 36%
6. 50: 160; 200; 30; 40 0.0156 660 555.43 19%
7. 75 140; 160; 40; 40 0.0156 1103 909.68 21%
8. 100; 200; 230; 35; 35 0,0624 1006 §65.94 16%
3. 150; 200; 200; 35; 35 0.0936 1269 1162.55 9%
10. 199; 200: 200: 35: 35 0.078 1757 1395.85 26%
1 120; 200; - - 10; 45 0.156 1709 1042.11 64%
1. 100; 200; - - 40: 50 0.0312 1079 819.56 32%
13. 100; 200; 720; 10; 45 0.156 1709 1541.14 11%
14. 100; 200; 1040; 40; 50 0,0468 1079 866,37 25%

Eddig ismert legjobb eredmények forrdsa: http://neo lec.uma es/vrp/known-best-results/

hogy egyméastol a lehetd legtéavolabb legyenek. Ezzel értelmeziink ketts oda-vissza utat a
dep6 és a két mag fogyaszté kozott. A tobbi fogyasztot ezutan ebbe a két utba szirjuk
be tgy, hogy a koltség a legkevésbé novekedjen, és a megengedettség ne sériiljon. Ezutan
4-opt eljarassal ujra optimalizalunk. Ahhoz, hogy ne kapjunk kiegyensilyozatlan utakat,

bevezethetiink egy szorossdgi egyiitthatot, ami legyen

CYZQC—ZCZZ,

v, €S

és amikor beszurjuk a kdvetkezd fogyasztot, megkovetelhetjiik, hogy a két 1t teljes igényé-
nek a kiilonbsége ne haladja meg a-t. Mivel az utak koltségén késébb reoptimalizalassal
még javithatunk, ezért a beszurasnal megengedjiik, hogy az 1t hossza meghaladja a meg-

engedett maximalis menetidét.

3.1.3. Javité6 modszerek

A méar meglévs utakat kiilonb6z6 modszerekkel megprobalhatjuk javitani. Ilyen modsze-
rekbdl két fajtat kiillonboztetiink meg. Az egyik, amikor egyszerre csak egy jarmi altal
bejart utat vizsgalunk, és azt probaljuk meg optimalizélni. A masik, amikor két utat egy-
méshoz képest vizsgalunk, és javito élcserékkel probalkozunk.

Az utak kiilon-kiilon javitasara adott eljardsok gyakorlatilag megegyeznek a TSP-ben

alkalmazott javitomodszerekkel. Ilyenek példaul a A-optimalizélo eljarasok, melyeket a fent
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leirt heurisztikdkban is alkalmaztunk mar. Ezek lényege, hogy az utbol eltorliink A darab
nem egymast kovetd élt, és a keletkezd A szakadasra megprobdlunk minden lehetséges
modon egy jra csatlakozéast keresni, és ezekbdl a legolesobbat kivalasztani. A procedura
a lokalis minimumnél all le, és O(n?*) futésidejt.

A TSP-t6l eltér6en a VRP esetében alkalmazhatunk olyan moédszereket, melyek egy-
szerre tObb utat vizsgalnak, és egymashoz képest probaljak javitani 6ket. Van Breedam

[341] leirasdban négy miiveletet ismerhetiink meg az utak javitasara.

1. String cross (SC). Két kiilonb6z6 ut fogyasztoinak egy-egy sorozatat valasztjuk ki, és
ezeket kicseréljiik a két ut kozott ugy, hogy az eredeti utak egy-egy élét keresztezziik.

2. String exchange (SE). Két legfeljebb k hosszt sorozatéat a pontoknak kicseréljiik az
utak kozott.

3. String relocation (SR). Fogyasztok egy k hosszu sorozatat egy masik tutba tessziik.

4. String miz (SM). Kivalasztjuk SE és SR koziil a legjobb mozgast.

(a) Before (b) After

Figure 5.1. String cross.

Y

(a) Before (b) After

Figure 5.2. String exchange.

U/

(a) Before (b) After

Figure 5.3. String relocation.

A javitas minGségét befolyasold tényezdk az aldbbiak lehetnek.
e A kezdeti megoldas mindGsége.
e A kivalasztott fogyasztok szama (k).

e A mozgatasok tipusa (SC, SE, SR, SM).
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e A kivalasztas stratégiaja, azaz hogy az els6 javitas esetén cseréljik-e le az éleket,

vagy az Osszes lehetGséget megvizsgalva a legjobbat valasztjuk ki.

e Annak a procediranak a hossza, amellyel kivalasztjuk azt a k-t, és azt a fogyaszto-

lancot, melyre a javitast érdemes véghezvinni.

3.2. Metaheurisztikik

A most kovetkezd heurisztikdkat hat lényegesebb osztalyba sorolhatjuk. Ezek a Simulated
Annealing (SA), Deterministic Annealing (DA), Tabu Keresés (TS), Genetikus Algorit-
mus (GA), Ant Systems (AS), és a Neurdlis Halok (NN). Ezek koziil nem fogom mindet
kifejteni, most csak az SA, TS, és AS heurisztikdkkal foglalkozom.

Az SA és TS heurisztikdk alapgondolata, hogy egy kezdeti x megoldasbol indulunk ki,
és minden ¢ iterdcioban az z; megoldast valamilyen moédon attranszforméaljuk x;,; megol-
déssa. Ennek a transzformécionak a lehetséges 1épései elére rogzitettek, és igy x;-nek egy
szomszédsdgat (jelolés: N(x;)) hatarozzak meg. Ebbgl a szomszédsagbol hatarozzuk meg
valamilyen moédon, hogy melyik legyen az iteracioé kovetkezd ;.1 megoldasa. Természe-
tesen kiilonb6z6 modszereket kell arra alkalmazni, hogy a ciklizalast elkeriiljiik. Ezeket a

kovetkezSkben latni fogjuk.

3.2.1. Simulated Annealing

Ez a modszer a t-edik iteracional random valaszt egy = megoldast N(z;)-bdl. Ha f(x) <
f(z;) (ahol f(z) jeloli az x megoldas koltségét), akkor legyen x;,1 = x. Ha ez nem teljestil,
akkor legyen
x, p¢ valoszintséggel
Li41 =
xy, 1—py valoszintséggel,
ahol p; egy csokkeng fiiggvénye t-nek, és f(x) — f(x;)-nek. Pontosabban

f(flf)-f(@)))

= e —
De Xp ( 9,

ahol 0; a t-edik iteraci6 hdfoka. Ez egy csokkend fiiggvénye t-nek, amely kezdetben kap
egy 0, > 0 értéket, és minden T-edik iteracidban egy 0 < a < 1 szammal szorozzuk.
Ezzel azt érjiik el, hogy az id6 milaséval p, folyamatosan csokkenjen, igy egyre kisebb
valoszintiséggel fogadjuk el a nem javité megoldasokat.

A megallas feltételei a kovetkezsk lehetnek.
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e Az aktualis x-re f értéke méar nem csokkent legalabb egy el6re adott m; értéket

legalabb bizonyos ki darab 7" hosszu iteraci6 ota.

e Az elfogadott lépések szama T iterdcidban kevesebb, mint egy rogzitett mo szam ko

darab T hosszua iteraci6 ota.

o A T iteraciok egy ks szamét méar végrehajtottuk.

Osman SA algoritmusa Osman [35] az SA algoritmusaban A interchange generation
mechanism modszert hasznalt a szomszédsag kialakitasahoz. Ez tugy torténik, hogy va-
lasztunk p és ¢ utakat, melyekhez tartozoé fogyasztok egy részhalmaza S, és S,, melyek
olyanok, hogy |S,| < A és|S,| < A. Az eljaras kicseréli S, és S, kozott a fogyasztokat, amig
az lehetséges. S, vagy S, egyike iires is lehet, ebben az esetben csak attoljuk a fogyasz-
tokat az egyik utbol a masikba. Mivel nagy A esetén nagyon sok lehet&ség van a pontok
cseréjére, ezért altalaban A = 1 vagy A\ = 2 esetet szoktak hasznalni. A keresés akkor all

meg, ha javitast talaltunk. Az algoritmus a kdvetkezd.

1. Fazis (Descent Algoritmus)

1. 1épés (Inicializalas) Clark-and-Wright algoritmussal keresiink egy kezdeti megoldast.

2. 1épés Keresiink egy megoldasi teret A-interchange modszerrel. A javitést rogtén imp-
lementaljuk, amint azt megtalaltuk. Megallunk, ha a teljes szomszédsag atku-

tatdsa nem ad jobb eredményt.
2. Fazis (SA keresés)

1. 1épés (Inicializalas) Kezdeti megoldas legyen az els6 fazis eredménye, ami akar a
Clark-and-Wright algoritmus eredménye is lehet, ha a masodik lépésben meg-
alltunk. A teljes szomszédsagon alkalmazzuk a A-interchange médszert anélkiil,
hogy barmely mozgast implementélnank. Legyen A,,.. és A, a célfiiggvény
legnagyobb és legkisebb valtozéasa, a nem végrehajtott mozgasok kozott. Legyen
[ a legkisebb cserék szama, azaz azon iranyok szama, amelybe léphettiink vol-
na. Legyen 6; = Apue, 0 =0, k=1, k3 =3, t =1 és t* = 1. Az eddig talalt

legjobb megoldas az aktualis iteraciobol jon, ez legyen z* = xy.

2. lépés (Kovetkezs megoldas) A-interchange modszerrel keresiink egy szomszédsagat x-
nek. Ha = megoldasra f(z) < f(z:), akkor legyen ;1 = x. Ha f(z) < f(z%),

akkor z* = =z, és 0* = 6,. Ha a teljes keresés soran nem tudunk javitani,
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akkor legyen x a legjobb megoldas x; szomszédsagaban, és legyen x;,1 = =,
pe valoszintiséggel, vagy z;11 = x; legyen 1 — p; valoszintiséggel. Ha x;1 = x4,

akkor legyen 6 = 1.

3. lépés (Hofok frissités) Ha 0 = 1, akkor legyen 6,1 = max{%,6*}, és legyen § = 0
és k = k + 1. Ezt véletlen névekedési szabalynak nevezziik. Ha § = 0, akkor

a normdlis novekedési szabalyt alkalmazzuk, ami azt jelenti, hogy legyen 6 =

b, . Legyen tovabba t = t + 1. Ha k = ks, STOP. Kiilsnben GO

(nﬁ“rn\/g)Amaz A”mzn
TO 2. 1épés.

Itt p; a fent leirt képlettel kaphato meg. A 0 egy logikai valtozo, ami akkor lesz 1, ha az ak-
tualis iteracioban nem tudtunk javitani, és egy eddiginél rosszabb megoldést valasztottunk
az iteracio kovetkezd megoldasanak. Ertelemszertien k jeloli az iteraciok szamat, amikor
ezt a nem javitd lépést alkalmaztuk, ¢ pedig az Gsszes eddig megtett iteraciok szama. 6*

az eddig talalt legjobb megoldés esetén a héfok.

3.2.2. Tabu Keresés

Az SA eljaras soréan a ciklizélast ugy keriiltiik el, hogy néhany lépésben megengedtiik,
hogy a kovetkezd iteracioban szereplé megoldas rosszabb legyen, mint az aktuéalis. A tabu
keresés esetében azonban a mozgast minden esetben tugy hajtjuk végre, hogy x;1 az xy
legjobb szomszédja legyen. A ciklizalast most gy keriiljiik el, hogy a mar megvizsgalt
megoldasokat egy bizonyos idére tiltjuk, azaz tabunak nyilvanitjuk. Azért, hogy idé6t és
memoriat takaritsunk meg, gyakran csak néhény tulajdonsiagat jegyezziik meg a tiltott
utaknak a teljes megoldas helyett. FEzeket tabu feltételeknek nevezziik. Példaul ha egy
maésik megoldasba mozgas soran az R, utnak a v; fogyasztojat kicseréljiik az R, Gtnak a v,
fogyasztojaval, akkor a tabu feltétel legyen az, hogy v; visszakeriil R,-be, és v; visszakertil

Rg-ba.

Osman algoritmusa Osman [35] a szomszédsag létrehozasahoz a fent latottakhoz ha-
sonldéan A-interchenge modszert hasznal \ = 2-re.

Ahhoz, hogy memoriat és id6t takaritsunk meg, adatstruktaranak alkalmazzunk egy
maétrixot (legyen ez TABL), melynek sorai a fogyasztokat és a depot jelolik, oszlopai pedig
az utakat. Igy a fent leirt két fogyaszto cseréjét meg tudjuk hatarozni a matrix két ele-
mével, (i, R,)-vel, és (j, R,)-val. TABL(i,p) tartalmazza annak az iteracionak a szamat,
amelyben -t eltavolitottuk R,-bdl. Kezdetben ezek legyenek negativ szdmok. A tovab-

biakban hasznélni fogjuk az alabbi fogalmakat. A Fogydsi stratégia az a modszer, amely
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szerint eldontjiik, hogy melyik megoldasok keriilhetnek ki a tabubol |T}| iteracio utan, ahol
T, jeloli a tabu lista méretét. |T| értéke a probléma karakterisztikajatol (fogyasztok sza-
ma, jarmiivek szama, kapacitas és igények aranya) és a mozgaskivalaszto stratégiatol fligg.
Ennek értékét gyakorlati kisérletek alapjan szokték kiszamolni. Feladatunk, hogy konnyen
és gyorsan ellendrizziik, hogy valami tabu statuszban van-e. Ezt tgy tehetjiik meg, ha a

k-adik iteracioban az alabbi egyenlGtlenség teljesiilését ellenérizziik.
k—TABL(i,p) < |Ts|.

A Short-term stratégia az a modszer, amely a tabu feltételekkel rendelkez6 megoldéasokat
ignoralja, és kivalasztja a kovetkezs megoldéast N(x)-bdl az alabbi eljarasok valamelyikét

hasznéalva.

e A BA (best admissible) eljaras a teljes szomszédsagot vizsgélja, és az Ossze lehetGség

koziil a legjobbat valasztja ki.

e Az FBA (first best admissible) modszer sordan az elsg elfogadhato javitast vélaszt-
juk ki, ha létezik. Ha nem létezik, BA-t alkalmazunk. (Megjegyezziik, hogy ennek

futéasideje specialis adatszerkezettel javithato.)

Egy mozgast elfogadottnak neveziink, ha nem tabu, vagy olyan tabu, amely megfelel a
torekvési feltételeknek. Utobbi fogalom bevezetésére azért van sziikség, hogy kikiiszoboljiik
azt a problémét, hogy nem tububan 1év6 utakat is tabuként kezeliink, hiszen a tabu megol-
dasoknak csak egy bizonyos tulajdonsagat taroljuk. A torekvési feltétel legyen a kovetkezd.
Ha x;, az eddig talalt legjobb megoldas, és =’ egy tabu megoldas, akkor x'-t elfogadjuk, ha
c(a') < cxp).

A megéllasi kritérium az eddigi legjobb megoldés megtalaldsa utani iteraciok szaman
alapszik, vagyis hogy milyen sokaig probaljuk javitani az eredményt. Nevezziik ezen ite-
raciok maximalis szaméat M AX I-nek. Ennek kiszamitasa |Ts|-hez hasonloan gyakorlati
kisérleteken alapszik.

Az algoritmus lépései a kivetkezdk.

1. lépés Legyen z kezdeti megoldas a Clark-and-Wright heurisztikabo6l. Ha BA-t hasznalunk,
akkor az adatstruktira inicializalashoz hajtsunk végre egy keresést. Allitsuk be |-
et, TABL-nek magas értékeket, M AXI értékét, és legyen x, = x az eddig talalt
legjobb megoldas, legyen k =1, és k;, = 0.

2. lépés Valasszunk egy lehetséges elfogadott mozgést, legyen az 4j megoldas: ' € N(xz) BA
vagy FBA alapjan. Rogzitsiik az 0j mozgas tulajdonsédgat T'AB L-ben. Frissitsiik az
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aktudalis megoldast: ' = x és k = k + 1. Ha ¢(2') < ¢(xy), akkor legyen x, = 2’ és
ky, = k. Ha BA-t hasznalunk, akkor frissitsiik az ott hasznalt adatstruktardban az

eredményeket.

3. 1épés Ha k — k, > MAXI, akkor STOP. Kiilonben GO TO 2. lépés.

Tabu utak médszere A tabu utak modszere [37] nagyon jol mikodik, és gyakran ered-
ményezheti az eddig ismert legjobb megoldast. Ebben az eljarasban az aktuélis megol-
désnak egy masik megoldas akkor szomszédja, ha az aktuélisbol megkaphato tgy, hogy
elhagyunk bel6le egy pontot, és beszurjuk egy olyan utba, amely tartalmaz egyet a pont
els6 p darab legkozelebbi szomszédja koziil. A beszirast egy, a TSP-re adott beszirdé mod-
szerrel, a Generalized Insertion Procerure (GENI) [30] eljarassal tessziik. A procedira
olyan utakat is vizsgal, melyek nem lehetnek megengedett megoldas részei, példaul mert
sériilnek a kapacitasra vagy menetidére vonatkozo feltételek. Ezért felvesziink a célfiigg-
vénybe két tovabbi biinteté tagot. Egyik a kapacitasra, méasik a menetidére vonatkozik.
Ezeket egy-egy paraméterrel stulyozzuk, melyeket kettével osztunk, ha az utolsé tiz megol-
dés megengedett volt, és kettével szorozzuk, ha az az utolsé tiz nem megengedett volt. Ez
azt jelenti, hogy a megoldasokon torténé mozgast tgy befolyasoljuk, hogy a megengedett
megoldasok koltsége joval kisebb lesz, mint a nem megengedetteké, ezért ezeket elényben
részesitjik. Ha mar kell§en régéta nem mozogtunk nem megengedett megoldas felé, akkor
a biintetést csokkentve ismét nagyobb eséllyel valasztunk nem megengedett utakat, ezzel
csokkentve a valészintiségét annak, hogy egy lokalis optimumnal megragadjunk. Ha pedig
mar régoéta nem mozogtunk megengedett megoldésokon, akkor a megoldast a megenge-
dettség felé akarjuk terelni, ezért noveljiik a biintetést. Minden besziras utan tjraoptima-
lizaljuk az aktualis utat, amelynél szintén a TSP-re adott Unstringing and stringing (US)
[36] modszert hasznéljuk.

A tabu lista helyett most random tabu elemeket hasznalunk. Ez azt jelenti, hogy ha
egy pontot egy mésik ttba szirunk be a t-edik iteraciéban, akkor ¢ + 6 iteracion keresztiil
nem szurhatjuk vissza az eredeti helyére, ahol § € [5;10] random generalt érték. Ezen
kiviil az eljarasnak még egy sajatossidga van, amit diverzifikdcios stratégianak neveziink.
Ez azt jelenti, hogy megbiintetjiik azokat a pontokat, melyeket gyakran mozgatunk azért,
hogy elényben részesitsiik a ritkdin mozgd pontokat. Ezzel mindig Gjabb és tijabb megol-
désokat kapunk az iteracié soran. Ezt ugy tessziik, hogy a célfiiggvényhez mesterségesen
adunk hozza ujabb tagokat az aktualis pont mozgasanak gyakorisagaval aranyos modon.

Az algoritmus ismertetése el6tt még azt is meg kell jegyezni, hogy az eljaras false start

o6



modszert hasznél az els§ megoldas inicializaldsahoz. A false start esetén kezdetben tobb
megoldéast generalunk, és a legjobbat vélasztjuk kezd6 megoldasnak.

A tovabbiakban minden iteraciéban jelolje W azon pontok halmazat, melyeket a kovet-
kez$ beszuras alanyai lehetnek, és ¢ < |[TW| legyen azon pontok szama, melyeket probaként
beszurtunk. Ezen kiviil jeloljiik k-val azon iterdciok szamét, melyekkel nem javitottunk.

Az algoritmus egy révid leirdsa a kovetkezd.

1. lépés (Inicializalés.) Hozzunk létre P/Tﬁ darab kezdeti megoldéast, és hajtsuk végre a tabu
keresést ugy, hogy W = V\{w}, ¢ = bm, és k = 50. Ekkor ¢ értéke gondoskodni fog

arrol, hogy minden pontot legalabb 90% valoszintiséggel valasszunk.

2. lépés (Megoldas javitasa.) Az els6 lépés legjobb megoldéséaval kezdiink, és hajtsuk végre a
tabu keresést W = V\{vo}, ¢ = bm, és k = 50n értékekre.

3. lépés (Megerdsités.) Induljunk ki a méasodik 1épésben kapott legjobb megoldasbol, és hajt-

suk végre a tabu keresést k = 50-re. W azon U—‘;'j darab pont halmaza, melyek az

elsG és masodik lépésben a legtobbet voltak alkalmazva, és legyen ¢ = |[W].

3.2.3. Ant Systems

Végiil nézziink meg f6leg az érdekesség kedvéért még egy eljarast, melyet most csak a
TSP-re fogok bemutatni.

Az Ant Systems modszereken alapulé algoritmusok jo példat adnak arra, hogy hogyan
lehet a természetbdl ihletet meriteni egy probléma megoldasa soran. Ezek az algoritmusok
ugyanis a hangyék ételkeresési modszereit hasznaljak fel alapul. Ha a hangyak valahol ételt
talalnak, akkor az oda vezets utat illatanyaggal (feromonnal) latjak el, melynek mingsége
informéaciot ad a tobbi hangyanak az at hosszardl, és az ott talalhaté étel mindségérsl. A
tobbet igéré utvonalakat persze tobb hangya hasznélja, igy ezek feromon szintje feleréso-
dik. A kevésbé hasznalt utakon pedig az ott elhelyezett illatanyag lassan elpérolog.

Hogyan tudjuk ezeket a modszereket hasznositani? [38] szerint az alapotlet, hogy a cél-
fliggvényre gondoljunk tigy, mint az étel minGségére, és a memoriaban tarolt informaciok
viselkedjenek a feromonokhoz hasonlé modon. Az elgondolés a TSP esetén a kovetkezs-
képpen néz ki. Minden (4, j) élhez rendeliink két értéket. A lathatosagot jelolje n;;, ami

az élhossz inverze, a feromon értéket pedig jelolje I';;, ami az algoritmus soran dinamiku-

YRl
san frissiilni fog. Minden iteracioban minden pontbél elindul egy hangya, egy szomszédos

pontba, melyet n;; és I';; alapjan valasztanak ki. Igy azon pontok lesznek elényben, melyek
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kozelebb vannak, és magasabb a feromon szintjiik. Minden iteracioban frissitjiik a feromo-
nok értekét. Elgszor egy tort értékkel szorozzuk be a régi nyomokat (legyen ez i — p, ahol
0 < p < 1), hogy reprezentaljuk az id6 mulasaval a parolgast, majd a legutobbi iteracioban
hasznalt élekre 0j feromont fektetiink. Ha az (i, j) élt a k-adik hangya hasznalta, és az &
utjanak a hossza L, volt, akkor a feromon értékét noveljiik Afj = Lik-val. gy az élen lévé

nyom frissitése:
N
Ty = ply+ Y A,
k=1

ahol N jelenti a hangyak szaméat. A parolgas azt akadalyozza meg, hogy a korabban kapott
gyenge megoldasok befolyédsoljak az eredményt.

Ez a modszer jo eredményeket ad, viszont nem lehet 6sszehasonlitani a korabban meg-
ismert modszerekkel. Akkor hatasos csak igazan, ha mas eljarasokkal vegyitjiik ossze. Igy
tettek azon cikkek iroi is, akik a VRP-re probalték az eljarast alkalmazni ([39], [10], [11]),

de jelen dolgozatban nem térek ra ki.

4. Befejezés

A dolgozat frasa soran az volt a célom, hogy az algoritmusok elvét ismertessem. Az elja-
rasok Osszehasonlitédsa azért nehéz, mert a fent leirt modszereket a legtobbszor kiillonbozd
eseteken futtattak. Mésik kihivas példaul a futasidGk osszemérése, hiszen a szamitogépek
sebessége rohamtempoban novekszik, ezért a néhany évvel ezeltt mért futasidék méa-
ra mar jelentdségiiket vesztik. Osszefoglalasképp azonban megallapithatjuk, hogy az alap
modszerek altalaban kevésbé adnak jo eredményeket, a legjobb megoldasokat tgy tudjuk
elérni, ha tobb eljarast 6tvoziink. Ezt lathattuk példaul az alsé korlat keresé algoritmusok
esetében, amikor az alapvetd otleteket additiv és diszjunktiv moédon 6sszekapcsoltuk. Ezen
kiviil a feliilr6l kozelits heurisztikak is egymésba agyazhatoak, hiszen ahogy azt lathattuk,
gyakran egy klasszikus heurisztikat hasznalunk példaul egy metaheurisztikus modszer ini-
cializadlasdhoz. Ezért a végs6é eredmény a féprogramon kiviil attol is fliigg, hogy mennyire
miikédnek jol a benne szerepl alprogramok. Igy példaul hidba varunk jo eredményt egy
jonnan kitalalt modszertél, ha az nem dolgozik elég j6 részeredményekkel.

Annak ellenére, hogy igyekeztem minél mélyebb betekintést nydjtani a vehicle routing
problémaba, meg kell jegyezni, hogy a dolgozat még igy is csak a téredékét dolgozta fel a
teljes problémakornek. Ez egyrészt azért van igy, mert a valésagban elGforduld probléméak

joval Osszetettebbek, mint amilyeneket most targyaltunk. Masrészt a leirt eljardsoknak

.....
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Osszefoglalva a vehicle routing problémakér elég széleskori ahhoz, hogy ujabb és tjabb

kutatasi teriileteket adjon a matematikusoknak.
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