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1. fejezet

Bevezetés

A biztosito egy szerzodés megkotésekor arra torekszik, hogy a szerz6do szaméra megfelel¢ biz-
tositasi dijat hatarozzon meg. Ez az alapjan torténik, hogy a szerzodot a jovoben varhatdan
mekkora kar éri. A gyakorlatban a biztosité a karokon kiviil egyéb koltségeket is figyelembe
vesz, de a szakdolgozatban csak az Osszkar modellezésével foglalkozom.

A nem-életbiztositasok esetén az 0sszkar modellezése altalaban gy torténik, hogy a szerz6do
karainak a szamat és a nagysagat kiilon-kiilon modellezik egymastol fiiggetleniil. Ekkor a
varhato osszkar nagysaga a karszam és a kadrnagysag varhaté értékének a szorzataként all eld.
A szerz6do karszamanak és karnagysaganak modellezésekor a szerzodé tulajdonsagai alapjan
végeznek becsléseket. Ilyen tulajdonsag lehet példaul a vezetd életkora, neme, jarmiije tipusa,
kora, értéke. A szamitdsokndl gyakran az altaldnositott linedris modellt (GLM) alkalmazzak,
ami a klasszikus linearis modell egy altalanositdsa. A GLM-ben a vélasz varhato értékét a
jellemzo6k linearis kombindcidjdnak a fiiggvényeként (kapcsolati fiiggvény segitségével) kapjuk
meg.

A megszokott eljaras az, hogy GLM-et illesztiink a karszamra és az atlagos karnagysagra.
A kéarszam és az atlagos karnagysdg varhatd értékének a szorzataként megkapjuk az Osszkar
varhato értékét. Ebben a modellben a karszam és a karnagysag kozott fliggetlenséget tételeztiink
fel. A fiiggetlenség feltételezése azonban esetenként helytelen lehet és nem megfelel6 modellt
ad. Példaul jarmiibiztositas esetén azoknal a soféroknél, akik nagy kért szenvednek varhatoan
kevesebb kareset jelenik meg, mint akik tébb kicsit okoznak.

J. Garrido, C. Genest és J. Schulz cikkében [4] a GLM egy kiterjesztését taldljuk az Osszefliggd
esetre. Szakdolgozatomban ezt a modellt is bemutatom és részletezem, majd 6sszehasonlitom a

fiiggetlen modellel.

A szakdolgozat els6é két fejezetében a karok nagysdgdanak és a karszam modellezésére alkal-
mazott eloszlasokat és azok tulajdonsagait ismertetem. A kareloszldsoknal a hagyomanyos el-

oszlasokon tul kitérek a Pareto eloszlasra, annak altalanositdsara és az extrém érték eloszlasokra



is. Ezek altalaban a karnagysag farokeloszlasat hivatottak modellezni, amelynek kiemelt szerepe
van a biztositasok esetén. Annak érdekében, hogy minél pontosabb legyen a modell, esetlege-
sen kisebb mddositasokat lehet végezni a hagyoméanyos modelleken, amiket az elso fejezet végén
mutatok be.

A karszam modellezésére leggyakrabban Poisson eloszlast alkalmaznak. A masodik fejezetben
ismertetek néhany masik eloszlast, amik szintén jé modellt adhatnak. Az elso két fejezet alapjaul
Araté Miklos Nem-élet biztositasmatematika cimi jegyzete [1] és Klugman, Panjer és Willmot
Loss Models: From Data to Decisions [3] kényve szolgalt. Onallé munkaként ebben a részben
rovidebb bizonyitasokat végeztem.

A harmadik fejezet az 0sszkar modellezésérél szol. Az osszkar eloszlasdanak néhany jellemzoje
keriil bemutatasra [5] alapjan. Onallé munkaként itt néhdny példat csindltam, amelyekben a
karszam és karnagysag eloszlasanak paramétereit becsiiltem, ha megfigyeléseink az Gsszkért és
a karszamot illetéen vannak.

Az éltalanositott linearis modell leirdasat és alkalmazasdnak egyszerii ismertetését a negye-
dik fejezet tartalmazza. Alapvetéen D. Anderson: A Practitioner’s Guide to Generalized Linear
Models cimii jegyzete [2] alapjan irédott. Mivel a GLM a klasszikus linedris modell kiterjesztése,
ezért eloszor azt ismertetem ebben a fejezetben, és utdna térek at részletesebben a GLM jel-
lemzdire. A GLM egy még részletesebb leirasa Heller, Jong: Generalized Linear Models for
Insurance Data kényvében [6] talalhato.

Az 6t6dik fejezetben az Osszkarnak a GLM keretein beliil valé modellezésérdl frok [4] és
[5] alapjan. Eldszor a kérok szédma és nagysdga kozott fliggetlenség van feltételezve, majd
részletezem az Osszefliggd esetet is. Az Osszefiiggés ugy jelenik meg a modellben, hogy ami-
kor az atlagos kdrnagysagra illesztiink GLM-et, akkor a magyarazé valtozdk kozé bevessziik
a karszamot is. Ekkor a varhatd Osszkar méar nem feltétlen egyezik meg a varhaté karszam
és atlagos karnagysag szorzataval. Megmutatom, hogy ha a karszam esetén Poisson eloszlast
feltételeziink logaritmikus kapcsolati fliggvénnyel, akkor az osszkar varhato értéke 3 tag szorza-
taként kaphaté meg: a varhato karszam, egy médositott atlagos karnagyséag és egy az osszefiiggésért
felelos korrekcids tag szorzataként.

A hatodik fejezetben jarmiibalesetekrol késziilt valos adatsoron ([6]) végzem el a modellezést
onallé munkaként. Az Osszefliggd és fliggetlen modellt is alkalmazom, és megnézem mennyiben

kiilonbozott a két modell.



2. fejezet

Kareloszlasok

Egy kér esetén els6sorban a kifizetendd pénzosszeg érdekes '. Ennek érdekében fontos ismerni az
egyes karokra kifizetett 0sszeg eloszlasat. Mivel a lehetséges karértékek szama nagy, ezért tobb-
nyire folytonos eloszldsokat célszeri illeszteni. A kovetkez6 részben osszefoglalom a legtobbet
hasznalt kareloszlasokat és azok néhany tulajdonsagat. Tartalmilag és felépitésileg ennek a
résznek az alapjat az [1] (34-43. oldal) és [3] adjdk, helyenként kisebb kiegészitések fordulnak

elo.

2.1. Hagyomanyos kareloszlasok

Az egyik leggyakrabban hasznalt kareloszlas az exponencialis eloszlés:

Fx(z)=1—-¢e (x>0), fx(x)=X (z>0).
El6nye, hogy konnyen lehet vele szamolni és a paramétere is konnyen becsiilhet6 a tapasztalati
k6zépbdl (hiszen EX = A).
Az exponencidlis eloszlas orokifju. Ez azt jelenti, hogy ha a karnagysagot exponencidlis el-
oszlassal modellezziik, akkor tudvan, hogy a kar nagysaga elér egy d értéket, a d Osszegen tuli
kar varhato értéke konstans, azaz nem fiigg d-t6l. Vagyis ha példaul a biztosito csak egy adott
kérosszeg felett fizet (6nrész), akkor a karonkénti kifizetés varhaté nagysaga nem véaltozik, csak
a megjelen6 karok szama.

Egy masik gyakran alkalmazott kareloszlas a lognormalis eloszlas. Az X valdszintiségi valtozo
lognormalis eloszlast (X ~ logN(u,0?)), ha a logaritmusa normdlis eloszlast, azaz log(X) ~
N(p,0?).

Tehat a stirtiségfiiggvénye: fx(z) = mlhexp{—W} (x > 0).
Legyen Y ~ N(0,1), ekkor X = e*™Y. Az X k-adik momentuma ekkor az aldbbi:
E(X*) = B(eFPitoY)) = ebn B(ekoY) = ekt My (ko),

Litt nem foglalkozok a karkifizetési késlekedésekkel



ahol My az Y valtozdé momentum general6 fiiggvénye. Ez ismert: My (t) = et’/2,
Tehat E(X*) = ekntah®e®
Specialis esetben, k = 1 esetén a lognormalis eloszlds varhaté értékét kapjuk: EFX = elt3o?,
A k-adik momentumokbdl a szérdsnégyzet is konnyedén szamolhaté: D2X = 27" (¢7” — 1),
Tegyiik fel, hogy ismerjiik M tapasztalati kozepet és S? szérdsnégyzetet. Alkalmazzuk a
momentum-maédszert a lognormalis eloszlas paramétereinek becslésére:
e’ = )
2ﬂ+&2( 52 _ ): 52
Ezt az egyenletrendszert el-re és €7 -re megoldva kénnyen kapjuk:

M
_1+M2 3 6“2 52
I+

A Gamma eloszlas a biztositdsban az el6z6eknél valamivel talan ritkébbamn hasznalt, de ha-
sonléan fontos kareloszlas. X ~ I'(«, #), ha stirtiségfiiggvénye fx(x) = %, x, 0,0 >0,
ahol I'(« fo to~te7tdt, o> 0.

A F—fuggvenyre parcidlis integraldssal adédik a kovetkezé tulajdonsdg: I'(a) = (a— 1)I'(a —1).
Szokas a Gamma eloszlast ugy is paraméterezni, hogy 6 helyett 5 = % paramétert hasznalnak.
A paraméterezés altalaban attdl fligg, hogy melyiket kényelmesebb hasznélni. A szakdolgoza-
tomban tobbnyire az els6 paraméterezést hasznalom, mert ekkor 6 skédla-paraméter.
Skéla-paraméter: tekintsiink egy olyan eloszlast, amelyet megszorozva egy (pozitiv) konstanssal
tovabbra is ugyanaz az eloszldstipus marad (csak esetleg mas paraméterekkel). Ha van olyan
paramétere az el6zo eloszlasnak, amit ¢ konstanssal szorozva az 1j eloszléas is az eredeti eloszlas
c-szerese lesz, valamint ha az eredeti eloszlast konstanssal szorozva csak ez a paraméter valtozik,
akkor ez a paraméter skala-paraméter.

A Gamma eloszlas varhato értékének és szorasnégyzetének megallapitasahoz szamoljuk ki a
k-adik momentumait (hasonléan, ahogy a lognormalis eloszlds esetén is tettiik):

B(X*) = [ xk% =[5 (yh) k%&i e(k)F(a—i—k:) minden &k > 0 esetén.

Specidlisan, a Gamma eloszlds varhaté értéke (kihaszndlva, hogy (‘Z+)1) a) EX = 0o .

Kis szdmoldssal konnyen kapjuk, hogy a szérasnégyzete pedig D?X = 6%«

Megemlitend6 a Gamma eloszlas azon tulajdonsdga, hogy fliggetlen, azonos skalaparaméterti

Gamma eloszlasi véaltozdk sszege is Gamma eloszlasu, vagyis ha Xy ~ ['(aq,0), Xo ~ (e, 0), ...,

C(ap, 0), akkor X + Xo + ... + X, ~ (a1 + a2 + ... + a,,, 0). A bizonyitashoz lassuk be két
fliggetlen Gamma-véaltozéra (majd indukcié). A Gamma eloszldas momentum generalé fiiggvénye

M(t; a,0) =

m Kihasznalva a fiiggetlenséget,

M, 1%, (1) = M, (1) Mx, (1) = (1—91t)a1 (1—91t)a2 = (179t)10‘1+<12 ’
amibél kévetkezik, hogy X7 + Xo ~ I'(ay + a3, 0) .

X, ~



Specidlisan, ha X, ..., X,, Ad-paraméterti exponencialis eloszlasu, fiiggetlen valtozok, akkor
X1+ ...+ X, ~T'(n,1/X), ugyanis Exp(A) ~ IT'(1,1/)).

2.2. Pareto eloszlas

Népszerii kareloszlds a Pareto-eloszlds is. X ~ Pareto(w, ), (ahol o, > 0), ha az el-
oszlasfiiggvénye:
Fx(z) =1—(55)" (x> 0) .
Strlségfiggvénye: fx(z) = % .
Egy masik gyakori paraméterezése a Pareto eloszlasnak: Y ~ Pareto(a, c), (ahol a,c > 0) ha az
eloszlasfiiggvénye:
Fx(@)=1- (2 (23>0
Vildgos, hogy ha X ~ Pareto(a, ) az els6 paraméterezés szerint, akkor X + 5 ~ Pareto(a, [3)
a masodik paraméterezés szerint.
Ez az eloszlas kiilonosen fontos amiatt, hogy az eddigiekkel ellentétben a varhatd értéke nem
mindig véges. Pontosabban a varhatd értéke csak o > 1 esetén, szorasa pedig csak o > 2 esetén
véges. Annak érdekében, hogy ezt igazoljuk, nézziik a Pareto-eloszlas k-adik momentumait:
E(X*) = [7 xk%dx , Y=z + [ helyettesitéssel
= fooo(y — B)k;ﬁal dy = oS fooo Z?:o (’;)yj*afl(—ﬁ)k*jdy minden k egészre.
Ez az integral akkor véges, ha a szummaban y minden kitevéje kisebb, mint -1, vagyis j —a—1 <

—1 minden j-re, ami ugyanakkor teljesiil, ha & < «. Tehdt specidlisan, a varhaté érték akkor
véges, ha a > 1, a szérds(négyzet) pedig akkor véges, ha a > 2.

Sokszor a biztositasok esetén a veszteségek legnagyobb részét a nagy oOsszegii karok teszik
ki. Ezért fontos a kareloszldsok ”farokeloszlasait” vizsgdlni (azaz a nagy értékek esetén milyen
az eloszlas). Azokat az eloszlasokat, amelyek hajlamosabbak nagyobb valdszintiséggel felvenni
nagy értékeket, nehéz farkinak (”heavy-tailed”) nevezziik. Modellvilasztds esetén a farokel-
oszlas "nehézséga” sziikitheti a lehetséges jol illeszked6 eloszlasok korét. Erezziik, hogy ez nem
egy tul precizen definidlt fogalom. Példaul a k-adik momentumok létezése/nem létezése minden
k-ra jé jelzGje lehet a nehéz farku eloszlasoknak, ugyanis ha az X valdszinliségi valtozo nagy
val6szintiséggel vesz fel nagy értékeket, akkor E(X*) = [ 2* fx(2)dx integrél inkdbb hajlamos
nem véges lenni.

Ez alapjan példaul a Pareto nagy farki eloszlas, mert csak k < a esetén létezik a k-adik momen-

tuma, ellenben a Gamma eloszlds "kis farkd”, hiszen kordbban lattuk, hogy F(X*) = FH(I;) I'(a+k)

, azaz véges minden k£ > 0 esetén.



2.3. Altaldnositott Pareto eloszlis

Azonban altalaban a nagyobb karok ritkan fordulnak eld, ezért kevesebb adat van réluk. Emiatt
érdemes lehet érzékenyebb modellt valasztani a farokeloszlasok modellezésére. Egy masik ok
lehet, hogy a valés adatok eloszldsa bonyolultabb, mint a megszokott modellek. Az Altaldnositott
Pareto eloszlas (GPD) egy gyakran hasznélatos eloszlas ilyen célra.

A GPD egy hdrom-paraméteres eloszlas: p eltolasi paraméter, o (>0) skdla paraméter és &
alakparaméter esetén (X ~ GPD(u,0,§) az eloszlasfiiggvénye és stirtiségfiiggvénye:

1— (14 )16 hag#£0

1—e " hac=0

l(l + f(W—M)>—1—1/§ ha 5 7& 0

fX(:E): (z—p) !
%e’T ha ¢ =0

aholz > phal>0éspu<zx<pu—o/{haf<0.

Az eltolési és skdla paraméter szerepe egyértelmii. Az alakparaméter eléjele aszerint alakulhat,

Fx(l') =

hogy milyen az eloszlds, aminek a farokeloszldsat szeretnénk modellezni:

e ha a sirliségfiiggvénye exponencidlisan csokken a farok felé (mint példdul normélis el-

oszlasndl), akkor ez ahhoz vezet, hogy a GPD alakparamétere 0

e ha a siiriségfiiggvény polinomidlisan csokken (mint példaul student t eloszlasnal), akkor

ez pozitiv alakparaméterhez vezet

e ha a siirtliségfliggvény farokrésze véges (mint példaul beta eloszlds esetén), akkor ez negativ

alakparaméterhez vezet.

Jegyezziik meg, hogy ha a GPD ¢ alakparamétere és u eltolasi paramétere is 0, akkor az ilyen
GPD ekvivalens az exponencidlis eloszlassal (1/0 paramétert).

Ha pedig az alakparaméter £ > 0 és az eltoldsi paraméter u = o /&, akkor a GPD ekvivalens a
Pareto eloszlassal, amelynek a paraméterei (a masodik paraméterezés szerint) a = 1/€ ésc = o/
(vagyis a Pareto valéban specidlis esete az altaldnositott Pareto-nak).

A GPD k-adik momentumaira hasonlo allitas igaz, mint a Pareto eloszlas esetén: a GPD k-adik

momentuma k > 1/& > 0 esetén végtelen. Varhaté értéke & < 1 esetén EX = pu+o/(1 —¢).

2.4. Extrém érték eloszlasok

Az extrém, ritkan eléfordulé események bekovetkezésének modellezésével az extrémérték-elmélet
foglalkozik. Ilyen események lehetnek példaul aradasok, extrém homérsékletek, tézsdekrach,

természeti katasztrofak, stb.



Legyen X, X, ...X,, fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, M, a maximu-
ma ennek. Az elmélet szerint M,, (aszimptotikus) eloszldsanak modellezésére elegendé hérom
eloszlas: a Gumbel, Fréchet és Weibull eloszlasok. Definialjuk ezeket a stirtiségfiiggvényiik
segitségével:
Gumbel eloszlas stirtiségfliiggvénye p eltolasi és o skala paraméterrel:

Fx(@) = L exp{— — cap{—E£}}
A Gumbel eloszlas értelmezve van az egész valés tengelyen. Alakja nem fiigg a paraméterektol
(nincs alakparaméter).
Fréchet eloszlas strtiségfiiggvénye a (>0) alak és § (>0) skéla paraméterrel:

Fx(@) = 3(2)7 eap{—()°} (2 > 0)
Tehét csak a pozitiv tengelyen van értelmezve, de lehet dltaldnositani eltoldsi paraméter (u)
hozzdadasaval értelemszeriien. A Fréchet eloszlds mésik ismert neve az inverz Weibull eloszlés:
ha X ~ Frechet(a, 3, = 0), akkor X~ ~ Weibull(a,1/3).
Weibull eloszlas stirtiségfliggvénye « (>0) alak és 5 (>0) skédla paraméterrel:

Fre(a) = 53 erp{~(2)7) (x> 0)
Hasonléan a Fréchet eloszldshoz, a Weibull eloszlas esetén is altalanosithatunk eltolasi paraméter
bevezetésével.
Az extrém érték elmélet foglalkozik azzal, hogy egy adott kezdeti X eloszlas esetén a maximum
eloszlasa a fenti harom eloszlds koziil melyiket koveti (példaul a farok nehézsége alapjan).

Ezt a harom eloszlast kombindlja az dltaldnositott extrémérték eloszlds (Generalized extreme

value distribution, GEV) [8]. A GEV eloszlas stirtiségfliggvénye:

Leap{—(14€) Y4} (14+6) 18 hag £0
Ix (SL’) = )

Leap{—z—exp(—2)} ha&=0

ahol z = =F és ¢, o (>0), p rendre alak, skdla és eltoldsi paraméterek.

Az értelmezési tartomany £-t6l fiigg: ha & = 0, akkor az eloszlas az egész valds tengelyen
értelmezett; ha viszont § # 0, akkor 1+ {*=* > 0 kell legyen.
Az alakparaméter kiilonbozé értékei esetén a GEV megfelel a Gumbel, Fréchet illetve Weibull
eloszlasoknak. Ha & = 0, akkor Gumbel, ha £ > 0, akkor Fréchet, £ < 0 esetén pedig (forditott)

Weibull eloszlast kapunk.

2.5. fJ’j eloszlasok készitése

A kovetkezbekben néhany egyszerti médszert mutatok be, hogy hogyan lehet mar ismert el-
oszlasokbdl 1j eloszlasokat késziteni. Példaként az eddig szerepelt eloszlasokkal végzek el ezek
kozil a transzformaciok koziil néhanyat. Ezeknek a transzformacidknak a biztositasban kiillonboz6

szerepiik lehet, azonban néhanyat csak a teljesség kedvéért mutatok be.



1. Konstanssal vald szorzas

Tobbek kozt az inflacié modellezésénél jelenhet meg ez a transzformacié. Ha példaul az idei év
veszteségeit az X valdszinliségi véaltozé adja meg, akkor ha 10% az egyenletes inflacié a vesz-
teségeken, akkor a jovo évi veszteségeket az Y = 1.1X valtozo adja meg.
Legyen az X egy folytonos valdszintiségi valtozo, amelynek a stirtiségfiiggvénye fx (), eloszlasfiiggvénye
pedig Fx(z). Legyen Y = 60X, ahol 6 > 0. Ekkor

Fy(y) = P(6X <y) = Fx(y/0)

fr(y) = d%FY(y> =1/x(¥).
Ekkor 6 paraméter az Y eloszlas skalaparamétere.
Példa: Legyen az X valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye Fx(z) =1— (1 +2)™* (z,a > 0).
Hatarozzuk meg az Y = 60X véltozo eloszlasat!
Az elézéek szerint ekkor Fy(y) =1 — (1+ %)™ =1 — (;2)* . Vagyis Y Pareto eloszlast, a és

0+y
0 paraméterekkel.

2. Hatvanyra emelés

Legyen X egy abszolit folytonos eloszldsi valdszintiségi valtozé, Fix(z) eloszlasfiiggvénnyel és
fx(z) stirtiségfiiggvénnyel. Az X csak pozitiv értékeket vehessen fel, azaz Fx(0) = 0. Legyen
Y = XY™ Ekkor 7 > 0 esetén

Fy(y)=P(X <y")=Fx(y), ) =1y"fx@y), x>0,
ha pedig 7 < 0, akkor
Fy(y) =P(X>y")=1-Fx(y), fry)=—-my""fx), x>0.

A surtségfiiggvényt derivalassal kapjuk.
Amikor hatvanyozunk egy eloszlast, ha 7 > 0, akkor a kapott eloszlast transzformaltnak ne-
vezziilk, ha 7 = —1, akkor inverznek, ha pedig 7 < 0 (de 7 # —1), akkor inverz transzforméltnak
nevezziik.
1. Példa: Legyen az X egy Pareto eloszlasu valtoz6. Hatarozzuk meg az eloszlasfiiggvényét a
transzformalt, inverz és inverz transzformalt eloszlasnak!
Az eddigieket alkalmazva, ha Y = XV7, 7> 0 : Fy(y)=Fx(y") =1—(:2-)

B+yT
Ezt az eloszlast Burr-eloszlasnak nevezik. Ha 7 < 0, akkor kapjuk az inverz Burr-eloszlast:

Fy(y) =1 - Fx(y'") = (557" -

Az inverz Pareto eloszlas eloszldsfliggvénye (7 = —1 eset):

Fy(y) =1-Fx(1/y) = (5f;)a = (_yfﬁa :
Yy B
2. Példa: Legyen az X exponencidlis eloszlasu valtozéd. Végezziik el rajta az el6z6 harom transz-

formaciot! A mivelet ugyanaz, mint elobb. A transzformalt exponencidlis eloszlds megegyezik
a Weibull eloszldssal (amit kordbban mar lattunk), az inverz transzformalt exponencialis pedig

az inverz Weibull eloszlassal egyezik meg.
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3. Exponencialas

Legyen az X egy folytonos valészintiségi valtozd, Fx(z) eloszlasfiiggvénnyel és fx () stirliségfiiggvénnyel.
Legyen Y = eX. Ekkor y > 0 esetén

Fx(z) = P(X <log(y)) = Fx(log(y)) , fx () = fx(log(y))
Példa: legyen az X normalis eloszldst, p varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel. Ekkor Y = e*
eloszlasa lognormalis.
Példa: legyen az X Pareto eloszldsi valtozé « és 0 paraméterekkel, és Y = log(1 + X/0) .
Hatarozzuk meg az Y eloszldsat!
P(Y<y):P(1+§<y):P(x<Qey—0):1—(9+9;+_9)°‘:1—e*ay.
Vagyis Y a paraméterti exponencidlis eloszlas. Forditva, ha Y a paramétert exponencidlis, akkor

az X = 0e¥ + 0 véltozd a és 0 paramétertt Pareto eloszlast kovet.

4. Keverés

Tekintsiink egy inhomogén kozosséget, azaz példaul a tagjai legyenek besorolhatok tobb osztalyba.
Ha a kozosség kareseteit szeretnénk vizsgalni, akkor jellemzden a kiilonbo6zo osztélyok tagjai
kiilonb6zo karokat okoznak. Az egyes osztalyokon beliil a tagoktol kortlbeliil hasonlé karokra
szamitunk. Vagyis példaul ha egy személy varhatd karnagysagat szeretnénk megbecsiilni va-
lamilyen eloszléssal, akkor el6fordulhat, hogy az eloszlas bizonyos paraméterei attél fiiggnek,
hogy a személy melyik osztalyba sorolhaté. Azaz tekinthetiink erre gy, hogy az eloszlas egy
paramétere maga is egy valdszintiségi valtozd altal felvett érték.

Legyen az X valtozé stirtiségfiiggvénye fxa(x|A) és az eloszlasfiiggvénye Fx|s(x|)), ahol A
az X egy paramétere (lehet mas paramétere is, de az most nem szamit). Legyen A a A véltozé
altal felvett érték. Ekkor a feltétel nélkiili stirtiségfiiggvénye X-nek:

fx(@) = [ fxa(@|A) fa(N)dA .
Az igy kapott X eloszlas neve kevert eloszlas. Jegyezziik meg, hogyha A diszkrét, akkor az
integral helyett egy szumma all.
A keverék eloszlasok k-adik momentumait a kovetkezéképpen kaphatjuk meg (feltételezve, hogy
az integrélok felcserélhetdek):

B(X*) = [ [ a* Faa(@|N) fa(NdAde =

= [IJ 2" fxn (2| N)dz] fa(N)ar =

= [ E(X*IN) fa(N)dx =

= E[E(X*|A)] .

A tapasztalat azt mutatja, hogy a kevert eloszlasok toébbnyire nehéz farkiak. Ezt mutatom
be a kovetkezo példéan:

Legyen X|A exponencidlis eloszlasi, A paraméterrel. Legyen A gamma eloszlasi (o és % pa-
raméterekkel). Ekkor :
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_ 6~ o0y _—Azya—1,—06) _ 6~ © ya,—A(z+0 _ 6 T(at+l) _ afd®
fx(x) = mfo Ae A 16 d\ = T(@) fO A% (@t )dA = m(x+9)a+1 = @10yt -

Ez pedig a Pareto eloszlas stirtiségfiiggvénye. Vagyis ha egy exponencidlis valtozé paramétere
gamma eloszlast kovet, akkor a keverék eloszlas Pareto. A kovetkezo példaban ezt dltalanositom:
Most legyen X | gamma eloszldsi « és 1/0O paraméterekkel, tovabba © kdvessen gamma eloszlast
kés 1 / A paraméterekkel. Ekkor az X eloszlasa megegyezik az altalanositott Pareto eloszlassal:
= fooo fxie(z]0) fo(0)do =
_ fo F 1 )\a k—lea—‘rk—l —($+)\)9d0 —
1 ale(a+k atkpgatk—1_—(z+\)? 39 _
F(k) T N T e I F(M) (2 + \)*Fg e~ (@t dh =
F(a—i—k) A gh—1
= T(@T®) (A7
Mivel az utolso integral megegyezik egy gamma eloszlas strtiségfiiggvényének integraljaval. Ez

megegyezik a [3] szerint paraméterezett altaldnositott Pareto eloszlds stiriiségfiiggvényével (o, A
és k paraméterek).
Tovabbi keverék eloszlasokra példék a [3] és [7]-ben talalhatéak.

5. Osszeillesztés

Az Osszeillesztés esetén szintén tobb eloszldsbdl kapunk egyet, azzal a kiilonbséggel hogy itt az
eloszlas a kar nagysagéatdl fiigg. Vagyis a modell az, hogy kiilonbozo intervallumokon mas-mas
eloszlasokat illesztiink.

Az intervallumok végpontjait jeloljiik ¢;-kkel, f; legyen a [¢;_1, ¢;] intervallumon egy stirtiségfiiggvény
(1 = 1...k). Ekkor az Osszeilleszett eloszlas stirtiségfiiggvénye:

)
arfi(z) , ¢ <z <e,

G2f2(95) ) 1 < x < Co,

fx(z) =

(e fe(®) o <o <y,

ahol ay,as,...,a; > 0 konstansok tgy, hogy a; + as + ... + a;, = 1 (garantdlva hogy a kapott
fiiggvény stiriiségfliggvény lesz).

Ez a definicié akkor megfeleld, ha a ¢; toréspontok elore adottak. Van egy masik lehetdség Ossze-
illesztett modellek készitésére, ahol ezeket a toréspontokat konnyebben lehet paraméterként
kezelni: legyen g;(z) egy stirliségfiiggvény és az eléz6 definicidban az f;(x) helyére %
-et frjunk, ahol G; az eloszlasfiiggvény.

Egyik oka lehet az 0sszeillesztés alkalmazasanak, ha egyes intervallumokon kevesebb adat all
rendelkezésiinkre. Ekkor ezeken az értékeken célszertibb lehet egy az eredetihez képest eltéro el-
oszlas illesztése vagy empirikus eloszlas alkalmazasa. Masik ok lehet a farokeloszlas modellezése:
Példa: egy modellben a [0, ¢| intervallumon exponencidlis eloszlast (A paraméteri), (¢, 00)-on
pedig Pareto eloszlast haszndlunk (a, 8 paraméter(i). Ekkor a; = v és ag = 1 — v -vel (hogy a

teljes integral 0 legyen)
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e A

Fx(2) Vi =% 0<z<eg,
€T) =
X 1 — alc+p)e
(1—-v) g, <z <o

A kapott striuségfiiggvény egyaltalan nem biztos, hogy folytonos. A példaban ha példaul
c =115,y = 055, A = 1/110, 5 = 250, = 4.4 , akkor ahogy a kovetkez6 dbra is mutatja,

nem folytonos.

fix)
0.002 0004 0006 0008 0010
I

T T T T T T
50 100 150 200 250 300
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3. fejezet

Karszam eloszlasok

A karok nagysaga mellett fontos ismerni a kérok szdménak eloszlasat is, hogy jobban értsiik
egy biztositas koriillményeit. fgy az Osszesitett karnagysagot is egyszertibb megbecsiilni. A
kovetkezdkben olyan eloszldsokat mutatok be, amelyek megfelelek lehetnek a karok szamanak
modellezésére. A karszam nemnegativ egész szam lehet, igy ezek diszkrét eloszlasok lesznek. A

fejezet alapvetéen az [1] (24-33. oldal) és [3]-ra épiil.

3.1. Gyakori karszam eloszlasok

A legtobbszor a karok szamanak modellezésére a Poisson eloszldst alkalmazzédk. A Poisson el-
oszlas hasznalatat igazolja a gyakorlati tapasztalat, de felmeriilhet Poisson folyamat eredményeként
is. Két fontos tulajdonsdgat mutatom be az eloszlasnak.

Tegytik fel, hogy a kérok szama egy adott idoszak alatt Poisson eloszlast kovet, és minden kar be-
sorolhaté m kiilonb6zo osztaly valamelyikébe (pontosan egybe). Példaul a karokat lehet nagysag
szerint osztalyozni, vagy baleset esetén a sériilés tipusa szerint, stb. Ekkor egy adott osztalyba
tartozo kérok szaménak eloszldsa is Poisson, csak (tobbnyire) més paraméterrel. Vagyis ha
modositani szeretnénk egy szerzédésen (példdul egy adott tipusi kart nem biztositani tovabb),
akkor a karszam eloszldsa tovabbra is Poisson marad (természetesen a paramétert tjra kell
becstilni).

Tovabba nemcsak Poisson eloszlasuak lesznek az egyes osztalyok karszamai, hanem egymastol
fliggetlenek is (azaz példaul azon karok szdma amelyek nagysdga egy adott értéknél nagyobb,
illetve kisebb, egymastdl fiiggetlenek). Ezeket a kovetkezo tétel formalizélja:

Legyen N az események szdma, N ~ Poi(\). Tovdbba minden esemény besorolhaté m osztaly
valamelyikébe pq, po, ... , P valészintiséggel. Ekkor rendre az osztdlyokhoz tartozd események
szama Ny, Na, ..., N, egyméstol kolcsonosen fliggetlen, Poisson eloszlasu véaltozok Api, Aps, ...

, A, paraméterekkel.
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Bizonyités: rogzitett N = n -re (Ny, ..., N,,) feltételes egyiittes eloszlasa " multinomiélis” (n, p1, ...pm)
paraméterekkel. Szintén rogzitett N = n esetén N; feltételes peremeloszldsa binomidalis (n, p;)
paraméterekkel. Vagyis:

P(Ny =n1,... Ny =ny) = P(Ny =n1,.... Ny =n, | N=n) x P(N =n) =

e
_ n! ny D L m —xp; (Ap;)"7
T nilngl.ngm! D1 --Pm n! Hj:1 € ! n;!

,aholn=ny+...+n,, .
Mésrészt N; peremeloszlésa:

o) n 5 n—nj e A"
ZZn:nj (nj) pjj<]'_pj) ! TI)\ -
_ e—/\(APj)"j 5o A(1—py)]" "

J
n;! n=n; (n—nj)! o
= 67)\—()\])])”] e)‘(lfpj) =
’VZ]'!
s
— =P (Ap;)"™
n;!

Vagyis N; ~ Poi(Ap;) valdban, és tehat mivel az egylittes eloszlds a peremeloszldsok szorzata,
ezért a kolesonos fiiggetlenség is fennall.
Példaul tegyiik fel, hogy egy orvosi biztositds varhatd karszama szerzodésenként 3.2 db és
a karszam Poisson eloszlast kovet. Vissza akarjuk vonni a fedezetet egy adott ellatasrdl a
szerz6désben. Az adatok szerint ez az ellatas az Osszes kareset koriilbeliil 5%-at teszi ki. Az
elozéek alapjan ekkor az 1j szerzodés alatt a karok varhatd szama 0.95 x 3.2 = 3.04. Azonban
az Osszesitett karnagysagrol az 1j szerzodés esetén nem igazan lehet mit mondani, ugyanis a
visszavont ellatas karnagysdgainak eloszlasa kiilonbozhet a tobbiétdl.
A Poisson eloszlds mésik hasznos tulajdonsaga, hogy ha Nj, Ns, ..., N,, fiiggetlen Poisson el-
oszlasu valtozok, amelyek paraméterei rendre Aj, Ao, ..., A, akkor N = Ny + No+ ...+ N,, valtozd
is Poisson eloszlasu és a paramétere A = A + X\o + ... + A\, .
Ennek belatdasahoz hasznaljuk fel a tényt, hogy fiiggetlen valtozok osszegének generatorfiiggvénye
az egyes valtozok generatorfiiggvényének szorzata:

Gn(2) = [Tjmy G (2) = [T 67 = eap{ S5, Ayl — 1)} = A6
Mivel a generdtorfiiggvény egyértelmii, ezért N ~ Poi(\).

Egy masik gyakran hasznalt karszam eloszlas a negativ binomidlis eloszlas. Mivel két paramétere
is van, ezért rugalmasabb a Poisson eloszlasnal. Itt most negativ binomialis eloszlas alatt a ”0-ba
eltolt” negativ binomiélist értem, azaz ha N ~ NB(r,q), akkor P(N = k) = (’”;‘1) (1 —q)
(ahol > 0és0<g<1).

A varhato értéke % , a szorasnégyzete ﬁ . Azaz mivel 0 < ¢ < 1, ezért a negativ binomialis
eloszlas szérasnégyzete mindig nagyobb mint a varhaté értéke, ellentétben a Poisson eloszlassal,
ahol a varhaté érték megegyezett a szérasnégyzettel. Ez azt jelenti, hogy adott adatok esetén
ha a megfigyelt szordsnégyzet nagyobb, mint a varhato érték, akkor talan érdemesebb a Poisson

eloszlas helyett negativ binomidlist hasznalni a karszamok modellezésére.

15



A kovetkezoekben megmutatom, hogy a negativ binomialis eloszlas generatorfiiggvénye

G(2) = (1=2)"

1—qz

Bizonyités: legyen p=1—gq.

G(Z) _ Z (k:-i—; 1) P q Sk =" Z k+7" 1) qkzk’ )
k=0 k=0
Vagyis amit meg akarunk mutatni, az nem mas, minthogy y = gz jeloléssel:

(1 _ y>—r _ Z (k+]:—1) yk: ]
k=0
Ehhez fejtsiik McLaurin-sorba a (1 — y) ™" kifejezést, azaz vegyiik a Taylor-sordt a 0 koriil.

L=y " =1+ry+g(=r)(=r = D(=y)?*+ g(=r)(=r = 1)(=r = 2)(=y)* + ...
Nézziik meg y* egyiitthatéjat:
k4+r—
(=) (=r =1 (=r =k +1)(-1)F = (") .
Az imént y = gz helyettesitést hasznaltunk, az allitds innen méar kovetkezik.
Megjegyzem, hogy a negativ binomidlis eloszlas generatorfiiggvénye apro algebrai atalakitassal

a kovetkezod alakra hozhato:

G(z) = (1 - 5(E-1))7

A negativ binomidlis eloszlas a Poisson eloszlas egyfajta altalanositasa: ha a Poisson el-
oszlas paramétere gamma eloszlast kovet, akkor a kapott keverék eloszlas negativ binomialis. A
feltételezés, hogy a Poisson eloszlds paramétere valamilyen eloszldst kovet (akar diszkrét, akar
folytonos) helytall6, ugyanis tekinthetiink a népességre gy, mintha heterogén lenne, amit a pa-
raméter eloszldasa modellez. Példaul gépjarmi biztositas esetén kiilon kategériak alkothatdak a
vezetd életkora, neme, a jarmi altal megtett tavolsag és egyéb vezetési szokasok szerint.

Tehét tegyiik fel, hogy N ~ Poi()), ahol A a A valtozo éltal felvett érték és A ~ Gamma(a, ).
Ekkor N feltételes generdtorfiiggvénye Guja(2) = e*~D . Innen N generdtorfiiggvénye:
Gn(2) = E[E(ZN | A)] = E(eAC7Y) = Ly(1—-2) , ahol L, a Laplace-transzformaltja

A-nak. Ha A ~ Gamma(a, ), akkor a Laplace-transzformaéltja Ly(1 — z) =

1- .
(1_;* )7, ami egy NB(f, 17) eloszldsii véltozé generatorfiiggvénye.

(G=) =

A n valdszintiségi valtozdt Osszetett Poisson-eloszlasunak nevezziik, ha n = My + ... + My, ahol
N Poisson eloszlasu valtozo, M;-k pedig azonos eloszlasu valtozok, amelyek egymastél és N-t61
is fiiggetlenek.
Legyenek M;-k logaritmikus eloszlastak, azaz a generatorfiiggvényeik G/(z) = %. Ekkor
n = M; + ... + My generatorfiiggvénye (N tovabbra is Poisson):

G,(2) = E[E(z" | N)] = E[(Gu(2))"] = Gn(Gu(2)) (fliggetlenség miatt).
Beirva az ismert generatorfiiggvényeket:

log(1—qz log(1—qz log( z
Gy(2) = €flfp{)\(—lggg((1_qq)) — 1)} = exp{A zfgu qq )\loz g} (1 qq YMiog(1=a) —

= (1 - 5 - ) o)
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vagyis n eloszldsa NB (—m, q). Tehat a negativ binomidlis eloszlds Osszetett Poissonként is
megkaphato, ha a masodlagos eloszlas logaritmikus. Ez a gyakorlatban is fennallhat: példaul
egy baleset esetén tobb kiillonbozo kar is keletkezhet. Ezek szamat kozelithetjik logaritmikus
eloszlassal, és ekkor az elobbi modellt kapjuk.

Erdekességképp megemlitem, hogyha a negativ binomidlis eloszlas r paramétere végtelenhez
tart, ¢ paramétere pedig 0-hoz ugy, hogy a A\ = rl%q szorzat konstans, akkor a hatareloszlas
Poisson lesz. Ennek belatdsdhoz helyettesitsiink 1%(1 = A/r -t a negativ binomidlis eloszlds ge-

neratorfliggvényébe és alkalmazzuk kétszer a L’Hospital szabalyt:

lim, o0 (1 — @)ﬂ" = exp{lim, o, —rlog[l — @]} _
— ol o B

= eap{lim, o ALY = exp{lim,oo[A(z — 1)]} = exp{[M(z = 1)]]} :

ami a A paraméteri Poisson eloszlds generatorfiiggvénye.

Megjegyzésként, ha a negativ binomidlis eloszlas esetén r = 1, akkor specialis esetként a
geometriai eloszlast kapjuk. A geometriai eloszlds orokifju tulajdonsagat a kovetkezdképpen
értelmezhetjiik: tudvéan hogy legalabb m darab kar mar bekovetkezett, a tovabbi karok szamanak

eloszlasa nem fiigg m-tol.

Tegyiik fel, hogy van n darab szerzodés, és mindegyik esetén p annak a valdszintisége, hogy
bekovetkezik egy kéreset (egymastol fliggetlentil). Ez akar eléfordulhat életbiztositas esetén, ahol
az egyes biztositottak azonos haldlozési kategéridba tartoznak (példaul p annak a valdszintisége,
hogy az adott személy a kovetkezé évben meghal). Ekkor az n szerzédés esetén a karesetek
szama binomialis eloszlast kovet.

A binomidlis eloszlas csak véges szamu értéket vehet fel, ami szintén hasznos lehet, példaul egy
autobaleset esetén a megsériilt személyek szama kovethet ilyen eloszlast. Tovabbé egyes esetek-
ben a karok szamara redlis, hogy van egy felso korlat: gyakorlatilag elképzelhetetlen, hogy egy
év alatt egy jarmiivel tobb, mint 15 kareset torténjen.

Az el6z6 két eloszlassal ellentétben a binomialis eloszlas szorasnégyzete kisebb, mint a varhaté
értéke, ezért olyan adathalmazok esetén, melyeknél a tapasztalati datlag nagyobb a megfigyelt

szorasnégyzetnél megfelel6 lehet a binomialis eloszlas alkalmazasa.

3.2. Az (a,b,0) osztaly

N valészinfiségi véltozé (a,b,0) eloszlast, ha P(N =n) = (a+ 2)P(N=n—-1),n=1,2,...
(a P(N = 0) valészintiséget a rekurziébdél meg tudjuk kapni, ugyanis a valészintiségek osszege 1
kell hogy legyen).

N pontosan akkor (a,b,0) eloszlasu, ha Poisson, binomiélis vagy negativ binomidlis eloszldsu.

Ennek a bizonyitasa megtaldlhaté a [1]-ben, a kovetkezd tablazatban Gsszefoglalom az eddigi
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eloszlasok esetén az a,b és py = P(N = 0) értékeket:

Eloszléas a b Do
Poisson 0 A e
Binomialis -5 (n+ 1) (1-p)"
Negativ binomidlis ¢ (r=1)q¢ (I+:5)7
Geometriai q 0 (1+ ﬁ)*l
A fenti rekurziot atirva k:pf:fl =ak+b, k=1,2,..., ahol p, = P(N =k) .

Vagyis a baloldali kifejezés k-nak linearis fliggvénye. A tablazat alapjan, ha az egyenes a mere-
deksége 0, akkor Poisson eloszlas, ha pozitiv, akkor negativ binomidlis (ideértve a geometriait) és
ha negativ, akkor binomialis eloszlas. Ez segithet egy adott adatsor esetén megtalalni a megfe-
lel6 karszam eloszlast. Ugyanis a % hanyadost kozelithetjiik az % hanyadossal, ahol nj azon
szerzodések szama, amelyek esetén k darab kar tortént. Es ha ezek az értékek kozelitoleg egy
egyenes mentén helyezkednek el, akkor célszerti lehet egy (a, b, 0) eloszlassal modellezni. Az egye-
nes meredekségének eléjele pedig tovabb szilikitheti a lehetséges eloszldsok korét. Természetesen
ez az eljaras nem végezhetd el, ha barmely np = 0. Ebbdl kifolydlag ez pontatlan lehet és
kevésbé hasznos akkor, ha a megfigyelések szama kicsi. Tovabba el6fordulhat, hogy ugyan a
meredekség pozitiv vagy negativ, de nem tér el jelentosen 0-t6l. Ezt megitélni nehéz, ilyenkor
célszertt mindkét lehetséges eloszlast illeszteni, és valami jobban miikodo tesztet elvégezni annak

érdekében, hogy eldontsiik melyik a megfelelobb.

3.3. Tovabbi karszam eloszlasok

Vannak olyan biztositasok, ahol ritkan kovetkezik be kar, azaz a legnagyobb annak a valdszintisége,
hogy 0 kar lesz. Masrészt elofordulhat, hogy csak szigorian pozitiv szamléalé eloszlasok johetnek
szoba (példaul ha egy balesetnél akarja valaki a bekovetkezett karok szamat modellezni). Ezért
fontos lehet kiilon figyelmet forditani pg-ra, azaz arra a valdszintiségre, hogy nem lesz kareset.
Ezt az eddigi eloszlasok nem feltétlen kezelik megfelel6en, ezért aprobb modositasokat kell ten-
ni.

N valészintiségi valtozo eloszldsa (a,b) eloszlésd, ha P(N = n) = (a + 2)P(N = n — 1),
n=23,...

Az (a,b) eloszlas csupan annyiban tér el az (a,b,0) eloszlastol, hogy a rekurziét ebben az eset-
ben csak n = 2-t6l koveteljik meg. Mivel a valésziniliségek osszege 1 kell hogy legyen, ezért van
lehet8ség po értékét megszabni (0 < py < 1). Az (a,b) osztélynak értelemszeriien alosztilya az
(a,b,0) osztaly.
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Egy maésik fontos alosztélya a szigorian pozitiv eloszldsok, mas néven az (a, b, 1) eloszlasok:

N val6szintiségi valtozo (a, b, 1) eloszlasu, ha (a,b) eloszlasi és P(N = 0) = 0, azaz nem fordul-
hat el6 az, hogy nem torténik kareset.

Példdul a logaritmikus eloszlds az (a,b,1) osztélyba tartozik, de nem tartozik az (a,b,0) el-
oszlasok kozé. M logaritmikus eloszlasd, ha P(M = k) = m% yk>1.AzazP(M =0)=0
trividlisan teljesiil. Tovabba

P(M=k) B
P(M:k—1)*§(k_1)*29—% ,hak>2.

Vagyis M (a,b) osztalybeli a = p és b = —p paraméterekkel (és igy (a,b, 1)-beli is).

Korabban a negativ binomialis eloszlasnal volt szé arrdl, hogy eloall, mint 6sszetett Poisson,
mégpedig logaritmikus eloszlasi masodlagos valtozokkal. A karok szamanak becslésére nem-
csak az Osszetett Poisson, hanem egyéb Osszetett eloszlasok is hasznosak lehetnek. Hiszen ha N
egy szamldlo valtozd, amely generdtorfiiggvénye Gy (z) és My, My, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu
valésziniiségi véaltozok Gy(z) generatorfiiggvénnyel, akkor a véletlen 6sszeg S = M; + ... + My
generatorfiiggvénye Gs = Gn(Gr(z)) (volt kordbban bizonyitva). Az Osszetett eloszlasok a
biztositasban azért jelennek meg gyakran, mert N lehet a balesetek szama, M;-k pedig az egyes
baleseteknél el6fordulé kérok szama (sériilések, autdk, sériilt személyek szama stb.). Megjegy-
zem, hogy mivel a balesetek szamanak eloszldsa tobbnyire Poisson eloszlast kovet, ezért az
Osszetett eloszlasok koziil az Osszetett Poisson kiemelt fontosségu.

Legyen N és M Poisson eloszlasu valészintiségi valtozo. Az Osszetett eloszlas generdtorfiiggvénye
Gs(z) = exp{iexp{r2(z—1)}—1} , hiszen a Poisson eloszlas generatorfiiggvénye Gp,i(z) =
exp{\(z—1)} . Ezt az 4j eloszlast A tipusi Neyman eloszldsnak vagy Poisson-Poisson eloszlasnak
nevezik.

Egy masik fontos Osszetett Poisson eloszlas, amikor a masodlagos valtozé binomidlis eloszlasi
(Poisson-binomidlis), aminek a generatorfiiggvénye Gg(z) = exp{\[1 + p(z — 1)™ —1]}. A bino-
midlis eloszlds masodlagos eloszlasként megfelel6 lehet példdaul ha egy autobalesetnél tekintjiik
a sériilt személyek szamat. Ugyanis feltehetd, hogy kozel ugyanakkora valdszintiséggel sériilnek
meg a jarmu utasai.

Amikor az Osszetett Poisson eloszlasban a masodlagos valtozd logaritmikus, akkor negativ bi-
nomialis eloszlast kaptunk, ami nem egy 1j eloszlas az eddigiekhez képest, hiszen ez tagja az
(a,b,0) osztalynak. Hasonléan a geometriai-geometriai eloszlasrél (melynek generatorfiiggvénye
Gs(z)=[1— %}(% — 1)) is megmutathat, hogy (a, b)-beli, mégpedig egy geometriai
eloszlassal egyezik meg, melynek a 0-ban a valdsziniisége mddositott [3].

Az Osszetett Poisson eloszlas zart a konvolucié alatt, azaz ha S;-k fliggetlen, Osszetett Poisson
eloszlasu valdszintiségi valtozok A; Poisson-paraméterrel és {¢,(i) : n = 0,1,2,...} mésodlagos
véltozéval (i = 1,2,...k), akkor az S = S; + ...+ Sy eloszldsa szintén Gsszetett Poisson, mégpedig

a Poisson-paramétere A = A\; + ... + A\, és a mdsodlagos valtoz6 {g, : n = 0,1,2,...}, ahol
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G = (Man(1) + .+ A (K)) /X -
Bizonyitds: jelolje Q;(z) = > " qn(i)2" (i =1,2,...k). Ekkor Gg, = E(2%) = exp{\i[Qi(z) —
1]} . Mivel S;-k fiiggetlenek, ezért

Gs(2) = [Tl Gsi(2) = [Tiy exp{Ni[Qi(2) — 1]} =

= exp{[31 M@Qi(2) = X A} = eap{AQ(z) - 11},
ahol \ = Zle i 6s Q(z) = Zle XiQi(2)/ )\, vagyis a generdtofiiggvény egyértelmiisége miatt
az allitast belattuk.
Hasonlbéan, mint a karnagysagnal, a keverékeloszlasok a karszamok esetén is megjelennek, hiszen
a populacié homogenitasat tovabbra is sziikségszert lehet figyelembe venni. Els6sorban a keverék
Poisson eloszlasok fontosak, ezért ezekre fektetek nagyobb hangsulyt. Egy kordbbi alfejezetben
megmutattam, hogy a negativ binomialis eloszlds el6all mint keverék Poisson (gamma keverd
véltozéval). Ha az M keverd véltozé szintén Poisson (p paraméterrel), akkor a kapott eloszlés
A tipusi Neyman, ugyanis (hasonléan a negativ binomidlis eloszldsndl mutatott bizonyitashoz):

G(z) = Ly(A(1 — 2)) = exp{u(ezp{\(z — 1)} — 1)} , ami az A tipusi Neyman ge-
neratorfliggvénye. Ez az eloszlas az Osszetett Poisson eloszlasoknal jott elo.
Az Osszetett és keverék Poisson eloszlasok kozott egy fontos kapcesolat van. Egy eloszlas korlatlanul
oszthato, ha minden n-re el6dll n darab fiiggetlen azonos eloszlas konvoluciéjaként. Példa
korlatlanul oszthaté eloszldsra a gamma, Poisson, negativ binomidlis. A binomidlis eloszlas
nem korlatlanul oszthaté, mert csak véges kiillonbozo értéket vehet fel. Egy fontos tulajdonsaga
a keverék Poisson eloszlasoknak, hogy ha a kevero eloszlas korlatlanul oszthaté, akkor maga az
eloszlas Osszetett Poisson is. Ezt a tételt nem bizonyitom, de példaként az elébb szerepelt az
A tipusi Neyman eloszlas és a negativ binomialis (keverék Poisson gamma keverd eloszlassal,

valamint Osszetett Poisson logaritmikus masodlagos eloszldszldssal).
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4. fejezet

Osszkar modellezése

Eddig a karszam és az egyes karok nagysdganak eloszlasairdl esett szo, és most az osszkar mo-
dellezése a cél. Az Osszkér (S) egy adott iddszak alatt tortént karok nagysdganak Gsszege, azaz
S=X1+Xo+ ...+ Xy,

ahol N az idoszak alatt megesett karok szama, X;-k pedig az egyes karok nagysagai. Abban
az esetben, ha N = 0, akkor S-et szintén definidljuk O-nak. X;-krél dltalaban feltehetd, hogy
fliggetlen, azonos eloszlasu véltozdk (példdul ha S egy adott szerzddés dsszkdra, vagy egy adott
kategdriaba tartozd biztositottak Osszkara). Gyakori feltevés, hogy N és az X; karnagysagok
fliggetlenek. Vagyis N eloszlasa nem fligg az X; karnagysagoktél, tovabba feltételezve, hogy
N =n, Xi, ..., X, eloszldsa sem filigg n-tol. Ez sokat egyszeriisithet az Gsszkar megbecslésében
(hiszen ekkor S egy Osszetett eloszlds), azonban nem biztos, hogy redlis. Példdul konnyti
elképzelni, hogy ha egy biztositott tobb kéaresetet okoz, akkor valdésziniileg azok a kéarok ki-
sebbek voltak. Késébb a szakdolgozat folyaméan bemutatok egy modellt az Osszefliggd esetre is,
egyelGre azonban a fliggetlen esetet részletezem.

Ekkor S momentum generalé fiiggvénye:

Mg(z) = E(e*5) = Eeap{z Z X)) =

= E(E(exp{zZXi} | V)
= E(E(ele...elz_}(N | N)) = (fiiggetlenség itt hasznalva)
= B([] B | N)) = B(B(e | N)) =

=1

= E(E(e™)") = E(Mx(2)") =

= Mn(log(Mx(2))) , (ahol Mx(z) létezik).
Mivel E(S™) = Mé") (0) = L-Mg(2) |.=0 , (n € N) ezért a S elsé két momentuma:

B(S) = #{ My (log(Mx(2)))} |-=0=
= { M} (log(Mx(2))) X 355} |=o=
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illetve
(52) = L Ms(z)

|==0= {MN(ZOQ( x(2)))} [z=0=
=AMy (log(Mx (=

))) Mx z)} |z =0=—
) X

= {Mz’é(log(Mx( )) [ G2 4 My (log(Mx (= ))) A[Jﬁi()z)]a OPy | =
= My (log(Mx(2))) x [ ] + MY (log(Mx (0))) x (() )][2M O _
E [ECOP? _

— 2§ 10g(1) x [ERUP + My (1og(1)) x E21;

= E(N?) x E(X)? + E(N) x [BE(X?) - [E(X)]!] =

= E(N*)E(X)* + E(N)D*(X) .
Vagyis S szérasnégyzete:

D*(S) = E(5?) = [E(S)] = E(N*)E(X)? + E(N)D*(X) — [E(N)E(X)]? =

= E(X)?[E(N?) = [E(N)P"] + E(N)D*(X) =

= [E(Y)]?D*(N) + E(N)D*(X) .
Tehat az 0sszkar eloszlasdanak varhato értékét és szorasat ki lehet fejezni a karszam és a karnagysag
eloszlasanak varhato értékével és eloszlasaval. Azokat pedig az elébbi két fejezetben targyaltuk,
igy ezek utan a varhato osszkar becslésére ez a modell eléggé leegyszertisodott. Mivel a karszam

eloszlasa gyakran Poisson(\) eloszldst kovet (azaz S eloszlasa Gsszetett Poisson), ezért megjegy-
zem, hogy ekkor E(S) = AE(X) és D*(S) = AE(X?).

Az Osszkdr modellezésének egy mésik esete, amikor a szerzddések szdma fix (n), ekkor S =
X;+ Xo+ ... + X, ahol X;-k az egyes szerzédések esetén a karok nagysdga (angolul individual
risk model, [3]). Ez hasznos lehet, ha egy csoport (példdul n alkalmazott) biztositdsardl van szé.
A csoport tagjai kiillonboz6 valészintiséggel okozhatnak kart vagy mas fedezeteik lehetnek, ezért
X;-krél nem sziikséges feltenni, hogy fliggetlen, azonos eloszlasu valtozék. Ezzel a modellel a

szakdolgozatban nem foglalkozok részletesebben, de fontosnak tartottam megemliteni.

A kovetkez6 példakban n darab szerzddés van, mindegyikre megfigyelve a karszam (V; , i =
1,2,...,n) és az osszkar (Y;, i = 1,2,...,n).

1.) Tegytik fel, hogy az egyes karesetek egymastodl (és a karszamtol is) fiiggetlenek, a kdrnagység
exponencialis eloszlast kovet p paraméterrel, a kiarok szama pedig A\ paraméterii Poisson el-
oszlast. A feladat A és p paraméterek becslése maximum-likelihood becsléssel.

A Poisson eloszlas A paraméterét becsiiljiikk a megfigyelt karszamokbol, a maximalizalandé like-

lihood fiiggvény:

LN =[5

i=1
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amibdl a log-likelihood fiiggvény:
A N) =" =X+ Nilog(\) — log(Ni) .

i=1
Ezt szeretnénk maximalizdlni, A szerint derivalva és a kifejezést 0-val egyenlévé téve a kovetkezo

egyenletet kapjuk:
Z N

n

~

—n+ZN/)\—O = A=

Ami a pu parameter becslését illeti, csak azokat a megfigyeléseket kell figyelembe venni, ahol
tortént kar. Az els6 fejezetben volt, hogy az exponencidlis eloszlas a gamma eloszlas specidlis
esete (Exp(p) ~ Gamma(l,1/p), igy az i-edik szerzédés esetén az N; darab exponenciélis Ossze-
ge gamma eloszlast kovet, amely paraméterei rendre (N;, 1/pu) (feltéve, hogy a N; > 0). Vagyis
a likelihood és a log-likelihood fﬁggveny

zYN —pY;
LY, N) = ] B
:N; >0
I\ Y, N) Z Nlog — Dlog(Y;) — uY; — log((N; — 1)) .
1:N; >0

Ezt p szerint derivalva és az egyenletet megoldva:

= Ni/p— Y, =0 N [ = B0
i:%o i:;o Z Y;

2.) Az el6z6 példaban tegyiik fel, hogy az i-edik szerzédés t; ideig all fenn. Ekkor a karszamok
eloszlasa Poisson marad, de At; paraméterrel (feltételezvén, hogy id6ben a kérok egyenletesen
jelennek meg). Megint becsiiljitk A-t és pu-t!

Mivel a karok nagysaga nem fiigg a megfigyelés hosszatol, ezért a p becslése ugyanugy torténik,

mint az el6z6 esetben, hiszen az 6sszkar tovabbra is gamma eloszlast kovet. Vagyis

:N; >0
A X paraméter becsléséhez a likelihood-fiiggvény, majd a log-likelihood-fliggvény (itt most min-

den megfigyelést figyelembe kell venni, hiszen a karszamot becsiiljiik):

- B_Ati )\tl Ni
LN =]] %
i=1 v

lé()V Y, ﬂ) = Z —\t; + Nllog()\tz) — log(NZ') .

i=1
Ennek maximalizaldsanak érdekében most is a A szerinti derivaltnak 0-val kell megegyeznie:
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3.) Most az eddigieket médositsuk annyival, hogy a karszam Poisson(At}). Gyakorlati szem-
pontbdl ez azért fontos, mert pontatlansaghoz vezethet az a feltételezés, miszerint a karesetek
idében egyenletesen torténnek. Ezért pontosabb modellt eredményezhet egy plusz paraméter
bevezetése a személyében.
Most a, A és u paraméterek becslése a feladat. Az eljards ugyanaz, mint eddig, egybdl a log-
likelihood—ﬁiggvény:

lia(\ N) Z —At? + Nilog(At?) — log(N;!) .

—1
A )\ és a szerinti derlvaltak

%:Z%—Zt;ﬁ:o = A=
i=1 i=1 Zt;z
i=1

%—Z —Atflog(t; +ZNlogAt) 0 = AZt“log ZNlog)\t

=1
Két egyenletet kaptunk a két ismeretlenre (a és \), az egyenlet (numerlkus) megoldasaval most

nem foglalkozok.

Mivel csak a karszam eloszlasat véaltoztattuk, a u becslése tovabbra sem valtozik,

igy tovabbra is ji =

4.) Eddig a szerzédések egyes kareseteinél a karok nagysdga exponencidlis volt. Most legye-
nek a kdrnagysagok lognormélis eloszldsiak (m és o paraméterekkel). Ellentétben az eddigivel,
a lognormalisok 6sszege nem hozhaté zart alakra. fgy a maximum-likelihood becslésben az
Osszkar strtségfiiggvényét nem tudjuk hasznalni. A paraméterek becslésére tehat mas maédszer
kell. Prébélkozzunk a momentum-maédszer segitségével!

A ) Poisson paramé’gler becslése egyszertien a megfigyelt karszamok atlagabdl torténik, azaz:

SN
EN)=XA="=L— =N = A=N.

Az 6sszkar egy Osszetett Poisson eloszlas, lognormélis mésodlagos véltozdval. Az S Gsszetett ()
Poisson eloszlds varhato értékérol és szorasardl lathattuk feljebb, hogy ha a masodlagos valtozd
X, akkor F(S) = AE(X) és D?(S) = AE(X?) . Az els6 fejezetben pedig a lognormalis eloszlas
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momentumait kiszdmoltam, amibél tudjuk, hogyha logX ~ N(m,c?) , akkor EX = emta?/2 g

E(X?) = ™t20" | Egeket Gsszerakva a momentum médszer két egyenlete:

E(Y) = AE(X) = Aemte®/2 — Zmhi _ y

n

E(YQ) _ )\E(XQ) _ A€2m+2a2 _ S, (Yi=Y)? — G2 :

n
ahol S? a tapasztalati szérasnégyzet, A pedig ismertnek tekintett a kordbbi becslése altal. Kis
szamolassal ezt az egyenletrendszert megoldva m-re és o2-re a kovetkezbeket kapjuk:

62 _ n7S? Z I
e fN}—, és " =

5.) Eddig voltak megfigyelések a kérszamokat és az Osszkart illetéen is. Most tételezziik fel,
hogy csak az 6sszkar (Y') van megfigyelve, az egyes karok eloszldsa pedig kovessen exponenciélis
eloszlast p paraméterrel. A karok szdma (V) tovabbra is Poisson(\).
Hasonléan a korabbi esetekhez, az 6sszkar eloszlasa ekkor is gamma, azonban az elsé paraméter
most egy Poisson eloszlas eredménye, azaz az Osszkar egy keverék eloszlas. A keverék eloszlasok
momentumait kiszamoltam az elsé fejezetben, mégpedig ha X egy keverék eloszlds A keverd
véltozéval, akkor E(X*) = E[E(X* | A)] . Esetiinkben Y | N gamma eloszldst (N, 1/u) pa-
raméterekkel és N ~ Poi()\). Igy E(Y | N) = N/u , amibél

E(Y)=E[EY |N)]=Mu,
valamint E(Y? | N) = % , amibdl

E(Y?)=FE[E(Y?|N)|= #E(N2 +N)= %((AQ +A)+A) = /%()\2 +2X) .
Igy a momentum modszer egyenletrendszere a kovetkezo:

E(Y)=Mp=2=22—y

E(Y?) = L(X2 +2)) = Xl — g2
Az egyenletrendszert megoldva pu-re és A-ra, kapjuk:

5\ 2Y2 2y

= S2_y2 €S U= g_vy2 -
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5. fejezet

Altaldnositott linearis modell

Az altaldnositott linedris modell (generalized linear model, GLM) célja, hogy egy megfigyelt
véletlen valtozé varhaté értékét (és szérasat) megjosoljuk, a megfigyelések bizonyos jellemz&inek
hatdsat belevéve a modellbe. Az i-edik megfigyelés értéke legyen Y;, a jellemzéit pedig pedig
X, j-vel jeloljiik. Ekkor Y egy vektor (”vélasz valtozd”) és X egy métrix ("magyarazé valtozok”).
A GLM a klasszikus linedris modell dltaldnositdsa, ezért elészor réviden tekintsiik &t azt a [2]

alapjan.

5.1. Klasszikus linearis modell

A klasszikus linearis modellben feltessziik, hogy a megfigyelések fiiggetlenek, és a varhaté érték
a magyarazo valtozok linearis kombindciéjaként all elo. Az alakja:

Y =XT8+¢,
ahol 8 a linedris kombindcié egytitthatdéibol allé vektor és € egy hibatag, amelyrdl feltételezziik,
hogy N(0,0%I) eloszlast kévet. Mds széval Y ~ N (XT3, 02I) . Vagyis X csak a varhaté értéket
befolyasolja, Y egyes komponensei esetén a szérasnégyzet megegyezik.

Osszefoglalva a klasszikus linedris modell feltevéseit:

e Y egyes komponensei fiiggetlenek, normalis eloszlasiak p varhaté értékkel. A komponensek

szorasnégyzetei megegyeznek és konstansok.
e A kapcsolat a varhaté érték és a magyardzé valtozok kozott: p = X7T23.

Az n = XT3 linedris kombindciét linedris prediktornak nevezik. Ha a véarhat6 értéket a linedris
prediktor fiiggvényeként akarjuk felirni, akkor ebben az esetben ez a fiiggvény az identitas. Fz
a megjegyzés most feleslegesnek tiinhet, de a GLM-ben ezt majd altalanositjuk.

Azonban ezeket a feltételeket nehéz megkovetelni a gyakorlatban. A normalis eloszlds és a

konstans szérasnégyzet tul szigoru feltétel lehet. Példaul nem megszokott, hogy a karnagysag
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eloszlasa normalis eloszlast kovessen, ha pedig a karszamot szeretnénk modellezni, akkor mar
az is problémat okoz, hogy annak eloszldsa diszkrét. Masrészt el6fordulhat, hogy a vélasz
valtozd példaul csak szigorian pozitiv értékeket vehet fel, amit sért a normalis eloszlas fel-
tevése. Tovabba a masodik feltétel egyfajta additivitast eredményez a jellemzdk hatasai kozt,
ami szintén problémas lehet: ha egy pillangd szarnyfeliiletét szeretnénk becsiilni és a két ma-
gyarazo valtozd a szarny szélessége és hossza, akkor az additivitas helyett inkabb a két valtozo
szorzata lehet 1ényeges. Fontosabb, hogy a valasz tobb biztositasi alkalmazas esetén is inkabb

multiplikativan véltozik a magyarazo valtozdékkal.

5.2. Altaldnositott linearis modell

Az altalanositott linearis modellben ezeket a feltevéseket gyengitjiik, ezaltal sokkal rugalmasabb,
hasznalhatébb modellt kapva. Eloszor is, ahelyett, hogy a varhaté érték a magyarazé valtozok
egy linedris kombindcidja, a GLM-ben a linearis prediktor lehet a varhato érték egy nemlinedris
fiiggvénye is. Masrészt a valasz valtozora nincs normalitasi megkotés, hanem az exponencidlis
eloszlascsalad (EDF) tagja kell legyen. Az EDF-r6l késébb részletesebben szé lesz. Tovabba
a szorasnégyzet nem kell konstans legyen, hanem a szérasnégyzet valtozhat a varhatd érték
fiiggvényében (ez a tulajdonsig az EDF-bol érokletes). Vagyis a varhaté érték modellezése egy
GLM-mel magaval vonja a szérdsnégyzet modellezését is.

Analég médon a klasszikus linedris modellekhez, 6sszefoglalva a feltételezések a GLM esetén [2]:
e Y egyes komponensei fiiggetlenek, eloszlasuk valamilyen EDF-beli eloszlés.

e A kapcsolat a varhato érték és a magyarazo valtozok kozott:
g(EQY)) =g(p) =n=X"8,

ahol g monoton, folytonosan differencialhaté fliggvény és Dom(g) = R .

Mivel alapvetéen a p(X) véarhaté érték érdekel benniinket, ezért a masodik pontban szerepld
kifejezést szokds E(Y) = p = g 1(n) = ¢~ (XTB) alakban {rni (mivel g monoton és folytonosan
differencidlhaté, ezért létezik g—'). Tehat a cél nem mds, mint 3 paraméterek becslése.

A normélis eloszlas tagja az exponencidlis eloszlascsaladnak és ha g az identitds, akkor pont a
klasszikus linearis modellt kapjuk. Tehat az valéoban a GLM specidlis esete.

A GLM tehat megengedi, hogy nem-normaélis megfigyeléseket is modellezziink, ami kiillondsen
hasznos a biztositasban. Példaul a korabban szerepelt eloszlasok a kdrnagysagra és a karszamra
nem normalis eloszlast kovettek, de tobbnyire az EDF tagjai voltak. Vagyis kiilon-kiilon mo-
dellezhetjiik a karnagysagot és a karszamot, amibél pedig az Osszkart tudjuk becsiilni (ha a

kérszamok és a karnagysagok fiiggetlenek).
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5.2.1. Kapcsolati fliiggvény

A Klasszikus linedris modellben ¢ az identitds volt, azaz a u véarhaté érték n = XT3 -val.
XT3 egy linearis kombindcid, amely értéke barmely valés szamot felveheti. Vagyis p is barhova
eshet a valos szamegyenesen. A gyakorlatban ez problémakhoz vezethet: ha példaul a valasz
valtozénk szigoruan pozitiv, akkor nem szeretnénk hogy a varhato értéke negativ legyen. Példaul
ha kérnagysagrol van szé és gamma eloszlast feltételeziink, akkor a varhaté értéke a (0, 00) in-
tervallumba kellene essen, hiszen a gamma eloszlas strtségfiiggvénye csak itt pozitiv. Masik
szemléletes példa, ha Bernoulli (indikator) eloszlast feltételeziink a vélasz valtozénak, ekkor
ugyanis a varhato érték a (0, 1) intervallumba kell essen. A GLM esetén ez a probléma kikiiszobolhetd,
mégpedig a kapcsolati fiiggvény segitségével. Ugyanis a varhaté érték csak ¢! értékkészletébe
eshet. Vagyis g-t megfelelden kell megvélasztanunk annak érdekében, hogy hasznalhaté modellt
kapjunk (nem csak egy ilyen g lehet).

Példaul ha Poisson vagy gamma eloszlast feltételeziink, akkor mivel az csak pozitiv értékeket
vehet fel, ezért természetes valasztas lehet a g = log valasztas, azaz a logaritmikus link. Ha
pedig az eloszldas Bernoulli, akkor g a (0, 1) intervallumot kell képezze R-re. J6 vélasztas le-
het log(7;) = X7 (logit link) vagy ®'(u) = X7j , ahol ® a standard normalis eloszlds
eloszlasfiiggvénye (probit link). Ez a példa azt mutatja, hogy tobbféle g is j6 lehet. Az, hogy

melyiket hasznaljuk izlés kérdése, lényegében nincs nagy kiilonbség, hogy melyiket vélasztjuk.

5.2.2. Exponencialis eloszlascsalad

Az exponencialis eloszlascsalad egy 2-paraméteres eloszlascsalad, amely magaba foglalja a legtobb
eddigi eloszldst, amirdl szé esett (Poisson, binomidlis, exponenciélis, gamma, stb.). Formadlisan
egy Y valtozonak az eloszlasa EDF-beli 6 kanonikus és ¢ > 0 diszperzidés paraméterrel, ha a
stirtiségfiiggvénye:

fy(0,0) = eap{ P2 + ey, 6)}
ahol b(.) és c(. ,.) ismert fiiggvények. A c(y,0) egy normalizél6 tag, vagyis abban van szerepe,
hogy a stirtiségfiiggvény integralja 1 legyen. Tehdt az eloszlast lényegében b(0) hatarozza meg.
(Megjegyzem, hogy az [2] és [5]-ben az exponencidlis csalad definicidja egy kicsit altaldnosabb:
az exponencidlis fiiggvényen beliili tort nevezéjében ¢-nek egy a(¢) fliggvénye szerepel).
Példaként megmutatom, hogy a normaélis és Poisson eloszlas benne van ebben az eloszléscsaladban.
A normdlis eloszlds 6 = (u, 0?) stirliségfiiggvénye:

Toly) = Sdmean[~UH) = eap[ 3 — §(% + log(2m0?),
innen pedig leolvasva: 6 = p, ¢ = o2, b(0) = 36°.
A Poisson eloszlas esetében f(y) = ’\y;!_A A>0, y=0,1,2,..

Ekkor log(f(y)) = ylog(A) — X —log(y!), vagyis f(y) = exp[ylog(A) — XA — log(y!)], ahonnan mar

latszik, hogy 6 = log(\) paraméterezéssel b(0) = e, ¢ =1 és c(y,0) = —log(y!).
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A kovetkez6ekben megmutatom, hogy ha Y ~ EDF(0,¢), akkor E(Y) csak b(.)-t6l fligg,
mégpedig F(Y) = V/(0), valamint a szérdsnégyzet D*(Y) = ¢b"(0).
Bizonyitas ([5] alapjdn, kis mddositassal): legyen 1(6, ¢;y) = log(fy(y;6,¢)) a log-likelihood
fiiggvény. Bizonyos regularitasi feltételek mellett:
Elg 16,6, Y)] = Elg5log(fy(Y;6,9))] =

= [ BN b (29, 6)dy =

_agffY Y; ;fb dy =

=21=0.
Masrészt (Fischer-informacio)

E[(5logfy(Y30,0))%] + E[£zlogfr (Y30, 9)] =

ugyanis:
Gy (y:6,0 . T sles
a6,2logfy(Y 0,¢) = 89(%) = (hanyados derivaltjabdl)
_ Zlogfy (Vi0.9) (mfy(y;exﬁ))z
Iy (Y30,9) fy (Y30,9) )

” s Yl s ’ 7f 197¢
Ebbdl varhato értéket véve [862 logfy(Y;60,0)] = [(%)2] = —E[(%logfy(Y; 0,0))%,
ugyanis:

ilogfy(Y;e,@
B ams = 7 [lde =0
Osszegezve és egyszeriibb alakba irva az eddigiek:

E( ) 0,
E[B?'l ] 4 E[( 812)] —0.
Itt most 1(6, ¢;y) = ~ b(e) +c(Y;¢), amibsl 2 = Y=HO)

80 é
Tehét 0 = E(%) = w ,amibél  E(Y)=p=10(0) .
Tovabbé, 94 + (5)? = =12 4 (=02 gy az elézéekbsl:
/ 11 2
O P o 0= B0 B o DY) = 6b(0) -

Ezzel a bizonyitasnak vége.
Fontosnak tartom megjegyezni, hogy a szérasnégyzet a kanonikus paraméter 0 fliggvénye, ezért
a varhaté érték fiiggvénye is. Pontositva D*(Y) = ¢b”(0) és 0 = b/~ (u), azaz

DY) = ¢b" (0"} (1) = v(p) -

Vagyis amikor a varhaté értéket modellezem a GLM-mel, akkor egyuttal a szorasnégyzetet is.

5.2.3. Offset tag

El6fordulhat, hogy egyes magyarazé valtozok hatasa ismert, és ezért ahelyett, hogy [ pa-

ramétereket ezen valtozé fliggvényében becsiilnénk, valahogy méshogy adjuk hozza a modellhez

a hatasat. Ennek egy médja az tigynevezett offset tag £ bevezetése az alabbi médon:
n=X"B+¢,

vagyis a linearis prediktor definicigjat valtoztattuk meg. Ebbol kovetkezden:
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EY|X)=uX)=g"n)=g"(X"8) .
Ez kiilonosen fontos lehet, ha példaul a karszam eloszlasa Poisson, ahol az egyes esetekben a
megfigyelés idotartama kiilonbozé lehet. Nyilvan fontos kiilonbség van akozott, hogy példaul
jarmibiztositas esetén a vezetd 3 kart okozott 5 év alatt, vagy 25 év alatt. Ezt ugy vehetjiik
bele a modellbe, hogy hozzavessziik a megfigyelt idétartam logaritmusat a lineéaris prediktorhoz,
azaz minden megfigyelés esetén:

E(Y | X) =g (3, XiiB; + &) = exp[32; XiB; + log(dy)] = diexp[3; XiB5]
ahol d; az i-edik megfigyelés ideje.

A GLM mikédését a kovetkezd konkrét példan fogom bemutatni (hasonlé példa a [2]-ben
talalhat6). Tekintsiink egy jarmiibiztositasi példat, ahol négy megfigyelésiink van. A vezetdket
két szempont szerint két-két osztalyba osztjuk, példdul nem (né és férfi) és lakhely (varosi és
vidéki) szerint. Ekkor négy magyardz6 valtozé van: X férfi, Xo né, X3 varosi és X, vidéki.
Ezek az X; valtozdk indikatorok, 0-1 értékeket vehetnek fel. A megfigyelt atlagos karnagysagot

a kovetkezo tablazat foglalja ossze:

Viarosi | Vidéki
Férfi | 900 600
N§ 400 300

A vélasz valtozo Y, az atlagos karnagysag.

Mivel az egyes magyarazé valtozdk Osszefiiggenek, ezért az egyik magyardzé véltozé (példéul
X,) elhagyhaté (dltaldban célszerti a leggyakoribbat elhagyni, de itt most ez nem szémit). Igy
gondolhatunk a modellre gy, hogy van egy atlagos valasz a férfiakra (f;), egy atlagos vélasz a

nokre (f32), és nemtél fiiggetleniil egy plusz hatdsa annak, ha a vezet6 vérosi (fs).

900 101 8
Vagyis Y = [ §90 ), X=14599), ésB=|5 ).
300 010 B3

Ezutan a valasz valtozo eloszlasat valasztjuk meg. Mivel karnagysagrol van szo, ezért valasszuk
a gamma eloszlast (« és 6 pataméterekkel). A gamma eloszldshoz szokds inverz kapcsolati
fiiggvényt valasztani, azaz
9_1(?1-1-53) (51+53)1_1
— —1(vTR) — 97 (B1) _ (B1)~
)= = (2 ) = (o2l )
97 (B2) (B2)~"

A gamma eloszlas log-likelihood fiiggvénye:

(y; 0,0) = 321, alog(4) — 4 — log(y) — log(I'(a)) .

A gamma eloszlas varhaté értéke o = az inverz kapcsolati fiiggvény miatt, amibdl

1
> XijB;
% =a ) X;;fB; . Ezt behelyettesitve, leosztva a-val majd elhagyva néhany konstanst:

Wy, 0) =i yilog(3 XiiBy) — vi 3 XiiBy =
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= log(900(B1 + B3)) — 900(B1 + Bs) +

+ 1og(6008;) — 600 x 31 +

+ 1og(400(Be + B3)) — 400(52 + B3) +

+ 1og(30082) — 300 x (35 .
Ahhoz, hogy ezt maximalizaljuk vegyiik a [; szerinti parcidlis derivaltakat és tegyiik azokat
egyenlové 0-val:

o _ )= 1 + 4 = 1500

0B1 B1+PB3
o5 = 0= g5 +3 =700
a = 0= 52 + 5 = 1300,
amely egyenletrendszert megoldva a kovetkezd megoldast kapjuk g-ra:
B1 = 0.001704, Po = 0.003194, B3 = —0.000609 .

Nincs mas hatra, mint visszahelyettesiteni ;-ket. A kovetkezok a kapott értékek:

Varosi | Vidéki
Férfi | 913.125 | 586.875
N6 | 386.875 | 313.125
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6. fejezet

GLM az osszkar modellezésére

A kovetkezo fejezet célja, hogy az Osszkar becslését az altalanositott linearis modell keretein
beliil végezziik el. Annak érdekében, hogy egy személy biztositdsa megfeleléen legyen bearazva,
a varhaté veszteségének becslését el kell végezni. FErre néhény jellemz6jét figyelembe véve lehet
kovetkeztetni a korabbi adatok alapjan, igy alkalmas lehet a GLM-mel valé modellezés. A fejezet
alapjaul a [4] és [5] szolgdltak.

A harmadik fejezetben esett sz6 arrdl, hogy ha a karok szamat és a karok nagysagat fiigget-
lennek tekintjiik, akkor az osszkar modellezése 1ényegesen leegyszertisodik. Ezért el6szor ezzel

az esettel foglalkozunk.

6.1. Filuiggetlen modell

Az i-edik szerzédésben az S; osszkar legyen

Si = ZjV:H Yi,j
ahol N; a kdrszam, Y;; , (j = 1...N;) a kdrok nagysdgai. Y, ; iYi fiiggetlen, azonos eloszlasu
valtozdk, amelyek eloszlasa nem fiigg N;-t6l. Abban az esetben, ha N; = 0, akkor S;-t szintén
definidljuk 0-nak.
Ahogy kordbban lattuk is, ekkor

B(Sy) = B(N)E(Y;) é D2(S;) = E(N;)DX(Y;) + D*(N) E(Y;)? |
vagyis a varhato osszkar nagysdga egyszeriien a varhaté karszam és karnagysag szorzata.

A szerzédéshez tartozd magyardzé véltozdkat jeldlje X; (vektor). X; mellett a kdrszdam
varhato6 értéke legyen v;, a karnagysagé ;. A karszamra és a karnagysagra is GLM-et illesztve,
rendre g; és go kapcsolati fiiggvényekkel:

aw)=m=Xla &  v=g (X/a)
gops) =m = X8 < wi =gy (X]B)
ahol a és [ a regressziés paraméterekbdl allo vektorok, amiket a GLM-bdl kaptunk. Jegyezziik

meg, hogy nem feltétlen relevans X; minden komponense mindkét modellben, igy megel6zéen o

32



és [ megfelel6 komponensei O-ra dllithatok.
Vagyis a fiiggetlen modell esetén az Gsszkar
E(S) = v = g1 (X[a) x g, (X]B)

Kitiintetett esetben, amikor mindkét GLM-ben a kapcsolati fiiggvény a logaritmus fliggvény,
akkor

log(vy) = X!

7

log(p;) = X}

v; = exp(XTa)
pi = exp(X] )

= 19
¢ 0

azaz

E(S;) = exp(X]a+X]P)
T6bb elonye van annak, hogy logaritmikus kapcsolati fiiggvényt hasznalunk. Egyrészt garantdlja,
hogy a karszam és a karnagysag varhaté értéke is pozitiv legyen, masrészt minden egyes jellemzd
hatédsa egy 1j szorzétag hozzaadasat jelenti (igy elég egyszerii a struktirdja).

A GLM-ben szerepl6 eloszlasok az exponencidlis eloszlascsalad tagjai. Beldttam, hogy ilyen
eloszldsokra a szérdsnégyzet a varhaté érték fiiggvénye (mégpedig D*(X) = ¢V (), ha X EDF-
beli ¢ és 6 paraméterekkel, p varhaté értékkel). Vagyis felhasznalva ezt és a GLM-bél kapott
varhaté értékeket, az Osszkar szorasnégyzete:

D*(S;) = E(N;) D*(Y;) + D*(N;) E(Y;)* =

= vidy; Vi (1) + o, Vv, (vi) e -
Tehat a varhato érték GLM-mel valé becslése magaval vonja a szérasnégyzet becslését is.
Példaként tekintsiik azt, amikor a karszam eloszldsa Poisson eloszldast kovet, a karnagysagé
pedig gamma eloszlast. Ezek EDF-beli eloszldsok, a paraméterezésiik a kovetkezo: a Poisson
eloszlas esetén a diszperzios paraméter 1, a kanonikus paraméter v, a gamma eloszlas esetén
pedig a diszperzios paraméter legyen ¢ és a kanonikus paraméter p;. Az EDF-beli eloszlasok
szérasnégyzetére korabban volt formula, ezt alkalmazva

D*(Y;) = oWy, (i) = dui és D*(N;) = Vi, (v) = v,
ugyanis a gamma eloszlds esetén Vy: (1) = p? és Vi, az identitds ([5], 19-21. oldal). Vagyis ezek
alapjan a kovetkezot kapjuk:

D*(S;) = dvpi +vpi = (¢ + Dy .

Masik médja lehet az 0sszkdar modellezésének, ha nem a karnagysdgokra, hanem azok atlagéra,
Y; = N% Zjvzll Y;; -ra illesztiink GLM-et. Ugyanis ekkor
_ N,
BY}] = B[y 32,2, Yigl = wi = E[Y]

vagyis a karnagysag és az atlagos karnagysag modellezése ekvivalens.
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6.2. Osszefiiggd modell

A karszamok és karnagysagok kozti fiiggetlenség feltételezése azonban pontatlan eredményekhez
vezethet bizonyos esetekben. Példaul motorkerékpar biztositas esetén azoknél a vezetoknél, akik
tobb kart okoztak, rendre kisebb karok jelennek meg, mint a kevesebb kart okozoknal.

A cél, hogy a GLM segitségével azt az esetet is modellezziik, amikor az Y;; kdrnagysagok
és N; kérszdmok kozotti Osszefliggéség megengedett. Adott N; esetén az Y;;, (j = 1..IV;)
karnagysdagokrdl tovabbra is feltessziik, hogy azonos eloszlasu, fiiggetlen valtozok, de az el-
oszlasuk most fiigg V;-t6l. A [4]-t kdvetve a modellben az Osszefiiggbséget gy fogjuk szamitdsba
venni, hogy feltételezziik, hogy a karnagysagok atlaga fiigg N;-t0l. Ezt ugy fogjuk elérni, hogy
Y, = NL Zjvzl Y ; atlagos kdrnagysagra illesztiink GLM-et, amelyben az egyik magyarazé valtozé
N; lesz.
Az osszkar ekkor ugyanis a kovetkezd alakba irhato:

S; = Y;N; .

Az 6sszkar varhato értéke most mar nem feltétleniil egyenlé a karnagysag és karszam varhaté
értékének szorzataval, ugyanis  E(S;) = E[N;E(Y; | N;)] # E(N;)E(Y;) .

Elészor Nj-re és Yi-re illesztiink GLM-et, hogy megtudjuk X hatdsat a varhaté értékeikre.

A karszamot hasonléan becsiiljik, mint a fiiggetlen esetben. A véltozéas az atlagos karnagysag
esetében van. Mivel ekkor N; is magyarazé valtozd, ezért

9(EYi]) = g(us) = X"+ Ni#
ahol X azon magyarazé valtozok, amelyek a fiiggetlen esetben is voltak, g a kapcsolati fiiggvény,
p; = E(Y;) és a regressziés paraméterek vektora (8,0). N; egyiitthatdjét, 0 € R -t nevezziik
a karnagysag és karszam kozti Osszefiiggéségi foknak. Jegyezziik meg, hogy az itt szereplo [
egytitthatok nem ugyanazok, mint a fiiggetlen modellben szerepl6 5-k, mert N; plusz magyarazo
valtozé jelenléte befolyasolja a tobbi regresszids paramétert.
Ha a GLM-ben logaritmikus kapcsolati fiiggvényt alkalmazunk, akkor

log(E(Y;)) = log(p;) = X"+ ON;
amibol

E(Y;) = exp{XTB + ON;} = poe’™i
ahol g a fiiggetlen modellben a karnagysag varhato értékének becslése.
Ebbdl az osszkar varhato értéke:

E(S;) = BIN;E(Y: | N;)] =

= E[Nipoe™] = poE[N;ie™™] =

= o B[5e"™ ] = oz E[e"™] =

= o35 M, (6) ,
ahol My, az N; momentumgeneralo fiiggvénye, és feltételezziik, hogy a harmadik sorban az in-
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tegral és a derivalas felcserélhets. Specidlisan, ha N; Poisson eloszlasu (A paraméterrel), akkor

ez a felcserélés megtehetd, ugyanis:

) 0o koA
E(Ze™N) = E(Ne™N) =37 kePt i =

0N BN e _ y g Ao (PN

=Ae’ > e T = Ace >0 T
302N Yy A (€f-1) 0 _ 9 A1) _ O ON;
= Aele et = e e’ = 3¢ = 55 ("),

ugyanis a A paraméter(i Poisson eloszlds momentum generalé fiiggvénye e

e?—1)

Mivel a karszam N; ugyanigy van modellezve, mint a fiiggetlen esetben, ezért

IJEWN;) =9(v)=XT8 & v=g'(XTP).
Ha azt feltételezziik, hogy a karszam Poisson eloszlast kovet és a GLM-ben logaritmikus kap-
csolati fliggvényt alkalmazunk, akkor

v=eX"" & My, (2) = exp{r(e’ — 1)} .
Vagyis

E(S) = ios My, (6) =

= poggeap{v(e’ —1)} =

= porexp{v(e’ — 1)+ 6} .
Osszehasonlitva a fiiggetlen esettel, az osszkér varhat6 értéke egy szorzétagban kiilonbozik. Erre
az exp{v(e? — 1) + 0} tagra tigy tekintiink mint egy korrekcié az Osszefiiggés miatt. Megjegy-
zem, hogy az elébbi E(S;)-re kapott kifejezés semmit nem hasznal Y; eloszldsabél, az egyetlen
megkotés az volt rd, hogy az exponencidlis eloszlascsalad tagja legyen. Azonban az fontos, hogy
az Y;-re illesztett GLM esetén a kapcsolati fiiggvény a logaritmus volt.

Tovabbi megjegyzés, hogy ha 6 = 0, akkor a modell ekvivalens a fiiggetlen modellel. Egyrészt
a karszam kezelése ugyanaz a két modellben. Masrészt ebben az esetben a regresszios pa-
raméterek megegyeznek a fiiggetlen esetben kapottakkal, hiszen mivel § = 0, ezért az adatok
ugyanazokkal a magyarazé valtozdkkal lesznek modellezve. A maradék korrekcids tag pedig
0 = 0 esetén egyenlo 1-gyel, igy

Ep(Si) = exp(XTB)exp(XTa) = pov = Er(S;)
ahol az als6 indexbe tett D és I az Osszefiiggo és fiiggetlen esetre utal.

Ha az atlagos kdrnagysagra illesztett GLM-ben a 6 egy lényeges regresszids paraméter, ak-
kor levonhatjuk azt a kévetkeztetést, hogy Y-t jelentésen befolyésolja az N; karszam. Azonban
a varhato értékre tett hatdsa nem olyan egyértelmii, mert azaltal, hogy N;-t hozzavettiik a
magyarazo valtozokhoz, a tobbi regresszidés paraméter megvaltozik. Azaz az egyes magyarazé

valtozok hatédsa mas lehet, ha N; benne van a magyarazo valtozok kozt vagy sem.

A fiiggetlen esettel ellentétben az Osszkar szérdsnégyzetét most nem lehet olyan egyszertien
kifejezni a karszam és karnagysag momentumaival. A teljes szorasnégyzet tétele alapjan:
D*(S;) = D*(E(S; | Ni)) + E[D?(S; | N;)] =
D*(E(Y;N; | N;)) + E[D*(Y;N; | N;)] = D*(N;E(Y; | Ni)) + E[N? D*(Y; | Ni)] .
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A kovetkezbekben feltételezziik, hogy a karszam eloszlasa Poisson, a karnagysiagok pedig gam-
ma eloszlastak. Ha a karnagysidgok gamma eloszlasanak EDF-beli paraméterezésében a kano-
nikus paraméter p; és a diszperziés paraméter ¢, akkor a feltételes (1V;) atlagos kdrnagysag is
gamma eloszlasu lesz p; kanonikus és % diszperziés paraméterrel [5]. Az EDF-beli eloszldsok
szorasnégyzetére koraban kapott kifejezésbol
D*(Y; | Ni) = V() = %17
mert a gamma eloszlds esetén V(u) = p? ([5], 19-21. oldal). Ennek segitségével az osszkdr
szérasnégyzetére kapott kifejezést tovabb egyszertisithetjik:
D*(S;) = D*(Nip;) + E[pNy] .
Most felhasznéljuk a GLM-bél, hogy ju; = exp{ XT3 + ON;} , azaz :
D*(S;) = D*(Nijexp{ XT3 + ON;}) + E[¢pN;exp{2XT 3 + 20N;}] =
= exp{2XT B} D?*(N;exp{ON;}) + ¢pexp{2XT B}E[N;exp{20N;}] =
= 1 D*(Niexp{ON:}) + dug E[Niexp{20N;}] .
A kovetkezokben ezt a kifejezést szeretnénk tovabb egyszerisiteni (tovdbbra is a feltételezéstink
szerint a karszam Poisson, a kdrnagysag pedig gamma eloszlast kovet). Ehhez az aldbbiakat
fogjuk hasznédlni (My, a momentumgenerald fiiggvénye lesz N;-nek):
L) E[N;exp{0N;}] = E[geap{0N;}] = & Elexp{ON;}] =
20 0) = Beop{ole?— 1))
= exp{v(e? —1)}ve? =
= vexp{v(e’ — 1)+ 0} .

2.) E[N;exp{20N;}] = E[L Zexp{20N;}] =
= § 55 M, (20) = veap{v(e® —1) + 20} .

3) D*(N;eap{ON;}) = E[N?exp{20N;}] — [E[Niexp{ON;}]> = (az 1.) alapjén)
= E[4ae2 exp{20N;}] — v2exp{2v(e’ — 1) + 20} =
=15 O My, (20) — v?exp{2v(ef — 1) + 20} =
ié’; exp{v(e?® — 1)} — v2exp{2v(e? — 1) + 20} =

= v2eap{v(e?® — 1) + 40} + vexp{v(e¥ — 1) + 20} — v2exp{v(e® — 1) + 20} .

A D?(S;)-re kapott legutébbi kifejezésbe behelyettesitve 2.)-t és 3.)-t kapjuk:

D?(S;) = vpd[vexp{(e®® — 1) + 40} + (¢ + 1)exp{v(e® — 1) + 20} — vexp{v(e’ — 1) +20}] .
Ez a hosszu kifejezés 8 = 0 esetben lényegesen leegyszertisodik:

D2(8:) = vpdveap(0) + (6 + 1)eap(0) — vexp(0)] = (& + 1y,
ami megegyezik a szorasnégyzetre adott kifejezéssel a fliggetlen esetben. Azaz a 0 = 0 eset a

fliggetlen modellt adja vissza.
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7. fejezet
Alkalmazas

Ebben a fejezetben valds biztositasi adatokon alkalmazom a korabbi fejezetekben ismertetett
moddszereket. Az adathalmaz egyéves jarmiibiztositasokbdl all 2004 és 2005 kozott. A megjeleno
karok mindegyike gépjarmiibaleseti kar, tehat példaul a lopasbdl vagy rongaldsbél adodéd karok
nincsenek figyelembe véve. A fiiggetlen és Osszefiiggd esetben adott modellt is alkalmazom, majd

azokat Osszehasonlitom, hogy ldssuk mennyiben valtozik a modell az Gsszefliggd esetben.

7.1. Adatok leirasa

Az adathalmazban szerepl$ megfigyelések szama 67700, amelyek koziil 4610 (6.81%) esetben
tortént legaldbb 1 kar. A karnagysag becslése ez alapjan 4610 megfigyelés alapjan torténik,
hiszen csak a pozitiv kdrnagysdgokat kell figyelembe venni (mig a karszéam becslésére a tel-
jes adathalmazt haszndlom). Mivel jarmiibiztositasrdl van sz6, ezért nem meglepé az alacsony
karszam, legfeljebb 4 kar fordult el6 a megfigyelt szerzodések esetén. A karszamok eloszldsa

(illetve fiiggvényiikben az dtlagos kdrnagysag) a kovetkezo tablazatban van Gsszefoglalva:

Kéarszam Gyakorisdg Szazalék Atlagos karnagysag
0 63090 93.19% -
1 4321 6.38% $ 1947.9
2 269 0.40% $ 14771
3 18 0.03% $ 1341.3
4 2 0.00% $ 1109.7
Total 67700 100 % $ 1917.7

Azt lathatjuk, hogy minél nagyobb a karszam, annal kisebb az atlagos karnagysag. Ez ma-
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gyarazhato példaul azzal, hogy ha valaki nagyobb balesetet szenved, akkor hajlamos kevesebb
kért okozni (akdr nagyobb évatossaghdl adéddan, vagy a jarmi szervizelése miatt kevesebb ideig
van megfigyelve). A GLM-et illetéen ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy az 6sszefiiggé esetben a
kérszam (mint magyaraz6 valtozd) regresszids egyiitthatdja 6 negativ. Ez amiatt van, hogy mi-
vel kapcsolati fiiggvényként a logaritmust alkalmazzuk, igy az egyes magyarazé valtozék hatasa
egy plusz szorzéként jelenik meg e alakban (S a regressziés paraméter), ami pontosan akkor
kisebb, mint 1, ha £ negativ.

Az atlagos karnagysag természetesen csak pozitiv karszam esetén van értelmezve. Legkisebb
értéke 200%, mig a legnagyobb 55922.1% volt. A kovetkezd dbra az atlagos karnagysagok hisz-

togramja:

Atlagos karnagysag
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Mivel GLM-et szeretnénk alkalmazni, ezért az adatok kozt szerepelnek minden egyes megfigyelés
esetén a magyarazé valtozok is. Ezek esetiinkben a jarmi értéke(V_V), tipusa (V_Body) és kora
(V_Age), valamint a vezeté neme (Gender), életkora (Age) és a lakhelye (Area). Eléfordulhat,
hogy egyes magyarazo véltozok kozott szorosabb kapcsolat van, példaul minél djabb egy auto,
annal nagyobb az értéke. Ekkor nem akarjuk az adott magyarazé valtozok hatasat tobbszor
belevenni a modellbe, mert az pontatlansaghoz vezethet, igy csak az egyiket hagyjuk meg. A
kovetkez6 tablazatba foglaltam a megfigyelt jarmiivek értékét (V_V) és korat (V_Age). A jarmi
életkora kategorikus valtozoként szerepel az adatsorban (a kategéridk novekvéen vannak: a

legijabb jarmiivek az 1-es kategéridban, a legidésebbek a 4-esben):

VV<l 1<VV<15 15<VV<2 2<VV<3 3<V V| Osszesen
V Age 1 3 2175 2695 3638 3705 12216
V Age 2 156 3942 6084 3078 3293 16556
V Age 3 | 4769 7301 3023 3749 1175 20017
V Aged | 11769 4223 2328 539 55 18914
Osszesen | 16697 17641 14130 11004 8228 67700
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A tablazatbdl az latszik, hogy minél altaldaban régebbi egy jarmi, anndl kisebb az értéke. Ezért
szoros kapcsolatot feltételezvén a jarmi kora és értéke kozott, a GLM illesztése soran a jarmi

értékét kihagytam a magyarazo valtozok sorabol.

7.2. Modellezés

A GLM illesztéséhez az R program glm() beépitett fiiggvényét hasznaltam. A kérszam esetén
Poisson eloszlast, a karnagysdg esetén Gamma eloszlast feltételeztem. A kapcsolati fliggvény a
logaritmus volt mind a karszamnal, mind a karnagysagnal. Szamitasba kell venni a megfigyelés
idejét is az egyes szerzédéseknél. Ennek érdekében egy offset tagot adtunk a modellhez a karszam
modellezése esetén. Ahogy kordbban (a 4. fejezetben) is emlitettem, Poisson karszém esetén
a megfigyelési id6t 1igy tudjuk belevenni a modellbe, hogy a linearis prediktorhoz hozzaadjuk
az id6tartam logaritmusat, azaz E(Y) = exp{ XT3 + log(d;)} = d;exp{ XT3} , ahol d; a megfi-
gyelés id6tartama. Az adatsorban a megfigyelési id6 egy 0 és 1 kozti szam, ami azt jelzi hogy
az év mekkora hanyadaban volt megfigyelés alatt a szerzédd. Vagyis az exp{ XT3} tagot dgy is
értelmezhetjiik, mint a varhaté karszam egy évre.

A karnagysag modellezésekor azonban nem sziikséges a megfigyelés idejét szamitasba venni, hi-
szen ott a karonkénti osszeg szamit, amire nincs hatasa az idétartamnak.

Amikor a kdrszdmra illesztiink GLM-et, akkor minden megfigyelés silya azonos (mindegyiké
1). (Megjegyzem, hogy a megfigyelés idejét sulyokkal is figyelembe lehetett volna venni offset
tag helyett). Azonban a kdrnagysignal, amikor az atlagos karnagysagot modellezziik, a karok

szamat (N;) silyként vessziik bele a modellbe.

Figgetlen modell
Ahogy korabban emlitettem, a karok szamara Poisson eloszlas van feltételezve. A karszamra
el6szor prébélt modell:

log(E(N)) = log(d;) + 1V Body + 2V Age + BsGender + 4 Area + (5 Age .
Erre GLM-et illesztve azt kapjuk, hogy a vezeté nemének és lakhelyének hatdsa nem jelentos.
Annak érdekében, hogy egy egyszertibb modellt kapjunk, hagyjuk el ezeket a magyarazo valtozok
sorabdl, és illessziink igy GLM-et az adatokra. fgy mar minden magyarazo valtozé lényegesnek
bizonyul. Vagyis az egyszeriibb modell:

v = E(N) = d;exp{ 5,V Body + B2V Age + B3Age} .

LA jarmi tipusa, kora és a vezetd lakhelye, neme és kora kategdridkra van osztva az adatsorban, ezért ezek

faktorokként jelennek meg itt.
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A becsiilt regresszids paramétereket a kovetkezé tablazatba foglalom:

Regresszios paraméter | Becslés || Regresszios paraméter | Becslés
Intercept -1.878 V_Body UTE -0.190
V_Body COUPE 0.431 V_Age 1 0.089
V_Body HBACK -0.061 V_Age 2 0.129
V_Body HDTOP 0.106 V_Age 4 -0.080
V_Body MCARA 0.581 Age 1 0.261
V_Body MIBUS -0.039 Age 2 0.086
V_Body PANVN 0.066 Age 3 0.028
V_Body STNWG 0.038 Age 5 -0.220
V_Body TRUCK -0.030 Age 6 -0.210

Megjegyzem, hogy mivel a megfigyelések jelentos részénél nem volt kar, ezért valdsziniileg pon-
tosabb lett volna, ha Poisson eloszlas helyett olyan diszkrét eloszlast feltételeziink, amely O-ban
modositott, azaz egy bizonyos py valdszintiséggel vesz fel 0-t, egyébként pedig mintha Poisson
eloszlas lenne (csak az eloszlast modositani kell pg miatt egy szorzéval). Ez az eloszlas egyébként
tagja az (a,b,1) osztalynak.

A karnagysagot illetéen Gamma eloszlast feltételeziink. Ekkor a karnagysagok &tlaga is
Gamma eloszlast kovet. Eldszor minden magyarazo valtozét hasznalunk a GLM illesztésekor,
vagyis

log(E[Y]) = log(p1) = 51V Body + 3,V Age + BsGender + ByArea + B5Age .
Lefuttatva a programot azt kapjuk, hogy a jarmi tipusan és koran kiviil minden magyarazo
valtozo hatasa jelentos. Mindkét véltozét elhagyva a modell talan tilegyszeriisitetté vélhat,
ezért két 1j GLM-et illesztiink: egyszer a jarmu tipusat, majd az életkorat hagyjuk el a ma-
gyarazd valtozdk sorabol. A becsiilt regresszids paramétereket a két modellben a kovetkezd

tablédzat tartalmazza:
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Regresszios paraméter | 1,1 [,2
Intercept 7478 | 7.42
V_Age 1 -0.086
V Age 2 -0.028
V_Age 4 0.070
Area A -0.094 | -0.093
Area B -0.102 | -0.104
Area D -0.118 | -0.108
Area E 0.081 | 0.087

Area F 0.287 | 0.312

Age 1 0.288 | 0.254

Age 2 0.093 | 0.087

Age 3 -0.008 | -0.018

Age 5 -0.102 | -0.100

Age 6 -0.039 | -0.034
Gender Male 0.163 | 0.177
V_Body COUPE 0.322
V_Body HBACK 0.124
V_Body HDTOP 0.061
V_Body MCARA -1.04
V_Body MIBUS 0.413
V_Body PANVN 0.158
V_Body STNWG -0.003
V_Body TRUCK 0.191
V_Body UTE 0.067

Az osszkart illetGen a fliggetlen modellben

E(S;) =E(Y;) x E(N;) = u; X v .

Osszefiiggd modell
Megint a karszamra Poisson eloszlast, a karnagysagra Gamma eloszlast feltételeziink.
A kéarszam modellezése ugyanigy torténik, mint ahogy a a fiiggetlen esetben, tehat
vp = vr = E(N) = d;exp{ 1V Body + [,V Age + 3 Age} .
Az 0Osszefiiggd esetben az atlagos karnagysag modellezésekor plusz egy magyarazd valtozé van

az N; karszam altal. El0szor megint az 0sszes magyarazo véaltozot hasznaljuk:
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log(E[Y]) = log(pup1) = P11V Body + 12V Age + p1 sGender + By 4Area + (1 5 Age + ON
A félreértések elkeriilése végett megjegyzem, hogy ezek a [ paraméterek nem egyeznek meg a
fliggetlen esetbeli S paraméterekkel.
A GLM illesztésekor az deriil ki, hogy a jarmi tipuséanak és koranak a hatasa gyakorlatilag megint
elhanyagolhaté.. Ezért hasonldéan, mint a fliggetlen karnagysagnal, mdédositasokat végezve il-
lessziink még két modellt: el6szor hagyjuk el a jarmi tipusat, majd a jarmi korat a magyarazo
véaltozok sorabdl. Az atlagos kdrnagysag becsiilt varhaté értékét jelolje pup, és pp o rendre. A

becsiilt regressziés paramétereket megint egy tablazatban foglalom 6ssze:

Regresszids paraméter D,1 D,2
Intercept 7.717 7.641
N -0.240 | -0.232
V_Body COUPE 0.382
V_Body HBACK 0.133
V_Body HDTOP 0.061
V_Body MCARA -1.05
V_Body MIBUS 0.396
V_Body PANVN 0.110
V_Body STNWG 0.12
V_Body TRUCK 0.196
V_Body UTE 0.093
Gender Male 0.165 0.178
V_Age 1 -0.095
V_Age 2 -0.035
V_Age 4 0. -0.240
Area A -0.082 | -0.083
Area B -0.091 0.096
Area D -0.079 | -0.071
Area E 0.082 0.086
Area F 0.283 0.306
Age 1 0.303 0.263
Age 2 0.100 0.083
Age 3 0.005 | -0.004
Age 5 -0.104 | -0.101
Age 6 -0.035 | -0.028
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Korabban emlitettiik az adatok lefrasandal, hogy azt varjuk, hogy minél tobb kéreset tortént,
annal kisebb az atlagos karnagysag. Ez teljesiil is, ugyanis az N magyaraz valtozohoz tartozo
regressziés paraméter negativ, azaz eV <1 .
Mégegyszer, mivel a kapcsolati fliggvény a logaritmus, igy (7 = 1,2) :

pp; = exp{XTB, +ON},
azaz a modositott atlagos karnagysag:

py ;= ea;p{XTﬁDﬁj = exp{Bjo + Bj1V Body + [;2V Age +

+ Bj3Gender + B 4Area + 55 Age}

ahol 811 =08s fra=0.
A korrekcios tag pedig:

exp{v(e’ — 1)+ 6} .

A j-edik Osszefligg6 modell esetén az Osszkar varhaté értéke tehat a kovetkezo:
E[S;] = v jexp{v(e’ — 1) + 6} .

Modellek 6sszehasonlitasa

Ebben a részben a fiiggetlen és 0sszefliggé modellt hasonlitom 6ssze. A cél az Osszkar becslése. A
karszamra azt a modellt hasznalom, amikor a vezeté nemét és lakhelyét elhagyjuk a magyarazo
valtozdk sorabdl. Az atlagos kérnagysagot illetéen pedig a fliggetlen és Osszefiiggd esetben is
azt, amikor a jarmi tipusara vonatkozé valtoz6 van elhagyva.

A két modell kozti kiilonbség az, hogy atlagos karnagysag modellezésében az N; karszamot is
felhasznaljuk magyarazo valtozéként. Ezaltal a tobbi magyarazé valtozéhoz tartozé regresszids
paraméterek is megvaltoznak. A legtobb esetben a véltozas kicsi, a jarmi életkordhoz tartozét
kivéve a regresszids paraméterek jellemzoen nottek.

Példdul az intercept tag ~ 3.2% -kal nétt (amikor 6sszefliggd modellre valtottunk a fliggetlen he-
lyett). Ez latszdlag nem tiinik jelentds véltozasnak, azonban nézziik az intercept tag kiilonbségét
a két modellben: Bp — B; = 0.239 . Mivel logaritmikus kapcsolati fliggvényt hasznalunk az
atlagos kdrnagysag esetén is, ez ~ +27% -os novekedést jelent az atlagos karnagysdgban, ugyan-
is 0239 = 1,27. Tehdt a regressziés paraméterek megvaltozasa jelentds lehet, még akkor is, ha
aranyaiban nem valtoztak nagyon.

A fiiggetlen esetben az Gsszkart a karszam és az atlagos karnagysag becsiilt varhaté értékének a
szorzataként kaptuk, amig az Osszefiiggé modellnél ez kiegésziilt egy korrekcids taggal. Attérve
az Osszefliggd modellre a fuggetlenrdl, atlagosan a becsiilt osszkdr 0.18% -kal csokkent a 47500
megfigyelt esetben, ami nem mondhaté jelentésnek. A legnagyobb névekedés 6.3% volt: UTE
tipusi, 2-es életkoru jarmi, kozépkoru (agecat 5), férfi sofér, B lakhely esetén. A legnagyobb
csokkenés az Osszkar varhatd értékét illetéen 6.2% volt: HDTOP tipusi, 2-as életkori jarmii,

fiatal (agecat 1), néi sofér, C lakhely esetén.
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A becstilt Osszkar valtozasat az Osszefiiggd esetre vald attéréskor a kovetkezd hisztogramon
abréazoltam:

Osszkar valtozasa
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Annak érdekében, hogy megvizsgaljuk, hogy pontosabb-e az 6sszefliggé modell vagy sem, véletlenszertien
kivalasztjuk a megfigyeléseink 70%-at, azokra elvégezziik a GLM-et, majd a maradék 30% teljes
osszkarat becsiiljik és megnézziikk mennyiben tér el a valés adatoktél. Ezt 100-szor elvégezziik.
Az &tlagos eltérés a 100 futtatds utédn a fiiggetlen modellt alkalmazva 326053, az Osszefliggd
modell esetén pedig 8891%. A becsiilt teljes Osszkarok aranyat a kovetkezd két hisztogramon

abrazolom:

Osszkar valtozasa (fliggetlen modell) Osszkar véltozasa (6sszefiiggd modell)
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Ha a becsiilt és valds Osszkarok atlagos négyzetes eltérését nézziik, abbdl jobban kovetkeztet-
hetiink arra, hogy melyik lehet a pontosabb modell. Ezek gyokét tekintve a fliggetlen modell
alkalmazasa esetén ez az érték 1323008, az Osszefliggé esetben pedig 124914%. Mivel ez az
osszefiiggd modell esetén valamelyest kisebb, ezért mondhatjuk, hogy az 0sszefiiggoség figyelem-

bevételével pontosabb modellt kaptunk.
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A 100 esetben az Osszefiiggé modell kivétel nélkiil kisebb teljes 6sszkart jésolt, mint a fiigget-
len, atlagosan 0.87%-kal. A legnagyobb kiilonbség a két becsiilt teljes osszkar kozott legfeljebb
1,4% volt, ami 39598%-t jelentett. Ez viszonylag kis kiilonbségnek mondhaté amellett, hogy a
valds Osszkart 203189% (Osszefiiggd) és 332778$ (fliggetlen) hibaval becsiilték.

Tehat 6sszességében mondhatjuk, hogy van kiilonbség a két modell k6zott és az osszefliggdség

figyelembevételével pontosabb modellt kapunk, de nem til jelentos mértékben.

45



(”)sszefoglalés

A biztositasban hagyomanyosan fiiggetlennek tekintik a kérok szamat és nagysagat. Az osszkar
modellezését ez lényegesen leegyszeriisiti, ugyanis ekkor az 6sszkar varhaté értéke megegyezik a
karnagysdg és a karszdm véarhaté értékének szorzataval. A szakdolgozat elején bemutattam a
legjellemzobb kareloszlasokat és tulajdonsagaikat, valamint a karszam modellezését is.

Azonban mivel a fiiggetlenség ezek kozt nem mindig tételezhetd fel, sziikség van egy modellre
az Osszefliggd esetre is. Hasonléan a fliggetlen esethez, itt is kiilon-kiilon GLM-et illesztiink
a karszamra és az atlagos karnagysdgra. A karszam modellezése ugyanugy torténik, mint a
fliggetlen esetben, azonban az atlagos karnagysagnal a magyarazé valtozok sorahoz hozzavessziik
a karszamot is. fgy az Osszkar varhaté értékére azt lehetett megmutatni, hogy a varhatoé karszam,
egy modositott atlagos karnagysag és egy a fiiggetlenségért felelos korrekcids tag szorzataként
all elo, ha a karszam eloszlasa Poisson eloszlast kovet és a GLM-ben logaritmikus kapcsolati
fliggvényt alkalmazunk. Lattuk, hogy a fliggetlen eset az Osszefiiggének a specidlis esete, hiszen
olyankor a korrekciés tag pontosan 1, a moédositott atlagos karnagysag pedig megegyezik a
fiiggetlen esetbeli atlagos karnagysaggal.

Egy valés adatsoron elvégezve a modellezést azt tapasztaljuk, hogy az Osszefiiggd modellre
attérve a fliggetlenrdl a becsiilt 6sszkar atlagosan csokkent, de csak kis mértékben. Tovabba
a teljes adatsornak véletlenszertien kivalasztott 70%-ara is GLM-et illesztettem és a maradék
30%-on becsiiltem a teljes osszkéart, majd ezt még 100-szor elvégeztem. A becsiilt teljes osszkart
Osszehasonlitva a valéssal azt lehet mondani, hogy az osszefiiggd modell valamivel pontosabb.

Mivel az 0sszefiiggd esetben az dtlagos karnagysagra illesztett GLM-ben a karszam magyarézo
valtozéhoz tartozo regresszids paraméter negativ, ezért az a feltételezésiink is beigazolddott, hogy
a nagyobb karokat szenvedd vezetok rendre kevesebb kart okoznak.

A hasznalt adatsorban viszonylag kevés megfigyelésnél jelent meg kar. Ezért a Poisson el-
oszlés helyett talan pontosabb lett volna egy (a, b, 1) osztalybeli eloszlast (példaul 0-ban médositott
Poisson eloszlast) alkalmazni a karszédmra. Az Osszefliggd modellben azonban lényegesen ki-
hasznaltuk, hogy Poisson eloszlast feltételeziink (és hogy logaritmikus kapcsolati fliggvényt
hasznalunk), ezért tovabbi munkaként érdemes lenne a modellt boviteni, hogy més eloszlasok
is hasznalhatéak legyenek, vagy olyan adatsoron is elvégezni a modellezést ahol tobb esetben

jelent meg kar.
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Araté Miklosnak, hogy ismertette ve-
lem a témat, rengeteg hasznos tanaccsal és észrevétellel latott el, valamint barmikor alapos
magyarazatot adott kérdéseimre.

Ko6sz6nom csaladomnak és bardataimnak, akik a szakdolgozatom irdsa folyaman végig tamogattak.
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