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1. fejezet

Bevezetés

A mértékelmélet alapjait képezs ismeretek egyik pillére a Radon-Nikodym-tétel, ami dur-
van szolva (és a nemmnegativ véges esetre szoritkozva) azt mondja, hogy egy p mérték,
ami egy halmazfiiggvény, pontosan akkor reprezentalhaté pontfiiggvényként egy masik v

mérték szerint, ha p abszolit folytonos v-re nézve. Formélisan,
L v = If e L'(v) VA€ A: M(A):/fdy.
A

A fenti v-majdnem mindeniitt nemnegativ f € L'(v) fiiggvényt a p mérték v szerin-
ti Radon-Nikodym-derivéaltjanak nevezik. A Radon-Nikodym-tételt a funkcionalanalizis
nyelvén ugy is megfogalmazhatjuk, hogy pu < v pontosan akkor, ha p reprezentalhato
mint egy stirtin definialt pozitiv énadjungélt operator az L?(v) téren. Ez az operator nem

mas, mint az f/? fiiggvénnyel valo szorzas

u(A) = / fdv = /X P2 P = £ X Ao

A Lebesgue felbontasi tétel azt mondja, hogy tetszsleges i mérték tetszéleges v mér-

ték szerint egyértelmtien bomlik fel v-re nézve abszolut folytonos és szinguléris részekre.

A tételnek szamtalan bizonyitésa ismert, a klasszikus (Radon-Nikodym-tételt haszna-
16) bizonyitasok mellett [4], talalhatunk haloelméleti technikdkat alkalmazo [1], és indirekt
bizonyitast is [6]. A szakdolgozat célja, hogy bemutasson egy olyan bizonyitéast, amelyet
a funkcionalanalizisb&l ismert, igynevezett operator shortolas motivalt.

A szakdolgozat felépitése a kovetkezd: a masodik fejezetben az [2] és [3]| cikkek bi-

zononyos eredményeit feldolgozva bevezetjiik a shortolt operator fogalmat. A harmadik



fejezetben az [5] cikkre tamaszkodva megadjuk a Lebesgue felbontasi tételnek egy elemi
bizonyitasat. A dolgozat zard fejezetében elGszor megmutatjuk, hogy a shortolt operator
segitségével hogyan bizonyithatunk egy, a Lebesgue-tétellel analog felontési tételt véges
dimenzidés Hilbert-terek pozitiv operatoraira. Végiil megmutatjuk, hogy mindkét felbontés
megfogalmazhato egy kozos nyelven, nevezetesen nemnegativ sesquilineris formak és az

altaluk indukalt Hilbert-terek segitségével.



2. fejezet

Operator short

2.1. Korlatos operatorok

2.1.1. Definicié: Legyenek (X, ||| ) €s (Y, ||-||y-) normalt terek, és legyen A: X — 'Y egy
linedris operdtor. Azt mondjuk, hogy A korldtos, ha létezik M > 0 konstans, hogy

Ve X: [Aally < Mally.
Az ilyenek halmazdt jelolje B(X,Y). A B(X, X) halmazt a tovdbbiakban egyszerien B(X)-
ként fogjuk jeldlna.
2.1.2. Definicié: Legyen € Hilbert-tér, A € B(J€) korldtos linedris operdtor. Azt mond-
Juk, hogy A pozitiv, ha Vo € F: (Ax | x),» > 0. A pozitiv operdtorok halmazdt B ()
fogja jelélni.
2.1.3. Megjegyzés: Ha A € R™*" szimmetrikus méatrix, akkor a fenti tulajdonsagi mat-

rixokat pozitiv szemidefinit matrixoknak nevezziik. Ennek a tulajdonsidgnak egy jol ismert

karakterizacidja, hogy a matrix minden sajatértéke nemnegativ.

2.1.4. Jelolés: Az A € B(J) esetén A > 0 jelentse azt, hogy A € B, (). Ha A, B €
B(s¢), akkor ezzel értelmet adhatunk az A > B jelélésnek is. Azt monduk A > B,
ha A— B > 0, azaz A — B € B, (5¢). Az igy definialt < relacioval (B, (%), <) egy

részbenrendezett halmaz.

2.1.5. Megjegyzés: Erdemes megjegyezni, hogy B, () nem alkot halot a fenti részben-
rendezésre nézve. Altalaban, nem trivialis kérdés, hogy pozitiv operatorok egy halmazanak

mikor létezik legnagyobb, vagy legkisebb eleme.
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2.1.6. Definicié: A fentiek alapjin definidlhatjuk B, (5€)-beli operdtorok egqy intervallu-
mdt is a kévetkezdképp: [A,B] ={C € B, ()| A< C < B}.

2.1.7. Definicio: Legyen € eqy K feletti Hilbert-tér, ahol K a valds vagy komplex tes-
tet jeloli. Eqy t: 7 x 7 — K leképezést bilinedrisnak neveziink, ha mindkét vdltozojd-
ban linedris. Azt mondjuk, hogy t sesquilinedris, ha elsd vdltozdjaban linedris, mdsodik
vdltozojaban pedig konjugdltan linedris. Ezeket gyakran hivjdk bilinedris és sesquilinedris

formdknak is.

2.1.8. Definicié: FEgy t: 7 x 7 — K sesquilinedris leképezés korldtos, ha létezik M > 0
konstans, hogy minden x,y € A esetén |t(x,y)| < M| z||||y]|-

2.1.9. Tétel: Legyen € komplex Hilbert-tér és legyen t: 7 x 7 — K korldtos sesqui-

linedris forma. Ekkor egyértelmiien létezik A € B(I) korldtos linedris operdtor, hogy
Ve,ye A tw,y) = (Az | y)
Megforditva, eqy A € B() operdtor dltal a fenti mddon indukdlt forma korldtos.

Bizonyitas: Rogzitsiink le egy y € J elemet. Ekkor egy 1,2 := t(x, y) linearis funkcio-
nalt kapunk. Nyilvan ¢ korlatossagabol adodik, hogy 1, szintén korlatos, hiszen

[yl = [t(z, y)| < M[[|[|yl],

igy folytonos is, valamint ||1),|| < M]|y||, hiszen
[yl = sup{[¢yz|:z € A, ||z| = 1} < sup{M|z||lly[|: = € A, [l«]| = 1} = M - 1 [|y]|.

Lévén hogy 9, korlatos linearis funkcional, alkalmazhat6 ra a Riesz-féle reprezentacios
tétel, azaz egyértelmien létezik egy y € 7, hogy minden x € J€ esetén ¢Y,x = (x | y).
Igy minden y-hoz talaltunk egy ilyen y-t, legyen C az az operator, mely ezt a hozzé-
rendelést hajtja végre. Osszességében kaptuk tehat, hogy tetszéleges z,y € S elemekre
t(z,y) = (z | Cy). Igazolnunk kell, hogy C' € B(4). Nyilvan a linearitas adodik t és
(- | -) tulajdonsagait kihasznalva. Tovabba a korlatossag is rogton megkaphato, ha fel-
hasznaljuk hogy egy korlatos linearis funkcional norméaja megegyezik az 6t reprezentalod

elem normajaval, azaz ||y, || = ||y]]:

1Cyl = llgll = lleyll < Mllyll.
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Tekintsiik a C' operator adjungaltjat és jeloljik A := C*-tal. Ekkor A € B(J¢) szintén

teljesiil az adjungalt definicidja alapjan. Ezzel az allitast igazoltuk, ugyanis

t(z,y) = (x| Cy) = (C*z | y) = (Az | y).

2.1.10. Megjegyzés: Komplex Hilbert-terek esetén a korlatos sesquilinearis format és
igy magat az operatort is meghatarozza a kvadratikus alak az tgynevezett polarizacios

aZONO0SSag

4
t,y) =7 Y i*t(z + iy, o +ity)

k=1

A~ =

segitségével. Valos Hilbert-terek esetén dvatosabbnak kell lenniink, ugyanis a

i

méatrix kvadratikus alakja megegyezik az azonosan nulla métrix kvadratikus alakjaval.
Tehat a Vo € R? : t(z,x) = 0 kvadratikus alak megadésaval nem hataroznank meg

egyértelmten, hogy melyik méatrix forméja a t.

2.2. Az operator short eredete

Az operator short fogalma elsé formajaban az elektronikaban meriilt fel, egy igen természe-
tes probléma megoldésaként. Bonyolult aramkoérok modellezésénél egy gyakori modszer,
hogy az aramkor belsé mitikodését egy feketedoboznak tekintik és csak a ki- és bemenete-
ken megjelend aram és fesziiltség tekintetében vizsgaljak. Egy ki- és bemenet part portnak
neveznek (ha a megfeleld feltételek teljestilnek) és az olyan rendszereket, melyeken n ilyen
par talalhato, n-port halozatoknak hivjak [7]. Az aramkor belsé mikodését (ami esetleg
nem is ismert) itt figyelmen kiviil hagyjak, a portokon megjelend jelek kapcsolatat pedig

matrixokkal irjék le.

Ahhoz, hogy egy ki- bemenet part portnak nevezhessiink, teljesitenie kell az tigyneve-

zett port feltételt, azaz hogy az egy porton beliili ki- és befolyd dram azonos nagysagu,



o—p—— ——4¢—o0
U1 U2
I L
1’ 1 2 2’

2.1. abra. 2-port halozat sematikus rajza

csak az iranya ellentétes. Ez a fenti abran azt jelenti, hogy I, = I} és I, = 1. A port
feltétel egy 1-port hélozaton az elsé Kirchoff-torvény értelmében automatikusan teljesiil,
de n > 1 esetén mar meg kell kévetelni, hogy n-portrol beszélhessiink. Egy n-port halézat
esetén az aramer@sséget és fesziiltséget egy-egy n-dimenzids vektorral jeloljiik, ahol a vek-
tor 4. koordinataja az i. porton befoly6 (vagy kifolyo, hiszen a port feltétel miatt a kettd
azonos) aram erdssége, vagy az i. porton mért fesziiltség nagysaga. Ezeket az ismerds [ és
V jelolésekkel illetjiik és I;, valamint V; koordinatakkal hivatkozunk az ¢. portra vonatkozo
értékekre. Az 1-port halozatokban az aramerdsség és fesziiltség kapcsolatat a jol ismert
Ohm-torvény adja meg, V' = R - I formaban, ahol R az ellenallast jeloli, vagy valtoaramu
aramkorokben V' = Z- I, ahol Z az impedancia, mely az ellenallés valtoaramu aramkorok-
re valo altalanositdsa. Egy n-port hélozatban az impedancia minden portra kapcsolatot
teremt az aramerdsség és fesziiltség kozott, csakugy mint 1-portos esetben, igy ezt egy
n X n-es matrix forméjaban szokas felirni. Ekkor az eddigi jeldlésekkel tovabbra is fennéll

az Ohm-torvény:

V=21
Vi 20 o Zig| |4
V’I’L ZTL,l P Zn’n [n

Az operator short elnevezés onnan ered, hogy ha Z egy n-port impedancia matrixa,
S pedig egy megfelel s dimenzids altér melyre shortoljuk az impedancia matrixot (ha-
marosan latni fogjuk, hogy ez mit jelent), akkor ismét egy impedancia méatrixot kapunk,
mely az altéren kiviili n — s darab port rovidre zérésa soran keletkezé 1j haldzat impe-
dancia matrixa. Igy tulajdonképp az elnevezés a révidzar kifejezés angol megfelel§iébél
szarmazik. A fogalmat eredetileg matrixokra vezették be, csak késébb altalanositottak

végtelen dimenziés Hilbert-téren értelmezett operatorokra. Itt rogton az altalanos esetet



fogjuk targyalni, de fontos kiemelni, hogy éppen ezért a késGbbiekben ha matrixok short-
jarol beszéliink, az itt ismertetett eredmények ott is érvényesek lesznek. Most ratériink az

operator short formélis definidlasara.

2.3. A shortolt operator létezése

Ebben a részben definialjuk az operator shortot [2] mint egy halmaz legnagyobb elemét
és a [3]-ban leirtakat kovetve be is bizonyitjuk, hogy ez tényleg létezik. Végezetiil pedig
megadunk egy alternativ modot a shortolt operator kvadratikus alakjanak kiszamitasara

és igy magénak a shortolt operatornak egy alternativ definidlasara is.

2.3.1. Definicié: Legyen A € B () és M C J zart altér. Az A operdtor M altérre

vett shortjanak nevezziik és A p-mel jeloljik az aldbbi halmaz legnagyobb elemét
{C e B ()] C€]0,A]; ran(C) C M},
ahol ran(C) a C operdtor képterét jeldli.

Hangsilyozzuk, hogy fenti definicioban a halmaz legnagyobb elemeként definidltuk az
operator shortjéat, és nem mint maximalis elem. Ezt azért kell tisztazni, mert B, () csak
részbenrendezett halmaz, ahol ez a két fogalom eltér. A legnagyobb elem természetesen
maximalis is, de annyival erGsebb, hogy ez az elem 6sszehasonlithaté minden t6bbi elem-
mel. Mig maximalitas esetén csak annyit mondhatnank, hogy nincs olyan elem, mely nala
nagyobb lenne. Ez utobbi viszont fakadhat egyszertien abbdl is, hogy bizonyos elemek

nem 0Osszehasonlithatdak vele.

2.3.2. Tétel: Ha A € B, (J) és M C I zart altér, akkor A n valdban létezik és

eqyértelmd.

Bizonyitas: A bizonyitast az egyértelmiiség igazolasaval kezdjiik. Tegyiik fel, hogy A} M
és A7, is ilyen. Ekkor elszor A} ot kihasznalva, hogy legnagyobb elem, kapjuk, hogy
A? m < A} A Masrészt A? -Te ugyanezt kihasznélva kapjuk, hogy A} m =< A? v melybdl
méar kovetkezik, hogy A} M= A? Mm» azaz az operator shortja egyértelm.

Most ratériink a létezés bizonyitasara. ElGszor csak specialis operatorokra latjuk be az
allitast, majd ezek segitségével altalanosan is. Mivel M zart altér, igy alkalmazhato ra a
Riesz-féle ortogonalis felbontasi tétel, azaz S elsall # = M @ M+ alakban. Igy tehat
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minden z € A esetén x = xpq+ 2 o1, mely [2% ] formaban is irhato. Mivel A: 5 —
operator, ezért maga A is felbonthato aszerint, hogy a felbontott tér melyik részébol
melyik részébe képez. Legyen tehat Aj: M — M, Ayp: M — ML, App: M+ — M,
Agg: M+ — M. Ezekkel a jelolésekkel ekkor

All A12
A21 A22

A= . (1)

Erdemes megjegyezniink, hogy valojaban A%, = A,i, mely konnyen adédik. Az A
pozitiv operator, igy A1y és Asy is pozitivak, emiatt mindhédrom operator 6nadjungélt.

Ezekbdl rogton kovetkezik is az Af, = Aoy tulajdonsag, hiszen:

A=A"
A Ap _ A Ap _ Al A _ A A5
Ag1 A Ag1 A Al Al Aly A

Legyen most A invertalhaté operator. Ekkor Ags is invertalhaté, igy definidlhatjuk a

kovetkezd operatort:

A — A12A2_21A21 0

0 0 (2)

Ay =

Belatjuk, hogy az igy definialt ,2[/ m valojéban az A operdtor M altérre vett shortja.
Ennek igazolasahoz az sziikséges, hogy E/M € {CeB.(s)|C €]0,A]; ran(C) C M},
valamint hogy minden D € {C' € B, () | C € [0, A];ran(C) C M} esetén D < E/M.
Elsszor meg kell mutassuk, hogy /Z(/ m < A. Ehhez legyen [y] € S tetszleges elem

a Riesz-féle felbontésaban felirva. Tekintsiik egy ilyen altalanos elemre az A operétor

D=l

A skalarszorzat kifejtése és az ortogonalitas kihasznaldsa utan a kvadratikus alakra a
kovetkezd adodik:

kvadratikus alakjat:

All A12
A21 A22

Anz + Ay
Agyz + Asoy

(AL = <

(ALl [ [y ]) = (Anz | 2) + (Awy [ 2) + (Anz | y) + (Any | y)

1)

Ezutan irjuk fel A /m kvadratikus alakjat is:

¥
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Ay — ApAy Ay 0
0 0

Anz — A Ay Asyx

(Apal3) 115D =< ;
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Ez a skalarszorzat tulajdonsagai és az ortogonalitas alapjan a kovetkezs alakba irhato:
(Amly] 1 15]) = (Anz | ) — (Adyy Anz | o)

A két kvadratikus alak 6sszehasonlitasihoz vegyiik észre, hogy A kvadratikus alakja
kifejezhets A /m kvadratikus alakjanak segitségével. Ehhez legyen 2 = y + Ayt Ay, ahol
tovabbra is © € M és y € M. Ekkor A kvadratikus alakja elGall:

AT = (Al D) + (Anz | 2)
formaban. A skalarszorzatot kifejtve az adodik, hogy
(Agz | 2) = (Any | y) + (Any | Ay Anz) + (A | y) + (Anax | Ay Anz)

és a skalarszorzat tulajdonsagait, valamint az A}, = Ag-t felhasznalva a kivant elGalli-

tashoz jutunk:

(AGTTED =AMl 5D + (Anz | 2) =

(Anz | z) — (ApAy Aoz | z) + (Any | y)+

(Agoy | Aoy Ao1z) + (Anx | y) + (Anz | AS) Agiz) =

((Auz | z) + (Axy | y) + (Aaiz | y)) +

((Ags Aon)"Agoy | @) + (A% Ao1)" Asiz | 2) — (A12 Az Asra | ) =
((Anz [ z) + (Any [ y) + (Anz | y)

(A51(A55)" Asay | ) + (A5 (A)) Az | 2) — (A Ay An | @
((Anz | z) + (Any [ y) + (Anz [ y)) +

(A1 As) Agoy | ) + (A Ay A | 2) — (A Ay A | 2) =
(Anz | z) + (Ay | ) + (Anz [ y) + (Any [ ).

+

)
)
)
)
)
)

Ezt az elGalitast felhasznéalva viszont konnyen adoédik, hogy A /m < A Valéban, Ay
pozitivitasa miatt (Agz | 2) > 0, igy ennek elhagyasaval A kvadratikus alakja biztosan
csokken, ez viszont épp ,Z/ m kvadratikus alakja. Sziikséges még igazolnunk, hogy g/ M
pozitiv operator. Ez viszont azonnali kévetkezménye annak, hogy <Z/ Mmlyl | [y]) nem
flige y-tol, igy tetszéleges x esetén valaszthato y tgy, hogy z = 0 legyen. Ekkor viszont
(ALGTT D) = (Aml3] 1 [5)), fey A poritivitasa miatt Ap > 0.

Osszességében tehat kaptuk, hogy E/M e {C e By ()| C €l0,A]; ran(C) C M}.

Mar csak azt kell megfontolnunk, hogy A /m a legnagyobb elem. Ehhez legyen
De{Ce By ()] C€l0,A]; ran(C) C M}
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tetszbleges, kell hogy D < A /m. Ismét a Hilbert-tér felbontasat hasznéalva particiondljuk
a D operatort is a kordbbiak szerint. Ez ran(D) C M miatt a kovetkezd alakot olti:

Dy O
D=|"" 7.
0 O
Ismét felhasznalva, hogy ran(D) C M, az is adodik, hogy D kvadratikus alakja nem

x x

fiigg y valasztasatol. Valoban, hiszen (D[y] | [y]) = (Diz | ). Tovabba definici6 szerint
D < A. Ezeket kihasznélva tetszéleges |3 ] € A esetén azt kapjuk, hogy

P EIED - Lt [ )=
hadad [Ladad) - (LI

Azaz A /m legnagyobb elem, igy A /m = Ajp, mellyel az allitast invertalhato operato-

xZ

-1

T
-1

T

rok esetén igazoltuk.

Most ratériink a nem invertalhaté operatorok esetére. Vegyiik észre, hogy ha A > B
¢és B invertalhato, akkor A/ > By, ugyanis [0, B] C [0, A és igy egy bévebb halmazon
vesziink legnagyobb elemet. Tekintsiik az A € B, (%) nem invertalhato operatort. Legyen
(En)n := (£1),, invertalhato pozitiv operétorok monoton csokkend sorozata, mely erésen
konvergal a 0 operatorhoz, azaz (E,x | x) — (0z | z) = 0. Ekkor A+ E,, mér invertalhato
minden n € N, esetén. Valamint a monotonitas miatt fennéll, hogy A + F,, > A+ E,,,
ha n < m. Ekkor az (A + E,),., monoton csokken az iménti észrevétel miatt. Ennek
kovetkeztében (A + E,),.,-nek létezik erés limesze, melyet jeléljiink F-fel.

Megmutatjuk, hogy F' a {C € B () | C € [0, A]; ran(C) C M} legnagyobb eleme.
Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy F' < (A+E,),.» < A+ E, minden n-re, ugyanis inver-
talhato esetben lattuk, hogy az operator shortja mindig kisebb vagy egyenlé mint maga
az operator. Emiatt rogton kapjuk az F' < A egyenl6tlenséget. Szintén az invertalhatod
esetben latottakra hivatkozva (A + E,);, > 0 minden n esetén, igy F' > 0. Definici6
szerint ran((A + E,),.») C M minden n-re, igy ran(F) C M ugyancsak teljesiil. Osszes-
ségében tehat F' € {C € B, () | C € [0, A]; ran(C) C M} fennall. Sziikséges még
belatnunk, hogy tetszéleges D € {C € B (4) | C € [0, A]; ran(C) C M} esetén D < F.
Legyen D ilyen, ekkor E, > 0 miatt D < A < A+ E,. Az ilyen D-k kozott (A+ E,),.»
definici6 szerint a legnagyobb, igy D < (A + E,),.» minden n esetén, igy F definicioja
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miatt D < F, tehat F' legnagyobb elem. Ezzel a tételt tetszoleges A € B, () esetén
igazoltuk. [ |

A kovetkezdkben formulat adunk az operédtor shortjahoz tartozé forma kvadratikus
alakjara. A korabban leirtak miatt ez akar lehetne a shortolt operator definicidja is. Azaz
definialhatnank ugy is, hogy legyen az M-re vett short az az operator, amelynek kvadra-

tikus alakja az alabbi:

2.3.3. Tétel: Legyen A € B () operdtor és M C & zdrt altér, x € M tetszdleges.

st =wa {{a 1 [ )

Bizonyitas: Az operator short létezésére vonatkozo bizonyitdsban lattuk, hogy A,/ <

T

Y

yEML}

A, melybél adodéan (A;ypx | x) also korlatja a halmaznak. Abban az esetben, ha A
invertalhato operator, akkor y = — Ay Ay x € M+ valasztassal azt kapjuk, hogy

)

igy (A/max | ) a halmaz legkisebb eleme, tehat ebben az esetben a formula igaz. Ha A

X

Y

(Ajpz | x) = <A

nem invertalhato, akkor legyen o a halmaz egy tetszéleges alsd korlatja, tovabbé legyen

e > 0 szintén tetszdleges. Ekkor minden o € M és y € M+ esetén

o< (o] 1) < {7 [

hiszen « als6 korlat és A < A + el. Viszont az A + el operator mar invertalhato, igy az

T

Y

T

el6z6 esethez hasonloan y definidlhato gy, hogy (A +¢el)[y] | [y]) épp az (A+¢el)/m
kvadratikus alakjaval egyezzen meg. Hiszen A + e[ a korabbiakhoz hasonl6 moédon fel-
bomlik négy részre, aszerint, hogy a S = M @ M+ melyik részébsl melyikbe képez.
Igy tehat y = —(A+el)y) (A + el )a1x ismételten j6 lesz. Ezzel viszont

a§<A F >§<(A+g[) x] H>:<(A+d)/w|x>
Y Y Y

Osszességében tehat az adodik, hogy minden £ > 0 esetén a < ((A + el)jmx | ),

X

Y

melybdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy a < (A,p@ | x). Ezzel tehat azt bizonyitottuk,
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hogy amellett, hogy (A,ymx | ) alsé korlat, barmely mas als6 korlatnal nagyobb, azaz

valéban a legnagyobb als6 korlat. Ezzel tetszéleges A-ra a formulat bizonyitottuk. [ |

2.3.4. Megjegyzés: Az imént bizonyitott formula egy ekvivalens alakban is megfogal-

mazhato. Az Ajy kvadratikus alakja elgall
(A | 2) = nf{{Ax —y) [z —y) |y € M*} (3)

forméaban is. Valoban, hiszen csupén annyi moédositas tortént, hogy x + y helyett x — y-t
irtunk, viszont y befutja a teljes M*-t és y € M= esetén —y € M is teljesiil, igy a két

kiilonb6z6 megfogalmazas soran valojaban ugyanazon a halmazon vessziik az infimumot.

Osszefoglalva, megmutattuk, hogy tetszéleges A > 0 operator és M zart altér esetén

{CeB ()] C€l0,A]; ran(C) C M}

operatorhalmaznak létezik legnagyobb eleme. Ezt az elemet az A operator M altérre vett
shortjdnak nevezziik, és A, -mel jeloljiik. A shortolt operator kvdratikus alakja nem mas,

mint

(Ajpa | z) = inf{(A(z —y) [z —y) |y € M}
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3. fejezet
Lebesgue-felbontas

Ebben a fejezetben az [5] szamu hivatkozasban leirtakat dolgozzuk fel. Ahhoz hogy ki-
mondjuk a tételt, sziikség van az abszolat folytonossag és a szingularitas fogalmara. El-
s6ként bevezetjiik ezeket a fogalmakat, majd megadjuk a szingularitasnak egy olyan ek-

vivalens definici6jat, amelyet a késébbiekben kéonnyebben tudunk kezelni.

3.1. Fogalmak, jelolések

3.1.1. Definicio: Legyen (X, A) mérhetd tér és legyenek u,v: A — [0,00) nemnegativ,
véges értéki mértékek. (Azaz p(X) < +oo és v(X) < +00.) Azt mondjuk, hogy p abszolit

folytonos a v-re nézve (jelolésben: u < v), ha
VAe A0 v(A)=0 = u(A)=0.

3.1.2. Definicio: Legyen (X, A) mérhetd tér és legyenek u,v: A — [0,00) nemnegativ,
véges értékid mértékek. A p és v szinguldrisak (jelolésben: p L v), ha létezik P € A
halmaz, hogy

VAe A w(AnP)=v(A\P)=0.

3.1.3. Definicidé: Legyen (X, A) mérhetd tér. Jeloljiik az ezen értelmezett nemnegativ
véges mértékek halmazdt a M x 4y szimbolummal. Vezessiik be M x a)-n a < reldciot a

kovetkezoképp:

p<rv<=VAec A puA) <v(A)

Nyilvanvalo, hogy az igy definidlt reldcio reflexiv, antiszimmetrikus €és tranzitiv, igy eqy

részbenrendezett halmazt definidltunk, melyet (A x ay; <)-ként fogunk jelolni.
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3.1.4. Allitas: Az (M x 1); <) részbenrendezett halmaz hdld, és tetszileges p, v € M x, a)

esetén a legnagyobb also korldat a
(1A V)(A) = inf (s(AN P) + v(A\ P))
formaban kaphato meg. Hasonloan, a legkisebb felsd korldt a

(LVr)(A) = f;ég{u(fl NP)+v(A\P)}

formuldval adodik.

Bizonyitas: Azt kell igazolnunk, hogy barmely két elemi részhalmaznak létezik legna-
gyobb alsé és legkisebb felsG korlatja. Ehhez elegendd megmutatni, hogy az allitasban
szereplé p A v és pV v halmazfiiggvények mértékek, és hogy teljesitik a legnagyobb also és
legkisebb fels6 korlat definicidjat. Tekintsiik a pu A v esetet, elGszor belatjuk, hogy rendel-
kezik az infimum tulajdonsagaival, nevezetesen hogy uAv < ués pAv < v, valamint hogy
barmely olyan ¢ esetén, melyre ezek fennallnak, arra igaz, hogy ¢ < pAv. A uAv <p
és p A v < v egyenlttlenségek valoban teljesiilnek, hiszen az infimum definiciéja miatt

tetszéleges P mérhetd halmazra
(A v)(A) = inf {u(ANP) + v(A\ P)} < u(AN P) +(4\ P)
Igy P = A valasztassal kapjuk, hogy
UA N P)+ (AN P) = ju(A) + 1(8) = u(A)
igy tényleg u A v < u. Hasonloan, P = () esetén adodik, hogy
pANP)+v(A\P) = u@) +v(4) = v(4)

azaz valoban p Av < v.

Sziikséges még igazolnunk, hogy ha ¥ szintén olyan hogy p-nél és v-nél egyarant ki-
sebb vagy egyenld, akkor u A v nagyobb nala, azaz u A v a legnagyobb alsé korlat. Ez
viszont szintén konnyen adodik, ha tetszéleges rogzitett mérhetd P esetén p-t és v-t alulrol

becsiiljiik J-val:

WANP) +v(A\ P) > 9(ANP)+9(A\ P) = d((ANP)U(A\ P)) = 9(A)
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Végiil P-ben infimumot véve (uAv)(A) > ¥(A) egyenlStlenséghez jutunk, mely tetszéleges
A € A halmazra fennéll, igy igazoltuk, hogy tényleg legnagyobb az also korlatok kozott.

Azaz a
(1A V)(A) = ink (u(AN P) + v(A\ P)}

formula tényleg p és v teljesiti az infimumtol megkdvetelt tulajdonsagokat.

Végezetiil sziikséges még igazolnunk, hogy p A v mérték, azaz szintén eleme az . x 4
halmaznak. Mivel p és v mértékek, igy nyilvan p A v > 0, valamint 0 < (u A v)(0)u(0) =
v(0) = 0. A o-addditivitas igazolasahoz elészor csak a véges additivitast latjuk be. Le-

gyenek A, B € A diszjunkt halmazok, bizonyitani fogjuk, hogy
(LAV)(AUB) = (nAv)(A)+ (pAv)(B) é (nAv)(AUB) < (pAv)(A)+ (pAv)(B).
Az els6 egyenlStlenség elemi tulajdonsagokbdél azonnal adodik:
(uAV)(AUB) = inf {u((AUB) N P) +v((AUB)\ P)} =
inf {u(ANP)+ u(BAP) +u(A\ P) + v(B\ P)} >
Inf {u(ANP) +v(A\ P)} + f {u(BNP)+v(B\P)} =
(1 AV)(A) + (1 AV)(B).
A masik egyenlStlenség igazolasahoz kicsit atfogalmazzuk a definiciot:
(uAv)(A)=inf{ u(G)+v(H) |GGHEA GNH=0, GUH=A}.

Legyenek ismét A, B € A diszjunkt halmazok és ¢ > 0 tetszéleges. Az infimum definicidja
miatt létezik az A-nak olyan A;, Ay diszjunkt particionédlasa, hogy

n(Ar) + v(Az) < (pAV)(A) +e.

Hasonlbéan B-hez szintén léteznek diszjunkt By, By halmazok, hogy B; U By = B és
((B1) +v(Bs) < (nAv)(B) +e.

Kihasznélva, hogy A; U By és As U By az AU B egy particiojat adjak, adodik hogy

(uAV)(AUB) =inf{u(G)+v(H)|GGHeE A, GNH=0, GUH=AUB} <
/L(Al UBl) +V(A2 UBQ) = /L(Al) +M(Bl) +V(A2) +V(Bg).
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Ha felhasznaljuk, hogy az A és B felbontasat specialisan valasztottuk, azt kapjuk, hogy
(W AV)(AU B) < p(Ar) + p(Br) + v(A2) + v(Bz) < (uAv)(A) +e+ (nAv)(B) +e

Innen e-nal nulldhoz tartva a kivant egyenlStlenség adodik, mellyel a véges additivitast

igazoltuk is. A o-additivitas igazoléséhoz legyen (A;)ien C A diszjunkt halmazsorozat és
be kellene latnunk, hogy (u A v) UA Z pAv)(A;). A véges additivitas miatt
i=1

minden k > 1 esetén

o () o () ) (§)

Azt kell még belatni, hogy k — oo esetén (u A v < U A) — 0. Ez viszont régtén
i=k+1

adodik abbol, hogy u A v < u és Z 1(A;) konvergens, hisz p véges mérték, igy
=1

(1 Av) <U A) <GAi>ziu(Ai)%O.

i=k+1 i=k+1 i=k+1
Ezzel igazoltuk, hogy pu A v mérték, igy a definialt formula tényleg a két mérték infi-
mumét adja.
Teljesen hasonléan igazolhato, hogy a
(Vv v)(A) = sup{u(ANP)+v(A\ P)}
PcA
formula tényleg a két mérték legkisebb fels§ korlatjat adja. Mivel a dolgozatban csak a
legnagyobb alsé korlattal dolgozunk, a legkisebb fels§ korlatra vonatkozo allitasok bizo-

nyitasat nem részletezziik. [ |

Ezzel tehat igazoltuk, hogy az (. x a); <) részbenrendezett halmaz egy halo és kisza-
mitasi modot adtunk a legnagyobb also és legkisebb fels6 korlat elGallitasara. A kdvetkezs
lemmaban megmutatjuk, hogy két mérték szingularitasa ekvivalens azzal, hogy a legna-
gyobb also korlatjuk a nulla mérték.

3.1.5. Lemma: Legyen (X, A) mérhetd tér és p,v: X — [0,00) véges mértékek. A p A v

legnagyobb also korldat pontosan akkor az azonosan 0 mérték, ha
dP e A: u(P)=v(X \ P)=0.
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Bizonyitas: Jeldlje a legkisebb also korlatot ¢ := u A v, és tegyiik fel, hogy P € A egy
olyan halmaz, melyre

u(P)=v(X\P)=0.

Mivel ¥ < p és ¥ < v, ezért
VAe A 9(A) =09(ANP)U(A\P))=0(ANP)+I9(A\P) < u(ANP)+v(A\P).

A mérték monotonitasat és az (AN P) C P, valamint (A\ P) C (X \ P) tartalmazasokat

felhasznélva:
V(A) <pu(ANP)+v(A\P) <u(P)+v(X\P)=04+0=0

a P valasztasa miatt. Ezzel az egyik iranyt belattuk.

A masik irdany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy ¢} az azonosan 0 mérték, azaz minden

mérhetd A-ra J(A) = 0. Specidlisan A := X valasztassal kapjuk, hogy
HX) = }Ié&{“(X NP)+v(X\P)}=0.

Ekkor az infimum definici6jabol adoddéan minden k € N-hez van olyan Sy € A, amelyre

1 ) 1
w(X NS < s és v(X\ Sk) < STESR
Legyen P, := U Sy és P := ﬂ P,. Ekkor
k=n n=1
p(P) = (QkU Sk) = Jim p <kU S’“)

a mérték folytonossidga miatt. A c-additivitast, valamint az Sy = X NS, egyenlGséget

kihasznalva azt kapjuk, hogy u(P) = 0, ugyanis

. - —— . N | 1
Jim (U Sk> = Jm > (S = Jim D p(X 080 < lin o = fim o =0

k=n

Mar csak azt kell meggondolnunk, hogy v(X \ P) = 0. Vegyiik észre, hogy

Vk > n: v(X\P,) <v(X\ Sk,
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hiszen ekkor P, a definici6ja miatt bévebb Sj-nal. Igy minden tehat

VE>n: v(X\P)<

minden n-re. Innen mar kévetkezik a sziikséges egyenl@ség, mivel

V(X\P)zl/(X\ﬂPn> :y(U(X\Pn)> =Y V(X \P)=> 0=0.

n=1

Ezzel belattuk, hogy nemnegativ véges mértékek szingularitdsa megfogalmazhatd a

parcialis rendezés segitségével is. Most ratériink a Lebesgue felbontési tétel bizonyitasara.

3.2. A Lebesgue-felbontas

Az alabbiakban megadjuk a klasszikus Lebesgue felbontasi tételnek egy teljesen elemi,
minden méas mértékelméleti tétel hasznalatat elkeriilé bizonyitasat. A szakdolgozat utolsd
fejezetében megmutatjuk majd, hogy a bizonyitas hatterében egy, az operator shortolassal

analég gondolat all.

3.2.1. Tétel: Legyenek (X, .A) egy mérhetd tér, u és v véges mértékek az A o-algebran.
Ekkor p egyértelmien elddll p = piae + s alakban, ahol pac < v €s us L v.

Bizonyitas: Legyen £ a komplex értéki A-mérhets lépesosfiiggvények vektortere és te-
kintsiik ebben az AN -nel jelolt, v szerint nullmértéki halmazok karakterisztikus fiiggvényei
altal generalt alteret. Definidljuk a p,. részt a kovetkezSképp

vAe A puld) = il [ - ofdn
X

Megjegyezziik, hogy ebben a fejezetben az integral mindig csak egy véges Osszeget jelent.
Mindenekel6tt azt kell belatnunk, hogy az igy definialt u,. halmazfiiggvény egy mérték, és
hogy 1. abszolit folytonos v-re nézve. A p,. > 0 egyenltlenség nyilvan teljesiil, hiszen

nemnegativ fiiggvények integraljai nemnegativak és ilyenek infimuma szintén nemnegativ.

“ .0,

segitségiil, nevezetesen
VAe A Y eN: inf/ |XA—¢\2dug/ X 4 — | dp.
veN Jx X
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Innen egy egyszerd ¢ = 0 valasztéassal az allitott egyenlGtlenséget kapjuk, hiszen
: 2 2
VA € A: fac(A) = 1nf/ X4 — ] d,ug/ X 4| dpe = p(A).
b's b's

Csak annyi kell még, hogy 0 = ¢ € N, de ez pedig azért igaz, mert 0 = X, és v(0) = 0.
Ezt az egyenlétlenséget felhasznalva rogton kapjuk, hogy jiq.(0) = 0, ugyanis

tac(9) < pu(0) = 0.

S6t, az is azonnal adodik, hogy pa. abszolut folytonos v-re nézve. Valoban, v(A) = 0

esetén X , € N, igy

Hae(A) = mf/ X4 =] d,u</ XA~ XA} dp = 0.

Sziikséges még igazolnunk, hogy ji,.. o-additiv. Ehhez elGszor a véges additivitast fog-
juk belatni a kovetkezs, diszjunkt A; és Ay mérhets halmazok esetén fennallo halmaz-

egyenl@ség segitségével:

{WeN|[W#£0]C A UA} = {1 + s € N[[thi #0] C A;, i =1,2}. (4)

A halmazegyenl6ség igazolasahoz vegyiink el6szor egy tetszéleges 10 € N elemet, amelyre
[ # 0] € Ay U A, teljestl, és irjuk -t

k
= Z )‘chj
j=1

alakban, ahol a C; halmazok paronként diszjunktak. Ekkor a

k
¢Z = ZA]XCJHAZ (/L == 1, 2)
7j=1

lépceststiiggvények Gsszege 1, és 101 + 10y benne van az egyenléség jobb oldalan allo hal-
mazban. A forditott iranyd tartalmazéas nyilvanvald, hiszen ha 1; és 15 olyan fiiggvények,
amelyekre [¢; # 0] C A; (i = 1,2), akkor vilagos, hogy ¢ = 11 + 19 eleme a bal olda-
lon all6 halmaznak. Ezt a halmazegyenlGséget felhasznalva konnyt lesz igazolni, hogy g
valéban végesen additiv. ElGszor vegyiik észre, hogy a definiciéban szerepld infimumot a

teljes altér helyett elég csak a kovetkezd alakban venni:

Pac(A) 1= 1nf/|XA @/J‘ dp = 1nf /‘XA ¢| dpu.

1/)7£0 CA
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Ugyanis bontsuk fel -t olyan ¢, + ¢o (11,92 € N) Osszegre, ahol [ty # 0] C A és
[12 # 0] C (X \ A). Ekkor

/X’XA_MQCZM:/X{XA—l/)l‘zdu—i-/XW)ﬂzdu.

A fenti annak az egyszertien igazolhatd ténynek a kovetkezménye, hogy altalaban is igaz,
hogy ha &;,& € & olyan fiiggvények, amelyekre [ # 0] N [& # 0] = O teljesiil, akkor
|E1+E %= |&1]2+]|& |2 Tehat azt kaptuk, hogy az infimum mogott allo kifejezés értékét csak
csOkkentjiik, ha 1o-t nullanak valasztjuk, vagy ami ugyanazt jelenti, csak olyan fliggvé-
nyekre szoritkozunk, amelyekre [¢) # 0] C A. Most felhasznaljuk ezt az észrevételt, és a (4)
egyenlGséget. Legyenek tehat A, B € A diszjunkt halmazok, ekkor fennéll a kévetkezd:
fac(AU B) = 1nf / |XAUB Qﬁ’ dp = inf /)(’XA+XB_(¢1+¢2>‘2dM

¢¢O]CAUB nl—:ﬁﬁ E/X

[12740]CB

A korabbi okoskodassal konnyedén adodik, hogy

Hac(AU B) = inf/‘\/ /)(}XA_¢1’2dM+ ¢i /|XB ¢2’ dp = pac(A) + pac(B).

PrE
[1740]CA [wg;«éo |CB

Innen adodik, hogy Ay, ..., A, € A véges sok paronként diszjunkt halmazok esetén

(UA) S ().

=1

mellyel 1, végesen additiv voltat belattuk.
A o-additivitas igazolasdhoz azt kellene latnunk, hogy fi. (U Ai> — Z tae(A;) =0

i=1 i=1
fennall, ha {A;}2, C A, paronként diszjunkt halmazok. Elég azt felhasznalnunk, hogy

tae < 1 és hogy p mérték. A o-additivitas igazolasahoz hasznaljuk ki a koévetkezs nyil-

vanvalo Osszefiiggéseket:

0 S nhargo (Nac (G Az) - iﬂac(Ai)) - nlggo (:U’ac <UA ) Mac (0 Az)) =

o (U U = g (U ) < g 0 a4 -0

1=n+1 i=n-+1

Ezzel igazoltuk, hogy p.. mérték, igy a definici6 tényleg egy v-re nézve abszolut folytonos

mértéket ad meg. Be kell még bizonyitanunk, hogy us := p — piee szingularis v-re nézve

23



és hogy a felbontas egyértelmid. Lattuk, hogy p.. egy olyan mérték, melyre igaz, hogy
fae < 1 €8 pige K V. Vegylink egy tetszéleges ¥ mértéket, mely szintén ezekkel a tulajdon-
sagokkal rendelkezik. Megmutatjuk, hogy az ilyenek kozott ji,. maximaélis. Legyen ¢ € N

tetszbleges, ekkor fennél hogy

o) = [ Xyt = [ IXaPar = [ x, - vas

Az utols6 egyenldség azért teljesiil, mert [ X, - ¥dd = 0 és [, [¢]°dd = 0, ugyanis ¥ a
v szerint nullmértékid halmazok karakterisztikus fiiggvényeinek linearis kombinaciojaként
all els, viszont ¥ < v miatt az is igaz, hogy ezek ¥ szerint is nullmértéktdek. A ¢ < p
feltételt felhasznélva adodik, hogy

19(’4):/X|XA_1/"2‘MS/X|><A_1/"2d/‘

az N halmazon infimumot véve pedig kapjuk, hogy

9(4) < inf. [ X = 0l = o)

T oeN

tehat ¥ < pge, azaz pi,. tényleg maximalis. Most tekintsiik ps A v-t, a ps és v mértékek
legnagyobb als6 korlatjat. Belatjuk, hogy pus A v = 0, ekkor a (3.1.5) Lemma szerint
és v szingularisak. Nyilvan mivel ps A v az infimum, igy teljesiil, hogy us A v < g és
ps Av < v, tovabba emiatt fiqe + (s Av) < p. Ekkor viszont fiq. + (ps Av) < v is fennall,
hisz ha egy A € A esetén v(A) = 0, akkor pu.(A) =0 és (us Av)(A) < v(A) = 0. Ebbsl
mar kovetkezik, hogy us A v csak az azonosan nulla mérték lehet. Ezzel belattuk, hogy 1
és v valoban szingularisak.

Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy u = p1 + s, ahol p; < v, valamint
fo L v. A pg. maximalitasabol adodoan pig. — py > 0, és az is vilagos, hogy fige — p1 < v.
Masfeldl az is igaz, hogy (pee — p1) L v, ésigy pae = p1. Tegyiik fel ugyanis, hogy n egy
olyan mérték, amelyre n < pg.—p1 ésn < vis teljesil. Ekkor az n < prge—p1 < p—py = o
egyenlGtlenségek és ps L v feltétel miatt n = 0. Ezzel a Lebesgue-felbontas 1étezését és

egyértelmiiségét igazoltuk.
|
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4. fejezet

A Lebesgue-felbontas és az operator

short kapcsolata

A fejezet célja, hogy ravilagitson a Lebesgue felbontasban szereplé abszolut folytonos
rész képzése és az operator shortolas kozti analogidra. Az egyszertiség kedvéért ebben a

fejezetben végig a véges dimenzids esetre szoritkozunk.

4.1. Pozitiv szemidefinit matrixok felbontasa

Ebben a részben a mértékeknél latott Lebesgue-felbontassal analég moédon pozitiv ope-
ratorok felbontésat fogjuk vizsgalni. Ehhez az aldbbiakban definidljuk az abszolut folyto-

nossag és a szingularitas fogalmat.

4.1.1. Definicié: Legyenek A és B pozitiv operdtorok a véges dimenzios 7 Hilbert-téren.
Azt mondjuk, hogy A abszolit folytonos B-re nézve, (jelolésben A < B), ha minden
x € H esetén (Bx | x) = 0-bdl kévetkezik, hogy (Ax | x) = 0.

Ez teljesen analdg a mértékek esetén latott definicioval (u akkor abszolat folytonos v-re
nézve, ha minden A € A esetén v(A) = 0-bol kévetkezik, hogy u(A) = 0). Hogy ezt
belassuk, idézziik fel, hogy minden A > 0 pozitiv operatorhoz egyértelmiien létezik olyan
A'2_del jelolt pozitiv operator, amelyre A/2AY2 = A. Erre az operatorra (megint csak a
véges dimenzios feltevés miatt az is teljesiil), hogy ker A2 = ker A és ran A'/? = ran A.
Ehhez elég meggondolni, hogy A2z = 0 esetén Az = AY2(AY%x) = AY20 = 0 teljesiil.
Megforditva, ha Az = 0, akkor 0 = (Az | ) = ||AY2z|?, és igy A2z = 0. Tehat az
A < B tulajdonsag tényleg ugy is fogalmazhato, hogy Bx = 0 esetén Az = 0.
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4.1.2. Definicioé: Legyenek A és B pozitiv operdtorok a véges dimenzios 7 Hilbert-téren.
Az A és B operdtorokat szinguldrisnak nevezziik (jelolésben A L B), ha minden C' pozitiv

operdtorra a 0 < C' < A-bol és 0 < C' < B-bdl kévetkezik, hogy C = 0.

Ez a definici6 szintén kozel analog a mértékek szingularitasanak definiciojaval, ha figye-
lembe vessziik a (3.1.5) eredményét, melyben arra jutottunk, hogy két mérték pontosan
akkor szinguléris, ha a legnagyobb also korlatjuk az azonosan nulla mérték. Az abszolit

a Lebesgue-felbontashoz hasonl6 felbontési tételt pozitiv szemidefinit métrixokra.

4.1.3. Tétel: Legyen S véges dimenzios Hilbert-tér, A, B € B, () pozitiv operdtorok.
Ekkor A elddll A = A,. + Ay alakban, gy hogy A,. < B és Ay, 1 B.

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy az abszolut folytonossag definicié atfogalmazhato. Ha
Dx = 0-bol kovetkezik, hogy Cx = 0, az pontosan azt jelenti, hogy ker D C kerC.
Kihasznalva, hogy az operatorok pozitivak, igy onadjungaltak is, kapjuk, hogy ker D* C
ker C*. Tovabba felhasznalva, hogy egy operator adjungaltjanak magtere megegyezik az
operator képének ortogonélis kiegészitd terével, adodik, hogy ran C' C ran D.

Legyen A, = Ajran - A masodik fejezetben lattuk, hogy a shortolt operator képtere része
annak az altérnek, melyre nézve shortoltuk, igy teljesiil, hogy ran A .., p C ran B, azaz
a fenti érvelés alapjan az igy definialt A,. abszolut folytonos B-re nézve. Jegyezziik meg,
hogy A,. a legnagyobb operator, amelyet A majoral, és amelynek képtere része ran B-nek,
vagy ami ezzel ekvivalens, ami eltinik ker B-n.

A tovabbiakban jeloljik az A — A, részt A,-sel. Igazolnunk kell még, hogy A, és B
szingularisak. Vegyiink egy S > 0 operétort, melyre S < Ay és S < B, megmutatjuk,
hogy S = 0. Az S < A, egyenl6tlenséghdl adodik, hogy S+ A,. < A. Viszont az operator
short tulajdonsagaibol adoddéan A,. a legnagyobb olyan operétor, mely kisebb mint A és

amely abszolit folytonos B-re. Az S + A, szintén ilyen, hiszen (Bx | ) = 0 esetén

(S 4 Awe)x | ) = (Sx | ) + (Ager | ) < (Bz | z) + (Agexr | ) = 0.

gy tehat S + A, < Age, melybsl S pozitivitasa miatt S = 0 adodik. Ezzel a szingu-

laritast is igazoltuk. [ |

Ezzel a tétellel nemcsak belattuk, hogy pozitiv szemidefinit matrixokra létezik egy, a

Lebesgue-felbontéssal teljesen analdg felbontas, hanem az abszolut folytonos és szingularis
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részek elGallitasanak modjat is megadtuk. Hasznaljuk ugyanis az (1) — ben latott felirasat
a méatrixnak a tér 7 = ran B @ ker B felbontésa mellett. Az iménti bizonyitéasban lattuk,

hogy az abszolut folytonos rész A, = Ajran p alakban adodik, igy (2) szerint

Ay — ApA Ay 0
0 0

A Asy Ay Apy
Ay Ago

A:

formaban adhaté meg explicit médon a felbontés.

4.2. Kapcsolat a Lebesgue-felbontas és az operator short

kozott

Ebben a fejezetben ravilagitunk a két felbontéas hasonlosagara. Ehhez sziikség lesz a nem-

negativ sesquilinaris forma &altal indukélt Hilbert-tér fogalméra.

4.2.1. Definicié: Legyen X vektortér, ekkor eqyt: X XX — fiigguényt fél-skaldrszorzatnak

neveziink, ha teljesiilnek az aldbbiak:

(i) t(x,z) >0 minden v € X esetén.

(i) t(A\x +y,2) = X(x, 2) + t(y, z) minden x,y,z € X; X € C.
(iii) t(z, \y + 2z) = M(z,y) + t(x, z) minden z,y,z € X; X € C.
Azaz a fél-skaldrszorzat eqy nemnegativ sesquilinedris forma.

4.2.2. Allitas: Legyen  egy komplex Hilbert-tér, A € B, () pozitiv operdtor. Ekkor
(x| y)a == (Az | y) o fél-skaldrszorzat.

Bizonyitas: Ez A pozitivitdsanak nyilvanvalo kovetkezménye, hiszen 0 < (Az | z) =

(x| z) 4 teljesiil minden x € 7. |

4.2.3. Megjegyzés: Az imént definialt (- | -) 4 nem skalarszorzat, hiszen tegyiik fel, hogy
A nem injektiv, ekkor Jx # 0 € ker A igy (v | )4 = (Az | 2)r = (0| ) r = 0.

4.2.4. Allitas: Legyen (X, A) eqy mérhetd tér, u pedig egy nemnegativ véges mérték A-n.
Jelolje a komplex A-mérhetd lépcsdsfiiggvények vektorterét €. Ekkor (¢ | ), = fX odp

eqy fél-skaldrszorzat.
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Bizonyitas: A linearitas és a konjugalt linearitas az integral linearitasanak kovetkezmé-

nye, a nemnegativitas pedig abbol kovetkezik, hogy

(@] @)y = / lp|*dp > 0.
X

A kovetkezékben mutatunk egy konstrukciot, mely segitségével egy vektortérbdl és
fél-skalarszorzatbol Hilbert-teret készithetiink.

Konnyedén igazolt, hogy a t(z) := \/W egyenl@séggel értelmezett fiiggvény félnor-
ma. A fél-skalarszorzat csak annyiban kiilonbozik a skalarszorzattol, hogy nem igaz ré,
hogy t(x,z) = 0 csak x = 0 esetén fordulhat el. Ett6l a problématol kell megszabadul-
nunk. A konstrukcié alapétlete az, hogy azon = elemeket, melyekre t(z, z) = 0 egyszertien
vonjuk Ossze egy elemmé. Ehhez tekintsiik a kert = {x € X | #(z) = 0} halmazt. Mivel
t egy félnorma, ezért teljesiti a haromszog egyenlétlenséget, és igy kert C X egy linearis
altér. Faktorizaljuk le X-t ezzel az altérrel, ekkor az X /kert = {x + kert | v € X} fak-
tortérhez jutunk. Mas szoval, definidlunk az X vektortéren egy ~ ekvivalencia relaciot,
mely szerint x ~ y pontosan akkor, ha x — y € kert. A faktortérben pontosan a ~ al-
tal definialt ekvivalencia osztélyok keriiltek Gsszevonésra, azaz minden osztalyt pontosan
egy elem reprezental. Azaz a faktortér elemei [z]| ekvivalencia osztalyok, ahol [z] jeloli az
Osszes olyan y halmazat melyre igaz, hogy = ~ y. Vezessiik be az X /kert faktortéren a

kovetkezd félskalarszorzatot:
(-] e X /kert x X /kert — C, ([] | [y == t(z,y)

Ezzel elértiik, hogy [r] € X /kert esetén ([z] | [z]); = O pontosan akkor, ha [z] = [0],
azaz a 0-t reprezentalo osztaly. Igy az (X /kert, (- | -);) tér egy pre-Hilbert-tér. Ennek
a pre-Hilbert-térnek a teljessé tételét .77-vel jeloljik, és a t-hez tartozo Hilbert-térnek
nevezziik.

Tehat az (- | -) 4 segitéségével minden A € B, () operatorhoz tudunk konstruélni egy
¢ Hilbert-teret, és hasonléan, minden y nemnegativ véges mértékhez egy 7, Hilbert-

teret (amely valojaban a jol ismert L?(u) tér).
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Most érkeztiink el végre arra a pontra, hogy egy kontextusba helyezziik a Lebesgue-
felbontasra adott bizonyitést, illetve hogy megvilagitsuk az operéator shortolassal valo
kapcsolatat. Valaszt kapunk arra is, hogy a Lebesgue-felbontas bizonyitasa soran az elsé
ranézésre talan furcsanak ting definici6 az abszolut folytonos rész definidlasara, honnan is
szarmaztathato valojaban. Ehhez ugyanazokon a lépéseken keresztiil eljutunk a Lebesgue-
felbontasban definialt abszolit folytonos részig, valamint a pozitiv szemidefinit matrixok
felbontasaban megadott abszolit folytonos részig.

Emlékezziink vissza, hogy a métrixfelbontas esetén az abszolut folytonos részt
Aac = A/ranB
formaban adtuk meg. Tekintsiik ennek az operdtornak az

T <A/raan ‘ I> = <x ’ x>";fA/ranB

kvadratikus alakjat. Ez a shortolt operator altal meghatérozott Hilbert-térben ugy is

irhat6, mint egy normanégyzet

2
(x| x>yfA/mnB = HxH%A/mB.
Masrészt a (2.3.4) szerint a shortolt operator kvadratikus alakja meghatarozhato a
<A/ranB:E } x> = inf {(A(x —y) |z —y) ‘y € (ran B)L}

képlettel. Ezt az el6bbi érveléshez hasonloan felirhatjuk az indukalt Hilbert-térben, neve-

zetesen:
<A/raan ‘ a:> = inf {||$ - y||ig@, |y € (ranB)L} = inf {||x — y||ifA |y € kerB}

Az eddigiek 6sszevetve tehat, kapjuk hogy az abszolit folytonos rész kvadratikus alakja

nem mas, mint

(Awe | 7) = [0y, = inf {l}o = yl1%,Ju € ker B} o)

mely val6jaban az x vektor ker B altértdl vett tavolsaganak négyzete a .7¢, Hilbert-térben.

Hasonlé gondolatmenetet kovethetiink a Lebesgue-felbontasnél latottak esetén is. Itt

az abszolut folytonos részt a



formuléval definidltuk. Mivel

) = [ Pt = X,

ezért a fenti formula tgy is irhato, hogy

XAl

Hac

() :inf{HXA—z/JHiﬁ‘w eN}.

Ez ismét egy tavolsagnégyzetként foghato fel, mégpedig a X , fiiggvény N altértsl vett
tavolsdganak négyzete.

Az latszik tehat, hogy a két felbontésban az abszolut folytonos rész teljesen hasonléan
kaphato meg, mindkét esetben az operator shortolasra kapott formula segitségével. Azt is
latjuk, hogy az operator esetben a B magterétsl szamitjuk a tavolsagnégyzetet, mértékek

esetén pedig a v szerint eltting fiiggvények alterétsl.
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