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1. Bevezetés

A Ramsey-elmélet Frank Plumpton Ramsey 1930-ban megjelent cikke ([22]])
nyomdn sziiletett. A késdbb Ramsey-tétel néven ismertté valt eredmény, amely
eredetileg csak lemmaként szerepelt a cikkben, révid idén beliil 6néllé elméletté
nétte ki magat, amely ma a kombinatorika és grafelmélet egyik leginkdbb kuta-
tott teriilete. A Ramsey-elmélet mogott hizodo filozofia a kovetkezdképpen fo-
galmazhaté meg: ha egy struktira elég nagy, akkor sziikségszertien megjelennek
benne specidlis részstruktirak.

Ebben a dolgozatban Cy — K ,-tipusi Ramsey-szdmokkal fogunk foglalkozni.
A dolgozat négy jol elkiilonithetd részbdl all, amelyek koziil az utolsé kettd hor-
dozza a lényegi tartalmat. Az elsd, rovid részben a klasszikus Ramsey-problémat
mutatjuk be, a mdsodikban pedig bevezetjik azt az eszkoztirat, amelyre sziik-
ségiink lesz a dolgozat tovdbbi két részében. A harmadik és negyedik részben
foglalkozunk a Cy — K ,,-tipusu klasszikus, illetve paros Ramsey-szamokkal.

A dolgozatnak egy kisebb és két jelentGsebb eredménye van. A klasszikus Cy —
K, , Ramsey-szamok témakorében egyszerti, rovid bizonyitdst adunk egy ismert
tételre, a paros Cy — K, Ramsey-szdmok témakorében pedig megcafolunk egy
kozel 20 éves sejtést €s meghatarozunk az irodalomban még nem ismert Ramsey-
szamokat. Ezenkiviil a kozolt bizonyitdsok tobbsége az eredeti, illetve 1étezd bi-
zonyitasok ismerete nélkiil sziiletett, teljesen 6ndllé6 munka eredménye.

A dolgozatban a grafelméleti alapfogalmakat (amelyek megtaldlhatok [3]-ban és
[18]]-ban) ismertnek feltételezziik. A dolgozat egészében csak véges, egyszerl
grafokrol lesz szd, igy graf alatt mindig ilyen grafot értiink. A kovetkezd dlta-
lanos jeloléseket fogjuk alkalmazni. V(G) jeloli a G graf csiicshalmazét, E(G)
pedig az élhalmazat. [, jeloli az n pontu teljes grafot €s K, , az m és n pontd
teljes paros grafot. K, jeloli az n + 1 pontd csillagot és C;, a k pontd kort. A
G C H jelentése, hogy G részgrifja H-nak, mig G ¢ H ennek tagadasa. G jeloli
a G C K, graf komplementerét ([, -re nézve) és H° jeloli a H C K, ,, paros

graf komplementerét (K, ,,,-re nézve).
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2. A Ramsey-tételkor

Az elsé alfejezetben roviden ismertetjiik a klasszikus Ramsey-problémat és be-
mutatjuk a probléma nehézségét. Mivel a témakort ismertnek feltételezziik, ezért
nem céliink részletesen bemutatni €s a bizonyitdsokat sem részletezziik (azok
megtaldlhatok [18]-ban). A mdsodik alfejezetben szot ejtiink a klasszikus eset

6 4ltalanositasitdsairol, kiillonos tekintettel azokra az esetekre, amelyekrdl a dol-

gozat szol.

2.1. Klasszikus Ramsey-szamok

A kovetkez6 nevezetes tétel igazolja a klasszikus Ramsey-szdmok 1étezését.
Megjegyezziik, hogy az eredeti cikkben Ramsey az alabbi 4llitasnél joval éltala-

v

nosabb tételt bizonyitott be, a kdvetkezd tétel ennek a specidlis esete.

2.1.1. Tétel. (Ramsey, [22]) Tetszoleges 2 < k,l egész szamokhoz létezik olyan
r szdm, hogy r < n esetén K, minden G részgrdfjdra igaz, hogy K; C G vagy
K, C G.

2.1.2. Definicid. A legkisebb ilyen r szamot (klasszikus) Ramsey-szdmnak nevez-
ziik, és r(k,1)-lel jeloljiik.

Az|l| tébldzat tartalmazza az ismert r(k, ) Ramsey-szdmokat, illetve ismeret-
len érték esetén az ismert korlatokat £ < 7,7 < 10 mellett. Lathatjuk, hogy kevés
r(k,l) Ramsey-szam értékét ismerjiik pontosan, és az ismert alsé és felsS korlatok
gyorsan tdvolodnak egymastdl. Tekintsiik most a k& = [ speciélis esetet, az r(k, k)
un. 4tlés Ramsey-szdmok esetét. Ez taldn a klasszikus Ramsey-problémanak is
a legkordbbi formdja, amely jol szemlélteti a Ramsey-tipusu problémdk nehézsé-
gét. Tudjuk, hogy 7(3,3) = 6 és r(4,4) = 18, de mdr r(5, 5) értéke sem ismert.

Vizsgaljuk meg, milyen becsléseket tudunk adni r(k, k) értékére. Ismeretes, hogy
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k,l 3 4 5 6 7 8 9 10
40
42
36 49 99 73 92
41 61 84 115 | 149
43 58 30 101 | 133 | 149

3 6 9 14 18 23 28 36

° 48 87 143 | 216 | 316 | 442
102 | 115 | 134 | 183 | 204

6 165 | 298 | 495 | 780 | 1171

- 205 | 217 | 252 | 292

540 | 1031 | 1713 | 2826

1. tablazat. Az ismert r(k, 1) értékek és korlatok & < 7,1 < 10 mellett [21].

minden r(k, l) Ramsey-szdmra teljesiil az r(k, 1) < r(k—1,1)+r(k,l—1) egyen-
16tlenség. Ebbdl az 6sszefiiggésbdl indukcidval beldthaté az aldbbi explicit felsd

korléat r(k, [)-re, és ezt felhasznélva explicit becslést tudunk adni r(k, k)-ra is.

2.1.3. Tétel. (Erdds-Szekeres, [10]) r(k,1) < ("' ?).

2.1.4. Tétel. r(k, k) < 451,

Exponencidlis als6 becslést Erd6s Pal adott elészor [[11]-ben. A bizonyitas az
egyik elsd példa a valészintiségi modszer alkalmazdsara, amely akkoriban teljesen
Ujszerlinek szamitott. A mddszerrel nyert aldbbi eredmény meglehetdsen meglep-
te a Ramsey-tételkor korabeli kutatéit, 1évén, hogy akkor még neves matematiku-
sok is dgy gondoltdk, hogy r(k, k) jol becsiilhetS lesz k alkalmas polinomjaval
(1d. [, 13. oldal).

2.1.5. Tétel. ([I1) Ha k > 3, akkor 2¥/% < r(k, k).

Tehdt van exponencidlis als6 becslésiink 7 (k, k)-ra, mivel azonban a fels6 becs-

1és is exponencidlis, joval nagyobb alappal, igy a két becslés meglehetdsen bd
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korlatokat ad. Azonban mdig nem sikeriilt az exponencidlis becslések alapjain ja-
vitani, s6t olyan konstrukcié sem ismert, amely exponencidlis alsé korlatot adna,
ami jOl prezentdlja a probléma nehézségét. Az aldbbi két tétel a ma ismert leg-
jobb also6 és felsd korlatot adja az 4tl6s Ramsey-szdmokra, azonban - az el6bbiek

fényében érthetd médon — ezek is meglehetdsen tag korlatot adnak.
2.1.6. Tétel. ([24]) [1 +o(1)]¥2k25 < r(k, k).

2.1.7. Tétel. ([7]) Létezik olyan C konstans, amelyre

r(k+ 1,k +1) < k= (Clogk)/(loglogh) (Qk)
7 i k‘ .

2.2. Altalanositasok

A Ramsey-szdmoknak szdmos 4ltalanositdsa ismert, amelyeket széleskorien
kutatnak. Els6ként azokat az eseteket mutatjuk be, amelyek el6 fognak fordulni a
dolgozat hatrelévo részében. Az elsé ilyen eset, amikor teljes grafok helyett més

specidlis részgrafok megjelenését koveteljilk meg.

2.2.1. Definicié. Jelilje r(G,, Gs) a legkisebb r szdmot, amelyre K, bdarmely G
részgrdfidra G C G vagy G C G.

Vildgos, hogy a [2.1.T] tételben bevezetett Ramsey-szamok ennek az esetnek
specidlis véltozatai. Eppen ezért ezt az esetet szokds dltalanositott Ramsey-szamoknak
nevezni (generalized Ramsey numbers). Megjegyezziik, hogy r(G1, Gs) 1étezése
kovetkezik a klasszikus Ramsey-szdmok 1étezésébdl. Itt, specidlis megkovetelt
részgrafok mellett, mar joval tobbet tudunk mondani, mint a klasszikus esetben.
Példaul minden olyan esetre ismert (G, G) értéke, ahol G és G, egyarant csil-
lagok, utak vagy korok (1d. [21]). A alfejezetben az r(Cy, K;,) Ramsey-
szamokkal fogunk foglalkozni, tehét ahol az egyik megkovetelt részgraf a négy

csucsu kor, a mdsik pedig az n + 1 pontu csillag. Erre az esetre ugy fogunk
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hivatkozni, mint C; — K ,, klasszikus Ramsey-szdmok. A klasszikus jelz6t a

7 2

Ramsey-szdmok kovetkez0 altalanositasatol valé megkiilonboztetés indokolja.

2.2.2. Definicié. Legyenek G és Gy pdros grdfok. Jelolje b(G1, G2) a legkisebb
b szdmot, amelyre Kyj, barmely H részgrdfjdara Gy C H vagy Gy C H°.

Ezt a véltozatot szokds paros Ramsey-szdmoknak nevezni (bipartite Ramsey
numbers). Itt tehdt a teljes graf helyett a teljes paros graf részgrafjait vizsgéljuk.
Megjegyezziik, hogy b(G1, G) 1étezése kovetkezik a b(K, m, K,,) Ramsey-
szamok 1étezésébdl, ami a klasszikus Ramsey-tételhez standard bizonyitdsdhoz
hasonl6é mddszerrel beldthatd. Itt is vannak olyan grafcsaladok, amelyek Ramsey-
szamait meghatdroztdk. Példaul b(G1, G2) ismert azokban az esetekben, amikor
(G, és G egyarant csillagok vagy utak, vagy ha GG csillag és G5 ut (1d. [5], Intro-
duction). Aalfejezetben a b(Cy, K, ,,) Ramsey szamokkal fogunk foglalkozni.

Ezt az esetet Cy — K ,, pdros Ramsey-szdmoknak fogjuk hivni.

Tovébbi nevezetes dltaldnositasa a klasszikus Ramsey-problémanak a tobbszind
Ramsey-szdmok témakore (multicolor Ramsey numbers). A klasszikus Ramsey-
szamok esetében ugyanis a G C K, és G grafok helyett beszélhetiink K, éleinek

7 7z

2-szinezéseirdl, ahol az azonos szind élek altal meghatdrozott részgrafok felel-
nek meg G-nek és G-nak. Ennek kézenfekvd dltaldnositdsdval kapjuk a tobbszi-
nli Ramsey-szdmokat, amikor K, tetsz6leges m-€lszinezése éaltal meghatdrozott
részgrafokat vizsgiljuk. Megjegyezziik még, hogy lehet altaldnositani a problé-
mat hipergrafokra, avagy halmazrendszerekre is. A paros Ramsey-szdmok kivé-
telével az itt felsorolt dltaldnositasokhoz kapcsolddé eredmények remekiil Ossze

vannak gydjtve [21]]-ben.
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3. C4y — K, Ramsey-szamok

A kovetkez6kben Cy — K ,, dltaldnositott Ramsey-szdmokkal fogunk foglal-
kozni. Az[3.1] alfejezetben bemutatjuk a sziikséges eszkoztdrat, amely lényegé-
ben vélogatas a C;-mentes grafokkal kapcsolatos alapvetd eredményekbdl. Ezek
késébb fontos szerepet fognak jatszani abban, hogy beldssuk egy adott grafrol,
hogy az tartalmaz-e részgrafként Cj-et vagy sem. A[3.2] alfejezetben a Cy — K,
klasszikus Ramsey-szdmokat fogjuk vizsgalni. Bemutatjuk a kapcsol6dé eredmé-
nyeket és megemlitiink néhdny fontos, megvalaszolatlan kérdést. A[3.3] alfejezet-
ben még részletesebben fogunk foglalkozni a Cy — K ,, pdros Ramsey-szdmokkal.
Itt is bemutatjuk a témakor eredményeit, majd a fejezet végén megadunk az iro-

dalomban még nem ismert Ramsey-szdmokat, egyben megcafolunk egy sejtést.

3.1. C;-mentes grafok

Els6ként specidlis véges geometridkkal, véges projektiv és affin sikokkal fog-
lalkozunk, amelyek illeszkedési grafjai fontos példat adnak Cy-mentes grafokra.
A alfejezetben latni fogjuk, hogy a projektiv és affin sikok illeszkedési graf-
jai, illetve ezek részgrafjai, kritikus grafot adnak egyes Ramsey-szdmokra. A[3.2]
alfejezetben pedig az Erd6s—Rényi-féle polaritasgraf jatszik kulcsszerepet, amely-
nek konstrukcidja a klasszikus véges projektiv sikok tulajdonsdgain alapszik. A

fejezet kiilon nem hivatkozott részei [3],[25] és [[1'7] alapjan {rédtak.

3.1.1. Definicié. Legyen P véges halmaz és elemeit nevezziik pontoknak, L pe-
dig legyen ‘P részhalmazainak egy halmaza és elemeit nevezziik egyeneseknek. A
(P, L) pdr pontosan akkor véges projektiv sik, ha a kovetkezd axiomdk teljesiil-

nek.

1. Bdrmely két ponthoz van pontosan egy egyenes, amely mindkét pontra illesz-
kedik.



3. C4y — K, vy RAMSEY-SZAMOK 7

Il. Bdrmely két egyenesnek pontosan egy kozos pontja van.

III. Van négy dltaldnos helyzetii pont.

A (P, L) pdr pontosan akkor véges affin sik, ha a projektiv sik I. és IIl. axiomdja
teljesiil, azonban a Il. axioma helyett a kovetkezd pdrhuzamossdgi axioma telje-
stil: bdrmely P ponthoz és P-re nem illeszkedd L egyeneshez van pontosan egy

egyenes, amely P-re illeszkedik, de nincs kozos pontja L-lel.

Nem nehéz megmutatni, hogy minden véges projektiv sikhoz van olyan ¢ szam,
hogy a projektiv siknak éppen ¢ + ¢ + 1 pontja és egyenese van, minden pontra
q + 1 egyenes illeszkedik, és minden egyenesnek ¢ + 1 pontja van. Ezt a ¢ szdmot
a projektiv sik rendjének nevezziik. Megjegyezziik, hogy a projektiv sik esetében
a III. axiéma lecserélhetd arra a feltételre, hogy minden egyenesnek legaldbb 3

pontja van, €s minden pontra legaldbb 3 egyenes illeszkedik.

A projektiv és affin sikok kozott erds kapcsolat all fenn. Ha egy g-adrendi pro-
jektiv siknak elhagyjuk egy L egyenesét és annak g + 1 pontjat, akkor egy olyan
q? pontbdl és ¢ + q egyenesbdl 4ll6 struktirat kapunk, amelyben a projektiv sik
masodik axidmédja nem teljesiil, ugyanis a projektiv sikon L minden P pontjira q
masik egyenes illeszkedett, amelyeknek P volt az egyetlen kozos pontja. Tehat az
Uj struktirdban parhuzamos egyenesek keletkeztek, egész pontosan ¢+ 1 parhuza-
mosségi osztaly, egyenként q egyenessel. Egy-egy ilyen osztily egyenesei lefedik
az 0sszes pontot, hiszen ha lenne olyan pont, amelyet nem tartalmaznak, akkor
a projektiv sikon nem lett volna olyan egyenes, amely ezt a pontot és L megfe-
lelé pontjat egyardnt tartalmazta volna, ami ellentmond az I. axiémanak. Ebbdl
viszont kovetkezik, hogy teljesiil az affin sik parhuzamossagi axidmadja, tehat a
keletkezett struktira éppen egy affin sik.

Affin sikbdl is lehet projektiv sikot konstrudlni. Az affin sikon van parhuzamos-
sdg, tehat vannak pdrhuzamossagi osztalyok. Egy-egy ilyen osztdly egyeneseihez

vegyiink hozza egy 4j, kozos pontot (egy un. idedlis pontot), majd a struktirdhoz
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vegyiink hozz4 egy 1) egyenest (az un. idedlis egyenest), amely pontosan ezekbdl
a pontokbdl 4ll. Ekkor a kapott struktdrdra teljesiilnek a projektiv sik axiomai,
tehdt az 4j struktira éppen egy projektiv sik. Ezt az affin sik projektiv lezartjanak
nevezziik. Ebbdl kovetkezik az is, hogy egy véges affin sik mindig egy projektiv
sik részstruktirdja, és egy véges affin siknak ¢ pontja és ¢> + ¢ egyenese van,
ahol q az affin sik projektiv lezartjdnak rendje.

A késdbbiekben fontos lesz nekiink, hogy adott g-ra 1étezik-e g-adrendii projektiv
sik. A kovetkezd konstrukcié alapjan tudjuk, hogy ha ¢ primhatvany, akkor 1é-
tezik g-adrendd projektiv sik. Primhatvany alatt olyan p® szdmot értiink, ahol p

prim, és o > 1 egész szam.

3.1.2. Konstrukcié. Mivel ¢ primhatvany, igy 1étezik ¢ elem( véges test, ame-
lyet GF(q)-val jelsliink. Tekintsiik az (z,y, 2) € GF(q)*\ {(0,0,0)} vektorokat,

és definidljuk a kovetkezd ekvivalenciarelaciot:
(2,9,2) ~ (A, Ay, Az), ahol A € GF(q) \ {0}.

Legyen a projektiv sik P alaphalmaza az igy kapott ekvivalenciaosztalyok hal-
maza. Adott ekvivalenciaosztilyt egyértelmiien meghatdroz egy tetszbleges ele-
me, amelyet reprezentdnsnak hivunk. Ez alapjan az (z,y, z) vektor mostantdl a
megfelel§ ekvivalenciaosztdlyt reprezentalja. Tekintsiik az [a, b, ¢] = {(z,y, 2) :
ax + by + cz = 0} halmazokat, ahol (a,b,c), (z,y,2z) € GF(q)3\ {(0,0,0)}.
Vildgos, hogy [a, b, c] fuggetlen attdl, hogy az (z,y, z) osztalyt melyik elemével
reprezentdljuk, és az (a, b, ¢) osztdly minden eleme ugyanazt a halmazt adja, te-
hit az [a, b, | halmazokra is értelmezhetjiik a fenti ekvivalenciareldciét. Legyen
L az [a, b, c] ekvivalenciaosztdlyok halmaza. Ekkor £ elemei P részhalmazai, és
(P, L) teljesiti a projektiv sik axiémadit, a tartalmazast tekintve illeszkedésnek.
P elemei a (0,0, 0) vektorral kiegészitve éppen a GF'(q) feletti haromdimenzids
vektortér egydimenzids alterei, mig £ elemei a (0,0,0) vektorral kiegészitve a
kétdimenzids alterek. A vektorterek ismert tulajdonsagai alapjan konnyen latszik,
hogy (P, L) teljesiti az 1. és II. axiémat, a III. axiéméhoz pedig (1,0, 0), (0, 1,0),
(0,0,1) és (1,1, 1) minden g mellett megfeleld lesz. O
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A fenti konstrukcioval nyert projektiv sikokat szokas klasszikus véges projektiv
sikoknak nevezni. Tudjuk tehat, hogy minden ¢ primhatvanyra létezik g-adrendi
projektiv sik. Egy nevezetes sejtés szerint nem is 1étezik masféle projektiv sik,
csak primhatvdnyrendd. Ez mdig megoldatlan probléma, azonban egyes esetek-
ben sikeriilt kizarni projektiv sik 1étezését. Ehhez nyujt segitséget az aldbbi neve-

zetes tétel.

3.1.3. Tétel. (Bruck—Ryser, [2]) Ha létezik n-edrendii véges projektiv sik és

n = 1,2 (mod 4), akkor n két négyzetszdm dsszege.

A tétel alapjan kizarhatjuk péld4aul hatodrendd projektiv sik 1étezését. Ugyan-
akkor a tétel nem mond semmit azokban az esetekben, amikor n felirhaté két
négyzetszam osszegeként, példdul ha n = 10, vagy han # 1,2 (mod 4), példaul
az n = 12 esetében. Késébb szamitdogépes mddszerekkel igazoltdk, hogy tized-
rendd projektiv sik sem létezik, igy bizonyossa valt, hogy a Bruck—Ryser-tétel
nem ad elégséges feltételt n-edrendl projektiv sik 1étezésére. A legkisebb maig

megoldatlan eset az n = 12.

A bevezetSben emlitettiik, hogy a véges projektiv és affin sikok illeszkedési
gréfja tipikus példa Cy-mentes grifra. Az illeszkedési graifaza I = (P, L, E(I))
paros gréaf, amelynek egyik csicsosztalyét az adott sik pontjai, a mésikat pedig a
sik egyenesei alkotjak, és pontosan az illeszked6 pont-egyenes parok kozott fut
él. Az igy definialt graf nyilvanval6an C; mentes, hiszen egy 4 csicsu kor azt
jelentené, hogy van olyan pontpdr, amelyet két egyenes is tartalmaz, ezt azonban
az I. axidma kizdrja mind a projektiv, mind az affin sikok esetében.

Most bemutatunk egy madsik nevezetes C;-mentes grafcsalddot, a polaritasgrafo-
kat, amelyeket a véges projektiv sikok tulajdonsdgai alapjan egyszerlien konstru-
alhatunk. Egy projektiv sik polaritdsdnak neveziink egy olyan 7 bijektiv, illeszke-
déstart6 leképezést, amely a pontokat az egyenesekbe az egyeneseket a pontokba
viszi, és 72 az identikus leképezés. Tekintsiink egy polaritdssal rendelkez6 véges
projektiv sikot. Jelolje P a projektiv sik pontjait, £ az egyeneseit, és 7 a polari-

tast. A projektiv sik G(V, E(G)) polaritasgrafjat a kovetkezSképpen definidljuk.
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Legyen V' = P, és minden p;, p;, € P-re legyen p;,p; € E(G) pontosan akkor, ha
p; € m(p;) ési # j. Konnyen latszik, hogy ez a konstrukci jol definidlt egyszerd
grafot ad, amely rdadasul C, mentes, hiszen semelyik két csicsnak nem lehet két
kozos szomszédja, mivel kiillonbdz6 pontok poldris egyeneseinek nem lehet két
k6zos pontja. Azokat a p € P pontokat, amelyekre m(p) = p, tehat amelyek rajta
vannak a sajat polaris egyesiikon, abszoldt pontoknak nevezziik.

Tudjuk, hogy a[3.1.2] konstrukciéval nyert g-adrendd klasszikus projektiv siknak
van polaritdsa. Nem nehéz megmutatni, hogy — a konstrukcié jeloléseit hasznalva
—an((@y,2) = [0,9,2) (2,y,2) € P) és nlle,.2]) = (2,9,2) (2,9,7] €
L) feltételekkel definidlt leképezés éppen egy polaritds. A klasszikus projektiv
sikok polaritasgrafjat, amelyet az el6bb definidlt polaritds hatdroz meg, szokds
Erd6s—Rényi-grafnak hivni a [12] cikk alapjan, ahol bevezették a polaritasgraf
fogalmét. A késGbbiekben polaritdsgraf alatt mindig a megfelelé Erdés—Rényi-
gréafot fogjuk érteni.

Vizsgaljuk meg, hany csiicsa és hany éle van az Erd6s—Rényi-féle polaritdsgraf-
nak. A csticsok szdma nyilvanvaléan ¢>+q+ 1, hiszen ez megegyezik a g-adrendd
projektiv sik pontjainak szdmaval. Mivel minden pont poldris egyenesén g+ 1 pont
van, ezért a csticsok fokszama g+ 1, kivéve az abszolut pontokat, amelyeknek csak
¢, hiszen a hurokéleket kizarja a definicié. Az abszolit pontok — a[3.1.2]jeloléseit
hasznélva — pontosan azok az (x,y, z) pontok, amelyek rajta vannak az [z, y, z]
egyenesen, azaz teljesitik az 2% + y* + 2? = 0 egyenletet. Ismert tény, hogy ezt
a feltételt pontosan g + 1 pont (ekvivalenciaosztaly) elégiti ki, igy a polaritdsnak
q + 1 abszolit pontja van. Kovetkezésképp a polaritdsgraf g-adfokud csicsainak

szdma g + 1, igy az élek szdma dsszesen 1¢%(q + 1) + (¢ + 1)g = 3q(q + 1)

Térjiink most rd a Cy-mentes grafok vizsgdlatara. Klasszikus Turdn-tipusi
probléma, hogy hany éle lehet maximadlisan egy n pontd Cy-mentes egyszeri graf-
nak, ezt a szdmot ex(n, Cy) jeloli. Most egy egyszer( elv alapjan fels§ becslést
adunk ex(n,Cy)-re. A tovabbiakban nevezziik cseresznyéknek a 2 éld utakat, a
cseresznye csucsdnak az ut 2 fokszdmu pontjat, valamint a cseresznye végpontja-

inak az 1 fokszdmu pontjait. Az elv lényege, hogy egy C;-mentes grafban legfel-
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jebb annyi cseresznye lehet, ahdny pontpar van, ellenkez6 esetben ugyanis lenne
két cseresznye, amelyek végpontjai megegyeznek, tehat Cy-et alkotndnk. Erre a
modszerre a késGbbiekben cseresznyeszamoldsként, a kovetkezd éllitdsra pedig

élszambecslésként fogunk hivatkozni.

3.1.4. Allitas. ([23], [19]) Ha a G = (V, E(Q)) egyszerii grdfnak |V| = n pont-

ja van és nem tartalmaz részgrdfként C-et, akkor
n
|E(G)] < Z(l + V4dn — 3).

BIZONYITAS. Jelolje a v € V cstics fokszamdt d(v). Ekkor a 3, i, (“0) ki-
fejezés értéke a G-ben 1év6 cseresznyék szdma. Mivel az f(z) = (3) fiiggvény
konvex, igy a Jensen-egyenl6tlenség alapjan a cseresznyék szdma akkor minima-
lis, ha a fokszdmok a lehet6 legegyenletesebben oszlanak el. Tegyiik fel, hogy

minden fokszdm d. Ekkor a Cy-mentesség miatt teljesiilnie kell az
d n
n <
2) 7 \2

(1-3) <n-3

1./ 3 1
d< s+ n—Z:§(1+\/4n—3)

E(G)| < (1 + v/4n — 3), mivel ennél
tobb €l esetén biztosan a megengedettnél tobb cseresznye lenne a grafban. 0

egyenldtlenségnek. Kovetkezik, hogy

Vizsgaljuk meg, teljesiilhet-e egy GG graf esetén a fenti becslés egyenlGséggel.
Ebben az esetben G-nek d reguldrisnak kell lennie, és d < %(1 ++/4n — 3) egyen-
16séggel teljesiil, hiszen az cseresznyék ily médon minimalizalt szdma még igy is
éppen annyi, ahdny pontpdr van. Mivel d-nek egésznek kell lennie, ezért kovet-
kezik, hogy VA4n — 3 = 2k + 1 alakd, alkalmas k-val. EbbSlazn = k> + k + 1
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feltételt kapjuk. Ha létezik k-adrendd projektiv sik, akkor a polaritdsgrafnak ép-
pen ennyi pontja van, azonban nem reguldris, €s az élszama %k(/@ +1)2, mig az
élszdmbecslésbdl az ex(k* + k + 1,Cy) < L(k* + k + 1)(k + 1) felsd korlétot
kapjuk. Mindenesetre a polaritdsgrafbdl kovetkezik, hogy ha ¢ primhatvany, ak-
kor 1¢(q+1)* < ex(q* + ¢+ 1,Cy).

Egy masik feltételt nyeriink abbdl, hogy G-ben a cseresznyék és pontparok sza-
ma megegyezik. A C; mentesség miatt ebbdl kovetkezik, hogy minden pontpérra
pontosan egy cseresznye végei illeszkednek, kovetkezésképp barmely két pont-
nak pontosan egy kozds szomszédja van. Ilyen grafokrol szol az aldbbi nevezetes
tétel.

3.1.5. Definicio. A K o (k > 1) csillag 1 fokszdmii csiicsai kozott vegyiink fel
lij éleket oly modon, hogy minden csiicsra pontosan egy uj él illeszkedjen. Az igy

nyert 2k + 1 csiicsu grdfot bardtsdggrdfnak nevezziik és Fy-val jeloljiik.

3.1.6. Tétel. (Baratsagtétel, [12]) Ha a G véges, egyszerii grdf barmely két csii-

csdnak pontosan egy kozos szomszédja van, akkor G bardtsdggrdyf.

Mivel a baratsdggrafok koziil csak az I} = K3 reguldris, ezért az élszdmbecslés
csak a K5 esetében teljesiil egyenlGséggel, ez az eset azonban érdektelen a Cjy-
mentesség szempontjabol. Az élszambecslés tehat az n > 4 esetekben soha nem
teljesiil egyenléséggel. Ugyanakkor a alfejezetben fel fogjuk tudni hasznélni
kis Ramsey-szdmok értékének meghatdrozasdhoz, a cseresznyeszamolds médszer
pedig mind a[3.2] mind a[3.3]alfejezetben fontos szerepet fog jatszani.
Megjegyezziik, hogy ¢ > 15-re [13]-ban beldttdk, hogy ex(¢®> + ¢ + 1,Cy) <
2q(q + 1)2. Kovetkezésképp, ha ¢ > 13 primhatvény, akkor ex(¢* + ¢+ 1,Cy) =

2q(q + 1)2, ahol a polaritasgraf éppen extremalis.

7z 7

Sziikségiink lesz még a késdbbiekben egy korai eredményre a Zarankiewicz-
probléma témakorébdl. Az eredeti problémat a névaddja vetette fel [29]-ben,

a ma ismert form4jatél némiképp eltéréen. A z(m,n,s,t) Zarankiewicz-szdm
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megadja, hogy maximadlisan mennyi €le lehet egy m és n elemi cstcsosztalyok-
kal rendelkezd paros grafnak, ha nem tartalmaz K, részgrafot, ahol az s cstcs
az m, a t csics az n elemd osztidlyban van. Ez tehdt olyan extremadlis probléma,
amikor a befogadé graf paros, a kizdrt részgraf pedig teljes paros graf. Szamunkra
a z(n) = z(n,n,2,2) Zarankiewicz-szdmok lesznek érdekesek, amelyeket a
alfejezetben fogunk felhasznalni. Belatjuk a kovetkezd becslést.

3.1.7. Allitas. (Reiman-becslés, [23])

1
z(m,n,2,2) < §<m + /m?2 + dmn(n — 1))

BIZONYITAS. Legyenm > n,és H = (M, N, E(H)) péros graf, ahol |M| = m
és |N| = n. A bizonyitds Stlete ugyanaz, mint a[3.1.4] 4llitds bizonyitdsdnal, csak
itt azokat a cseresznyéket fogjuk megszamolni, amelyek cstcsai a nagyobb pont-
osztalyban, tehat M -ben vannak. A Jensen-egyenl6tlenségbdl itt is kovetkezik,
hogy az ilyen cseresznyék szama akkor minimadlis, ha M/-ben minden csucs foka

megegyezik. Tegyiik fel hogy a k6zos fokszam d. Ekkor a Cj-mentesség miatt

n(3) < ()

teljesiilnie kell az

-1
dd—1) <=1
m
1 _nn-1) 1
2
_ Z < il
d d—|—4_ - 1
1 nn—1) 1
d— =)< -
( 2) - m 4

1 —1 1 1 4 —1
i<l M+_:_<1+\/MH)
2 m 4 2 m

egyenlStlenségnek. Kovetkezik, hogy |E(H)| < %(m + y/m? + 4mn(n — 1)) ,
mivel ennél tobb €l esetén biztosan a megengedettnél tobb M -beli csucsal rendel-

kezd cseresznye lenne a grafban. UJ
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Megjegyezziik, hogy egy véges projektiv vagy affin sik illeszkedési grafja egyen-
16séggel teljesiti a Reiman-becslést. Ezt az extremalis tulajdonsagot fel is fogjuk
hasznalni az @ alfejezetben. Mint emlitettiik, szdmunkra azok a Zarankiewicz-
szamok lesznek fontosak, amelyek esetén a befogadd pédros graf pontosztilyai
azonos elemszamuak, a kizart részgraf pedig a C;. Erre a specidlis esetre a

Reiman-becslés a kovetkezbt felsd korlatot adja.

3.1.8. Kovetkezmény. Ha a H = (S,T, E(H)) pdros grdfnak mindkét csiics-

osztdlydban |S| = |T'| = n pontja van és nem tartalmaz részgrdfként Cy-et, akkor

\E(H)| < 3(1 +An —3).

A késbbbiekben, amikor a Reiman becslésre hivatkozunk, elsGsorban erre a
kovetkezményre fogunk utalni. A C;-mentes grafokkal és olyan tovabbi extrem-
alis kérdésekkel kapcsolatban, amikor a kizart részgrafok egyike paros, a [14]
monografiit ajanljuk az érdekl6dd olvasoé figyelmébe, a Zarankiweicz-szamokkal

kapcsolatban pedig a [18] cikket és hivatkozdsait.
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3.2. Cy — K, klasszikus Ramsey-szamok

A kovetkezSkben az r(Cy, K ,,) Ramsey-szamokkal fogunk foglalkozni. EI6-
sz0r egyszert modszerekkel meghatarozzuk kis Ramsey-szdmok értékét, majd 4t-
tekintjiik a témakor klasszikus eredményeit, amelyek egy részét a[3.1]alfejezetben
bevezetett eszkdzok segitségével bizonyitjuk is. Ezutdn dsszesitjitk az r(Cy, K ,,)
Ramsey-szdmok pontos értékeire vonatkozé 6sszes eredményt, és bemutatjuk a té-
makor néhdny relevans kérdését. Ebben a részben egyszer vélaszt adunk egy 30
éves kérdésre, amelyre a vdlasz mar régdta ismert, azonban valamivel hosszabb
és bonyolultabb bizonyitdssal.

A fejezetben, mivel véges projektiv sikokra épiilnek a témakor konstrukcioi, 1épten-
nyomon primhatvanyokrdl fogunk beszélni. Ugyanakkor a "ha ¢ primhatvény"
feltétel minden esetben lecserélhet6 arra, hogy "ha létezik g-adrendl projektiv

sik". Megjegyezziik tovabbd, hogy primhatviny alatt mindig olyan p® szdmot

értiink, ahol p prim, és o > 1 egész szam.

Nem ko6t6dik szorosan az dltalunk vizsgalt témahoz, de megemlitjiik, hogy az
r(Cy, K1) Ramsey-szamoknak kiemelt szerepe van az olyan Ramsey-szamok
kozott, ahol az egyik megkovetelt részgraf a négy csucsu kor, a masik pedig fa.
A kovetkezd tétel alapjan ugyanis az ilyen tipusi Ramsey-szamok meghatdrozdsa

lényegében egyenértéki egy r(Cy, K ,,) Ramsey-szam meghatdrozaséval.

3.2.1. Tétel. ([4]) HaT n pontii fa és T-ben a legnagyobb fokszam A(T) = m,
akkor
r(Cy, T) = max{4,n+ 1,7(Cy, K1,,)}-

Most az egyszerliség kedvéért bevezetjiikk az r(n) = r(Cy, K ) jelolést, tehat
r(n) a legkisebb egész szdm, amelyre K, ,) barmely G részgréfjra igaz, hogy
G tartalmaz Cy-et vagy G tartalmaz K, csillagot. El&szor egyszerd modsze-
rekkel kiszdmoljuk r(n) értékét kis n-ekre. Az alsé korldthoz mutatunk olyan

G C K, (n)—1 részgrafot, amely nem tartalmaz Cy-et és G sem tartalmaz K 1,n-et.
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Erre Ggy fogunk hivatkozni, hogy G kritikus graf (r(n)-re nézve).

A felsd korlathoz megmutatjuk, hogy K, (,)-nek nincs olyan G részgrafja, amelyre
Cy ¢ Gés Ky, ¢ G egyszerre teljesiilne. A médszer a kovetkezd lesz. Ha lenne
K, (-nek ilyen G részgrafja, akkor a K, ¢ G feltételbdl alsé korlatot kapunk
G fokszdmaira: G-ben a maximadlis fokszam legfeljebb n — 1 lehet, igy G-ben
minden fokszdam legaldbb r(n) — 1 — (n — 1) = r(n) — n. Ezt a feltételt fok-
szamkritériumnak fogjuk hivni. Madsrészt a C;-mentesség miatt az élszaimbecs-
1ésbdl allitas) fels6 korldtot kapunk G élszamara: |E(G)| < ex(n,Cy) <
|2(1 + +/4n — 3)|. Ezutdn meg fogjuk mutatni, hogy nem létezhet G ezekkel a
feltételekkel.

3.2.2. Allitas. r(2) = 4.

BIZONYITAS. Tegyiik fel, hogy K4-nek van r(2)-re nézve G kritikus részgraf-
ja. Ekkor az élszambecslés szerint |E(G)| < 4, a fokszdmkritérium miatt pedig
d(G) > 2,ésigy 4 < |E(G)|. Ez csak ugy lehet ha |E(G)| = 4 és minden fok-
szdm 2, ekkor viszont G éppen egy 4 éld kor, kovetkezésképp r(2) < 4. Mivel a
3 < r(2) irany trividlis, igy r(2) = 4. O

3.2.3. Allitas. r(n) = n+3, ahol 3 < n < 6.

BIZONYITAS. Az n + 2 < r(n) iranyhoz C,, .o C K, o alkalmas kritikus graf
mindegyik esetben, mivel Cj-mentes és A(C,2) = n— 1. Azr(n) < n+3
irdnyhoz tegyiik fel, hogy K, 3-nak van olyan G Cy-mentes részgrafja, amelyre
A(G) < n — 1, azaz G-ben minden fokszam legaldbb 3. Mind a négy esetre be-
latjuk, hogy nem létezhet G ilyen feltételekkel. Az n = 3 esetben GG-nek 6 pontja
van, és a fokszamkritérium alapjan legalabb 9 élének kellene lennie, azonban az
élszambecslés szerint legfeljebb 8 éle lehet. Az n = 4 esetben G-nek 7 pontja
van, és az egyik feltétel alapjan legalabb 11 élének kellene lennie, a mdsik miatt
viszont legfeljebb 10 lehet.

Az n = 5 esetben GG-nek 8 pontja van, és minden pontjdnak fokszdma legaldbb
3. Belatjuk, hogy G mar akkor sem lehet Cy-mentes, ha minden fokszdm pon-

tosan 3. Tekintsiik GG egy tetszbleges v csucsat, és azt a 4 pontot, amelyek v-vel
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nem szomszédosak. A [3.2.2] allitas bizonyitdsdbol tudjuk, hogy utébbiak kozott
biztosan van olyan u csucs, amely a mésik hdrom koziil legfeljebb eggyel szom-
szédos, ellenkezd esetben Cy-et alkotndanak. Mivel azonban u-nak ezenkiviil még
2 szomszédja van, és azok csak v szomszédai koziil keriilhetnek ki, igy G-ben
mindenképp lesz Cy. Hasonl6an jarunk el az n = 6 esetben is. Itt G-nek 9 pontja
van, és minden csucs fokszdma legalabb 3. Mivel azonban a fokszamdsszegnek
parosnak kell lennie, ezért lesz legaldbb egy v csics, amelyre d(v) > 4. Ekkor G
mar nem lehet Cy-mentes, mert van 4 v-vel nem szomszédos csucs, és az el6z6

érvelés érvényes itt is. 0

Most bebizonyitunk egy éltalanos fels6 korlatot r(n)-re. Késdbb latni fogjuk,

hogy ez a fels6 becslés sok esetben optimadlis értéket ad.

3.2.4. Tétel. ([26]]) Minden 2 < n-re
r(n) <n+ [vn] + 1.

BI1ZONYITAS. Legyen m = n + (\/m + 1, és tegyliik fel indirekt, hogy 1étezik
G C K,, kritikus graf, azaz G nem tartalmaz C);-et és G-ben a maximalis fokszdm
legfeljebb n — 1. Utébbibdl kovetkezik, hogy G-ben minden fokszadm legaldbb

m — n. A C;-mentesség miatt teljesiilnie kell az

("2")= ()
= n)m =0 = 1) _

([val +1)[vn] <n+[Vn]
[Vl <n

egyenl6tlenségnek, ellenkezd esetben GG-ben tobb cseresznye van, mint ahdny
pontpdr, igy lesz benne C)y, ami ellentmondés. Az egyenl6tlenség csak akkor tel-

jestil, mégpedig egyenlGséggel, ha n négyzetszam és G (m — n)-reguldris. Ez azt
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jelenti, hogy G-ben pontosan annyi cseresznye van, mint pontpdr, igy a Cy men-
tess€g miatt kovetkezik, hogy minden pontparra pontosan egy cseresznye végei
illeszkednek. Ekkor viszont barmely két pontnak pontosan egy k6zos szomszéd-
ja van, igy a baratsigtétel miatt G baratsdggraf. Mivel csak egy olyan
baratsaggraf 1étezik, amely reguldris, igy kovetkezik, hogy G = F; = K3 és
m —n = 2. Azonban m —n = [y/n| +1 > 3, han > 2, igy ellentmonddsra
jutottunk. Ezzel a tétel allitasat belattuk. U

A felsd becslés a fenti példdkban az n = 3,4 esetekben optimélis, a tobbi
esetben eggyel nagyobb a pontos értéknél. A kovetkezd esetekben a felsd becslés

Ujra pontos lesz.

3.2.5. Allitas. r(n) = n + 4, aholn = 7,8

B1ZONYITAS. Az n < n + 4 irdny a fels6 korlatbdl kovetkezik. A kritikus graf
7(7)-hez a Petersen-graf lesz [26], ami 10 pontd, nincs benne C és 3-reguldris,
kovetkezésképp a komplementerében a maximélis fokszam 6. Egy r(8)-ra kri-
tikus gréafot pedig a Petersen grafbdl konstrudlunk a kovetkezOképpen: vegyiink
fel egy 0j vy cstcsot, ezt kossiik Ossze a Petersen-graf egy tetszoleges 2 éld Tit-
janak vy, v9, v3 pontjaival, majd hagyjuk el a kivdlasztott ut egyik €élét. Az igy
kapott graf 11 pontd, a minimélis fokszdma 3, kovetkezésképp a komplementeré-
ben nincs K 3. Kell még, hogy a konstrukcidval nem sériilt a Cy-mentesség, azaz
vy semelyik két szomszédja kozott nem vezet 2 €14 at. Mivel eredetileg vy, vo, v3
koziil ketten-ketten szomszédosak voltak, a harmadik paros kozott pedig vezetett
két €1t ut (amit az éltorléssel megsziintettiink), igy az eredeti grafban semelyik
pontparos kozott sem lehetett (mdsik) 2-hosszu tt, hiszen az C's-mat vagy Cy-et
eredményezett volna, a Petersen-grafrol pedig tudjuk, hogy a legrovidebb kore 5

élu. 0J

Megjegyzés. A Petersen-graf éppen a (3, 5) paraméteri ketrecgraf, azaz a legki-

sebb pontszamu 3 reguldris graf, amelyben C5 a legrévidebb kor.
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Azon esetek, amikor a felsd becslés pontos, azért is fontosak, mert a kovetke-
z0 alfejezetben ezek segitségével fogjuk tudni meghatdrozni egyes paros Ramsey
szamok pontos értékét. Ezért ezt a tulajdonsagot kiemelten fogjuk kezelni, és
minden felmeriil6 esetben megvizsgdljuk. Késobb ldtni fogjuk, hogy az ismert
esetekben mindig vagy éles a felsd becslés, vagy pedig eggyel nagyobb a pontos
értéknél. A kovetkezd, bizonyitds nélkiil kozolt tétel meghataroz egy olyan esetet,
amikor r(n) < n+ [/n] is teljesiil.

3.2.6. Tétel. ([26l]) Minden 1 < k-re

r(®+1) <k +k+2.

Felhasznalva a felsd becsléseket, valamint a projektiv sikok €s a polaritasgraf
tulajdonsdgait, meg tudjuk hatdrozni r(n) pontos értékét specialis n-ekre . Az els
esetben r(n) = n + [/n]| fog teljesiilni, mig a masikban r(n) = n+ [/n] + 1.

3.2.7. Tétel. ([26|]) Ha q primhatvdny, akkor
(@ +1)=q¢*+q+2.

BIZONYITAS. Az r(¢*> + 1) < ¢* + ¢ + 2 irdny kovetkezik a tételbdl. A
¢ +q+1 < r(¢>+ 1) irdny igazoldsdhoz a g-adrend( klasszikus projektiv sik
polaritasgrafja éppen megfeleld lesz, mivel ¢? + ¢ + 1 pontja van, Cy-mentes és a

minimalis fokszdma g, teh4t a komplementerében ¢? a legnagyobb fokszdm. [
3.2.8. Tétel. ([26/]) Ha q primhatvdny, akkor
r(@®) =" +q+1

BIZONYITAS. Az r(¢*) < ¢* + ¢ + 1 irdny most a tételbdl kovetkezik,
q? + q pontu kritikus graf pedig egyszertien konstrudlhat6 a g-adrend( klasszikus
projektiv sik polaritasgrafjabol. Tudjuk, hogy a polaritasgraf C;-mentes, ¢>+q+1
pontja van, és ¢° pont fokszdma g+ 1, a ¢+ 1 abszolit pont foka pedig q. Ha elha-
gyunk egy olyan csticsot, a rd illeszked6 élekkel egyiitt, amelynek csak ¢ 4 1 fok-

szdmi szomszédai vannak, akkor megfeleld kritikus grafot kapunk, hiszen ¢* + ¢
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pontja lesz, amelyben a minimdlis fokszdm ¢, igy a komplementerében ¢ — 1 lesz
a legnagyobb fokszdm. Ehhez egy tetszbleges abszolit pont megfeleld lesz, mert
abszolut pontnak csak ¢ + 1 fokd szomszédai lehetnek. Ha ugyanis két abszo-
lut pont szomszédos lenne, az azt jelentené, hogy mindkét pont rajta van a masik
polaris egyenesén, de mivel 6k maguk is rajta vannak a sajat polaris egyenesii-
kon, igy a két poléris egyenesnek ekkor két kdzos pontja lene, ami ellentmond a

projektiv sik axidmadinak. U

e

Az el6z6 két tétel meghatdroz egy-egy osztdlyt, amelyek minden n elemére
ismerjiik r(n) pontos értékét. A kovetkezGkben bizonyitds nélkiil attekintjiik a to-
vabbi ismert osztdlyokat. Az eredmények kozott sok az atfedés olyan értelemben,
hogy egyes konstrukci6kbol, amelyek 4j eredményre vezetnek, sokszor kovetkez-
nek régebbi eredmények is. Ezekre az dtfedésekre nem tériink ki, mindenhol csak

az elso cikkre hivatkozunk, ahol az eredmény megjelent.
3.2.9. Tétel. Legyen q primhatvdny.
I. Haq =3ést =2vagyq > 5pdratlan ést = 2,4,...,2[ 1), akkor [27]

alapjdn
r@—t)=¢ —t+q+1

2. Haoqg=5,7Tést = 1vagy q > 9 pdratlan és t = 1,3,...,2(%} — 3, akkor
[31] alapjdn
" —t)=¢ —t+q+1.

3. Haog=2ést=1vagyq > 4dpdrosés1 <t <q+ 1,t # q, akkor [27]
alapjdn
(@ —t)=¢ —t+q+1

4. Ha q > 5 pdratlan és t = 2,4, ..., 2[ %], akkor [32] alapjdn

r(g* —q—t)=q¢* -t
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5. Ha q > 4 pdros és t = 1, akkor [20] alapjdn
2 2
r(¢°—29+t) =q¢°—q+t.
6. Ha q > 4 pdros ést = —1, 2, akkor [32|] alapjdn
2 2
r(¢—2q¢+t)=q¢" —q+t.

Megjegyzés. Az 1-3. és 5. pont igazolasdhoz a projektiv sikok €s polaritdsgrafok
tulajdonsédgait haszndltdk fel a hivatkozott cikkekben, a 4. és 6. ponthoz sziik-
séges konstrukciok pedig véges testek tulajdonsagain alapulnak [32]-ben. Utébbi
cikkben nem emlitik sem a projektiv sikokat, sem a polaritasgrafokat, ami azért
érdekes, mert a témakor gyakorlatilag minden eredménye kapcsolatba hozhat6
ezekkel a teriiletekkel.

Megjegyzés. A kovetkezs alfejezetben fontos lesz, ezért megjegyezzik, hogy a
tétel mely eseteiben pontos az éltaldnos felsd becslés. Az 1-3. pontban, a 4. pont
q = 5,t = 4 esetében és az 5-6. pont t = —1, 1 eseteiben kapott Ramsey-szamok
r(n) = n + [y/n] + 1 alakiak, tehdt ezekben az esetekben az dltaldnos felss
korlat optimalis. A 4. pont tobbi esetében és a 6. pont ¢ = 2 esetében pedig
r(n) = n+ [/n] eredményt kapunk.

A fentieken kiviil mas Ramsey-szamokbdl tovabbi r(n) értékeket szamithatunk
ki. Jelolje W,, az n 4+ 1 csicsu kerékgrafot, amelyet gy kapunk, ha C,, min-
den cstcsat 0sszekotjiik egy n + 1. csiccesal. A [30] cikkben megmutattik, hogy
r(Cy, K1) = 7(Cy, W,,), han > 6. Ennek segitségével a kovetkezd Ramsey-

szamokat hatdroztdk meg.

3.2.10. Allitas. (/30])

1. Ha 11 < n <5, akkorr(n) =n+ 5.

2. Ha 18 < n < 20, akkor r(n) = n + 5.
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3. Ha 34 <n < 36, akkorr(n) =n+T7.

4. r(43) = 51.

Az eddigiek alapjan osszefoglaljuk, ami a kis r(n) szdmokr6l ismert. A
tablazat tartalmazza az ismert r(n) értékeket n < 50 mellett. Az f(n) — r(n)
értékek jelzik, hogy pontos-e az dltalanos fels6 becslés, ahol f(n) = n+ (\/ﬂ +1.
Ha f(n) — r(n) = 0, akkor r(n) = n + [/n] + 1, igy a felss becslés optimalis,
ha pedig f(n) — r(n) = 1, akkor r(n) = n + [/n].

n r(n) | f(n) —r(n) n r(n) | f(n) —r(n)

2 n+2 1 34—-36 | n+7 0
3—4 |n+3 0 37 ?
5—-6 |n+3 1 38 n+7 1
7T—9 |n+4 0 39 ?

10 n+4 1 40 n+7 1
11-16 | n+5 0 41 — 42 ?
17—20 | n+5 1 43 n+8 0

21 n+6 0 44 ?

22 ? 45 n+8 0
23—-25 | n+6 0 46 ?

26 n+6 1 47 —-49 | n+8 0
27— 33 ? 50 n+8

2. tabldzat. Az ismert r(n) értékek n < 50 mellett, és f(n) — r(n) értékei, ahol

f(n) =n+[Vn] +1.

Felmeriil a kérdés, hogy hogyan hatarozhatndnk meg az ismeretlen r(n) érté-
keket. Kézenfekvd otlet, hogy hasznéljuk fel a mar ismert eseteket is. Példaul
érvényes az r(n) < r(n + 1) alsé becslés, hiszen r(n) egy kritikus grafja nyilvdn
r(n + 1)-re is kritikus. Azonban r(n) segitségével fels6 becslést is tudunk adni
r(n + 1)-re. A [4] cikkben tették fel a kérdést, hogy r(n + 1) < r(n) + 2 mindig



3. C4y — K, vy RAMSEY-SZAMOK 23

teljesiil-e. A valaszt [6]]-ban taldljuk: az Osszefiiggés minden n-re teljesiil. Most
erre a tételre adunk egy [6]-tdl fiiggetlen, rovidebb bizonyitdst, amely egyszerl

észrevételeken kiviil csak a bardtsagtételt haszndlja fel.

3.2.11. Tétel. ([/l6]) Minden 2 < n-re
r(n+1) <r(n)+2.

B1ZONYITAS. Indirekt tegyiik fel, hogy r(n) + 2 < r(n + 1), tehit van olyan
G C K, ()42, amelyre Cy ¢ G és Ky ,,11 ¢ G. Kovetkezésképp A(G) < n, és
igy 6(G) > r(n) —n+1. Ha G-nek van két olyan pontja, amelyeknek nincs kdzos
szomszédja, akkor tekintsiik azt a G' C K, (,,) grafot, amelyet G-bdl ezen két pont
és éleik elhagydsaval kapunk. G’ tovdbbra is C;-mentes és a minimalis fokszdma
legaldbb r(n) — n, mivel minden csticsrdl legfeljebb egy élt hagytunk el. Ekkor
G'-ben a maximdlis fokszdm legfeljebb n — 1, tehdt nem lehet benne K, ,,. Tehat
G kritikus graf r(n)-re, amibdl az r(n) < r(n) ellentmondas kovetkezik.

Ha G-ben barmely két pontnak van k6zos szomszédja, akkor minden pontparnak
pontosan 1 kozos szomszédja kell hogy legyen, hiszen ellenkezd esetben GG-ben
taldlnank C)-et. Ekkor viszont a baratsagtétel miatt GG sziikségképpen baratsagg-
raf, amibdl §(G) = 2 kovetkezik. Mivel 6(G) > r(n) — n + 1, ezért azt kapjuk,
hogy n+1 > r(n). Azonban ez ellentmondas, hiszen egy n + 1 csdcsu Ut mutatja

minden n-re, hogy n + 1 < r(n). O

A [4] cikkben meghataroztdk tovabba a kovetkezd éltaldnos alsé korlétot r(n)-

re.

3.2.12. Tétel. ([4]) n + /n — 6n'/% < r(n), minden n > 2 esetén.

Sajnos ez meglehetdsen messze van az ismert felsé korltokt6l, mivel n'!/40

értéke legalabb 1, de mar n = 13-ra a 2-t is eléri. Ugyanebben a cikkben megfo-
galmaztak a kovetkezd sejtést, amelynek igazoldsaért vagy céafolataért Erdds Pal,

az egyik szerzg, 100 $ jutalmat ajanlott fel.
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3.2.13. Sejtés. r(n) < n++/n—cvégtelen sok n-re, ahol c tetsz6leges konstans.

Megjegyezziik, hogy ¢ < 0 eset semmitmondo, ezért c-t nemnegativnak tekint-
jik. Az eddigiek alapjdn ldttuk, hogy minden ismert esetben r(n) = n+ [/n|+1,
vagy r(n) = n + [y/n]. Ez alapjan [31]-ben és [32]-ben a kovetkezd kérdést fo-
galmaztak meg.

3.2.14. Kérdés. Igaz-e, hogy r(n) = n+ [\/n]| + 1 vagy r(n) = n+ [/n]

minden n > 2-re?

Ha erre a kérdésre igennel tudunk valaszolni, akkor az negativ vélaszt ad az

el6z6 sejtésre. Megfogalmazhatunk egy mdésik relevans kérdést is.

3.2.15. Kérdés. Igaz-e r(n) < r(n+ 1) minden n > 2-re?

Ha ez igaz lenne, az nagy elGrelépést jelentene tovabbi r(n)-ek meghataroza-
sdban. Példaul olyan esetekben, amikor r(n) és r(n + k) ismert (k > 2), és
r(n + k) —r(n) = k, akkor minden n és n + k kozé es6 [-re kovetkezne 7 (1) ér-
téke. A[2] tdblazat alapjan a kis r(n)-ek kozott is vannak ilyen esetek, de a[3.2.9]
tételbdl rdaddsul ilyen esetek egész osztélyait kapjuk. Tovabba har(n) < r(n+1)
minden esetben teljesiil, akkor negativ vélaszt adhatunk [4] egy masik kérdésére,
amelynek a részkérdése éppen az, hogy r(n) = r(n+1) teljesiil-e végtelen sok n-
re. Megjegyezziik, hogy a kérdés megfogalmazasibol igy tlinik, mintha a szerzék
taldltak volna arra utald jelet, hogy r(n) = r(n + 1) valamikor teljesiil, azonban a

cikkben nincs ezzel kapcsolatos utalas.
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3.3. Cy — K, paros Ramsey-szamok

A kovetkezSkben a b(Cy, K ,,) paros Ramsey-szamokkal fogunk foglalkozni.
El6szor egyszerli médszerekkel meghatarozzuk kis Ramsey-szdmok értékét, majd
ismertetjiik a témakor eredményeit, amelyeket a [3.1] alfejezetben bevezetett esz-
kozok segitségével bizonyitunk is. Felhasznédljuk a Reiman-becslést, és kulcso-
fontossdgu szerepe lesz a véges projektiv sikoknak, amelyek segitségével kritikus
grafokat fogunk konstrudlni. A fejezet végén megadunk az irodalomban még nem
ismert Ramsey-szdmokat, egyben megcafolunk egy sejtést. Ebben is szerepe lesz
a projektiv sikoknak.

Itt is megjegyezziik, hogy a tételekben a "ha ¢ primhatvéany" feltétel minden eset-
ben lecserélhetd arra, hogy "ha 1étezik g-adrendd projektiv sik", és hogy primhat-

vany alatt mindig olyan p® szdmot értiink, ahol p prim, és a > 1 egész szam.

Most az egyszerliség kedvéért bevezetjitk a b(n) = b(Cy, K ,,) jelolést. Te-
hét b(n) a legkisebb egész szam, amelyre Ky,,) () barmely H részgréfjara igaz,
hogy H tartalmaz Cy-et vagy H° tartalmaz K ,-et. A kovetkezOkben egyszeri
mdédszerekkel meghatdrozzuk b(n) értékét kis n-ekre. Az alsé korlathoz H C
Ky(n)—1,p(n)—1 kritikus grafokat konstrudlunk, a fels6 korldthoz pedig megmu-
tatjuk, hogy egy H C Ky pn) graf nem lehet kritikus. A moédszer hasonlo
lesz, mint az r(Cy, K1 ,) szdmok esetében, csak itt a Reiman-becslésbdl kapunk
fels6 korlatot H élszamdra (3.1.8] kovetkezmény), mig a fokszamkritériumbdl
A(H®) <n—1,é1igy 6(H) > b(n) —n + 1 kovetkezik.

3.3.1. Allitas. 2 < n < 4 mellett b(n) = n + 2

B1ZONYITAS. Tekintsiik az n = 2 esetet. Tegyiik fel, hogy K, 4-nek van olyan
Cy-mentes H részgrafja, amelyre H nem tartalmaz K, 5 csillagot, azaz A(H€) =
1. Ut6bbibol kovetkezik, hogy d(H) > 3, tehat H-nak legaldbb 12 éle van. Mas-
részt viszont H-nak legfeljebb z(n) éle lehet. A Reiman-becslés szerint z(n) <
|2(1++/4n — 3)], ami n = 2-re 9-et ad. Tehat ilyen H részgraf nem létezhet, és
ebbdl kovetkezik, hogy b(2) < 4.



3. C4y — K, vy RAMSEY-SZAMOK 26

A 4 < b(2) als6 korldt igazoldsdhoz mutatnunk kell egy olyan C;-mentes részgra-
fot K3 3-ban, amelyben minden csucs foka legalabb 2, ehhez pedig K5 3 barmely
6 élt kore j6 lesz. Ezzel belattuk, hogy b(2) = 4. Az n = 3,4 esetekben a
b(n) < n + 2 irdny igazoldsa ugyanigy torténik, a n + 2 < b(n) irdnyt pedig K, 4
egy 8 éli és K5 5 egy 10 €éld kore igazolja. 0

3.3.2. Allitas. 5 < n < 9 mellett b(n) = n + 3

BIZONYITAS. A b(n) < n + 3 irdny igazoldsa teljes mértékben megegyezik az
el6z6 bizonyitds gondolatmenetével. A mdsik irdny is hasonld, csak itt mar olyan
Cs-mentes részgrafot kell mutatnunk K, ,,2-ben, amelyben minden fokszdm
legalabb 3.

Tekintsiik az n = 5 esetet. Legyenek K7, pontosztdlyai S = {s1,...,s7} ésT =
{t1,...,t7}. A csicsok indexeit modulo 7 fogjuk tekinteni, de az atlathatésag
kedvéért ezt nem jeloljiik kiilon. Ebben az értelemben legyen a H kritikus rész-
graf élhalmaza E(H) = {s;t;|i=1,...,7ésj€ {i,i+2,i+6}} = {txs| k =
1,...,7ésl € {k,k+1,k+5}}. Tekintsiink most egy tetszSleges s; csticsot. Ez
csak akkor lehet C'y-nek csucsa, ha valamely két szomszédjanak van s;-t61 kiilon-
b6z6 kozos szomszédja. Azonban s; szomszédai ¢;, ¢, 5 és t; ¢, akiknek az s;-t61
kiilonbozé szomszédai: S;11, Sit5, Sit2, Sitotl = Sit3s Sit6s Sit6es5 = Sitq. Mas-
részt t; o masik két szomszédja s;. o €s s;1011 = s;13. Tehat semelyik s; cstics
nem lehet csticsa Cy-nek, igy H-ban nincsen Cy. Mdsrészt minden csucs foka 3,
igy H¢-ben nincs K 5, és ezzel beldttuk, hogy 8 < b(5).

Az el6bb konstrudlt H-ra tekinthetiink ugy is, hogy az s;t; és s;t; ¢ €élek alkotta
Ch4-hez hozzavessziik még az s;t;, o éleket. Ugyanezen elv alapjdn konstrudlha-
tunk kritikus grafot az n = 6,7, 8,9 esetekben is. A konstrukcid és a bizonyitas

csak a modulusban és az indexelésben koliinbozik. [l

Megjegyzés. Az n = 5 esetben konstrualt kritikus graf nem mas, mint a Heawood-
graf, ami a (3, 6) paraméter( ketrecgraf, azaz a minimalis csticsszdmu 3-reguldris

graf, amelyben a legrovidebb kor 6 éld.
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Most egy éltalanos felsd becslést adunk b(n)-re, amelyet igy kapunk, hogy az

el6z0 bizonyitdsokban hasznalt médszert altalanos n-re alkalmazzuk.

3.3.3. Tétel. ([5]) Minden 2 < n-re
b(n) <n+ [vn].

B1ZONYITAS. Legyen m = n + (\/m, és tegyiik fel, hogy K,, ,,-nek van H
részgrafja, amelyre Cy ¢ H és K, ,, ¢ H°. Kovetkezésképp A(H®) <n —1,és
igy 0(H) = m —n + 1. A fokszamkritérium és a Reiman-becslés segitségével

becsiiljilk H élszamat:
m
m(m—n+1) < |E(H)| < L;(l +V4m — 3)].
H 1étezéséhez sziikséges, hogy teljesiiljon az

m(m—n+1)§%(1+\/4m—3)

non1 g LV
dn+4|v/n| -3
wﬁu%gV QW
Vit [Vl + g < [Vl =
[Va]" <n—1

egyenldtlenség. Mivel azonban minden n > 2-re (\/m 2 n—1, igy nem létezhet

K., m-nek ilyen H részgréfja, és ezzel a tételt igazoltuk. U

Eszrevehetjiik, hogy a kapott fels6 becslés 2 < n < 9 mellett pontos, hiszen
(\/m =2 ha2 <n <4,6és (\/m = 3,ha 5 < n < 9. Létni fogjuk, hogy a
becslés mas esetekben is optimdlis, és a segitségével djabb b(n)-ek értékét tudjuk

meghatdrozni.
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Most bebizonyitunk egy osszefiiggést, ami az r(n) és b(n) szdmok kozott te-
remt kapcsolatot, és ezzel nyeriink egy alsé korldtot a b(n) szdmokra. Megjegyez-
ziik, hogy G és G, pdros grafokra fenndll az (G4, Go) < 2b(G1, G3) egyenl6t-
lenség [28]], ami az élszinezéses megkozelitéssel konnyen latszik: b = b(G1, G3)-
bdl kovetkezik, hogy K3, éleit nem lehet két szinnel ugy kiszinezni, hogy ne
legyen se egyszinl (51, se egyszinli G5, &m vildgos, hogy ekkor Ko, éleit sem le-
het igy kiszinezni, mivel K, C Kq, ésigy r(G1, G2) < 2b. Ennél azonban joval
ersebb Osszefiiggést tudunk beldtni a Cy — K ,, Ramsey-szdmok esetében.

3.3.4. Tétel. ([5]) Minden 2 < n-re
r(n) < b(n+1).

BIZONYITAS ([5] ALAPJAN). Legyenm = r(n)—1ésG = ({v1,..., v}, E(G))
kritikus graf r(n)-hez, azaz olyan részgraf K,,-ben, amire Cy ¢ G és K, ,, ¢ G.
Most G-b6l konstrudlunk egy H pdros grafot, ami részgrifja K, ,,-nek, és Cy ¢
H, valamint K ,,.1 ¢ H°.

Legyen H = ({31, R T £2 P oy ) E(H)) olyan , ahol s;t; € E(H) pon-
tosan akkor, ha v;v; € E(G). Tegyiik fel, hogy H-ban van Cj, jelolje a csicsait
5i, 85 €s ty, ;. Mivel G-ben nincs hurokél, ezért az i, j, k, [ indexek mindegyike
kiilonb6z6. Ekkor azonban a konstrukcié miatt a v;, vx, v;, v; csticsok Cy-et alkot-
nak GG-ben, ami ellentmondas.

Kell még, hogy K ,.1 ¢ H¢. Mivel G-ben nincs K ,, ezért A(G) < n — 1,
kovetkezésképp 6(G) > m —1— (n— 1) = m —n. Ugyanakkor H konstrukcidja
miatt d(s;) = d(v;) és d(t;) = d(v;) minden 4,5 = 1,...,m-re, tehdt 6(H) leg-
alabb m — n. Emiatt A(H¢) < n, amibdl kovetkezik, hogy K ,,+1 nem részgrafja
H¢-nek. Tehat H mutatja, hogy m = r(n) — 1 < b(n + 1), és ebbdl kovetkezik,
hogy r(n) < b(n + 1). O

3.3.5. Kovetkezmény. ([5]) Ha n nem négyzetszdam és r(n) = n + (\/ﬁ] +1,
akkor
b(n+1) =n+ [vn] +1.
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BIZONYITAS. Az el6zd tételbdl s az dltalanos felsd becslésbdl kapjuk, hogy n +
(\/m +1<bn+1) <n+1+ (\/n + ﬂ. Mivel n nem négyzetszdm, igy
[v/n] = [V/n+ 1], tehdt kbvetkezik, hogy b(n + 1) = n + [/n] + 1. O

A kovetkezmény tehdt megadja b(n) értékét azon n-ek osztdlydra, ahol n
nem négyzetszdm és r(n) = n-+[y/n]+1. Emlékeztetiink, hogy a[3.2]alfejezetben
mindenhol megadtuk, hogy az ismert r(n) értékek mikor teljesitik az r(n) = n +
[v/n] + 1 feltételt. A legkisebb n, amelyre ez alapjan ki tudjuk szdmolni b(n)
értékét, és mas tételbdl nem fogjuk megkapni, az n = 27. Az allitas alapjan
r(26) = 32, és mivel n = 26-ra teljesiilnek a kovetkezmény feltételei, igy
b(27) = 32.

A kovetkez6kben meghatarozunk tovabbi osztilyokat, amelyek b(n) értékei-
re optimdlis alsé korlatot tudunk adni. Kezdetben a véges projektiv €s affin sikok
tulajdonsagait fogjuk felhasznalni. A[3.T]alfejezetben emlitettiik, hogy ezen speci-
alis strukturdk illeszkedési grafja példat ad arra, amikor a Reiman-becslés egyen-
16séggel teljesiil. Mivel a projektiv és affin sikok tulajdonségi alapjan ismerjiik
az illeszkedési graf csicsainak fokszamat, kézenfekvo, hogy ezeket felhasznalva

adjunk alsé becslést a b(n) Ramsey-szdmokra.

3.3.6. Allitas. ([16]) Ha q primhatvdny, akkor
> +1)=¢* +q+2.

B1zoNYITAS. Tekintsiik a g-adrend( projektiv sik illeszkedési grafjat. Mindkét
pontosztilyban ¢? + ¢ + 1 cstics van, minden csucs foka ¢ + 1. Az illeszkedési
grafban nincs C);, a komplementerében pedig minden cstcs foka ¢, tehdt nem
tartalmaz K, ;2 csillagot. Kovetkezésképp ¢* + ¢ + 1 < b(¢* + 1). Mésrészt az
dltaldnos fels6 korlath6l b(g? + 1) < ¢ + 1 + [\/ﬁw — P+ q+2, 6 ezzel
az 4llitast belattuk. U

3.3.7. Allitas. ([16]) Ha q primhatvdny, akkor

> —q+1)=¢*+1.
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B1ZONYITAS. Az alsé korlathoz konstrudlnunk kell egy olyan Cy-mentes paros
grafot, amelynek mindkét pontosztdlya ¢* elemfi, és minden fokszam legaldbb ¢,
igy a komplementerében nem lesz K ,»_,.,. Ehhez tekintsiik most a g-adrendi
affin sik I = (P, L, E(I)) illeszkedési grafjat, ahol P a pontok, L az egyenesek
csucsosztalyat jeloli. A g-adrendd affin sikot igy kapjuk a g-adrendi projektiv
sikbol, hogy kitorliink egy egyenest, és annak ¢ + 1 pontjat. Itt tehdt |P| = ¢2,
P-ben minden fokszdm g+ 1, illetve | L| = ¢*+ ¢, L-ben minden fokszdm q. Most
toroljiikk L-bol az affin sik egy tetszdleges parhuzamossagi osztdlydnak egyeneseit
reprezentld csdcsokat €s a rajuk illeszkedd éleket. Ekkor |P| = |L| = ¢? lesz,
és minden fokszdm ¢ lesz, hiszen csak P csicsain valtozott a fokszdm: minden
csdicson pontosan eggyel csokkent. Ugyanis egy parhuzamossagi osztdly egye-
nesei paronként diszjunktak, és lefedik a sik minden pontjat. Viladgos tovébba,
hogy az igy nyert graf Cy-mentes, hiszen részgrafja az affin sik illeszkedési graf-
janak. Kovetkezésképp ¢® < b(q* — q + 1). Masrészt az dltaldnos felsd korlatbol
b(?—q+1) < @—qt+1+ [\/m] — 2+1, és ezzel az dllitdst beldttuk.]

Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy nem nyerhetnénk-e djabb alsé korlatokat
ugy, hogy az el6z6 bizonyitds gondolatmenetét alkalmazva, azonban projektiv
sik illeszkedési grafjabol kiindulva konstrudlunk kritikus grafokat. A vélasz az,
hogy nyerhetiink, és éppen ezt az eljarist fogjuk alkalmazni a kovetkezd lemma
bizonyitdsdhoz, amelybdl — mint késébb latjuk — optimélis alsé korlatokat fogunk

kapni.
3.3.8. Lemma. Ha q primhatvdny és 0 <t < q, akkor
CHt<bl@P—q+1+1).

BIZONYITAS. Meg kell mutatnunk, hogy K2, ,2.,-nek van olyan H részgraf-
ja, amelyre Cy ¢ H és Ky 2,114, ¢ H¢ Utobbi feltétel azt jelenti, hogy
A(H®) < ¢*—q+t,amiad(H) > q feltétellel ekvivalens. Tehét a bizonyitdshoz
meg kell mutatnunk, hogy minden ¢*> < m < ¢* + ¢ esetre 1étezik K, ,,-nek

olyan C;-mentes H (m) részgrafja, amelyben minden fokszam legaldbb g.



3. Oy — Ky v RAMSEY-SZAMOK 31

Tekintsiik most a ¢g-adrendd projektiv sik I = (P, L, E([)) illeszkedési grafjat,
ahol P a pontok, L az egyenesek csdcsosztalyét jeloli. Tudjuk, hogy |P| = |L| =
q*> + q + 1, és minden fokszdm ¢ + 1. Mostantdél P és L pontjaira tgy is hivat-
kozunk, mint a projektiv sik pontjai és egyenesei, és ezzel a sz6haszndlattal élve

a konstrukcio a kovetkez6 lesz.

1. Viélasszunk ki egy tetsz8leges | € L egyenest és egy rd illeszkedd p € P
pontot /-ben. Jelolje az I-beli szomszédaik halmazat rendre N (1) és N (p).

2. Az els6 1épésben toriiljiik [-t és p-t, valamint a rdjuk illeszked6 Osszes élt
I-bdl. Az igy kapott gréfot jelolje [} = (P, L1, E(1y)).

3. Minden tovdbbi i = 2,...,(q + 1)-edik 1épésben az 4j I; = (P;, L;, E(I;))
grafot tigy kapjuk, hogy I;_1-bél torliink egy tetszSleges P;_; NN (p)-beli és
egy tetszleges L;_1 N N(I)-beli cstcsot, valamint a rdjuk illeszkedd dsszes
élt.

Vilagos, hogy az i. Iépésben nyert I; paros graf mindkét pontosztalya ¢® +q+1—1
elemt, tovabbd Cy-mentes, hiszen részgrafja az eredeti [ illeszkedési grafnak.
A kérdés, hogy mi helyzet az I;-beli fokszdmokkal? Mivel a pontok cstcsosz-
talyabol sorban elhagyott csucsok a projektiv sikon mind az e egyenes pontjai,
barmely masik egyenes pontosan eggyel volt szomszédos ezek koziil /-ben. Ko-
vetkezésképp az egyes egyenesek fokszdma Osszesen eggyel csokkent, azaz min-
den 1épés utan legalabb ¢, I,,,-ben pedig pontosan g. Tovdbba mivel az egye-
nesek csucsosztalyabdl sorban elhagyott csicsok a projektiv sikon mind p-re il-
leszkedd egyenesek, ezért paronként p az egyetlen kozos metszéspontjuk. Ko-
vetkezésképp az egyes pontok fokszdma Osszesen eggyel csokkent, azaz minden
1épés utan legaldbb g, I,41-ben pedig pontosan g. Tehdt H(m) = Iz qi1-m

(m=¢3...,¢°> +q) j6 valasztds lesz, €s ezzel a tételt belattuk. O

Megjegyzés. A fenti konstrukciot konnyen megfogalmazhatjuk szemléletesen, ha

az [ egyenesre ugy tekintiink, mint a megfelel affin sik idedlis egyenese. A p pont
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ekkor az affin sik egy parhuzamosségi osztalydnak idealis pontja. A konstrukcid
elsé 1épésében ezt a két idedlis térelemet hagyjuk el, minden tovabbi Iépésben
pedig [ maradék ¢ pontja koziil egyet-egyet, és a p dltal meghatarozott parhuza-

mossdgi osztdly g egyenese koziil egyet-egyet.

Megjegyzés. A konstrukcié révén kapott I,,; graf izomorf a allitds bi-
zonyitdsaban konstrudlt graffal. Felmeriilhet a kérdés, hogy nyerhetiink-e ebbdl
a grafbol djabb kritikus grafokat, tovdbbi csicsok és €lek elhagyasdval. A va-
lasz nemleges, mert /,,; pontosztilyaibdl egy-egy csticsot elhagyva mar biztosan
csokken a minimalis fokszam, kovetkezésképp a komplementerben a maximélis
fokszdm nem csokken I7, | -hez képest, igy lényegében ugyanarra a b(n) Ramsey-
szdmra kapunk alsé becslést, csak eggyel gyengébbet, mint /. ;-bdl. Megjegyez-
ziik, hogy egy véges projektiv sik [ illeszkedési grafjat kibovitve sem kapunk jo
alsé korldtokat, mert az 4j csucsokat legfeljebb egy /-beli cstuccsal kothetjiik dssze
a parossag és C;-mentesség megtartasa mellett, ezért az dj csicsoknak tdl kevés

lesz a fokszama.

Megjegyzés. A konstrukciobdl alsé becsléseket kapunk Zarankiewicz-szamokra,

hiszen C';-mentes paros grafokat konstrudlunk. A becslés a kovetkezd:
(ig—i+1)g+ (@ +q—ig)(g+1) <zo( +q+1—i,¢*+q+1—1),
aholi = 1,...,q + 1, és g primhatvany. A becslés [8] és [9] alapjdn az ¢ = 1,2

esetekben optimdlis.

Némiképp eltérd konstrukcidval Gjabb optimdlis alsé korlatot kapunk.
3.3.9. Lemma. ([15],[20]) Ha q primhatvadny, akkor
¢ —1<bg®—q).

B1ZONYITAS ([[17] ALAPJAN). Tekintsiik a g-adrendd affin sik [ = (P, L, E(I))

illeszkedési grafjat, ahol P a pontok, L az egyenesek csucsosztalyat jeloli. Itt tehat
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|P| = ¢* és P-ben minden fokszdm g+ 1, és |L| = ¢* + ¢, L-ben minden fokszdm
q. Toroljiink 7-bol egy tetszdleges py € P csticsot, a py-ra illeszkedd éleket, és
po-nak a g + 1 szomszédjat. Ekkor |L| = |P| = ¢* — 1, L-ben minden cstics
foka ¢, mert a megmaradt csucsokrdl nem hagytunk el élt, és P-ben is ¢ minden
csucs foka, mert az affin sik axiomai miatt minden py # p ponthoz pontosan egy
egyenes volt az affin sikon, amely p-re és py-ra egyarant illeszkedett, igy P minden
csucsdrdl pontosan egy €It hagytunk el. A konstrudlt grafban tehdt a legkisebb
fokszdm ¢, igy a komplementerében ¢ — ¢ — 1 a legnagyobb foksz4m, tehat nincs
benne K, ,2_,. Mivel a Cy-mentesség trividlisan teljesiil, igy a konstrudlt graf

kritikus b(¢* — ¢)-ra. O

A[3.3.8] lemmabdl, a[3.3.9] lemmébdl és az dltalanos felsd becslésbol (3.3.3]
tétel) kovetkezik a kovetkezd tétel, amely a allitas kiterjesztése.

3.3.10. Tétel. Ha q primhatvdny és 0 <t < q, akkor
b(g® —q+1t)=¢ +t
BIZONYITAS. A fels korldtbol kovetkezik, hogy b(¢> —q+1t) < ¢* —q+1t +

[\/ @ —q+ t-‘ = ¢ +t, amésik irdny pedig a lemmakbol. 0

Fontos észrevétel, hogy minden n-re, amelyekre az eddigiek alapjan ki tudjuk
szdmolni b(n)-et, a b(n) < n + [/n] fels6 korlat pontos. Ez alapjén [5]-ben a
kovetkezd sejtést fogalmaztik meg.

3.3.11. Sejtés. ([5], Conjecture 16.) Minden 2 < n-re

b(n) =n+ [v/n].

Ez a sejtés azonban hamis. Az aldbbi lemma igazolja, hogy van olyan eset,

amikor az éltalanos fels6 becslés nem optimalis.
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3.3.12. Lemma. Ha nem létezik q-adrendii projektiv sik, akkor n = ¢* + 1-re
b(n) <n+ [vn] — 1.

B1ZONYITAS. Be kell latnunk, hogy b(¢®> + 1) < ¢* + ¢ + 1. Ehhez tegyiik
fel indirekt, hogy b(¢*> + 1) > ¢* + ¢ + 1. Azaz vanolyan H C K2 ,114214+1
amelyre Cy ¢ H és K, 241 ¢ H€. Kovetkezésképp H-ben a maximdlis fokszdm

q?, tehat H-ban minden fokszdm legaldbb ¢ + 1. Mivel a

qg+1 P +qg+1
(q2+q+1)< 5 )S( ) )

)(qul)q < (¢ +q+1)(¢* +q)
2 9

(g+1)g < (¢*+q)

egyenldtlenség egyenldséggel teljesiil, igy ha H-ban lenne ¢ + 1-nél nagyobb

(*+q+1

fokszdm, akkor lenne két cseresznye, amelyeknek a végpontjai megegyeznek, ami
ellentmond a Cy-mentességnek. Kovetkezésképp H-ban minden fokszamnak q +
1-nek kell lennie, és az egyenldség miatt barmely két cseresznyének van kozos
végpontja, amelyeknek a csicsa azonos pontosztilyban van. Tekintsiik most azt
a G struktdrat, amit H, mint illeszkedési graf, hatdroz meg. G-nek ¢*> + ¢ + 1
pontja €s ugyanennyi egyenese van, minden pontra ¢ + 1 egyenes illeszkedik,
minden egyenesnek ¢ 4+ 1 pontja van, tovabba barmely két pontot pontosan egy
egyenes tartalmaz, és barmely két egyenesnek pontosan egy metszéspontja van.
Kovetkezik, hogy G g-adrendd projektiv sik, amirdl feltettiik, hogy nem létezik.
Tehat ellentmonddsra jutottunk, igy igazoltuk a b(q? + 1) < ¢* + ¢ + 1 feltevést.

Kovetkezik, hogy b(q? + 1) < ¢® + 1+ L/cﬂ n 1] 1 0
3.3.13. Lemma. Ha létezik q-adrendii projektiv sik, akkor
¢ —q<b(g—1)°+1).

BI1ZONYITAS. A allitas bizonyitasaban affin sik illeszkedési grafjabol egy

parhuzamossagi osztdly egyeneseit elhagyva kontsrudltunk olyan C; mentes H;
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paros grafot, amelynek mindkét csicsosztdlydban ¢* cstics van és minden csics
fokszdma q. Tekintsiik most az a H, grafot, amelyet H;-b6l kapunk egy djabb
parhuzamossagi osztily q egyenesét és az egyik ilyen egyenes ¢ pontjat elhagyva.
Ekkor H,-nek mindkét csiicsosztalydban ¢> — ¢ cstcs van, és konnyen latszik,
hogy minden csucs foka legaldbb ¢ — 1. Semelyik pontr6l nem hagyhattunk
el két egyenest, mert parhuzamos egyeneseket hagytunk el, és semelyik meg-
maradt egyenesr6l nem hagyhattunk el egynél tobb pontot, mert két kiilonb6zd
egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja lehet. Kovetkezik, hogy HS-ben a leg-
nagyobb fokszdm ¢* — 2¢ + 1, igy nincs benne K 2 o, o tehdt Hy kritikus graf
b((g—1)2+1)-re. O

Megjegyezve, hogy (¢—1)*+1+ %/(q —1)2+ lw —1=¢*—q+1, az aldbbi
tétel a[3.3.12.lemma|3.3.13.| lemma egyenes kovetkezménye.

3.3.14. Tétel. Ha létezik q-adrendii projektiv sik, és nem létezik (q — 1)-edrendii,
akkor
Bla—1P+1) = —q+1.

A legkisebb esetek, amelyekre alkalmazhaté a tétel a b(37) = 43 és a b(101) =
111, mivel tudjuk, hogy ¢ = 7,11 esetén létezik, ¢ = 6, 10 esetén pedig nem
1étezik g-adrendi projektiv sik. Kiilonosen érdekes a b(145) esete, mivel tudjuk,
hogy 1étezik 13-adrendd projektiv sik, de 12-edrend{ir6l nem tudjuk, hogy 1étezik-
e vagy sem. Azonban ha létezik, akkor a[3.3.6] 4llitds alapjan b(145) = 158, ha
nem létezik, akkor a tétel alapjan b(145) = 157. Ez az érvelés forditva
is igaz, és minden ilyen esetben érvényes, tehat megfogalmazhatjuk a kovetkezd
tételt.

3.3.15. Tétel. Ha létezik q-adrendii projektiv sik, akkor pontosan akkor létezik
(¢ — 1)-edrendit, han = (q — 1)* + 1-re

b(n) =n+ [v/n],



3. Cy — K, v RAMSEY-SZAMOK 36

és pontosan akkor nem létezik, ha

A [5] cikkben megfogalmaztak tovabba egy a|(3.3.11.| sejtésnél gyengébb sej-
tést is, amelyet ha sikeriilne belétni, az nagy 1épést jelentene tjabb b(n) értékek

meghatdrozdsdhoz.

3.3.16. Sejtés. ([S], Conjecture 17.) Minden 2 < n-re

b(n) < b(n+1).

A [3]] cikk szerz6i ezutdn a sejtés utdn megjegyzik, hogy ha a sejtés igaz, akkor
ebbdl kovetkezik, hogy b(n) = n + [y/n| minden ¢* + 1 < n < (¢ + 1)*re,
ahol ¢ és ¢ + 1 egyarant primhatvanyok. Ennél azonban tobb is igaz: nem kell

megkovetelni, hogy ¢ + 1 is primhatvany legyen, elég, ha ¢ az!

3.3.17. Allitas. A[3.3.16. sejtés teljesiilése esetén, ha q primhatvdny és ¢* +1 <
n < (q+1)% akkor

b(n) =n+ [v/n].

BIZONYITAS. A allitds alapjan tudjuk, hogy ha ¢ primhatvédny, akkor
b(¢*> + 1) = ¢* + q + 2, tovabbd a felsd korltbol kovetkezik, hogy b((g + 1)) <
P42+ 1+ {\/mw =2 +3¢+2 Mivel (q+12—(®+1)=2¢ =
@ +3q+2—(¢*+ q+2), ezért az 4llitds kovetkezik, ha b(n) < b(n + 1) minden
n > 2-re. U
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