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Bevezetés

A piaci egyensilyok elméletének kiindulopontjanak egy XIX. szazadi francia kozgazdaszt,

Léon Walrast mondjak, aki 1874-ben felallitotta az altalanos modellt.O gy szerette volna



bedrazni egy versenyz6i piac termékeit, hogy, ha mindenki a lehets leggazdasagosabban
vaséarol be, akkor minden termék elfogyjon, azaz a kereslet és kinédlat egyensilyban van
(altalanos egyensulyelmélet). Bizonyitast bar nem tudott adni ra, kitalalt egy modszert
amirdsl remélte, hogy végiil megadja egy piacon az egyensulyi arakat.

1954-ben Kenneth Arrow és Gerard Debreu olyan feltételeket mutattak, melyek teljesii-
lése mellett biztosan létezik olyan arazas ami mellett Walras egyensilya teljesiil. A cikkiik-
ben ezt ugyan sikeresen bebizonyitottdk egy Banach-fixponttételen alapul6 egzisztencia-
bizonyitassal, de csak a létezést tudték belatni, az ar konkrét kiszamitédsara nem adott
megoldast. A kiszamitashoz elGszor nézziink egy méasik modellt.
sajat modellt, ami tekinthetd a fenti egy aleseteként. Az el6z6 elméletben az Osszes gazda-
sagi szerepld lehetett mind vevé (fogyaszto), mind elado (termels) akar egyszerre is. Fisher
piaci modellje egy résztvevének csak az egyiket engedi meg: mindenki vagy csak vasarlo,
vagy csak termel§. Ennek a modellnek a lineéris esete polinomialisan visszavezethets az
el6z6 modell lineéris esetére, igy sokan el6szor ehhez a modellhez probaltak algoritmust
adni. Mar Fisher is megadott egy hidraulikus elven miikodd otletet) amit kozlekedGedé-
nyekkel modellezett), amely képes lenne az egyensulyi ar kiszamoléaséra, de & se tudott jo
eredményt eléré matematikai modszerrel szolgalni.

Az egynsulyi ar kiszamolasara azota tobben is adtak polinomialis algoritmust (pl.:
1959 Eisenberg és Gale konvex programozasi feladatként megoldotték), de igazén lényeges
ereményeket az el6z6 évtizedben értek el ezen a teriileten. Az algoritmikus jatékelmélet,
numerikus analizis és egyéb més témakorok fejlédése tobb lehetGséget tart fel a mate-
matikusoknak és informatikusoknak, akik nagyban hozzajarultak mind a szamitast végzé
gépek fejlesztéséhez, a piaci egyensulyok hatékonysagihoz és az egyensiily gyorsabb kisza-
mitasahoz is. Tobben probaltak primal-dual problémaként, vagy szimplex modszerekkel

megoldani az egyensily problémaéajat.



Az els6 polinomialis futéasideji kombinarotikus algoritmus linearis hasznosségokra De-
vanur, Papadimitrou, Saberi és Vazirani nevéhez fiiz6dik (D-P-S-V) 2002-ben. Ezt azt
algoritmust lényegesen Orlin javitotta tovabb 2009-ben!

Az egyenstly kiszamitasaban legnagyobb szerepet talan a hasznossagi fliggvények kap-
jak. Valosaghoz legkozelebb allo modelleket ezek megfelels valasztédsaval tudunk kapni.
Leglelterjedtebb fajtajuk a kés6bb bemutatasra keriils6 CES hasznossagi fiiggvények csa-
ladja.

Szakdolgozatom a fent leirtak ismertetésével, matematikai leirasaval, alapjaival, és ja-
tékelméleti megkozelitéseikkel foglalkozik. ElGszor ismerteti az alap-probléma matematikai
leirasét, a hasznosségi fliggvényeket, majd ennek a probléméanak tobb iranyt megkozelité-
sére ad véazlatokat, amik koziil egy grafokra atirt modellen alapul6 egzisztencia bizonyitast

is ad. Végiil par elterjedtebb algoritmus alap otletét mutatja be.

1Orlin  munkijaval a szakdolgozat részletesebben nem foglalkozik, részletsen Hujter Balint
munkajaban|2].



1. fejezet

Egyenstlyok

1.1. Piacok matematikal modellezése

A modellben feltessziik, hogy a résztvevsk kozott tokéletes verseny uralkodik, azaz ver-

senyzdi piac jon létre.
1.1.1. Definicio (To6kéletes piac). Egy piac akkor tokéletes amikor:
e A javak homogének, nincs mindségbeli kiilonbség azonos termékek kozt.

o Tékéletes az informdcio, mds szoval a piac teljesen dtlathato mindenki szdmdra,

minden informdcioval tisztaban vannak.

o Az dsszes piaci szerepld raciondlis, azaz a rendelkezésiikre dllo informdcio alapjdn
hasznossdgukat mazximalizdlni igyekszenek, tetteikkel nem vdltoztathatjak meg a ter-

mékek drait, és ezzel tisztaban is vannak.

e Minden piaci vdltozdst a résztvevdk azonnali reakcidja kéovet.

1.1.2. Definicioé (Versenyzdi piac). Tdikéletes versenynek, vagy versenyzdi piacnak ne-

vezziik azt az dllapotot amikor:

o A piac tokéletes.

o Az eladok kiozt verseny van, tehdt nincs egyiittmikddés az dr elfogaddsdan kivil.



A modell:

Adott m > 1 darab gazdasagi szereplénk, hivjiik 6ket kereskedének, és n+1 > 1 darab
(tetsz6legesen oszthato) termékiink!. A kereskeddket ¢;-vel (traders) a termékeket g;-vel
(goods) fogjuk jeldlni a tovabbiakban.

Az n + l-edik termék az armércetermék, nyugodtan tekinthet§ a pénznek amihez
a tobbi termék ,ara” viszonyul. Az itt ismertetett modell, a pénz értékét 0-nak veszi, ha
marad bel6le az nem szamit haszonnak, tehat mindenkinek célja elkblteni az 0sszes pénzét.
Emiatt ezentul az armérceterméket nem fogjuk a termékek koré sorolni, kiilon kezeljiik,
és amennyiben méashogy nem allitjuk kezdetben mindenkinek O van beléle. Minden jelolés
és széamolas igy értendd.

A kereskeddket két részre oszthatjuk: termelkre, és fogyasztokra. A bevezetében ol-
vasottak alapjan tudhatjuk, hogy az altalanos modellben ez a felosztas nem diszjunkt.
Adottak még tovabbé:

o &= (21,%2,...2,) € R} (:= eleme R"-nek, ahol a vektor minden komponense nem-
negativ) egy csomagvektor, ami a g; termékbdl x; darabot vesz. Szokas a fogyaszto

keresletének, igényének is nevezni.

e Minden j = 1...m t;-hez adott egy w; = (wyj,...wy;) € R7, ami mindegyik ¢;
kereskedére megadja, hogy a g; termékbdél w;; darabbal rendelkezik kezdetben.

ij = (Z Wi, --- anj> =W
j=1 j=1

7j=1
W € R% a piacon kezdetben 1év6 termékmennyiség, a kinalat.
o Egy p = (p1,p2,...pn) € RY ar-vektor, ahol p; a g; egységéarat jeloli.

e Minden j = 1...m tj-hez adott egy u; : R? — RT hasznossagi fiiggvény?, ami

megadja, hogy a t; keresledd altal vasarolt x; csomag haszna u;(z;).

Az m,n + 1 > 1 kikStésre azért van sziikség, mert egy termék vagy egy vasarlo esetén nem beszél-

hetnénk kereskedelemrdl, igy nem jonne létre piac.
2Linearis esetben megadhat6 méatrixszal, amibél kiolvashaté az u;5, és kiszamolhaté minden csomagra

az uj(x;).



Ezutan az 6sszes résztvevs eladja minden termékét, majd megveszi a szamara legked-

vezG6bb z; csomagot, amire a kovetkezsk igazak:

1) A megvett csomag annyiba keriil amennyi pénzt kapott a termékeiért.
n n
Z LijDi = Z Wi;Pi
i=1 i=1
2) Minden egyéb zj, csomagra ami teljesiti 1)-t;
uj(z;) = uj(wy)
azaz barmelyik mas csomagot valasztva nem érhet el nagyobb hasznot.

1.1.3. Megjegyzés. Linedris esetben lathato, hogy a mdsodik feltétel csak gy dllhat fent,
LZ: mazimdalis.

ha ¥ g; termékre, ami xj-ben pozitiv mennyiséggel szerepel

1.2. Az egyenstlyi ar

Egyensulyrol akkor beszéliink, ha egy olyan p egyenstlyi arvektor van megadva, amikor
minden keresked§ képes megvenni a szamara legkedvez6bb csomagot és ezzel minden

termék el is fogy. Szoval az alabbi egyenlGség teljesiil:
D =W
j=1

[smertessiik egy egyszeri linearis példan:
Legyen két kereskedénk Anett (¢1) és Benedek (t3), akik almaval (g;) és dioval (go)

akarnak kereskedni. Adott tovabba egy U hasznosségi méatrix:

(2]

Ekkor u; = 3g1+g2 és uy = 291+2¢2. Kezdetben Anettnal van 1 alma és 4 di6 (w; = (1,4)),
Benedeknél 2 alma és 1 di6 (ws = (2,1)).



Azt allitom, hogy ilyenkor a p = (40, 20) arvektor egy egyensulyi ar:

e Anett eladja a termékeit 1 -40 + 4 - 20 = 120 forintért, amibdl 3 almat szeretne
venni, mert bar az alma kétszer annyiba keriil, de haromszor annyi hasznot hoz
neki: z; = (3,0)

e Benedek termékei 2 - 40 + 1 - 20 = 100 forintét kelnek el. Mivel mind a két termék
ugyanakkora hasznot hoz neki, ezért 6 az olcsobbat valasztja, a diot, amibdl 6t6t

tud venni, x5 = (0, 5)

Ekkor a kereskedGk 0sszesen 3 alméaval és 5 dioval érkeztek, és ugyanennyivel tavoztak:

2 2
inj = (3,5) :Zwi]’ =W
i=1 j=1

Tehat ez egy piaci egyensily = p egy egyensilyi ar.

1.2.1. Megjegyzés. Kionnyd beldtni, hogy ha p eqy egyensilyi dr, akkor cp (c € Ry

konstans) is az lesz.

1.2.2. Definicio (Gsszkereslet). Eqgy targy osszkeresletének az dsszes fogyaszto dltal

1gényelt mennyiség osszegét értyik. Jele X;

m
Xi: E xij
Jj=1

1.2.3. Definicio (Tulkereslet). Egy tdrgy tiligényének a kereslet és kindlat kiilonbségét
értyik. Jele: Z;

j=1
1.2.4. Megjegyzés. A tulkereslet —1 szeresét tilkindlatnak hivjuk. A fogalmakat gy
szoktuk haszndlni, hogy csak a pozitiv dsszetevdiket nézziik.

1.2.5. Megjegyzés. Eqgy termék keresletei fiiggenek az drtol, és nem csak egyensilyi
drakndl értelmezhetdek. Ezért a tovdbbiakban eldfordulhat az x;(p) és X;(p) Zi(p) jelo-

lés.

1.2.6. Definicié (Piaci kereslet, Piaci tilkereslet). Egy drvektorhoz tartozo piaci igényt,

és piaci tobbletigényt a kovetkezdképp definidljuk:
X(p) = (Xi(p), Xa(p), .- Xn(p))
Z(p) = (Z1(p), Z2(p); ---Zn(p))

9



1.2.7. Tétel (Walras térvény). Walras torvénye (Walras’s Law) az dltaldnos egyen-
sulyelmélet eqyik alaptétele a kéovetkezdt dllitja:

Ha eqy piacon tokéletes verseny uralkodik, akkor az drakkal silyozott tilkereslet 6sszege
0, azaz: pZ(p) = 0.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy vdsdrldskor az osszes fogyaszto elkélti minden pénzét:
D IIED D
i=1 j=1 i=1 j=1

Ez azt jelenti, hogy az drakkal silyozott dsszkereslet értéke megegyezik az alapkészlet drak-
kal sulyozott értékével. A tiulkereslet definicidjabol adodoan, mivel ez a kettd eqyenld, ezért

a tilkereslet arakkal silyozott dsszege 0.

O

1.2.8. Definici6 (Brutté helyettesithetdség (GS/WGS)). Egy piac akkor tesz ele-
get a brutto helyettesithetdségnek, vagy angolul gross substitutability(GS)-nek, ha barmely

P1 €S Po kiilonbozd drazdsra:

haVk:0<pi <p: és3le(1,2,..n): p} < p?
—
ha p; = p} = Zi(p') < Zi(p?).

Ha csak a Z;(p') < Zi(p?)-t tudjuk biztositani, akkor beszéliink gyenge bruttd helyettesit-

hetdségrol(WGS).

1.2.9. Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogyha eqy termék dardt felvisszik, akkor azoknak a
termékek amiknek nem wvdltoztattunk az drdn, fel fog menni a kereslete, vagy WGS-nél:

nem fog csékkeni a kereslete.

1.2.1. Approximacids egyensily

Mivel nincs kizarva, hogy egy adott piachan az egyensiilyi ar irracionalis és ezért ezeket
pontosan nem mindig tudjuk megadni, meg kell engedniink egy bizonyos foki eltérést a

tényleges egyenstlytol, ami méar megadhato. Ezt a kovetkezSképpen tessziik meg:

10
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1.2.10. Definici6 (u-approximéacid). Azt mondjuk, hogy egy x; € R csomag p-kozelitd,
vagy p-approximdcios igénye t; kereskeddnek p drndl, ha p > 1l-re uj(x;) < iu; €s
p-xj > pp-wj, ahol ui a kereskedd optimdlis haszna egy adott készletnél.

Egy p dr-vektor és x; csomag erds p-approximdcids egyensilyt alkotnak, ha:

e z; at; dltal akart csomag p drazdsndl.

o Vg; termékre: > xi; >y o wij

Egy p dr-vektor és x; csomag gyenge p-approximdcios egyensilyt alkotnak, ha:
o z; at; dltal akart p-approzimdcios csomag p drazdsndl.

o Vg; termékre: > xip >y o Wij

Egy algoritmust akkor fogunk polinomidlis idejiinek hivni, ha egy (1+¢)-approximécios
egyensilyt, minden ¢ > 0-ra kiszamol az input és log(%) méretében polinomialisan. Ha

polinomialis ideji %-ban, azt polinomiélis idejd approximacios séméanak hivjuk.

1.3. A hasznossagi fliggvény

A fenti példaban jol latszik, hogy a hasznossagi fiiggvény forméja nagyban befolyasolja
a kiszdmithatosdg nehézségét, hiszen ezeknek keressiik a maximumat az adott feltételek
mellett. Az el6bb latott linearis hasznossagi fiiggvény az tgynevezett CES (constant elas-
ticity of substitution), azaz a konstans helyettesitési rugalmassagu fliggvények osztalyaba
tartozik. A CES fiiggvények a legelterjedtebben hasznalt hasznossagi fliggvények, igy mi
is ezekkel foglalkozunk.

1.3.1. CES fiiggvények

A CES fiiggvények altalanos alakja:

n

ui(z;) = (O (aiwi;)")

i=1

Ahol a;; € R’} konstansok, és 0 # p < 1.

A fiiggvény vizsgalatahoz sziikségiink van a helyettesitési rugalmasséig fogalméra:

11



1.3.1. Definicio (Helyettesitési rugalmassag). FEgy figgvény helyettesitési rugalmas-
saga azt mutatja meg, hogy a fligguényérték vdltozatlansaga mellett mennyivel kell valtoz-
tatnunk a két vdltozo értékének ardnydn, hogy a fiiggvény adott ponton dthaladd szintvo-
naldnak meredeksége (abszolutértékben) 1%-kal emelkedjen. Jele: o, kiszamoldsa:

o) |3

_ z1 1

- a|_$2 | z2
o0z 1

Ahol g—ﬁ a szintvonal meredeksége.

1.3.2. Megjegyzés. A helyettesitési rugalmassdg tehdt a fiigguény szintvonalainak ,,gor-
biiltségét” leiro mutatoszam. Minél nagyobb egy pontban eqy fligguény helyettesitési rugal-
massdga, az adott ponthoz tartozo szintvonal anndl inkdbb ,hozzdsimul” az eqyeneshez, €s
ennek megfeleléen anndl nagyobb az 1%-o0s meredekségniveléshez sziikséges ardnyvdltozds

mértéke.

A hasznosségi fiiggvények esetében, o felirhato p fliggvényeként:

1
c=—
L=p
Lathato, hogy o értéke a p kikotései miatt 0 és +oo kozott barhol lehet. Vizsgaljuk az

alabbi fliggvényeket:

12



Linearis eset:

o — 400, ha p — 1 a lineris a fiiggvény:

n
u(zy) =) ayay
=1

Példa i = 2 esetén:

A hasznossag:
Uj = aljxlj + CLQjJIQj

Ezt fliggvényt a kdvetkezs egyenes irja le:

.'|.'|

Léathato, hogy egy adott u; értéket akar csak az egyik, vagy csak a masik termék is
képes elsallitani (mindketts értéke lehet 0). Ez azt jelenti, hogy az egyik termék els tudja
allitani a masik termék hasznat, ennél fogva helyettesitheti azt.

Tobb terméknél egyetlen pozitiv arazasi termék képes az 6sszes tobbi pozitiv drazasa
termék hasznanak helyettesitésére. Ezért szokis ezt az esetet tokéletes helyettesitésnek

nevezni. Emiatt a termékek valtozatossaga egyaltalan nem szamit.

13



Cobb-Douglas fiiggvény:
o — 1, ha p — 0. Ekkor kapjuk a Cobb-Douglas hasznossagi fliggvényt:

n

u(xj) = H 3:%]

i=1
Példa 7 = 2 esetén:
A hasznossag:
aij az;

Uj = Ty - Ty,

Ezt fliggvényt a kdvetkezd hiperbola mutatja:

A képletbdl és az abrabol is latszik, hogy egy adott u; > 0 hasznot, csak tugy érhe-

tiink el, ha mindegyik a;; # 0 termékbdl szigortan pozitiv mennyiséget rendeliink. Szokas

jol viselkedd fiiggvénynek nevezni, mert azon tulajdonsagai (folytonos, minden valtozoja-

ban parcialisan differencialhatd, monoton névekvs, konkav) megkonnyitik az optimumok

keresését és kezelését.

14



Leontief fiiggvény:
o — 0, ha p - —o0, a Leontief fliggvény:

u(z;) = ming{a;xi;}

Példa i = 2 esetén:
Ekkor a hasznossag:

U; = mm{aljxlj; CLQjJ?Qj}

Ezt fliggvényt az alabbi képen lathatjuk:

Itt a Cobb-Douglas fiiggvényhez hasonléan, minden termékbél kell rendelniink poztiv
mennyiséget pozitiv hasznossig eléréséhez. A linearis esettel ellentétesen itt egyik teremék
maésikkal valo helyettesithetGsége teljesen megsziinik (ezt jelenti a o = 0). Ezért ezt az

esetet a tokéletes kiegészitésnek hivjuk.

A CES fiiggvények sikerességiiket annak koszonhetik, hogy matematikailag nagyon jol
lekovethetd a veliik valo szamolas és nagy a kifejezs erejiik. Ezek a tulajdonsagok lehetvé
teszik a valosdghoz kozel allo piacok széleskorid modellezését kiilonb6z6 jellemzskhoz valod
preferenciak alapjan. A p és a,; paraméterek valtoztatasaval valtoztathato, hogy egy adott
piacban a modellez6 éppen a valtozatossigot, helyettesithetGséget, komplementaritast, az

aregyenstlyok sokféleségét, etc..., tartja fontosnak.
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1.4. Jatékelmélet

A jatékelméletbdl ismert jatékosok nagyon hasonléan viselkednek a piaci modellben 1évé
keresked6khoz. Mind a kettének vannak preferenciai, amit hasznossagi fliggvényekkel jel-
lemziink.A racionélis gondolkozasukkal probaljak maximalizélni a hasznukat. A kiilonbség
viszont annyi, hogy amig a piacnal a kereskedSknek nincs sziikségiik arra, hogy figyelem-
mel legyenek a tobbi kereskeddre (nincsenek egymasra hatéassal), agy a jatékelméletben a
jatékosoknak szamolni kell a tobbiek 1épéseivel. Egy piaci egyensily keresését leginkabb
a Nash-egyensuly megtalaldsaval lehet 6sszehasonlitani.

Vegyiik a kovetkezd jatékelméleti alapfogalmakat, n darab jatékos esetére:

1.4.1. Definicié. Adott S; stratégiahalmaz (lehetséges stratégiak halmaza). ¥V i jatékoshoz
s; € S; eqy lehetséges stratégia.

S =51 x ... x S, stratégiavektorok halmaza. s € S stratégiavektor.

1.4.2. Definici6é. Ha s € S,s; € S;, ekkor s_; € S_1 az i-n kivili komponenseket (jaté-
kosok stratégidit) jeloli, ahol:

S—i = Sl X ..o X Si—l X Si—l—l X ..o X Sn
1.4.3. Megjegyzés. Jelilés: s = (s;,5_;) € S

1.4.4. Definici6é. Az wu; : S — R-et hasznossdgi fiigguénynek nevezziik. Azt fejezi ki, hogy

melyik stratégidval mennyi hasznot ér el a jatékos.
1.4.5. Definici6. s € S domindns stratégia, haV i ésV s’ € S-re:
wi(si, s ;) > ui(s)
s € S szigorian domindns, ha domindns, és ha s; # s, = u;(s;,s;) > u;(s')

1.4.6. Megjegyzés. Egy domindns stratégia pont azt jelenti, hogy a tobbiek vdlaszdtol

fiiggetleniil, a jatékos minden esetben jobban jdr, ha ezt a stratégidat alkalmazza.
1.4.7. Definicio. s; € S; legjobb vdlasz s_; € S_;-re, ha V s, € S;-re:

w;i(s) = ui(si, 5-5) > ui(sy, 5-;)
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1.4.8. Definicid. Egy s € S tiszta Nash-egyensily, ha ¥V s, € S;-re:
ui(s) = ui(si, 5-4)
Azaz s; legjobb vdlasz s_;-re ¥ i esetén.

1.4.9. Megjegyzés. Egy jdatékban ha Nash-egyensily alakul ki, akkor az pont az a helyzet
amikor eqyik jdtékosnak sem éri meg vdltoztatni a stratégidjan.
Ez ugymond eqy ,joslatként” is funkciondl, hiszen mivel a jdtékosok optimalizdlni sze-

retnék a nyereségiiket, ldthato hogy végil eqy ilyen helyzet fog kialakulns.

[usztraljuk a Nash-egyensilyt egy elterjedt példan, a fogolydilemman. Vegyiink egy
konkrét példat: A tanulok dolgozatot irtak, és a tanar behiv két tanulot (A-t és B-t)
kiilon-kiilon a szobajaba, hogy puskazason kapta a mésikat. Ekkor az illet donthet, hogy
bekopi-e a masikat, tudvan, hogy & is bekopheti utana 6t. Illyenkor a kovetkezs tablazatbol

olvashatjuk ki a jatékot:

A|B Kop | Nem kop
Kop |2|2] 4|1
Nem kop | 1 |4 313

Ahol a szdmok A és B érdemjegyét jelentik a dolgozatra.

Konnyd belatni, hogy a kopés a dominans stratégia, hiszen ha a mésik jatékos kop,
akkor te egyes helyett kettest kapsz, ha te is kopsz. Ha a masik jatékos nem kop, akkor
hérmas helyett négyest kaphatsz, ha te viszont kopsz. Ekkor ha mind a két jatékos ezt a

stratégiat hasznalja kapunk egy Nash-egyenstilyt is a kdvetkezd allitéds miatt.

1.4.10. Allitas. Ha s domindns stratégia, akkor s Nash-egyensily. Ha s szigorian do-

mindns stratégia, akkor s az egyetlen Nash-egyensily.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy s dominéans stratégia, de nem Nash-egyensiily.

Ha s nem Nash egyensuly akkor:

3s" € S, 3i : ui(s) < wilsh, s-4)

de ez pont azt jelenti hogy s nem dominans stratégia.
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Szintén indirekt tegyiik fel, hogy s szigortian dominans stratégia, és s’ egy s-tdl kii-
16nb6z6 Nash-egyensily. Vegytlink egy i-t amire s; # s;. Ekkor:
ui(si, sLy) > uils') = wi(s', sL) > wilsi, s-y)

Ez pedig ellentmondas.
O

1.4.11. Megjegyzés. Ldthato, hogy ez nem optimdlis, ha eqyikiik se képne, mind a ketten

jJobban jdrndanak mint az egyensulyi stratégidjukkal.

A fenti allitas forditva nem igaz. Vegyliik a kovetkezd jatékot:

A és B azt a jatékot jatszak, hogy egyikiik (A) a hata mogott egy golyot helyez az
egyik kezébe, majd a méasik jatékosnak (B) el kell talalnia melyik kezébe rejtette a golyot.
Ha eltalalja nyer egy pontot a masik jatékostol, ha nem, a masik jatékos kap téle egyet.
A jaték tablazata a kovetkezd:

A|B| Jobb | Bal
Jobb [-1|1]1]-1
Bal |1]-1|-1]1

Itt nem létezik dominans stratégia: Egy jatékos haszna fligg a masik jatékos dontésétsl,
akarmelyik stratégiat valasztjak az lehet mind veszteséges mind nyereséges. Ugyanezzel
a logikaval tiszta Nash-egyensuly sem létezik, hiszen barmi a jaték kimenetele a vesztes

félnek mindig megéri valtoztatni a stratégiajan.

1.4.12. Definicié. m; kevert stratégia, ha m; eqy valosziniségi eloszldas S;-n. M; a kevert
stratégidk halmaza.
M =M x..x M,

kevert stratégiavektorok halmaza. m € M kevert stratégiavektor

Ahogy a tisztaval, ugy a kevert stratégiaval is léteznek a fent definialt tulajdonasgok

és kevert Nash-egyensiily is.

1.4.13. Allitas. A fenti jatékban, ha a jdtékosok az m = (%, %) stratégiat valasztva, azaz

50% -50% eséllyel vilasztjdk a jobb vagy bal kezet, kevert Nash-egyensilyt hoznak létre.
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Bizonyitas: 50% - 50% valasztéassal egy jatékos a masik jatékos stratégiajatol fliggetleniil

% - % eséllyel nyer vagy veszit:

A masik jatékos valasszon 0 < p < 1 valdészintiséggel jobbat, ekkor balt 1 — p valdszi-

niiséggel valaszt. Ekkor az elsé jatékos esélye a nyerésre: % -p+ % (1=p)= % lesz. Igy a

jétekos varhato nyereménye 3 -1+ 3 - (—1) = 0.
amikor ennél alacsonyabb lesz a varhatoé nyereménye:

Ha azt a kezet amit kisebb (% —q,ahol 0 < ¢ < %) valoszintiséggel valaszt, azt a mésik
jatekos p = 1 eséllyel vélasztja, akkor a varhatoé nyereménye 3 — ¢ - (—1) < 0 lenne.

Igy nem éri meg valtoztatni a stratégiajan, tehéat ez egy kevert Nash-egyenstly.
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2. fejezet
Egyenstly létezése

A {6 kérdésiink tovabbra is az, hogy egy adott piaci modellben, adott hasznossagi fiiggveé-
nyekkel képesek vagyunk-e polinomalis id6 alatt megtalalni az egyensulyt. Miel6tt neki-
allnank kiszdmolni a tényleges egyenstlyt, elGszor el kell tudnunk donteni, hogy valéban
létezik-e az altalunk kiszemelt eredmény. Itt a CES fiiggvényekhez fogjuk megmutatni,

hogy ez a probléma megoldhat6 polinomialis idében.

2.1. CES-fliggvények

Elemezziik egy CES hasznossagi fiiggvénnyel rendelkezé vasarlé x; € R’} keresletét.

Legyen a fogyasztonk j, aki kezdetben w; = (w;1, w2, ...wj,) € R} termékkel rendel-
kezik, és u;(xj1,..T5n) = (Z?:l(aijxij)pj)%ﬁ alakt a hasznosséagi fliggvénye, ahol a;; > 0,
és —oo < pj < 1, de p; # 0.

Feltehetjiik, hogy legalabb egyféle terméke van, és legalabb egy terméket szeretne,
kiilonben nem lenne értelme piacra jonnie: 3 i: w;; > 0, és 3 k: ax; > 0. Azokra az i-
kre, amire a;; > 0 azt monjduk, hogy a j vasarlo akarja az ¢ terméket. Ha nem akarna
egy | terméket, akkor konnyd latni, hogy az altala vasarolt x; csomag fiiggetlen x;;-t6l.
Elfogadjuk azt a megéllapodast, miszerint, ha egy terméket egy vasarldo nem akar, akkor
azon 0 a haszna, akar vesz bel6le, akar nem: Va;;: a;; = 0 = u;(z;;) = 0.

Nézziik azt az esetet, amikor p; > 0. Vegyiink egy = kezd6csomagot és adjunk hozza
egy tetszGlegesen kis mennyiséget abbdl a ¢ termékbdl, amit a vasarlonk szerene. Ekkor

egy olyan csomagot kapunk, amibdl nagyobb a hasznunk. Ebbdél lathato a kovetkezo:
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2.1.1. Allitas. x;j jol definidlt eqy adott drvektorndl, akkor és csak akkor, ha ¥V i: a;; >
0 = p; > 0 ,azaz minden terméknek amit a fogyasztonk szeretne szigoruan pozitiv dra

van.

Most legyen p; < 0. A képletbdl kiolvashato ez az allitas:
2.1.2. Allitas. Egy adott xj csomagra:
Uj(l'j) >0< N’L Qij > 0= Ti5 > 0)

Tehdt akkor és csak akkor lesz pozitiv haszna, ha minden termékbdl amit szeretne, abbol

vdasdarol is.

Pj

2.1.3. Megjegyzés. Mivel p; < 0 esetén a képletben szerepld a;;x;; xij = 0 esetén csak

1 -
0~ "i

akkor értelmezhetd, ha t eqyenldvé tessziik oo-vel, ebbdl a fenti dllitds jol latszik.

A fentihez hasonldan itt is igaz az, hogy ha egy kezdeti x pozitiv hasznossagu csomag-
hoz hozzaadunk tetsz6legesen keveset egy olyan termékbdél amit szeretne, akkor nagyobb
hasznot ériink el. Legyen p egy olyan arazas, amire a kereskedd bevétele pozitiv, azaz
p - w; > 0. Ekkor mivel a keresked6 megengedhet maganak egy pozitiv hasznosségu cso-
magot, itt is levonhatjuk kovetkezésképpen a 2.1.1 allitdst. Ha p-t tgy valasszuk, hogy
p-w; = 0, ekkor a 2.1.1 allitas annyival valtozik, hogy elég legalabb egy terméknek pozitiv

arazésunak lennie a jol definiadltsaghoz.

2.1.4. Megjegyzés. A jol definidltsag ahhoz kell ennél a fiigguénynél, hogy ne kelljen %

alaki szamokkal szamolni. Ha van is ilyen a szamitdsok kézétt az meg van szorozva 0-val.

Fiiggetleniil attol, hogy p; pozitiv, vagy negativ, a pozitiv bevételd keresked6k minden
termékbdl amit szeretnének egy pozitiv mennyiséget igényelnek. Tovabba a CES hasznos-
sagi fliggvénnyel rendelkezdd kereskeddk nem kielégithetGek minden altaluk akart ter-
méken, ami annyit tesz, hogy az igények nem jol definialtak a nulla ard, altaluk akart
termékeken.

Szintén fiiggetleniil p; el6jelétdl, o jol definialt, ha p € RY} | azaz szigortian pozitiv az
arazas. Ekkor a csomagokhoz a kdvetkezs egyediilallo kifejezést kaphatjuk:

1/1—p; n
wii(p) = alfilj X Zf/:llp_kwjk. i
p " Yl T

A formula a Kuhn-Tucker optimalizalési feltételekbdl van szarmaztatva.
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2.2. Egyensily léte

Arrow és Debreu munkéja bar altalanossagban bebizonyitotta az egyensily 1étét, a fenti-
eknél sokkal gyengébb feltételekkel, de ahogyan 6k is mondték, a modelljiik nyilvanvaléan
nem realisztikus. Igy masodik munkéjukban ezeket a feltételek probaltak a valosaghoz
kozelebb hozni. Végiil az Gj modellel belattak, hogy altalanossaghban eldonteni egy piac-
r6l hogy létezik-e benne egyensily egy NP-nehéz probléma. Ezért van sziikségilink a fenti
fiiggvényekre, és feltételekre.

Régebben felmeriilt a kérdés, hogy létezik-e egyaltalan olyan piac, amiben nincs egyen-
sily? Erre a kérdésre 1976-ben Gale mutatott egy egyszeri példat lineéaris hasznosségfiigg-
vényekre, de a példaja minden p > 0 CES fliggvényre megallja a helyét.

Nézziik a konkrét példat:

Van két kereskeddnk, A(¢;) és B(t), akik alméval(g;) és naranccsal(gs) kereskednek.A
példaban konkrét szamokra nincs sziikségiink. A-nal kezdetben van alma és narancs is,
de csak almat szeretne venni, mig B-nél csak narancsok vannak, de almat és narancsot is
szeretne venni.

Gale azt allitotta, hogy ebben a piacban nem létezik egyensily, a kovetkezSk miatt:

e Ha a narancsok ara 0, akkor B igénye nem jol-definiélt, hiszen nincsen semmi bevé-
tele.

e Ha a narancsnak pozitiv adra van, akkor A megprobalja eladni minden narancsat,
hogy mégtobb alméat vegyen, annak ellenére, hogy mér nala van az Gsszes ami a

piaci készleten van.

2.2.1. Megjegyzés. Ez a példa p < 0 esetre nem mikddik, hiszen p(g1) > 0 p(g2) = 0
eqy eqyensily.

Térjiink vissza az egyensuly létezésének kérdésére CES hasznossagi fiiggvények esetén.
Feltessziik, hogy minden keresked6 akar venni valamit. A tovabbiakban feltessziik, hogy
minden keresked6nél pontosan egy fajta aru van kezdetben. Ezt azért tehetjiik meg az
altalanossag korlatozasa nélkiil, mert ha lenne olyan kereskedénk, akinél k£ féle termék
is van, akkor azt a kereskeddt helyettesithetnénk £ darab kereskeddével, azonos hasznos-
sagi fiiggvénnyekkel, és mindnél csak egyféle termék lenne a megfelel darabszammal. A
termékek homogenitasa miatt ez a transzformacié megérzi az egyensuly létet.

Ezt transzformaciora azért volt sziikségiink, hogy a piacot a kévetkezdképpen abrazol-

hassuk:
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2.2.2. Definicié (Gazdasagi graf). A gazdasdgi grif eqy olyan irdnyitott graf, aminek
av; csucsa a j-edik kereskeddt jeloli, és eqy v; — vy, €l azt jelenti, hogy a j-edik kereskedd

olyan terméket birtokol, amit a k akar.

2.2.3. Definicié (Erdsen 0sszfliggd komponens). Egy G, = (4, E1) (irdnyitot) graf
erdsen Gsszeliggd részgrafidn azt az Go = (Va, Ey) grdfot érjiik, ahol Vo C Vi, tehdt Gy
csucsainak eqy részhalmaza, és Fy Ey 0sszes olyan élét tartalmazza, aminek mind a két
végpontja Vy-ben van (Go C G1). Es ezen részgrdfon beliil barmelyik csiics barmelyik mdsik
cstcsbol elérhetd a grafban lévd (irdnyitott) élek mentén, azaz barmelyik két csics kiozott
létezik mindkét iranyban it.

Az erdsen dsszefiiqgd részgrdfok ekvivalenciaosztalyai dltal meghatdrozott feszitett részg-
rdfokat hivjuk erdsen dsszefiiggii komponensnek (tehdt azok az erésen dsszefiiggd részgrdafok
amik azon tulajdonsdg szerint mazimdalisak, hogy G1 bdrmelyik tovdbbi csicsdanak hozzd-

addsdval megszinne az erds dsszefiiggdség).

2.2.4. Tétel. Ha a gazdasdgi grdf erdsen osszefiiggd, akkor létezik egyensily. Tovdbbd, a

létezd eqyensiulyban minden termék pozitivan van drazva.

Bizonyitas:
E tétel bizonyitasara szakdolgozatom nem tér ki, de a tovabbiakban szamolunk vele. Ez
a tétel Maxfield masodik tételének egy kovetkezménye. A bizonyitasrol tobb Maxfield|8|

miivében olvashato.

2.2.5. Definicié (On / Off). Azt mondjuk hogy egy erdsen osszefiiggé komponense a
gazdasdgi grdfnak on, ha az dsszes csucsnak (kereskeddnek) pozitiv bevétele van a kompo-
nensen belil. Ha eqyik kereskeddnek sincs pozitiv bevétele az erdsen dsszefiiggd komponen-

sen beliil, arra mondjuk azt, hogy off.
2.2.6. Tétel. Egyensilyndl minden erdsen dsszefiiggi komponens vagy on vagy off.

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel, hogy nem igaz. Vegyiink egy p egyensilyi arat, amiben létezik
olyan erGsen Osszefiiggé komponens, ami se nem on, se nem off. Ebben az esetben, kell
lennie egy v; cstcsnak, aminek pozitiv a bevétele és egy olyan keresked6tdl kell neki akinek

nulla a bevétele.

23



Mivel egy pozitiv bevételd kereskedd nem kielégithets egy null ara terméken, ezért az
igénye nem jol definialt arra termékre. Emiatt p nem lehet egyenstly. Ezzel ellentmondasba

utkoztunk.

O

Legyen C' a gazdasagi grafnak egy olyan erdsen Osszefliggd komponense, amibe nem
vezet €l C-n kiviilr6l. Az erGsen Osszefliggdség miatt egy v; € C' altal kinalt targyat egy
v € C kereskedd akarni fogja. Ha C' egy v, cstcsbol all, akkor mivel nincsenek kiviilrél
érkezé élek j = k, tehat a sajat termékét akarja. Minden targy amit valamelyik C-ben 1évé
kereskedd birtokol semmilyen C-n kiviili kereskedé nem birtokolhat, hiszen akkor C'-nek

lenne be-éle az el6bbiek miatt.

2.2.7. Lemma. FEgyensulyndl az erdsen osszefiiggd komponenser a gazdasdgi grafnak on-

ok, akkor és csak akkor ha nincsenek bejovd éleik.

Bizonyitas:

< irany:

Tegyiik fel, hogy létezik p egyensilyi ar, tovabbé, hogy az erésen Osszefiiggs € kom-
ponens on. Most mutassuk meg, hogy Cj-nek nincsenek bejovs élei. Indirekt tegyiik fel,
hogy C'i-nek mégis van befelé jove éle. Az azt jelenti, hogy egy v; kereskedd egy masik, Cy
komponensbbdl szeretne terméket vasarolni. Fzt meg is teheti, mivel van bevétele. Ha Cs
off, akkor v; végtelen sok terméket igényelne, ami ellentmond az egyensuly feltevésének,
szoval Cy on kell hogy legyen. Ezt a gondolatmenetet felhasznalva, ha Cy-nek van bejovs
éle, akkor annak egy on komponenstél kell jonnie. Ebbé&l kovetkezik, hogy ezt a lancot ko-
vetve végiil egy olyan komponenshez ériink, aminek nincs bejové éle. Emiatt feltehetjiik,
hogy Cs-nek nincs bejovs éle.

v;j ekkor Cy-b6l fogja megvenni a pozitivra értékelt termékek egy bizonyos hanyadat. Ez
azért fog megtorténni, mert ezt a terméket amit 6 akar, csak Cs-bél tudja beszerezni, mert
ha mashonnan is be tudna szerzni, akkor Cy-nek lenne bejovs éle attol a keresked6tsl aki
szintén birtokolja ezt a targyat Cy-n kiviilrsl. De ekkor Cs-nek nincs lehet&sége, hogy ezt
az értéket C-t6l visszaszerezze. Ez azért all fent, mert Cy vasarloi csak olyan termékekre

vagynak, és ezért vasarolnak, amik csak Ch-ben fordulnak elg.
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Ebbdl kovetkezik, hogy a Cy-ben 1évs kereskeddk, akik maximalizalni igyekeznek a
hasznukat, nem tudjék elkolteni minden pénziiket, hiszen a készletnek egy része mar
hidnyzik onnan. Ez ellentmondt annak a feltevésnek, hogy egyensuly van, tehat nem lehet
C1-nek befejlé jovo éle.

= Irany:

Most tegytik fel, hogy az eddigi p egyensilyi ar mellett, nincs C-nek befelé jovs éle.
Megmutatjuk, hogy ekkor C on.

Indirekt tegytik fel, hogy Cy off (a 2.2.4-es tétel miatt csak az egyik vagy masik lehet).
Ekkor mivel C'i-en beliili kereskeddk csak C'i-en beliili termékeket szeretnének venni, és
mindegyik termék ingyenes, ezért mindenki az altala akart termékbdl végtelen sokat tud
venni, bar egyikiiknek sincsen semmi pénze. Ez azt jelenti, hogy p nem egyenstlyi ar
(hiszen a kereslet tullépi a kinalatot). Itt is ellentmondésba titkoztiink.

Mivel a lemma < és = iranyat is belattuk, ezzel bebizonyitottuk azt.

A legfontosabb kiilonbségek a p > 0 és p < 0 CES fiiggvények kozott a kovetkezdk:

e Kereskedgk akiknél p > 0 pozitiv hasznossagot érnek el mar akkor is, ha csak egy
olyan terméket szereznek, amit akarnak. Ezzel ellentétben a p < 0 -s keresked&k csak
ugy érhetnek el valamilyen hasznot, ha minden altaluk vagyott termékbdl pozitiv

mennyiséget szereznek be.

e 0 bevétel esetén akik p > 0 CES fiiggvénnyel rendelkeznek, ha csak egy olyan ter-
méket akarnak, aminek az ara 0, akkor z(az igényelt csomag) nem definidlhato.
Ellenben p < 0 esetén, csak akkor definialatlan x, ha az 6sszes altaluk akart termék

ara 0.

2.2.8. Megjegyzés. Az elsd eset elég kézenfekvd, hiszen ha bevdsdrolni megyiink eqy bolt-
ba, akkor mdr ha egy dolgot is tudunk venni, annak érilni tudunk, hiszen van hasznunk. A
masodik esetet sokaknak eldszor hirtelen neheziikre esik elképzelni, de vegyiik azt az esetet
amikor a célunk eqy konkrét recept elkészitése. Ilyenkor ha a receptbdl csak eqy dsszete-

vd/hozzdvald is hidnyzik, nem tudjuk elkésziteni azt, igy végil a hasznunk 0 lesz.

Ezzel a kiilonbséggel a fejezet {6 tétele is foglalkozik:
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2.2.9. Tétel. Egy egyensily akkor, és csak is akkor létezik eqy gazdasdgr grdffal szemlél-
tetett piacon, ha ¥V v csicsra eqy erdsen 6sszefiiggd komponensben, amibe vezetnek be élek

a kovetkezok kozil az eqyik 1gaz:

1) v p> 0 CES hasznossdgi figguénnyel rendelkezik, és a bejovd élek olyan csiucsokbol

jonnek, amik bejové €l nélkili erdsen dsszefliggd komponensben vannak.

2) v p < 0 CES hasznossagi figgvénnyel rendelkezik, és legaldbb egy olyan bejovd éle

van, ami bejovi €l nélkili erdsen sszefiiggd komponensbdl jon.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy létezik ilyen egyensuly p egyenstlyi arral. Ekkor 2.2.7-es lemmabol
tudjuk, hogy egy erésen osszefliggé komponens akkor és csak akkor on, ha nincsen bejovd
éle és csak azoknak a termékeknek van pozitiv ara, amik ilyen komponensekben talalha-
toak. Legyen C] egy erdsen osszefiiggé komponens bejovs élekkel (ha egy ilyen se létezik,

a tétel ezen része trividlisan igaz).

= Tegyiik fel, hogy 3 v; € C} ahol a hasznossagi fiiggvény p > 0 CES és van be-éle,
ami egy erdsen Osszefiiggd komponensbdl jon, aminek van bejovs éle. Mivel Cy-nek
vannak bejové élei, ezért az ott 1év6 termékek arai mind nullak. Tehat v; egy ilyen
0 ara terméket akar, amire p > 0 miatt x nem definialhatd, ami ellentmond annak

a feltevésnek, hogy p egyensilyi ar.

=9 Most tegyiik fel, hogy 3 v; € € ahol a hasznossagi fiiggvény p < 0 CES és egyik
bejévs éle sem jon olyan erdsen Osszefliggé komponensbdl, aminek nincs bejove éle.
Ez az el6z6 alapjan p < 0 tulajdonsagait hasznalva pont azt jelenti, hogy az Gsszes

termék amit szeretne, annak az ara 0. Ez szintén ellentmond az egyensily létének.

A <« iranyok belatasahoz tegyiik fel, hogy V v; csticshoz, ami egy olyan erdsen
Osszefliggd komponensben van aminek vannak bejové élei, tartozik egy olyan bejové
él, ami egy olyan erGsen Osszfiiggé komponensbdl jon, aminek nincsen bejove éle.
Akkor a 2.2.4-es tétel értelmében, az Osszes ilyen erdsen Osszefliggé komponenst
tekinthetiink egy kiilon gazdasidgnak, amikben létezik pozitivan arazott egyensily.
Hivjuk ezeken részgazdasagnak. Mivel nincs bejové éliik, az azt jelenti, hogy egyik

részgazdasagon beliili terméket se aruljak azon kiviil, szoval az ar jol definialt.

Minden terméknek amit a bejovs élekkel rendelkezé komponensben talalhatunk 0 arat

adunk meg (megtehetjiink, hiszen egyik ilyen termék se talalhaté meg olyan helyen, ahol
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mér belattuk, hogy létezik poiztiv arazéasi egyensuly). Ekkor azt allitjuk, hogy 2.2.4 tétel
alapjan létezd p; arazasok a részgazdasidgokban, a 0 ara termékekkel egyiitt, egy p =
(P14, ---Pniy 0, ...0) egyenstlyi arat alkotnak a gazdasag egészére.

A részgazdasagban, azaz a be-élek nélkiili komponensekben 1év keresked6k minden
terméket a sajat gazdasagukbol akarnak, igy belathato, hogy szémukra az a csomag amit
a részgazdasag egyensulyaba rendelnének, ugyantugy megfelel§ az eredeti gazdasagban is.
A részgazdasagbol kimend élek (tehat a kiviilrsl érkezé vasarlasi igények) nem zavarnak
bele ebbe az egyensulyba a kdvetkezdk miatt:

Vizsgaljunk meg egy keresked6t a bejové éllel rendelkezé komponensbél. Tudjuk, hogy
mivel az altala arult termék ara 0, ezért a bevétele is 0 lesz. Azt allitjuk, hogy az igénye

jol definialt, és = = (0, ..0) csomag egy érvényes valasztas.

1) p > 0 CES esetén mivel az van allitva, hogy minden v;-nek a bejové élei csak erésen
Osszefiiged bejovs él nélkiili komponensbdl johet, ez azt jelenti, hogy minden termék

amit akar, az pozitivan van arazva.

2) p < 0 CES esetén esetén az allitasbol az kovetkezik, hogy legalabb egy pozitiv art

terméket szeretne.

Mindkettsbdl kovetkezik, hogy az itt 1évE keresked6k maximum haszna 0 (els§ példanal
nyilvanval6, mésodiknal pedig korabban meg lett mutatva, hogy p < 0 esetén csak akkor
ér el a kereskedd pozitiv hasznot, ha minden altala akart termékbdl pozitiv mennyiséget
tud szerezni).

Mar csak azt kell belatni, hogy a 2) esetben a kereslet nem 1épi tul a készletet (ez az 1)
esetben trividlisan fennal a részgazdasagok egyensiilya, és amiatt, hogy a 0 bevételd keres-
kedsk csak pozitivan arazott termékeket szeretnének). Mivel azok akiknek van bevételiik
nem akarnak semmi ingyenes terméket, és téliik null bevételd kereskedék nem tudnak
vasarolni, ezért a részgazdasagokban ez nem probléma. Ezen feliil mivel megadtuk, hogy

minden més kereskedének z = (0, ..0) az igénye, ez a feltétel minden méashol fennall.

0

2.2.10. Megjegyzés. A tétel p < 0 esete kiterjeszthetd a Cobb-Douglas esetre, mivel

minden érdemleges tulajdonsagdban a két eset megegyezik.

Mivel az Osszes feltett allitas polinomialis idGben ellendrizhetd, ezzel megadtunk egy
polinomialis idejd algoritmust annak eldontésére, hogy egy megfelel6 hasznossagi fiigg-

vénnyel rendelkezé piacban létezik-e egyenstly.
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3. fejezet

A kiszamolas

Miutan eldontottiik, hogy meg tudjuk-e hatarozni hogy egy adott piacban létezik-e egyen-
sily, a kedvez§ esetekben ratérhetiink a konkrét kiszamolasra. Ebben a fejezetben kiilon-

b6z6 algoritmusok bemutatésarol és osszehasonlitasukrol lesz szo.

3.1. Fisher-piac

Ahogy a bevezetésben is olvashato, a Fisher piac tekintheté Walras modelljének egy spe-
cialis esetének, aminek most a lineéris esetét fogjuk vézolni:

A lineéris modellben adottak:

G = {1,2,...n}: n darab eladasra kinalt termék. Itt feltessziik, hogy minden termék-
bél egységnyi darab van a piacon, ami tetszélegesen oszthato. Ezt megtehetjiink,
mert ha termékszamot elosztjuk egy A szdmmal, és A-szorosara noveljiik az arat,

ugyanazt a piaci helyzetet kapjuk.

T ={1,2,...m}: m darab vasarlo.

V t; € T vasarlohoz adott egy m; kezdeti pénzmennyiség.

Vt; €T, g; € G parra adott egy u;j: Z x Z — R lineéris hasznossagi fliggvény.

o Egy p = (p1,p2,...pn) ar vektor.

Itt a kereskeddk két tipusa diszjunkt.
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3.2. Algoritmusok

Ebben a szakaszban kiilonbozé kiszamitasi modok keriilnek bemutatasra, melyek egy alap
képet adnak a kiilonbozd piaci egyensulyok kiszédmitdsdnak oOsszetettségérdl. Majd ezek

utan egy Uj eredményre valo felhivas, és egy jatékelméleti megkozelités talalhato.

3.2.1. Tatonnement

Ennek az algoritmusnak alap 6tlete Walrastol! szarmazik, aki a kovetkez6t gondolta:
Tekintsiink a modellre, mint egy arverésre. Az arverésen az arverésvezets fog kikialtani
egy p° ar-vektort az ott 1évs termékekre.
Az ar kikialltasa utan minden kereskedd kiszamolja az altala megvenni kivant csoma-
got, majd ezt kozli az arverésvezetGvel. Ezutan a vezets kiszamolja a piaci tilkeresetet

(Z-t) a kapott informaciok alapjan, majd a kévetkez6képp modositja az arakat:

e Ha egy targybol a jelenlévknek tobb az Osszekerslete mint a piac kinalata, akkor

annak a targynak az arat novelni fogja.

e Ha egy targybol nem kérik az Osszes kindlaton 1évét, annak csokkenteni fogja az

arat.

Az igy kapott 1j p* ar-vektort majd ismét nyilvanossigra hozza. Ez addig ismétlgdik amig

Z(p") <0, azaz amig egyensulyi arhoz nem jutunk. Formélisan:
PP+ 1=p"+ f(Z0Y))

ahol f egy tgynevezett elgjel-megdrzé (sign preserving) fiiggvény.

Walras csak remélte, hogy az oOtlete hosszitavon egy tényleges egyensuly megtalala-
sdahoz vezet, biztonyitani nem tudta. Késébb rengetegen foglalkoztak az algoritmussal,
és végil belattak, hogy ez a modszer csak akkor vezet eredményre, ha a piac kielégiti a

WGS-t.

LA tatonnement Francia sz6, jelentése kitapogatozas. Eléggé beszédes név, hiszen az algoritmusban az

egyensulyi arat 1épésenként kozelitjiik meg, mondhatni kitapogatéozzuk.
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3.2.2. D-P-S-V algoritmus

A D-P-S-V (Devanur, Papadimitrou, Saberi, Vazirani) algoritmus volt az els6 polinomi-
alis futasidejd algoritmus ami a linearis Fisher piacon megadott egy egyensilyt. Ez az
algoritmus csak egész mj-re és w;(x;) = Y. @iz, aij € Z azaz linearis hasznossagi
figgvényekre fogja megadni az egyensulyt, ahol a;; € Z.

A modell felépitése:

Legyen N (p) hélozat a kovetkezd:

e Cstcshalmaza: GUT U (s,t)

e Elek: s-bsl V g-be megy egy irdnyitott p; kapacitést él és V ¢;-bsl t-be megy egy

iranyitott m; kapacitasu él.

e G ¢és T halmaz kozt pedig G — T iranyitott pontos élek haladnak azokra a g;,1;

= a; = max k. Kapacitasuk végtelen.

parokra, amikre
pi Pk

Az algoritmus: Az igy felépitett struktiraban, ha egy adott p ar-vektorra az N(p)
hélézatban 3 f folyam, ami teliti az s-bél kimend és t-be bemend éleket, akkor p egy

egyensulyi ar. Egy vev6hoz tartozé x; csomagot a pontos élekrél tudjuk leolvasni.

3.2.3. PATH solver

A PATH solver egy népszerii modszer a szamitastechnikdban a piaci egyenstlyok kiszami-
tasara ugy, hogy azt egyre jobban kozelitjiikk. Alapja a numerikus analizis talan leghire-
sebb nem-linaris egyenletmegoldés keress eszkoze, a Newton modszer. ElGszor ismertessiik
a modszer Otletét:

Egy fliggvénynek keressiik a gyokeit. Induljunk ki egy tetszéleges xy kezdSpontbol,
amin a kovetkez§ iteracios 1épést hajtuk végre:

f(zy)

Lk4+1 -— Tk — f’(Ik)

Ezt az iteraciot ismételve egyre jobban megkozelithetjiik, rdadasul nagyon gyorsan kon-
vergalhatunk az eredményhez, de csak akkor ha sikeriilt az xy kezdGpontot ,elég” kozel
megadni a kivant eredményhez. Az hogy mennyire kell kozel lennie és mekkora a konver-

genciasebesség a fiiggvénytdl fiigg.
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A modszer hasznalhatéo min / max értékek keresésére is, hiszen ha a fiiggvényiink
derivalhato, a derivaltjanak gyokei szélsGértékhelyeket adnak meg. Ezt a tulajdonsagat
hasznéalja ki a PATH solver.

Hogy ne forduljon el veliink, tigymond foldslegesen szémolunk az eredménytdl valo
tul tavoli kezdés miatt, a solver minden egyes iteracios 1épés utan végez egy ellendrzést,

hogy valamiféle haladast tettiink akkor is, ha tavoli még az egyensily.

3.2.4. Konvex programozas

Ez a megoldés amit Eisenberg és Gale mutatott be 1959-ben szinten a linearis Fisher
modellre ad eredményt, azzal hogy az egyensuly megtalaldsénak probléméajat egy konvex
programozési feladatként irtak fel. A program nem egy arat ad vissza, hanem az x; cso-
magok egyensilyi elosztasat. Az ar kiszamithatod a hasznossagi fiiggvények és az igényelt
termékek ismeretében.

Ekkor a programnak, aminek a megoldésa egy ilyen egyensulyi elosztast, a piaci egyen-
stlynak megfelel§ korlatozasokat kell adnunk (mint pl.: kereslet / kinalat viszonya). To-
vabbé a célfiiggvénynek, ami a hasznossag maximalizasara torekszik teljesitenie kell al

alabbi tulajdonsigokat:

e Ha vev6 hasznossagai konstansszorosra nének, az optimalis elosztas nem valtozik.

e Ha egy t; vevé kezdeti pénzét szétosztjuk két, vagy tobb wj vevs kozt (t),ty..t1,,),

akiknek ugyanaz a hasznossagi fiiggvényiik mint ¢;-nek, akkor
m
> a(ty) = a(ty)
j=1
Azaz az 0j vevSk optimélis elosztasanak az Osszege megegyezik az eredeti vevs op-

timalis elosztasaval.

A fenti tulajdonsagokat kielégiti az arakkal silyozott szamtani koézepe a vevSk hasznos-

sdgainak:

maxi(H g )M =

Ennek az ekvivalens max; [ | ; uz?] alakjanak logaritmusat hasznaljak fel a programban:

Maximalizaljuk ¢-re

Z m; - log(u;j)
j=1
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A kovetkezo feltételekkel:

n
A tj—re: U; = Zi:l Ui 44
Y g;-re: 27:1 z; <1
Vt; ésV gi-re: x;; > 0;

Tovabba, egy ilyen x;; optimalis elosztasra, és a hozza tartozo p egyensilyi arra, a

Karush-Kuhn-Tucker feltételek szerint, teljesiilnek a kévetkezdk:
1) V g;-re: p; > 0. Egy termék ara nem lehet negativ.

2) V gire:hap; >0 = 27:1 x;; = 1. Ha egy termék ara pozitiv, akkor abb6l mindet

megveszik.

3) V tjre és V g;re: 1;—] < Zis1 %t Ty csomag ar-érték ardnya nem lehet kisebb

mint barmelyik termékeé.

4) V tjre és V gire: xy; > 0 = Z—J = % Egy csomagban ha egy termékbdl
i 3

pozitiv mennyiséget rendelnek, annak a terméknek az ar-értéke aranya megegyezik

az csomagéval.

3.2.1. Megjegyzés. A 3) és 4)-esbdl az ldtszik, hogy csak mazimdlis dr-érték ardnyi

termékek szerepelnek az egyensily: elosztdsban.

Ezekbdl a feltételekbsl mar egyértelmten latszik, hogy a program altal adott = elosztas

kielégiti a piaci egyensily kovetelményeit.

3.2.5. Egy er6sen polinomialis algoritmus

3.2.2. Definicié (Erdsen polinomialis futasidsé). Egy erdsen polinomdlis algoritmus-
ban az alapmiiveletek, ugy mint dsszadds, kivonds, szorzds, osztds és az elemek osszeha-
sonlitdsa mind eqységnyi idd alatt végzddnek el. Eqy algortimusnak erdsen polinomidlis a

futdsideje, ha:
1) A mdveletek szama felilrél korldtos polinomidlisan az input egészeinek szamdban.

2) Az algoritmus dltal elfoglalt tarhely felilrél korldtos polinomidlisan az input méreté-

vel.
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Az algrotimus egy linearis Arrow-Debreu piacon szdmolja ki az egyensulyi arat erGsen
polinomiélis id6ben. A modell felteszi a Fisher modellhez hasonléan, hogy minden termék-
bél egységnyi all rendelkezésiinre, tovabba azt is, hogy egy adott termék teljes egészében
egy vasarolonél van (nincs két olyan vasarlo aki azonos terméket hozna).

A modell alapja megegyezik a D-P-S-V algoritmusnél hasznalt gréafos megoldassal,
ugy alakitva, hogy itt a kereskedSk két tipusa nem diszjunkt. Tovabba itt minden t; és
g; kozott fut él, amire u;; > 0. Az algoritmus ezeket az éleket vizsgalja, és szépen lassan
Jfelfedi” Sket, mikozben az arakat valtoztatja. A felfedett éleknek maximalis az ar-érték
aranyuk.

Az algoritmus t6bb maésik al-algoritmuson keresztiil, poliéderek transzformaciojan at,

szerteagazo matematikai modszerekkel jut el végiil egy olyan arhoz, és felfedett élhalmaz-

hoz, amibdl kiolvashato az egyenstly. Az algortimusrsl bévebben [10]-ben lehet olvasni.

3.2.6. A Fisher jaték

Modositsuk Fisher modelljét ugy, hogy a keresked6k szamaéara a pénz is értékkel bir, szoval
nem céliik elkélteni minden vagyonukat. Ekkor mivel a hasznuk fligg egy sajat magunk-
nal 1évé terméktsl”, igy a véasarlas utani hasznukat szamukra kedvezd iranyba tudjak
modositani azzal, ha agy dontenek, hogy a kezdeti m; pénzosszegiik egy bizonyos részét
megtartjék, igy az altaluk vasarolt x; csomagban a termékek mennyisége valtozik. Mivel
megvaltoztatjak ezzel a piac Osszkeresetét, ezért a termékek arai abban az iranyban mo-
dosulnak, hogy ezt a tilkeresetet vagy hianyt pétolni tudjak igy a hasznuk is médosul.
Ezzel egy stratégiai jaték alakul ki, hiszen az egyensulyi ar, és ezzel egylitt minden keres-
kedének az egyéni haszna fiiggeni fog minden maés kereskedd dontésétsl. A piaci egyensiily
megadésa ekkor megtehets az igy kialakult jaték Nash-egyensulyédnak megtalalasaval.
Az el6zGen leirtak miatt nyilvan az igy megtalalt egyensuly kozel sem biztos, hogy
optimalis lesz, mégis olyan helyzetet fogunk talalni, amiben senkinek sem éri meg mas
stratégiat hasznalni, mert ezzel a sajat hasznat fogja csokkenteni (kooperacié tovabbra
sincs a felek kozt, annak léte teljesen megvaltoztatna a feladatot). Eppen ezért szokés ezt

tokéletlen versenynek nevezni.
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3.2.3. Definicié (A tokéletlen verseny ara (PolIC)). A fogalom angol szakirodalom-
ban Price of Imperfect Competition-ként lelhetd fel, innen a révidités. A PolC azt a lehetd
lekisebb Nash-egyensilyi haszon / Walrasi egyensilyi haszon ardnyt adja meg. Tehdt ez
az ardnyszdm azt mondja meg, hogy legrosszabb esetben 1is, legaldbb az optimdlis haszon

hanyad részét kaphatjuk meg, ha a fenti modell szerint szamolunk.

3.2.4. Megjegyzés. Beldthato, hogy PolC > %, ha a hasznossdggr figguény 0 > p > 1
CES fiigguény. Tovbdbbd az is, hogy a keresett Nash-eqyensily létezik, ha a Cobb-Douglas
fiigguényt haszndlunk, ellenben a linedris fiigguénnyel, ahol nem mindig van ilyen egyen-

sulys helyzet.

A jatékban a vevok (jatékosok) stratégiainak halmaza: S; = {s; > 0 | s < m;}. Ahol
s; azt jeloli, hogy mennyi pént tervez elkolteni. A jatékban a hasznukat nevezziik totalis

haszonnak:
Ui(s) = uj(z;(s)) + (m; — ;)
ahol s = (sy,...5,,), az elkoltésre szant pénzbdl allo vektor. A Nash-egyensily egy olyan s

vektor lesz, amire U, (s) > Uj(s;, s_;); V s; € S; stratégiara és V t;; j = 1,2, ...m jatékosra.
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