EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Bartalis David

Szubmodularis fiiggvények alkalmazasa a mesterséges

nyelvfeldolgozasban

Témavezets:
Bérczi-Kovacs Erika

Operaciokutatasi Tanszék

Budapest, 2020



Tartalomjegyzék
Koszonetnyilvanitas
Bevezetés

1. Alapfogalmak
1.1. Szubmodularitdas . . . . . .. ...
1.2. Szupermodularitas, modularitdas . . . . . . ... ... L0

1.3. Fontos tulajdonsagok . . . . . . . .. ..o
2. Monoton szubmodularis fliggvények maximalizalasa

3. Szubmodularitas a szovegfeldolgozasban
3.1. Toémorités adott felsg korlattal . . . . . . . ... ... ...
3.1.1. Maximalis hozzaadott relevancia (MMR) . . . . . . . .. ..
3.1.2. Moédositott moho algoritmus . . . . . ... ...
3.1.3. Koncepci6 alapta tomorités . . . . . . . ... ...
3.2. Tomorités adott also korlattal . . . . . . . .. ..o 0L
3.2.1. Wolsey algoritmusa . . . . . .. ... ... ... ... ..
3.2.2. Minimalis dominans halmaz keresése . . . . . .. .. .. ..
3.3. Automatikus értékelés . . . ... 0oL
3.4. Tovabbi monoton szubmoduléris célfiiggvények . . . . . . . .. ..
3.4.1. Az informacié mennyiségét mérg figgvény . . . . . . . . ..

3.4.2. A valtozatossidgot mérg figgvény . . . . . .. .. ... ...

4. Apricot - Tanulasi teszthalmazok
4.1. Szolgaltato elhelyezési fiiggvény . . . . . . . . .. ...
4.2. Tulajdonsag-alapu fiiggvény . . . . . . . . . . ... ... ...
4.3. Peldédk . . ..o

5. Osszegzés

Irodalomjegyzék

S NN

11
11
12
13
18
19
19
21
22
23
23
25

26
26
27
28

32

33



Koszonetnyilvanitas

Eziton is szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Bérczi-Kovéacs Eriké-
nak, aki segitségével hozzajarult a szakdolgozatom elkészitéséhez. Egész id6 alatt
tamogatott és barmikor szamithattam ra, minden egyes kérdésemre készséggel és
tlirelemmel valaszolt.

Tovabba szeretném halamat kifejezni a csaladomnak a tdmogatasukért, illetve a

hallgatotarsaimnak, barataimnak a segitségiikért.



Bevezetés

Ismert, hogy a szubmodularis fliggvények rendkiviil nagy szerepet jatszanak a
matematika tobb teriiletén is, mint példaul a grafelméletben, a valoszintiségsza-
mitasban, az operaciokutatasban, a kombinatorikus optimalizalasban vagy a ja-
tékelméletben. Szakdolgazotom célja annak bemutatéisa, hogy a szubmodularis
fliggvények nemcsak ezeken a teriileteken, hanem a mesterséges nyelvfeldolgozési
folyamatok soran is gyakran megjelennek.

Az els6 fejezetben néhany alapfogalmat definidlok, alapvetd allitasokat, tételeket
ismertetek, melyeket a tovabbi fejezetekben segitségiil hivok. Ezek utén a szub-
modularis maximalizalasrél, annak bonyolultsagaroél esik szé, majd megmutatom,
hogy a kiilonb6z6 1ényegkiemelési feladatokhoz milyen szubmodularis modelleket
célszertd hasznélni, és ezek maximalizalasahoz milyen kozelité algoritmusokat le-
het alkalmazni. Végiil egy olyan Python csomagot ismertetek, ami szubmoduléris
fliggvények segitségével lényegkiemelési feladatokat old meg, ezéaltal gyakran hasz-
naljak a gépi tanulasi folyamatok leroviditésére. Ezen program segitségével néhany
példéan keresztiil szemléltetni fogom az egyes szubmoduléris fliggvények hatékony-

sagat.



1 ALAPFOGALMAK

1. Alapfogalmak

1.1. Szubmodularitas

1.1.1. Definicié (Szubmodularis fiiggvények [1]). Egy F : 2V — R V alaphalmaz
részhalmazain értelmezett halmazfigguényt szubmoduldrisnak, vagy teljesen szub-
moduldrisnak neveziink, ha VX,Y C V halmazpdrra teljesiil a kovetkezd egyenldt-
lenség:

FX)+FY)>FXNnY)+F(XUY)

A szubmodularitast gyakran masképpen definialjak [1]:

1.1.2. Allitas. Egy F : 2V — R V alaphalmaz részhalmazain értelmezett halmaz-
fiiggvény pontosan akkor szubmoduldris, ha VB C A C V halmazokra és x € A

esetén igaz, hogy

F(AUzx) - F(A) < F(BUz)— F(B)

Bizonyitds. =
Tegyiik fel, hogy

FX)+FY)>FXNY)+F(XUY) VX,YCV
Ezt atrendezve kapjuk, hogy
F(X)-F(XNY)>F(XUY)-F(Y) VX,YCV

Legyen BC ACV ésx € A. Legyen X = BUx ésY = A. Ekkor az X NY = B,
az X UY = AU x. Tehat valoban igaz, hogy

F(BUzx)—F(B)>F(AUx)—F(A)

=
Tegylik fel, hogy

FAUz)—-F(A) < F(BUz)—F(B) VBCACV ze€A
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Egyszert atalakitassal kapjuk:
F(AUz)+ F(B)< F(BUz)+F(A) VBCACV =z€A

Legyen X = BUx ésY = A. Ekkor az X és Y halmazok unidja az AU x, a
metszete pedig B. Ezt felhasznalva pont a bizonyitand6 egyenl&tlenséget kapjuk:

FXUY)-F(XNY)<FX)+FY)

O]

Az 1.1.2-es allitas szemlélteti, hogy egy adott elem hozzavétele egy boéviils hal-
mazsorozathoz nemnévekvs haszonnal jar. Ezt, a szubmoduléris fliggvények altal
kielégitett tulajdonsidgot gyakran emlegetik a csokkend hasznok elveként.

Néhany példat szeretnék megemliteni, melyek tiikrozik a szubmodularitas lénye-

gét.

1.1.3. Példa. Adott egy vdros, ahol biinmegeldzés céljabol szeretnének térfigyeld
kamerdkat elhelyezni. A 'V alaphalmaz jeldlje azon helyeket, ahovd ezeket a kame-
rakat fel lehet szerelni, és ennek eqy S részhalmazdra jelolje F(S) az S-beli helyekre
elhelyezett kamerdk egyiittes hatékonysdagdt. Ekkor F szubmoduldris, mivel teljesil

a fent emlitett csokkend hasznok elve.

1.1.4. Példa. Legyen G(V, E) tetszdleges irdnyitatlan grdf, c: E — R élkéltség,
tovabba X CV esetén jelolje d(X) az X vdgds dltal meghatdrozott éleken szerepld
sulyok dsszegét. Ekkor a d fligguény szubmoduldris, ugyanis teljesil a kévetkezd
egyenldség:

d(X)+d(Y) =d(XNY)+d(XUY)+2d(X,Y),

ahol d(X,Y) jeloli az X \'Y ésY \ X kozotti élek sulyainak dsszegét. Az egyenld-
ségbdl pedig kovetkezik az 1.1.1.-es definicio.

Ha G irdnyitott, akkor a d, illetve a p figguények is szubmoduldrisak.

A tovabbiakban gyakran monoton névé szubmoduléris fiiggvényekrsl lesz szo,

ugyanis egyes maximalizald algoritmusok hasznalni fogjak a monotonitést.
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Megjegyzés: A véges-értékii, monoton névs, szubmoduléris fliggvényeket poli-

matroid fliiggvényeknek is szokés nevezni.

1.2. Szupermodularitas, modularitas

1.2.1. Definicié (Szupermodularis fiiggvények [2]). Egy F : 2V — R V alaphal-
maz részhalmazain értelmezett halmazfigguényt szupermoduldrisnak, vagy teljesen

szupermoduldrisnak neveziink, ha —F szubmoduldris.

1.2.2. Példa. G(V, E) tetszdleges irdnyitatlan grdf, c : E — R élkéltség, tovdbbd
X C V esetén jelolje D(X) az X csicsai kozott futo éleken szerepld sulyok dsszegét.

Ekkor a D fiigguény szupermoduldris.

1.2.3. Definiciéo (Modularis fiiggvények [2]). Az olyan szubmoduldris F fiigg-
vényeket, melyek az 1.1.1.-es definicicban szerepld egyenldtienséget egyenldséggel

teljesitik, modularis fiiggvényeknek nevezzik.

Mas szdval ha egy fliggvény szubmodularis és szupermodularis is, akkor modularis.
Az olyan modularis fliggvények, melyekre igaz, hogy F(0)) = 0, felirhatoak olyan
alakban, hogy

F(X)=> Flz) ¥vXCV,
zeX

ami azt jelenti, hogy F-et az egyelemi halmazokon vett értékei meghatarozzak.

1.2.4. Allitas ([1]). Egy F véges értéki szubmoduldris fiigguény, melyre teljesiil,

hogy az tres halmazon eltinik (F(0) = 0) pontosan akkor moduldris, ha
Flx)+ F(V\x)=FV) VeeV

Bizonyitds. = Tegylik fel, hogy F modularis. Ekkor a fentiek szerint az egyelemt
halmazokon vett értékei meghatéarozzak, ezért az F(V \ z) felirhaté a kovetkezd
alakban: F(V \ z) = > i\, F(y). Ebbol adodik, hogy F(z) + F(V \ z) =
F(z)+ Zye\/\z Fly) = ZyEV F(y), ami pedig pont F(V)-vel egyezik meg.

< Indirekt tegyiik fel, hogy F szubmoduléris, véges értékid, és teljesiil ra az alli-

tasban megfogalmazott egyenldség, de mégsem modularis, azaz léteznek olyan A,
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B halmazok, hogy B C A CV,de F(AUz)—F(A) < F(BUzx)—F(B). Viszont a
szubmoduléris fliggvényekre vonatkozo 1.1.2.-es allitas, az 1.2.3.-as allitas feltétele
és az indirekt feltevés alapjan ellentmondéasra jutunk: F(z) = F(V)—F(V\z) <
F(Auz) —F(A) < F(BUz)— F(B) < F(Ouz) — F(d) = F(x).

O

1.3. Fontos tulajdonsagok

Az el6z6ekben definialt fiiggvények néhany fontos tulajdonsagat szeretném meg-

emliteni. [2]

1.3.1. Allitas. Ha az F halmazfigguény szubmoduldris, akkor az F(V \ X) is

szubmoduldris, a —F (X)) pedig szupermoduldris.

1.3.2. Allitas. Szubmoduldris figgvények nemnegativ linedris kombindcidja is
szubmoduldris, azaz ha F, G szubmoduldrisak és o, > 0, akkor a H(S) :=

aF(S) 4+ BG(S) figgvény is szubmoduldris.
Bizonyitds. Az 1.1.1.-es definiciébol konnyt meggondolni. O

1.3.3. Lemma. Ha F monoton novd szubmoduldris figgvény, akkor VX, Y CV
esetén F(X) < F(Y) + Xpex\y pe(Y), ahol pp(Y) = F(Y Uk) — F(Y).

A kovetkezd konstrukcioval egy tetszoleges fliggvényt monoton fiiggvénnyé alakit-

hatunk.

1.3.4. Allitas. Legyen F a V alaphalmaz részhalmazain definidlt tetszéleges hal-
mazfiigguény. Legyen

Fmon(X) 1= il/nclgl( F(Y)

Ekkor Foon monoton csokkend.
1.3.5. Allitas. Ha F szubmoduldris, akkor Foon is szubmoduldris.

1.3.6. Allitas. Legyenek az F és G szubmoduldris fiigguények olyanok, hogy F —G

monoton, akkor min{F,G} is szubmoduldris.
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A konkav fliggvények és a szubmodularitds kapcsolatat mutatja az alabbi alli-
tas, amit a tovibbiakban t6bbszor is hasznalni fogunk, amikor szévegtomoritéshez

hasznos szubmodularis fiiggvényeket definidlunk. [3|

1.3.7. Tétel. Legyen F : 2V — R monoton névd szubmoduldris halmazfiigguény,
f : R = R monoton névd konkdv fligguény. Ekkor a két fiigguény kompozicidja,

azaz F' = f o F : 2V — R monoton nové és szubmoduldris.

Bizonyitds. Elészor azt latom be, hogy F' monoton novs: legyen A € B C V
tetsz6leges. Ekkor F monotonitésa miatt F(A) < F(B) = f monotonitisa miatt
f(F(A)) < f(F(B)), ami pedig pont azt jelenti, hogy F'(A) < F'(B). A szub-
modularitas is latszik, ugyanis F szubmoduléris (teljesiil ra4 az 1.1.1. definicio),

monoton, ezért F(X NY) < F(X) < FY) < F(XUY) és f konkavitasa miatt
f(]"(XﬂY))-;f(]"(XUY)) < f(J:(X));-f(]:(Y))

, amibdl mar kovetkezik az F’' szubmodu-
laritasa.
]
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2. Monoton szubmodularis fiiggvények maximalizalasa

Legyen adott egy V alaphalmaz, egy F : 2V — R halmazfiiggvény és egy K € R
szam. A feladat egy olyan S C V részhalmaz megadasa, amire ez az F fliggvény
maximalis és |S| < K.

Szubmodularis fiiggvények minimalizalasa megoldhat6é polinom id&ben [10], vi-
szont a maximalizalas egy NP-nehéz feladat [3]. Ennek ellenére bizonyos esetekben
mégis jol kezelhetd a probléma:

Ha az F fiiggvény monoton névs szubmodularis, akkor is NP-nehéz a feladat (2.0.2.
Tétel), de erre van egy bizonyitottan 1 — % ~ 0, 63-approximalé mohd algoritmus

(Fischer, Nemhauser, Wolsey 1978). Ezen algoritmus [13| lépései:

Legyen S =0
while |S| < K do
Adjuk hozza S-hez azt az i elemet, ami maximalizalja F(S U 7)-t

end while

2.0.1. Tétel ([13]). Ha F monoton novd, szubmoduldris és F(0) = 0, akkor a

fenti moho algoritmus olyan S megolddst ad, amire

F(S)>(1- 1) -OPT

e
ahol OPT = maxg. g|<x F(5).

Bizonyitds. Jelolje az algoritmus i. iteracidéja utani halmazt S;, az optimaélis hal-
maz pedig legyen S* = {v1,v9,...,vx}. A monotonitast és a szubmodularis fiigg-

vényekre vonatkozo 1.1.2-es allitast felhasznalva kapjuk, hogy
.F(S*) < .F(SZ @] S*) = ]:(SZ U {l‘l,xg, ,ﬂjk}) <

< ./T(Sz) + (.F(SZ U 371) - ./—"(SZ)) + (f(Sl U {xl,.%’g}) - ./—"(Si U xl)) +..<

< f(Sz) + (‘7:(51 U 1‘1) — ]"(SZ)) + (.7"(51 U{L‘g) — ]:(Sl)) +..<
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< F(Si) + K - (F(Sit1) — F(5i))
Ezt rendezziik at a kévetkezGképpen:

F(Si1) — F(S) > 2 (F(5) ~ F(51)

A bizonyitas kovetkezs 1épésében indukcioval belatjuk, hogy

1., .
F(5) > (1= (1= 2)) - F(5°)
Ez i = O-ra trivialis. Tegyiik fel, hogy i-re igaz, ekkor azt szeretnénk latni, hogy

¢+ 1l-re is igaz.

F(Sin1) 2 F(S) + 2 (F(5) ~ F(S)) = (1 = ) F(S) + - F(S") >
S 1 L " 1 X _ Lyita *
> (1= 20) (1= (L= 2)) - F(8) + - F(8) = (1= (1= 2)) - F(57)

Igy az indukcioval készen vagyunk, és abbol, amit belattunk kovetkezik, hogy

F(8)2 (1= (1 - 2)) F(8)2 (1= ) F(§) = (1~ 1) - OPT

O

2.0.2. Tétel (Feige, 1998 [13]). A fonti feladatra (1 — 1)+ (£ > 0 tetszoleges)

kozelitd megolddst taldlni NP-nehéz.

10
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3. Szubmodularitas a szovegfeldolgozasban

3.1. Tomorités adott felsd korlattal

Legyen adott egy tomoriteni kivant széveg és egy V' alaphalmaz, ami a szbveg
osszes mondatat (vagy méas nyelvi egységét) tartalmazza. Elképzelhets olyan fel-
adat is, hogy t6bb dokumentumot kapunk, és ezek egészén kell elvégezni a lényeg-
kiemelési eljarast. Ekkor az alaphalmaz elemei lehetnek maguk a dokumentumok
is ("multi-document summarization").

A feladat egy olyan S C V részhalmaz kivéalasztasa, ami az egész V-t reprezentéalja.
Természetesen azt szeretnénk, hogy a kivalasztott részhalmaz szamossaga minél
kisebb legyen. Sok feladatban ezért egy fels6 korlattal szoritjak meg S elemszamat.

Ezt a kovetkez&képpen lehet megtenni:

Zci < ba

1€S

ahol ¢; € Rg jeloli az i. egység bevalasztasaval jaro koltséget (példaul a szavak vagy
karakterek szama az adott mondatban vagy mas szovegegységben), a b € RT pedig
az ugynevezett "teherbirdsunkat" (pl. a tomorités altal tartalmazhato szavak vagy
karakterek maximalis szama). Legyen egy F : 2V — R halmazfiiggvény tgy, hogy
F(S) az S szovegtomorités mingségét méri. Ekkor formalizalva azt mondhatjuk,

hogy a feladat

3.1.1. Feladat. Olyan S* C V' részhalmaz megtaldldsa, amire:

F(S*) = Ispga‘)/cf(S) melyekre Zci <b
€S
Ha a ¢; értékek mindegyike 1, akkor a 2. fejezetben ismertetett feladatot kapjuk,
és mivel az NP-nehéz, ezért a 3.1.1.-es altaldnosabb feladat is NP-nehéz. Tehat
a 2. fejezetben bemutatott approximéacios algoritmus csupén abban az esetben
hasznélhatd, ha minden ¢; = 1 és az F monoton névs szubmodularis fiiggvény. A
tovabbiakban azt részletezem, hogy az altalanosabb esetben milyen médszereket,

modelleket célszerd hasznalni.

11
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3.1.1. Maximalis hozzaadott relevancia (MMR)

A szovegtomoritési feladatban gyakran megjelennek a mohé algoritmusok. Egy
nagyon fontos és széleskoriien hasznélt eljaras az MMR (Maximal Marginal Re-
levance), melynek az alapja az, hogy az alaphalmaz elemeit hasznossaguk szerint
(alkalmazkodva a felhasznaloi elvarashoz) csokkend sorrendbe rendezze. Egy kis
atalakitdssal konnyen hasznalhatoé ez az algoritmus egy lényegkiemelési feladat
megoldasara, melynek soran a mohoé algoritmus kivélasztja a legrelevdnsabb mon-
datot (vagy mas egységet) és kozben elkertili a felesleges ismétlgdéseket ugy, hogy
nem véalaszt olyan mondatokat, amik tal hasonléak a mar kivalasztottakhoz. Eh-
hez a Carbonell és Goldstein (1998) altal definialt algoritmus minden lépésben azt,

a tomorités altal még nem tartalmazott elemet, mondatot (§) valasztja be, melyre

§=arg sren\?iis{)\ -Simy(s, Q) — (1 —A) 1;?2%( Sima(s, s;)},

ahol V az alaphalmaz, S jeloli a mar kivilasztott mondatok halamzét, ) a tomo-
ritéssel kapcsolatos elvaras (ez gyakran felhasznalofiiges, érdemes tgy gondolni ré,
mint a vart tomorités kulcsszavait tartalmazo szoveg), Simy és Simg két hason-
losagi fliggvény, amik lehetnek ugyanazok, vagy kiilonboz6 metrikik is (a gyakor-
latban altalaban a koszinusz hasonlésagot hasznaljak). A Simi(s, Q) az s egység
és a @ elvirds kozotti hasonlosagot, a maxs,es Sima(s, s;) pedig az s maximalis
tavolsadgat méri a mar kivalasztott elemektsl. Utobbi az ismétlédés csokkentésére
szolgal. A definicioban szerepld A tetszéleges [0, 1] intervallumbeli egyiitthato.
Latszik, hogy az MMR eljaras soran annak, hogy milyen értéket adtunk a A-nak,
fontos szerepe van, fliigg a tomoritési céltol. Ezalatt azt értem, hogy ha a A = 1
valasztassal éltlink, akkor az algoritmus a mondatokat csupan Q-relevancia szerint
sorolja csokkend sorrendbe, a A = 0 esetben pedig csak az egyméstol vett kiilonbo-
zGséget nézi, tehat ha az a fontosabb szempont, hogy a tomorités a @ elvardshoz
hasonlitson, akkor inkdbb egy 1-hez kozelebbi értéket célszert megadni a A-nak,
ha pedig azt tartjuk lényegesebbnek, hogy ne legyen ismétldés a tomoritésben,
akkor egy félnél kisebb, 0 kozeli értékadés ajanlott. A gyakorlatban leggyakrabban
hasznalatos A értékek: 0,3; 0,5; 0,7.

12
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Az MMR eljaras 1épései soran maximalizalt kifejezés segitségével a kovetkezs F :

2V — R halmazfiiggvényt definidlhatjuk:

Fomr (S) = A Z Simq(s;, Q) — (1 —N) Z max Sima(s;, s5)
si€S si€8 iy

3.1.2. Tétel ([3]). Fomr szubmoduldris.

Bizonyitds. A bizonyitashoz elég meggondolni, hogy a ZSZ'ES Simi(s;, Q) és a
— D5 Maxjes; Sima(si, s;) két szubmoduléris fliggvény. Az 1.3.2.-es tétel miatt

i#]
a nemnegativ linearis kombinéci6juk is szubmoduléris. O

Viszont fontos megjegyezni, hogy ebben az esteben az Fp, fliggvény nem mo-
noton novsé. A kovetkezs fejezetben ennek a fiiggvénynek egy specialis esetével
ismerkediink meg.

Megjegyzés: A kérdések mesterséges megvalaszolasa soran az egyik fontos lépés
a dokumentumokbdl a valaszhoz sziikséges informécié kigytjtése, melyre gyakran
az MMR eljarast hasznaljak. Ekkor a () maga a kérdés, a Sim; definidlasahoz
Hanning ablakfiiggvényt hasznalnak, a Sims pedig a mar emlitett koszinusz ha-

sonlosag. [12]

3.1.2. Médositott mohé algoritmus

Lin és Bilmes [5] egy olyan G(V, E) iranyitatlan, sulyozott graffal szemléltették a
tomoriteni kivant széveget, melynek a cstcsai az egyes mondatoknak felelnek meg,
az ij € E élen szereplé nemnegativ stly (w; ;) pedig az ¢ és j mondatok kozotti
hasonlosagot jelzi. Legyen F.u: a graf csicshalmazan értelmezett, tigynevezett

"graph-cut" fliggvény a kovetkezGképpen értelmezve:

]:cut(s) = Z Z Wi, 5 VS - Vv

i€S jeV\S

Ez a fliggvény, ami lényegében az adott S tomorités és a tobbi mondat kézotti
hasonlésagot méri, kielégiti a szubmodularitas definici6jat az 1.1.4.-es példa szerint

(d = Feur). Az el6z6 bekezdésben definialt MMR eljarast alapul véve egy kis

13



3 SZUBMODULARITAS A SZOVEGFELDOLGOZASBAN

modositast eszkozoltek az Feyp célfiiggvényen:

9= wiy A > wiy A0 VSCV

i€S jeV\S 1,jE€S5iF#]

Mivel az F,; fliggvény szubmodularis és a G = =\ - > w; ; fiiggvény is

1,jES;i#£]
szubmodularis (ugyanis —G szupermoduléris az 1.2.2.-es példa alapjan), ezért az

1.3.2.-es allitas miatt F,; szubmoduléris. Ezen célfiiggvényt hasznalva a kovetke-

z6 "modositott" moho algoritmust [5] lehet adni a 3.1.1.-es feladatra:

Legyen G=0ésU =V
while U # 0 do

k= argmaxler
if ¢+ cqci<b é; F(GUEk)— F(G) >0 then
G:=GUk
U:=U\k
else
U:=U\k
end if
end while
v = argmazyeyve, <pF (V)

return Gr = argmazx{F(v*); F(G)}

Az algoritmus approximéciojarol szoloé tétel bizonyitasahoz elengedhetetlen az
alabbi lemma, és az ebbdl kovetkezd tétel ismertetése, ehhez hasznéljuk a ko-
vetkezd jeloléseket: legyen S* a 3.1.1.-es feladat optimalis megoldasa, Gr, G az
algoritmus lefrasa soran definialt halmazok, k; az i-edik iteracidban G-hez adott
elem és G; az igy kapott halmaz (i =1, ..., |G|). Tovabba legyen F monoton névé
szubmodularis halmazfiiggvény és hasznéljuk az 1.3.3.-as lemmaéaban emlitett py
jelolést, azaz pi(S) = F(SUE).

14



3 SZUBMODULARITAS A SZOVEGFELDOLGOZASBAN

3.1.3. Lemma. Ha F monoton névd szubmoduldris, akkor 0 < r <1 esetén

b1 S* 1—r -
Fs) - FGo) < L (Flay - Feny) vt
ki
r > 1 esetén
. b\ .
F(57) = FGi) < () (F(@) = F(Gi)) - Vi=1,..[]

Bizonyitds. Az algoritmus harmadik sora alapjan

pu(Gi-1) _ pri(Gi-1)

s - T
cr, s

Yu € S* \ Gi_1

Ezért a 0 < r <1 esetben a kovetkez§ egyenl&tlenséget kapjuk:

P (I ESE m‘?i(Gil)CZ:pici(CCjil) Y .

CT'
ueS*\G;i_1 ueS*\Gi—1 ki ki ueS*\Gi—1

Felhasznalva, hogy a g(z) = =" fiiggvény x > 0 és 0 < r < 1 esetén konkav, a
kovetkezs felsG becslést kapjuk az eddigiekre:

l ; * . cu T
pi;(Gi—1) Z czépki(gz—l)‘s*\Gi_l‘(m> <

Czi wESN\Gi_1 ks ’S* \ Gi—1|

< 2ulGint) oo o o) < PelGo) jgepr (57 0) <
Czi 1 <u€S*z\;i1 ) czi <U§* )

< Pk; (Gi—l) |S>k |1—rb'r

c’,;i
Ahol felhasznaltuk, hogy az S* a feladat optimélis megoldésa, ezért az elemeinek
sdalyainak az Gsszege nem haladja meg az adott fels6 korlatot. Ha az 1.3.3.-as
lemméat X = S* és Y = G;_; valasztéassal alkalmazzuk és a py,(G;—1) definiciojat
hasznéljuk, akkor &trendezés utan a bizonyitani kivint egyenl&tlenséget kapjuk.

Az r > 1 esetben hasonléan jarhatunk el.
O
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3 SZUBMODULARITAS A SZOVEGFELDOLGOZASBAN

3.1.4. Tétel. Ha F monoton névd szubmoduldris, akkor 0 < r <1 esetén

FGz(1-T[0- W))f(s*) Vi=1,..,|G]

j=1

r > 1 esetén

%)’”))I(S*) Vi=1,..,|G

F(Gi-1) b

v
/N
—
|
—
—
|

Bizonyitds. A tétel teljes indukcioval konnyen bizonyithaté. Az i = 1 eset az el6z6
lemma (3.1.3), a Go = 0 és a |V| > |S*| felhasznalasaval nyilvanvaloan teljesiil,
tovabba az (i — 1)-r6l i — re valo 6roklédéshez is csupan az fenti 3.1.3.-as lemmara

van sziikség, és persze az indukcids feltevésre. ]

3.1.5. Tétel ([5]). Ha F monoton novd szubmoduldris figgvény, akkor a fenti
algoritmus r=1 esetén (1 — ﬁ) ~ 0.39 approzimdcds, azaz

F(Gr) = (1— ) F(sY)

Ve

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa esetszétvilasztéassal torténik:
1. eset: Jv € V : F(v) > $F(S*). Ekkor az algoritmus utolsé soranak értelmében:
F(Gr) = F(v) > LF(S%).
2. eset: Vv € V : F(v) < $F(5*) Ekkor ismét két esetet kiilénboztetiink meg:
2.a eset: » c~cy < %b. Ekkor Vv ¢ G stlya > %b, mert ha ez nem len-
ne igaz, akkor lenne olyan v, melyet G-hez hozzavéve a maximalizdland6 ér-
ték néne és még mindig nem sériilne meg a korlatossagi feltétel. Ebbdl kovet-
kezik, hogy az S* \ G legfeljebb egyelemd halmaz, ugyanis ellenkezs esetben a
Y ves+ Cv > b egyenlStlenség adodna. Tehat a 2. esetben megfogalmazott felté-
tel miatt: F(S*\ G) < 3F(S*). Az F fiiggvény szubmodularitasit hasznalva:
F(S*\G)+ F(S*NG) > F(S*) Ebbsl adodik, hogy F(S*NG) > %]:(S*). Az F
fiiggvény monotonitasa miatt: F(Gr) > F(G) > F(S* N G) > $F(5*)
2.b eset: Y., v > 2b. Ekkor hasznaljuk az 3.1.4.-es tételt 0 < r <1 ési = |G|
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3 SZUBMODULARITAS A SZOVEGFELDOLGOZASBAN

vélasztassal:

>(1-a- ';f";i)lc’l)f(s*) > (1- eé(QVGI)T_I>}"(S*)

A harmadik egyenlStlenséghez a Lagrange-féle multiplikdtor modszer sziikséges,
az utolsonal pedig az e™® > 1 — = egyenl6tlenséget alkalmazzuk. Igy r = 1 esetén
F(Gr)>(1- %)]—"(S*) Ezt szerettiik volna belatni.

O]

Tobb kérdés is felmeriil az algoritmussal kapcsolatban. Az egyik az, hogy miért
ezt az algoritmust célszerd hasznalni és miért nem a 2. fejezetben bemutatottat
annak ellenére, hogy az egy jobb approximacéval bir. Erre a valasz az, hogy a
mésodik fejezetben targyalt algoritmus approximécios faktora akkor igaz, ha az
egyes egységekhez tartozo stulyok megegyeznek, viszont a tomoritési feladatnal ez
nem feltétlentl igaz. Habér igaz, hogy kiilénb6zd silyok esetén is megadhatd
lenne egy (1 — 1) approximalé algoritmus [11], de ennek futasideje O(|V|?), ezért
a gyakorlatban inkabb az (1 — %)—s algoritmust alkalmazzak.

A maésik jogos kérdés az, hogy mi a szerepe az r > 0 paraméternek, és az algoritmus
utolso két soranak, azaz a v* és Gr definidldsanak. Vélaszként tekintsiik ugyanezt
az eljarast, az utolso két sora és r nélkiil és vegyiik a kovetkezs példat: V = {z,y},
Fl) =1¢c =1, Fly) =p, ¢y = p+1, b =p+1 Ekkor az algoritmus
outputja a, 1 célfiiggvényértékkel, viszont az optimalis célfiiggvényérték p. Tehat
az algoritmus approximéciés hanyadosa nem véges. Azzal, hogy az algoritmus
megkeresi azt a v* € V elemet, melyre F(v*) maximélis agy, hogy c,» < b, és ha
ez a maximumérték nagyobb, mint az F(G), akkor ezt adja outputként, mar egy
kozelits algoritmust kapunk (ez az el6z8 tétel), r j6 megvalasztasaval pedig még
pontosabb kozelitések is elérhetek.

Fontos kihangsulyozni, hogy a 3.1.5.-6s tételben megfogalmazott approximacioé

csupén akkor igaz, ha az F fliggvény szubmodularis és monoton névS. Ez nem
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3 SZUBMODULARITAS A SZOVEGFELDOLGOZASBAN

*

feltétleniil teljesiil az F , fliggvényre, viszont az

” grafra épitve definialhatosé-

3
cut
ganak kovetkezménye az, hogy ha |S| "kicsi", akkor nagy valoszintiséggel optimum

kozeli megoldast kapunk (teljesiil a 3.1.5.-6s tétel):

3.1.6. Tétel (|5]). Tegyiik fel, hogy az élek silyai korlatosak, azaz w;; € [0,1]
teljesiil Vij € E esetén és figgetlen, azonos eloszldstuak p = E(w;;) vdrhato érték-
kel. Ekkor az

valdszinidséggel teljesil, ahol

fiigguénnyel futtatva az algoritmust o 3.1.5.-ds tétel legaldbb P

K
cut

2(|V| - (o + 1)B) 4
VI+ (2= 1)8

P=1-—exp{— + Inb},

a=22+1,8=2b—1.

3.1.3. Koncepcié alapu tomorités

Az ugynevezett koncepcid alapu ("concept-based") tomorités soran is szubmodu-
laris fuggvény jelenik meg [3]. Egyre jobban latszodik, hogy igaz a bevezetésben
irt mondat arrél, hogy a szubmoduléris fliggvények természetesnek mondhatoak a
tomoritéses feladatok sorén.

Legyen a I' "koncepciok" egy halmaza, az S pedig mondatok egy részhalmaza és
jelolje T'(S) az S 4ltal tartalmazott koncepciok halmazét. Legyen d : I' — RT
fliggvény olyan, hogy d; az ¢. koncepcid fontossagat jeloli. Ekkor az S részhalmazt

értékels Feoncept 2V 5 R halmazfiiggvény legyen a kiévetkezd:

fconcept(s) = Z d;
i€T(S)

Ez az Feoncept fiiggvény szubmoduléris, ugyanis ha egy egyre béviilé halmazso-
rozathoz vessziik hozza ugyanazt az elemet, akkor az nemnévekvs haszonnal jar,
vagyis teljesiil az 1.1.2.-es allitas. Mivel a stlyok nemnegativ értékeket vehetnek
fel, ezért a monoton névs tulajdonsag is teljesiil. A koncepcié-alapt tomorités
soran ezt az F fiiggvényt kell maximalizalni megengedett halmazokra, azaz olyan

S halmazokra, melyekre Y. ¢ ¢; <b.

€S
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3 SZUBMODULARITAS A SZOVEGFELDOLGOZASBAN

3.2. Tomorités adott alsé korlattal

Egy j6 témoritésnél nemcsak az a fontos, hogy révid legyen, hanem elengedhetetlen
az is, hogy az Osszes, a szdvegben talalhato lényeges informaciot tartalmazza. Ezt

formalizalva gy mondhatjuk, hogy:

3.2.1. Feladat. Olyan S* részhalmazdt keressiik a 'V alaphalmaznak, melyre:

F(S*) = 15%9 2 ¢i melyekre F(S) = «,
ahol a ¢; az i. egység (mondat) koltsége, az F halmazfiiggvény pedig az alaphal-
maz részhalmazaihoz az adott részhalmaz altal tartalmazott informécié mennyi-
ségét rendeli hozza. Az a = F(V), azaz a szoveg altal tartalmazott informaciok
mennyisége. (Eléfordulhat az is, hogy csak azt koveteli meg a feladat, hogy az in-

formacioknak legalabb egy adott része legyen benne a kivéilasztott részhalmazban,

ekkor egyenl@ség helyett egyenl6tlenséggel irjuk fel a fenti feladatot.)

3.2.1. Wolsey algoritmusa

Tegyiik fel, hogy az F fliggvény monoton névé szubmoduléris. A 3.2.1.-es feladat-

hoz megadhato egy ekvivalens egész értéki linearis program [6]:

Z1 =min E Ci Vi
eV

d Sy = a—F(S) VSCV ye{01} i€V,
i€V
ahol p;(S) = F(SUi) — F(S) az 1.3.3.-as lemmabol ismert jelolés.

A két feladat ekvivalenciajarol szol a kovetkezd tétel [6].

3.2.2. Tétel. Egy X CV halmaz pontosan akkor megengedett megolddsa a 3.2.1.-
es feladatnak, ha a karakterisztikus vektora (y~ ) megengedett megolddsa a Z li-

nedris programnak.
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Bizonyitds. = Tegyiik fel, hogy az X halmazra F(X) = a. Ekkor

Yoy = Y pilS) = F(X) - F(S) = a - F(S)

eV €X\S

Az els6 egyenlSség azért igaz, mivel yX = 0 ha i ¢ X, kiilénben 1, és p;(S) = 0 ha
i € S. Az egyenl6tlenség az 1.3.3.-as lemma kdvetkezménye, a masodik egyenléség
pedig a feltevésbdl adodik.

< Tegyiik fel, hogy az yX karakterisztikus vektor megengedett megoldasa a Z;

linearis programnak, ekkor az el6z6 iranyhoz hasonléan meggondolhato, hogy
0=> pi(X)y* > a—F(X),
eV

ahonnan F(X) = a adodik.
0

Az egészértéki programozasi feladat segitségével a kovetkezs approximéldé mohod

algoritmust [6] lehet adni a feladatra:

Legyen S = ()

while F(S5) < a do
i:=arg minv\s{ﬁ}
S:=Su{i}

end while

3.2.3. Tétel ([6]). Ha S* jeldli az optimdlis megolddst, S pedig az algoritmus
dltal adott megengedett megolddst, i € S jeloli azt az elemet, melyet az algoritmus
utoljdra adott hozzd a részhalmazhoz, akkor a kdvetkezd felsd becslés adhato az

algoritmus approzimdcidjdra:

a— F(0)

F(S) < (1+ ln{m

HF(S™)
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3.2.2. Minimalis dominans halmaz keresése

A feladat egy masik megkozelitése szerint [7] keressiink egy miniméalis dominans
halmazt, ahol dominéns halmaz alatt azt értjiik, hogy az egész szoveg barmely
mondatéara igaz, hogy vagy benne van ebben a dominans halmazban, vagy legalabb
az egyik mondatéhoz nagyon hasonlit. Ez alapjan definialjuk a § : 2¥ — R
metrikat gy, hogy §(S) az Osszes olyan mondatot tartalmazza, ami vagy S-beli,
vagy nagyon kozel van S egy eleméhez. Ekkor azt mondjuk, hogy S dominans
halmaz, ha |0(S)| = |V|. Ha az F halmazfiiggvényt a kovetkez6képpen definialjuk:
F(S)dom = 16(95)|, akkor Fgom monoton névé és szubmodularis. A minimaélis
elemszamu dominans halmaz keresése feladat a 3.2.1.-es problémaéanak egy specialis
esete.

Ez a feladat is NP-nehéz, de adhaté ra egy approximaciés moho algoritmus, mely
lényegében ugyanaz, mint az el6z8: egy iires halmazbél indul ki és ha az i-edik ite-
raciéban az S még nem egy dominéns halmaz, akkor hozzaveszi azt a v; mondatot,
ami még nincs S-ben és azon nem S-beli mondatok szdma, melyek hasonitanak
v;-re maximalis (Johnson, 1973). Ekkor az algoritmus [7]| a kovetkezd approximé-

cioval bir:

3.2.4. Tétel (|7]). Jelolje S az algoritmus dltal adott domindns halmazt, S* pedig
a minimdlis domindns halmazt. Ekkor |S| < (1+In|V|)|S*|, ahol V az alaphalmaz.
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3.3. Automatikus értékelés

A toméritések automatikus értékelése rendkiviil fontos, annak érdekében, hogy el
lehessen keriilni a sok munkat igényld és sokszor nem megfelels kézi értékelést. A
ROUGE (Recall-Oriented Understudy for Gisting Evaluation) gyakran hasznalt
a szovegtomoritések értékelésekor (Lin, 2014). Automatikusan meghatéarozza egy
tomorités minGségét gy, hogy emberek altal készitett idealis tomoritésekhez ha-
sonlitja. Kiilonbéz6 ROUGE mértékek vannak, példaul: ROUGE-L, ROUGE-W,
ROUGE-S, ROUGE-N. Most az utébbival fogok foglalkozni.

A ROUGE-N a hasonlésagot adja meg egy adott tomérités (tomoritésjelolt) és
az idedlis/ajanlott tomoritések halmaza kozott. Ez formélisan ugy hangzik, hogy
legyen V' az alaphalmaz és legyen S C V' az alaphalmaz egy részhalmaza (ez lesz
az a tomorités, amit a ROUGE-N segitségével értékelni fogunk). Hasznaljunk egy
ce : 2V — Z* fiiggvényt gy, hogy c.(S) azt jeldli, hogy az e n-gram hanyszor
jelenik meg az S toémoritésben, ahol n-gram alatt n hosszi egységeket értiink,
amik lehetnek: fonémak, szotagok, betik, szavak. Tegyilik fel, hogy adott K
darab idealis tomorités. Legyen az i. idealis/ajanlott tomorités altal tartalmazott
n-gramok halmaza A; (i = 1,...,K) és jeloljik ac;-vel azt, hogy az e n-gram

hényszor szerepel az ¢. ajanlott tomoritésben. Ekkor:

3.3.1. Definicio.

K .
dic ZeeAi min(ce(S5), ae,i)
K
> ZeEAi Qe,i

Frovce-n(S) =

3.3.2. Tétel ([3]). Az Frouce-nN figgvény monoton névd szubmoduldris.

Bizonyitds. Mivel c.(S) monoton névé moduléris és a min(x,a) egy monoton no-
v6 konkéav fliggvénye z-nek, ezért az 1.3.7.-es allitast hasznéalva min(c.(S5), ae,;)
monoton névs szubmodularis fiiggvény. Mivel a szummazéas és a pozitiv konstans-
sal valo osztds nem befolyasolja a szubmodularitast (1.3.2.) és a monoton névé

tulajdonsagot sem, ezért Frouvgr—nN valéban monoton névs szubmodularis. [
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3.4. Tovabbi monoton szubmodularis célfiiggvények

Egy tomoritésre akkor lehet azt mondani, hogy jo, ha visszaadja az eredeti szoveg
lényegét és nem tartalmaz ismétléseket. Ennek szellemében a kovetkezSképpen

modellezhetd a tomorités mindsége:
F(S) = L(S) + A\R(S),

ahol az £ a V részhalmazain értelmezett halmazfiiggvény azt mutatja meg, hogy
az adott részhalmaz / tomorités mennyire tiikrozi az egész szoveg tartalmat (az
informécié mennyiségét méri), az R halmazfiiggvény pedig az adott tomorités
sokszintiségét értékeli pozitivan (a valtozatossdgot méri). Tovabba A > 0 szabadon
valasztott egylitthatot jelol. A tovabbiakban ezen fliggvények lehetséges definicioi

kovetkeznek, melyekrsl megmutatom, hogy monoton névs szubmodularisak.|3]

3.4.1. Az informacié mennyiségét méré fliggvény

A mar emlitett £(.9) jeloli tehat azt, hogy az adott S tomorités mennyire hasonlit a
tomoritends szoveghez, példaul a szoveg 1ényeges pontjai koziil mennyit tartalmaz.
Az rogton latszik, hogy ez egy monoton névé fliggvény, mivel minél tébb monda-
tot tartalmazd tomoritést véve a szoveg hi visszaadésa javul. A szubmodularitas
is kézenfekvs, mivel teljesiil az 1.1.2. Allitds, ugyanis ha egy mondatot hozza-
vesziink két tomoritéshez (tgy, hogy az egyik tomorités tartalmazza a masikat),
akkor abban az esetben amikor a révidebb tomoritéshez adjuk ezt a mondatot,
akkor a hozzaadott érték lathatéan nagyobb, mint abban az esetben, amikor a
hosszabb tomoritéshez adjuk, mivel el6fordulhat, hogy az Gj mondat altal hordo-
zott informaciokat azok a mondatok is tartalmazzéik, amelyek nem részei a rovid
tomoritésnek, de részei a hossztinak. Vagyis, ha A jeldli a hosszabb, B a révidebb

tomoritést (B C A), v pedig a szoveg egy mondata, akkor teljesiil, hogy:
L(A+v)—L(A) < L(B+v)— L(B)

Szeretnék megemliteni néhany modot, ahogyan definidlni szokés az L fiiggvényt.

Ha w;; jeloli a hasonlosdgot az i. és a j. mondat kozott, akkor a legegyszertibb,
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ha
£1(S): Z wi,j

i€V jeS
Az el6z6 jeldlést hasznalva a kévetkezSképpen is definialhatjuk az £ fliggvényt:
Lo(S) = max wj_;
2(S) Z e 5 Wi
eV
Ez az ugynevezett "facility location", azaz szolgaltato elhelyezési szubmodularis
fliggvény, amirdl dolgozatom 4. fejezetében részletesebben sz6 esik.

A 3.1.3.-as részben bemutatott "koncepit-alapu" fliggvénnyel is kifejezhets az

adott tomorités informacidtartalma:

L3(5) = Z Ci

i€ (S)

Egy tovabbi lehetséges definicio:

L4(S) = min{Ci(S),aC:(V)},
eV
ahol a C; a V részhalmazain értelmezett valos értékii, monoton névé, szubmodulé-
ris fiiggvény azt méri, hogy az adott témorités mennyire adja vissza az ¢. mondat

4ltal hordozott informacidkat, 0 < o < 1.

3.4.1. Tétel ([3]). Az imént definidlt L; figgvények (i =1, ...,4) mindegyike mo-

noton novd és szubmoduldris.

Bizonyitds. Az, hogy L1 és L3 monoton névs és szubmodularis, az egybdl 1atszik,
az Lo fiiggvényrdl pedig késébb sz6 lesz. Annak bizonyitédsahoz, hogy L4 is az, is-
mét az 1.3.7.-es allitashoz nyalhatunk vissza, ugyanis a min(z, y) a kiilsé fiiggvény
(ahol y > 0 allandd) monoton névs konkav, a belsé fiiggvényrdl pedig tudjuk, hogy
monoton nové szubmodularis. Fel kell hasznalni tovabba azt is, hogy az 0sszegzés
meg6rzi mind a szubmodularis (1.3.2.), mind a monoton névekedd tulajdonsago-
kat.

O
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3.4.2. A valtozatossagot mérd fiiggvény

A véaltozatossagot jutalmazo R fliggvény helyett hasznalhatéd egy olyan fliggvény,
mely az ismétléseket biinteti, de ez nem szerencsés, mivel ekkor a fliggvény nem

monoton novs. Ebbdl kifolydlag a gyakorlatban hasznos fiiggvény a kovetkezd:

RS)=> >

i=1 \| jePnS
A definialas soran hasznalt P; (i = 1,..., K) a V alaphalmaz egy particioja, azaz
a P;-k paronként diszjunktak és az uniojuk a V. Tovabba r; jeloli az i egyediili

értékét (pl. a haszon, ha az iires halmazhoz adjuk).
3.4.2. Tétel (|3]). Az gy definidlt R fiiggvény monoton névdé szubmoduldris.

Bizonyitds. Ismét lehet alkalmazni az 1.3.7.-es allitast, ugyanis a kiilsg fiiggvény
a négyzetgyok fiiggvény, ami konkav és monoton noévs, a belsd fliggvény pedig
moduléris és mivel az r;-k nemnegativak, ezért monoton n6vé is. Az 1.3.7.-es allitas
szerint az igy kapott kompozicioéfiiggvény monoton novs és szubmoduléris, és mivel
a nemnegativ linearis kombinécié képzés megdrzi ezeket a tulajdonsagokat, ezért

R monoton névé szubmoduléris fliiggvény.
O

Megemlithetd, hogy a négyzetgyok fiiggvény helyett lehet mas monoton névé kon-

kav fliggvényeket is hasznélni.
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4. Apricot - Tanulasi teszthalmazok

Az Apricot egy Python csomag, aminek segitségével hatalmas adathalmazbél ki
lehet valasztani egy olyan részhalmazt, ami az egész adatsokasagot reprezental-
ja. Ennek a legfontosabb felhasznalasa a gépi tanulas soran lelhets fel, ugyanis
nagyon hasznos, ha a tanulasi folyamat soran hasznalt teszthalmaz szamossiga
leredukélhato tgy, hogy az elért eredmény alig valtozik. A kulcsgondolat az, hogy
az adathalmaz novekedésével az ismétlések szama is nd, és ezektsl az ismétlgdé-
sektdl szeretnénk megszabadulni, mivel ezek mar semmi elényt nem jelentenek.
Nem meglepd, hogy mindezt szubmoduléris fliggvények maximalizalasaval lehet
elérni, amihez az Apricot egy hatékony moho algoritmust hasznal [9]. Kétféle
{6 fiiggvénnyel dolgozik a program: az egyik az tgynevezett feature-based tipusi
fliggvény, amit magyarul tulajdonsag-alapt fiiggvénynek neveziink, a masik pedig
az ugynevezett facility location, azaz szolgéaltatd elhelyezési fliggvény, amirél mar
az el6z6 fejezetben is sz6 esett. A tovabbiakban ezen fliggvények elényeirdl és

hatranyairol irok, majd ezeket kiilonb6z6 példakkal szemléltetem.

4.1. Szolgaltatd elhelyezési fiiggvény

A szolgaltato elhelyezési fliggvény [9] a nevét a hires szolgaltato-, masnéven vallalat
elhelyezési feladatrol kapta, vagyis arrél a probléméardl, amivel a cégeknek kell
szembenéznitik, amikor 1j létesitményt szeretnének nyitni és keresik ennek a helyét
igy, hogy ne legyen til kozel a mar meglévs, hasonlo létesitményekhez. Az ilyen

fliggvény a kiovetkezSképpen formalizalhato:

Frzolg.(S) =Y maxw; j,
iev 19
ahol V' az alaphalmaz, S C V halmaz és w hasonlosagi fiiggvény gy, hogy a wj ;
az i-edik és j-edik elem kozti hasonlosiagot méri. A jelen esetben leggyakrabban
hasznélt hasonlosagi fliggvények kozé tartozik a negativ euklideszi tavolsag, illetve
a koszinusz tévolsag. Az igy definialt fliggvény szubmodularis, ugyanis teljesiti a
csokkend hasznok elvét (az 1.1.2. allitast), mivel So €57 CV ésv € V'\S] esetén

a v S1-hez hozzaadott értéke nem nagyobb, mint a v So-h6z adott értéke, mivel
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lehetséges, hogy egy a v-hez hasonlé mondat szerepel az Sy \ Se-ben.

Az Apricot a szolgéltatd elhelyezési fiiggvények maximalizélasat egyszerd mohd
algoritmussal végzi, melynek sordn a V' alaphalmazt szeretnénk reprezentélni egy
S* részhalmazzal, melyre |S*| < |V|. Ez a maximalizalasi folyamat azonban nagy
adathalmazon elég lassu is lehet, mivel az egyes mondatok koézotti hasonlésagokat
egy n X n-es matrix elemeinek feleltethetjiik meg (ahol n a mondatok szamat je-
161i), és ezeket az elemeket mindig tjra kell kalkulalni, amikor hozzévesziink egy
elemet a részhalmazhoz. Tehat az algoritmus minden iteracioban O(n?) lépést
tesz. Ezen persze olykor programozasi triikkokkel segiteni lehet. Egy tovabbi
gyorsitasi lehetGség az, ha a fiiggvényt a kdvetkez§ alfejezetben szerepld, gyorsab-

ban kiértékelhets fliggvényre cseréljiik.

4.2. Tulajdonsag-alapn fiiggvény

Az eléz6ekhez hasonldéan a V legyen az alaphalmaz és S C V halmaz. Tovibbé
definidljunk kiilénb6z6 tulajdonsagokat, amelyek meglétét ellendrizzik az egyes
mondatokra. A tulajdonsigok szamat jeloljik D-vel, az egyes tulajdonsigokat
pedig d-vel. A tulajdonsagokhoz tartozo sulyt, azaz azt, hogy egy d tulajdonsag
mennyire fontos, jelolje ¢4, a d tulajdonsag értékét egy adott s € S mondatra
jelolje sq. Fontos feltenni, hogy a tulajdonsagok értékei, illetve a tulajdonsagok-
hoz tartozo silyok nem vehetnek fel negativ értékeket, mert ekkor nem garantélt
a szubmodularitds. Ezen kiviil még sziikséges egy ® monoton konkav fiiggvény
is, melyre gyakran hasznalt példa a négyzetgyok, illetve a logaritmus fliggvény.
Ekkor a tulajdonsag-alapu fliggvények (angolul feature-based fiiggvények) [9] de-
finialhatok agy, hogy ’

Fur(S) = ca®(d_ sq)

d=1 seS

Ezzel a formalizalassal is egy szubmodularis fliggvényt kaptunk, ugyanis a ® kon-

kavitéasa, illetve a > o sq szubmodularitasa miatt hasznalhato az 1.3.7.-es alli-

seS
tas, miszerint a ®(}_ . g 54) szubmodularis, és mivel a szubmodularis fiiggvények
zartak a nemnegativ linearis kombinacié képzésre, ezért kapjuk, hogy az Fiy.

fliggvény szubmodularis.
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Az Fyy. fiiggvénynek egy speciélis esete a 3.4.2.-es részben definialt valtozatossagot
mérg fiiggvény: a tulajdonsagok maguk a particiok, ¢y = 1 az Gsszes particiora, ¢
a négyzetgyokfiiggvény.

Vegylik észre, hogy a tulajdonsig-alapu fliggvényekkel a moho algoritmus min-
den lépésének futasi ideje O(Dn), amely jelentGsen gyorsabb, mint a szolgaltato

elhelyezési fiiggvény soran adods O(n?).

4.3. Példak

Az, hogy az el6z86 két bekezdésben ismertetett szubmodularis fiiggvények koziil
melyiket célszerd hasznalni, a megoldandé feladattol fiigg. Mindkét fiiggvénynek
vannak elényei és hatranyai is, melyeket hdrom példan keresztiil szeretnék bemu-
tatni.

Az els6 példaban hat darab, kiillonb6z8 normélis eloszlas altal generalunk pontokat,
Osszesen 140-et, és ezen pontok koziil szeretnénk kivilasztani hatot tgy, hogy
minél jobban reprezentaljak a pontok eloszlédsat. Kzt haromféleképpen tessziik
meg: 1. az Fy,oy szubmodularis fliggvény maximalizalasdval, 2. hasonloéan az
Fru. figgvényt hasznalva és 3. véletlenszertien, random hat pontot véalasztva. Az

igy kapott eredmények olvashatoak le az 1. abrarol:

Reprezentdl6 pontok kivalasztdsa szubmodularis fliggvényekkel
ey e Facility Location
R XF 2} Feature-based
w? - e Random
. e,
DY [Q .
DR [}
L] -: .V
.,
. ®
1 X
o, S .
1. abra.
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Megallapithatjuk, hogy ezen feladatra a legjobb eredményt a szolgaltato elhelyezési
fliggvény hasznalata sordn kapjuk. A fiiggvényhez tartoz6 hasonlésagi fiiggvény,
a negativ euklideszi tavolsag reprezentativ a pontokra nézve, és igy a k-kozép
klaszterezésnek egy jo kozelitését kaphatjuk. A tulajdonsag-alapu fliggvény vi-
szont nem hozza a vart eredményt, ugyanis azon pontokat valasztja ki, melyeknek
a tulajdonsag értéke a legnagyobb. A jelen esetben alkalmazott tulajdonsag az
origotol vald tévolsag, ami igy nem reprezetalja az adathalmaz egészét, hanem
csak a "hatarat". Mindezért fontos, hogy milyen tulajdonsagokat definidlunk az
adott adathalmazon, mert nem mind vezet reprezentativ redukcidhoz: A tulajdon-
sag alapu fliggvények akkor miikddnek jol, ha a tulajdonsidgokhoz tartozo értékek
szoros kapcsolatban vannak azzal, hogy az adott elem (jelen esetben mondat)
mennyire fontos. Egy pénziigyi példa: egy ember minél tobb pénzt fektetett be
egy értékpapirba, az annal fontosabb neki, tehat ha ebben az esetben a tulajdon-
sagnak a pénz mennyiségét vessziik, akkor j6 eredményt fogunk kapni. Nem jo
tulajdonsag példaul az autd szine, mert az nincs kapcsolatban annak értékével.

A kovetkezd példa sorédn is a szolgaltatod elhelyezési fiiggvénnyel értiik el a legjobb

eredményt. Ezt olvashatjuk le a 2. &abrarol:

Szubmodularis kivélasztas az MNIST adathalmazon

Pontossag

e Facility Location
e Feature Based
0.55 e Random

0 200 400 600 800 1000 1200
Hasznalt mintak

2. 4abra.

A feladat az volt, hogy minél kevesebb mintat hasznalva tanitsuk meg a gépet
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szamjegyek felismerésére (az MNIST adathalmazon), azaz a cél a tanulasi folya-
mat gyorsitasa volt ugy, hogy az eredményen lehetSleg minél kisebb mértékben
valtoztassunk. Azt, hogy a tulajdonsag-alapu fliggvény miért nem miikodik erre a
feladatra, ismét a nem megfelel§ tulajdonsaggal lehet indokolni. A fliggvény pixel
kitoltottségi értékekkel dolgozik, ezért a maximalizalé mohé algoritmus olyan min-
takat valaszt, melyeknek a legnagyobb a kitoltottsége, de ez nem eredményezi azt,
hogy a minték kiilonboz6 szamjegyeket reprezentalnak. Ezzel szemben viszont a
szolgaltato-elhelyezési fliggvény nagyon jol miikodik tgy, hogy négyzetes korrela-
ciot hasznal, mivel az azonos szamjegyeket tartalmazé képek egyméshoz jobban
hasonlitanak, mint a mas szamjegyekrél késziilt képekhez.

A harmadik példa pedig azt szemlélteti, hogy olykor a tulajdonsag-alapu fliggvé-
nyekkel érhets el a legjobb eredmény. A 20 newsgroups adathalmazéat hasznélva
arra szeretnénk megtanitani a gépet, hogy ismerje fel, melyik cikk szdl a gyogy-
szerekrdl és melyik az drrél. Ehhez 1187 mintét hasznalunk a tanitasi folyamat
soran és 790-et a teszteléshez. A tanitasi folyamat soran hasznalt mintédk szaméat

szeretnénk csokkenteni, melynek eredményét lathatjuk a 3. abran:

Szubmodularis kivalasztas a 20 newsgroups adathalmazon

Pontosséag

e Facility location
e Feature-based
0.50 4 e Random

0 260 460 660 8(')0 1060
Hasznélt minték

3. abra.

A grafikont elnézve szembet(ing, hogy a tulajdonsag-alapu fiiggvénnyel értiik el a

legjobb eredményt, olyannyira, hogy segitségével mar néhany darab, koriilbeliil 100
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mintéaval is majdnem ugyanazt azt eredményt sikeriilt produkalni, mint az 1187-tel.
Ezt arra lehet visszavezetni, hogy az tugynevezett TF-IDF (term frequency-inverse
document frequency) statisztikai eljarassal stlyozzuk a szavakat. Ennek a mikodé-
se két fazisbol all: az els6 soran az adott sz6 gyakorisagat, el6fordulasat mérjik az
6t tartalmazo szovegben, a mésodik fazisban pedig azt, hogy az adott sz6 milyen
gyakran, vagy milyen ritkdn fordul el§ a betaplalt szévegekben. Az eljaras célja,
hogy ne azt a sz6t nevezziik kulcsszéonak, ami csak annyit teljesit, hogy sokszor
szerepel egy szovegben, hanem azt, amelyik azt is teljesiti, hogy a tobbi szoveg-
ben ritkan fordul elg. Ha a tulajdonsig-alapa fiiggvényiink ezen tulajdonségot
hasznalja, akkor a maximalizalasa soran azon szovegeket fogjuk megkapni, amik
a legtobb kulcsszot tartalmazzak, ahol ezek a kulcsszavak tényleg visszaadjik az

adott szoveg lényegét.
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5 OSSZEGZES

5. Osszegzés

Dolgozatomban megkiséreltem betekintést nytjtani abba, hogy a lényegkiemelési
feladatokhoz milyen szubmodularis modelleket szoktak tarsitani, ezekhez milyen,
a gyakorlatban alkalmazhat6 algoritmusokat lehet hasznalni. Osszességében ki-
jelenthetd, hogy a szubmodularitas természetesen jelen van a mesterséges nyelv-
feldolgozasi feladatokban. Ezen &llitast tamasztja ald a kovetkezd tablazat, mely
az el6z6 fejezetekben elhangzott feladatokat és a hozzajuk tartozé szubmodularis

fliggvényeket tartalmazza.

Szubmodularitas a nyelvfeldolgozasban

Feladat Eljarasok Fiiggvények

Tomorités adott fel- MMR; Y S

s6 korlattal Moédositott  moho Feuts Feuts
algoritmus;
Koncepcid alapt Feoncept
tomorités

Tomorités adott al- Minimaélis domi- Fiom

so korlattal nédns halmaz ker.;

Wolsey algoritmus;

Automatikus érté- ROUGE-N FROUGE-N
kelés

Tanulési  folyamat Moho algoritmus Fiszolg., Ftul.
redukalésa

Tovabbi célfiiggve- L1, Lo, L3, Ly;
nyek R
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