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Kdszonetnyilvanitas

Szeretnék kdszonetet mondani témavezetémnek, Szeghy Davidnak, aki megismertetett ezzel a
témaval, figyelemmel Kisérte a dolgozat megirasat, és hasznos tandcsokkal latott el iras

kdzben. Tovabba kdszoném a csalddomnak a tamogatast, amit a tanulmanyaim soran

nyujtottak felém.



1. Bevezetés

A robotika egy egészen Uj terlilete a mai modern tudoméanynak, mégis sokat talalkozhatunk
vele mindennapjainkban. A filmeknek és vided jatékoknak koszonhetben rengeteg gyerek
képzeletét ragadtdk meg az emberszerli, szamitogép vezérelte gépek, melyek emberfeletti
kitartassal és precizitassal képesek elvégezni a rdjuk bizott feladatokat. Jelenleg viszont a
legtobbet hasznalt robotok egyaltalan nem ilyenek. Leggyakrabban olyan munkékra
hasznaljak 6ket, ahol nyersanyagokat vagy kiilonb6z6 alkatrészeket kell mozgatni, példaul
autogyarakban. Az ilyen iparban dolgozd robotokat szoktadk robotkaroknak nevezni. Jelen

dolgozatban is veluk fogunk dolgozni.

A robotkarok egyik {6 jellemzdje az Gjraprogramozhatdsag, ez azonban nem egy egyszeril
feladat. Az egyik leggyakrabban el6fordul6d probléma az utkeresés, aminek lényege, hogy a
robotnak Ugy Kkell helyet valtoztatnia, hogy kozben nem (tkdzik bele semmilyen, a
kornyezetében eléforduld akadalynak. Sokszor egyéb feltételeknek is meg kell felelniiik,
példaul nem mozoghatnak tdal gyorsan, nehogy séruljon a rakomanyuk. Az alabbiakban ezt a

problémat fogjuk koraljarni, és tébb megoldast is ismertetni fogunk ré.

1. abra: Példa egy ipari robotkarra



1.1. Felhasznalt irodalom és annak jel6lései

A szamolasok soran szlkségunk lesz algebrai alapismeretekre. Szokasosan, a matrixokat
nagybetlivel jeloljiik, a vektorokat €s skalarokat kicsivel, utobbiak esetén idoénként a gordg
abc betiiit hasznalva. A dolgozat nagyban tamaszkodik Spong, Hutchinson, és Vidyasagar
Robot Modeling and Control cimii konyvének az uttervezésrdl szolo fejezetére, ideértve egy
felhasznalt képet is. Azon illusztraciok esetén, amik nem sajat készitésiiek, ez fel van tiintetve,

és a felhasznalt irodalom cimii fejezetben a forras is meg van jel6lve.

1.2. A feladat leirasa

Altaldban a feladatunk utvonalat keresni egy adott kezdé- és végpontpar kdzétt. Miutan ezt
megtalaltuk, és a robot végigment rajta, Uj pontpart fogunk kapni, ezért érdemes egy gyors
algoritmust talalnunk a probléma megoldésara. Erdemes a koréabbi Gtjaink soran feltérképezett
munkateret elmenteniink, hogy a kés6bbiekben is hasznalhassuk a mér felfedezett utakat,

ezzel gyorsitva a késobbi kereséseket.

Bar a feladat meghatarozasa nem bonyolult, az robotkar Utkeresési problémaja az egyik
legnehezebb feladat jelen korunk szdmitastudomanyéban. Azt hogy az Utkeresés feladat NP-
nehéz Reif és Sharir mutatta meg 1985-ben, majd harom évvel késébb Canny bebizonyitotta,

hogy NP-teljes is (lasd [3] irodalom).

A mai ismert legjobb teljes algoritmus (azaz ami mindig megtalalja a megoldast, amennyiben
l1étezik) futasideje exponencidlisan nd a szabadsagi fokok szaméanak ndvekedésével. Emiatt a

gyakorlatban nem szoktak teljes algoritmusokat hasznalni.

Megismerkediink néhany olyan algoritmussal, amelyek feladata ennek a problémanak gyors
megoldasa, a megvaldsitasuk egyszerii, ennek viszont az az ara, hogy nem mindig talalnak
megoldast. Célunk egy helyes megoldas megadasa lesz, nem feltétlen egy akarmilyen metrika

szerint is optimalis megoldas, bar erre torekedni fogunk, ha megtehetjik.
2. A robotok matematikai modellje

Miel6tt elkezdenénk az uttervezéssel és utkeresd algoritmusok ismertetésével foglalkozni,

alkotnunk kell egy matematikai modellt, amiben vizsgalhatjuk a kérdéskort.



2.1. A robot reprezentalasa

A robotkaroknak két része van, a mozgo részeiket csukloknak vagy iziileteknek nevezzik, a
merev reszeiket szegmenseknek, ezek egyiitt egy kinematikai lancot alkotnak. A lanc végen
valamilyen eszk6z van, amivel a robot meg tud fogni targyakat, ezt kéznek nevezzik. A
csukloknak ket tipusat kulonboztetjuk meg, a forgé/rotacios csuklokat, illetve a
eltolo/prizmatikus csukldkat. Elobbieket R-rel, utdbbiakat P-vel jeldljuk. Minden csuklo
allapota leirhatd egy paraméterrel, rotacios csukld esetén ez az elfordulds szdge, prizmatikus
csuklo esetén az eltolas mértéke. A rotécios csuklokhoz tartozo valtozot 0 (theta)-val jeloljuk,
a prizmatikus csuklé valtozojat pedig d-vel, ezt hamarosan pontositjuk. Ha a robotkar két
véget egy szegmens-sorozat koti Ossze, zart lanciinak neveziink, ellenkezd esetben nyilt
lancunak. Mi csak az utobbiakkal fogunk most foglalkozni. Az ilyen robotok tipusat ugy

adjuk meg, hogy a kezd6pontjatol haladva felsoroljuk a csuklok tipusait.

2.2. A konfiguracios ter

Amikor egy robotkar minden csuklojanak koordinatajat megadjuk, azt a robot egy
tér, jele Q. Lathatd, hogy a konfiguracios tér dimenzidja megegyezik a csukldk szamaval. A
mi esetlinkben elég a csuklok valtozéit megadni, igy mar ismerjik a robotkar allasat, egyrészt
a szegmensek merevsége miatt, masrészt mert a kar alappontjat fixnek tekintjuk.

A tovabbiakban q=(q4, 92, .- g») Vvektor fog jeldlni egy konkrét konfiguraciot, ahol a
koordinatak a csuklok valtozoi, és q; = 6; ha a csuklo rotacids, valamint q; = d;, ha

prizmatikus.

Példaul egy olyan robotkar, aminek egy darab rotaciés csukl6ja van, a konfiguracids tér

reprezentansa lehet az egységkor, azaz Q = S;. llyenkor elég lesz egy paraméter, a 6;.

Ha a robotkarunk egy sikbeli, két rotacios csukloval rendelkez6 kar, akkor a reprezentans
lehetne a Q = S; xS; = T2, ahol T? a toruszt jelképezi, ahogy a 2. dbran lathatd. A kép
forrdsa a dolgozat végén, a felhasznéalt irodalomban szerepel. Az ilyen robotkart RR-el

jeloljuk.
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2. dbra: Példa egy RR robotkarra, és a konfiguracids terének reprezentalasara. Az abra forrasat lasd a
szakirodalomban.
Egy robotkarnak n a szabadsagi foka, ha a konfiguraciéja minimum n paraméterrel
meghatarozhat6. Ebbdl kovetkezik, hogy a szabadsagi fok egyenlé a konfiguracios tér

dimenziojaval. Egy robotkar esetében a csuklok szama hatarozza meg a szabadsagi fokot.

2.3. A munkatér

A késébbiekben a munkatér egy 2 vagy 3 dimenziés tér lesz, Descartes-féle koordinata
rendszerrel. A tengelyek az x,y,z, az origé pedig O=(0,0) vagy 0=(0,0,0). Ez szimbolizalja azt

a kornyezetet, amiben a robot mozogni fog. A robot ,,teste” az origobol indul.

A munkatérben figyelembe vessziik a robot alakjat, a konfiguracids térben viszont csak egy
pontként reprezentaljuk. Latni fogjuk, hogy a robot alakja ilyenkor is szamitani fog az

uttervezeésben, viszont a robot forméja a térben 1évo akadalyok alakjaban lesz tarolva.

2.4. Akadalyok a konfiguracios térben

Utkozésnek nevezziik, amikor a robot érintkezik egy akadallyal, példaul egy fallal. Hogy ezt
precizebbé tegyuk, bevezetiink par Uj jeldlést. Ha a robotot A jeldli, akkor A(q) a munkatér
egy részhalmaza, amit a robot kitdlt, amikor a g konfiguracioban van. Jelélje O; a megfelel

akadalyt a munkatérben, W pedig a munkateret.

Utkdzésmentes Ut tervezéséhez azt kell biztositanunk, hogy a robot soha nem ér el olyan
konfiguracidt, amiben érintkezik egy akadallyal. A konfiguraciok egy olyan halmazat, amiben

ez megtorténik, konfiguracios térbeli akadalynak neveziink, és igy definialjuk:

QO={qg € Q [ A(q) N 0 * @} (1)
ahol 0 = U; 0; . Az (itkozésmentes konfiguraciok halmazénak a neve szabad konfiguracios

ter, és igy kapjuk:



Qfree = @\ QO (2)
Nézzink peldanak egy PP robotkart, tehat egy olyat, aminek kett6 eltold iziilete van. Emiatt a
konfiguracios tér a sik, azaz Q = R2. Legyen egy darab akadalyunk, és legyen mind az
akadaly, mind a robotkar konvex sokszdg, igy konnyebb lesz a konfiguracios térbeli
akadalyok kiszamitasa. Tovabba az egyszeriiség miatt maga a kar legyen a sik folott, igy az

nem Utkozhet, csak a robotkar vége.
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3. abra: Robot és akadaly a munkatéren

Az els6 abran a robot fejének csticsai rendre ay, ... a4, az akadaly csdcsai pedig by, ... b,. Ezek
segitségével definialhatjuk azokat a pontokat, amik esetén Utkozik a robotkar. A robot fejének
geometriai kozepét korbevezetjuk az akadaly koril, a 4. abrén szaggatott vonal jelzi a
palyajat. Mivel az egyetlen pont, amit hasznalni akarunk, az az orig6, ami itt az a, csucs,
azokat a helyeket jel6ljik meg, ahova ha az orig6 kerdl, akkor litkozés lesz. Az abran sargaval

jeloltik, ez lesz a QO.
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4. &bra: A robot fejét kdrbevezetve az akadaly kérul kijel6ljik azt a tertletet, ahol felléphet az titkdzés. Ezt a terUletet
sargaval jeldltik

Amennyiben tobb konvex akadaly is van, szamozzuk be 6ket, és mindegyikre szdmoljuk ki a

0;-t, az unidjukbol kiszamithatjuk a QO-t. Amennyiben egy akadaly nem konvex, akkor

vegylk az akadaly konvex burkat. Ennek tobb mddja is van, a brute-force maédszerrel n pont

esetén ennek kiszamitasa megoldhaté O(nlog(n))-ben. Ha ez az eljaras valamiért tal nehéz

lenne, felvaghatjuk az akadalyt tobb konvex vagy ,,majdnem konvex” részre, és ezek konvex

burkait vehetjuk kilon-kulon. Ekkor ezeket mind kilon akadalyként kezelhetjik.

Az QO0;-k kisz&mitdsanak van mas maodja is, ehhez hasznélhatjuk az ugynevezett Minkowski-

0sszeget:
Definicié: Legyen A és B két R%-beli halmaz. A két halmaz Minkowski-Gsszege:

A+B={a+b|aeA beB} (3)
Ennek a segitségével a kovetkezOképpen kaphatjuk meg a QO-t. Vegylk az A halmaznak egy
a, pontjat. Toljuk el az akadalyt az a, vektorral. Innent6l szamolhatunk Ggy, hogy a, az
origlba esik, ezt az uj halmazt jeldlje A,, tovabbiakban vele dolgozunk. Az A, egy a, pontja
c-vel eltolva pontosan akkor keriil a B akadaly egy b, pontjdba, ha a, + ¢ = b, , ekkor pedig
a megjelolt a, (vagyis az origo) pont a c-be kertlne. c-t kifejezhetjiik az el6z6 egyenletbdl:

¢ =b, —a,.

E szerint, ha vesszik A, robotfej tlikorkepét az origéra, ami (—A,), akkor a B + (—A4,)
Minkowski 6sszeg azon pontok halmaza lesz, ahova nem juthat a robotfej megjeldlt a,

pontja, mert tkdzni fog B akadallyal. A folyamat lépéseit a 6-0s mutatja be.



5. dbra: R robot és az S akadaly a munkatéren

6. dbra: QO kiszamolasanak 1épései a Minkowski dsszeg segitségével. E16sz0r tlikrozzik R robotot az origdjara, majd
osszeadjuk az R'-t és S-t. Az igy kapott QO az S-nek a reprezentacidja a konfiguracios téren. Ezen a téren a robotot

mar nem R, hanem egy pont reprezentalja

Nézziink egy masik példat, ezuttal legyen mindkét csukl6 rotacios, és legyen egy darab
akadalyunk, ahogy a 7-es abra a) része mutatja. A QO az abra b) részében van illusztralva. A
vizszintes tengely felel 6, valtozoért, a figgdleges 0,-ert. Lathatd, hogy amikor 6, nagyon
kozel van m/2-h0z, az elsé szegmens litkozik az akadallyal. Ahogy 6; kozelit n/2-hoz, ugy 6,
bizonyos értékei mellett szintén (tkdzik a kar. A négyzet minden pontjara volt egy Utkozési
teszt, és ahol a cella szinezve van, ott bekdvetkezett az (tkdzés. Ez tehat egy kozelitd
reprezentalasa QO-nak. Ilyen kis példan is lathatd, hogy QO egyszerti akadalyok esetén is

egészen bonyolult formékat 6lthet.
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(a) (b)
7. dbra: Az a) részben egy RR robotot lithatunk egy pontszerii akadallyal. A b) részben ennek a munkatérnek a

konfigurécios térbeli alakjat. Lathatd, hogy egyszerii akadalynak is bonyolult lehet a reprezentansa a konfiguracios

térben. A kép forrasa az [1]-es szakirodalom

2.5. Uttervezési probléma formalizélasa

Ahogy korabban emlitettlik, az Gttervezési feladat célja hogy talaljunk egy utat a q;,,;; kezdeti
allapotbll a qfing; végsd konfiguracioba, ugy hogy a robotkar nem {itkozik egyik akadallyal
sem. Formalizalva, egy (tkozesmentes Ut qi,;-bOl qring-ba egy t folytonos flggveény,

amelyre:
T:[0,1]— Qfree
©(0)=qint
(1= qrina

Ezt ugy fogjuk megoldani, hogy egy uttervezé eljarassal megadunk egy diszkrét
konfiguracios sorozatot, majd erre illesztiink egy folytonosan differencialhaté fliggvényt.

2.6. Robotgeometriai alapismeretek

Vegyuk at, milyen robotgeometriai fogalmakra lesz sziikséguink a tovabbiakhoz.

Direkt kinematika feladatnak nevezzilk azt a feladatot, amikor adott nekiink a robot egy q

konfiguréacidja, és meg kell adnunk, hogy ekkor hol helyezkedik el a robotkar a munkatérben.
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Direkt sebességkinematika feladat esetén adottak a paraméterek jelen pillanatban vett
értékei és e paraméterek derivaltjai, célunk ezek segitségével kifejezni a kar adott pillanatbeli
sebességvektorat. Ekkor szlikséglnk lesz tehdt a paraméterek derivaltjaira, amit a Jacobi

matrix segitségével fogunk meghatarozni. Ezt J-vel fogjuk jeldlni.

A direkt kinematikai feladat megoldasara hasznaljuk az ugynevezett Denavit-Hartenberg
konvenciot. Ennek lényege, hogy minden merev szegmenshez rdgzitiink egy koordinata
rendszert, jeldlje ezt az i. szegmens esetén: (0;, x;, y;, z;), ahol 0; az origd, a maradék a harom

tengelyeket jeldli, amelyek jobbsodrastak.
A koordinata rendszereknek 2 tulajdonsagot kell kielégitenie:

1) A z;tengely egybeesik az i. izlilet hatastengelyével

2) Az x;,, tengely merbleges a z; tengelyre

Az alaptesthez rdgzitett koordinatarendszert a vilag koordinatarendszernek tekintjlk.
Kényelmi okok miatt célszerii egy al-izliletet tenni a robotkar kezébe, és ahhoz egy al-
szegmenst csatlakoztatni Ugy, hogy ennek az al-szegmens koordinatarendszerének az origoja
pont a robotkar kezébe essen, azaz a robotkéz koordinataja ebben (0,0,0) legyen.
Bebizonyithatd, hogy ilyen koordinata rendszereket mindig fogunk talélni, igy hasznalhatjuk

Oket a tovabbiakban.

Felmer(l a kerdés, hogy hogyan irhatjuk fel a kiilonb6z6 koordinata rendszerek kozti attérést

a Denavit-Hartenberg konvencio segitségével?

A tovébbiakban feltesszlk, hogy a vildgkoordinata origdja a kar bazisanal van. Bevezethetd
az M; matrix, ami az attérést irja le az i+1. és az i. koordinata rendszer kdzott. M; tartalmaz
négy paramétert (ha a munkatér 3 dimenzios, killonben csak 3-at), de belathat6, hogy ebbdl 3
fix, tehat csak 1 valtozdja lesz (az is belathato, hogy ez a valtozd forgato iziilet esetén épp a
forgatds nagysaga, eltold izllet esetén pedig az eltolas nagysaga lesz). Ha minden i-re
meglesz az M; matrixunk, ezeket dsszeszorozva megkapjuk a M matrixot, ami dsszefoglalja
az 0sszes attérést. Ekkor, ha M-et megszorozzuk a robotkéz homogén koordinatéival, akkor
megkapjuk a kéz helyzetét a vilag koordinatarendszerben. Tovabba az el6bbi meggondolas
alapjan ekkor a szorzatmatrixnak n valtozoéja lesz (az al-iziilet valtozdja nem jatszik szerepet).
Ennyi elég lesz ahhoz, hogy a tovabbiakban hasznélhassuk a feladatunk megoldasahoz.
Jel6lésben M (q) jeldli ezt a matrixot, ahol g fogja 6ssze a konfiguracio parametereit (amelyek

egyben a konfiguracios terbeli pont koordinatai is).
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A robot karjan ki fogunk jeldIni ugynevezett kontrollpontokat. Ezeket a; —vel jel6ljik, és a
munkatér elemei. Hasznalni fogunk egy a; (q) fiiggvényt, ami a konfiguracios térbél képez a
munkatérbe. Azt mondja meg, hogy egy adott g konfiguracié esetén hol tartézkodik az
a; pont. A mi példdinkban a kontrollpontok a karok tomegkdzéppontjanal, az egyszerliség
kedvéert a kar kozepénél fognak elhelyezkedni (feltesszik, hogy homogeének, és a robotkar

kézfejének nincs sulya).

Az a; helyzetének meghatarozasahoz nem lesz szikségem a teljes M maétrixra, csak az
MM, ...M; matrixra, mivel az a; kontrollpont az i-dik szegmensen van. Tehat a pont a
szegmenssel egylitt mozog, 6 egy fix koordinata a szegmenshez rogzitett koordinata
rendszerben, lasd 8. &bra.

‘\@ Munkatér .
> : Konfiguracios

zlaz} tér

e

L 2

8. dbra: A példan egy RR robotkar két allapota lathato. A piros koordinatakat a D-H konvencié adta. Lathatd, hogy

a, pont minden g esetén fix a szegmensének koordinata rendszerében

2.6.1. Példa egy szamolasra

Tekintsiink egy RRR robotkart a 3 dimenziés munkatéren ahol az xy sikbeli RR
robotkarunkat forgatjuk a z-tengely korl, tehat az els6 forgo iziilet a ezen mentén van, lasd 9.
abra. Oldjuk meg a direkt kinematika feladatot a Denavit-Hartenberg konvenciot hasznélva.
Ha egy qfinqi-on atmend, z-t tartalmazo sikkal elmetsszik a teret, a feladat visszavezethetd
egy RR robotkar direkt kinematika feladat megoldasara, amit ezutan el kell még forgatnunk a

z-tengely korul valamilyen szoggel.

13



»
z-tengely

eredeti y
tenpely

k.
F

eredeti x
tengely

9. &bra RRR robotkar a haromdimenziés munkatéren. A cél konfiguracié a bejeldlt sik eleme. Ha a feladatot ezen a

sikon oldjuk meg, visszavezethetd egy RR robotkar direkt kinematika feladat megoldasara

Széval el6szor oldjuk meg RR robotkarra a feladatot. Vagyis adott egy q=(6,,6-)
konfiguracio, meg kell adnunk a kontrollpontok helyét a munkatérben (ami most még szintén
csak 2 dimenzids, hiszen az elvagoé sikban vagyunk).

A két kontrollpontunk a; és a,, a szegmenseinken rendre d,/2 illetve d,/2 tavolsagra

vannak a megfelel6 koordinata rendszerektol.

Legyen v, = (—%,O) az a, pont koordinataja a 2 izllet koordinata rendszerében, ez

leolvashatd. Homogen koordinatakkal felirva v; = (—%, 0,1).
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10. &bra: Az a; pont koordinataja a masodik koordinatarendszerben allando

Az els6 R karhoz tartozo valtozo 6, ezért az attérest leird M; matrix az alabbi:

(4)

sin 6, cos 6, d, sin 6,

cosf; —sinf; d;cosH,
0 0 1

Elvégezve a szorzést:

Myv, = [sin 0, cosB; dysin 91 d? sin 6, (5)

cosf; —sinf; d,cos 91 l ] l_ cos 6,
0 0 1

Vagyis a vilagkoordinataban a, homogén koordmatal —cos 0, d—cos 0, 1).

Az M, matrix, ha a masodik szbg 6, és a szegmens hossza d:

(6)

sin 6, cos 0, d, sin 6,
0 0 1

Konnyen lathato, hisz az atallas hasonld, mint az elsd esetben: az x tengelyt el van forgatva 6,

cosf, —sinf, d,cosH,

-vel, és el van tolva d,-vel.

A maésodik kontrollpont koordinatai a robotkar fejéhez illesztett koordinata rendszerben, és

homogén koordinatajuva kiegészitve:

—=,0,1) (7)

Ha most meg akarjuk kapni ennek a pontnak a helyét a vilag koordinata rendszerében (x ésy),

akkor ezt a matrixszorzast kell elvégeznink:
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M;M,v, = <Y> (8)
1

Elvégezve a szamolast:

cosf; —sin6; d,cosf,][cosf, —sinf, d,cos 92
sinf;  cos 91 d, sin 91 sin 92 cos 92 d, sin 92

0
cosf; cosf, —sinf; sinf, —cosb;sinf,— sinf;cosf, d,cosbf,cosf; —sinb;d,sinf, + d,cosb, _E
= [cos 6, sinf; + cos6;sinb, —sinf, sinf, + cosB,cosf, d,cosH, sinf; + cosB,d,sinf, + d,sinf; ] 02
0 0 1 1
rd
—;(cos 6, cosf, —sin6, sinb,) + d,cosB,cosf; —sinb,d,sinb, + d,cosb, ]| (9)
= d =
—72(cos 0, sinf, + cos@,sinb,) + d,cosf, sinf; + cosf,d,sinb, + d,sinf,
1 |
d, . . 1
7((:05 6, cos 8, —sin6, sinf,) + d,cosb, |
=|d
72(C0592 sinf, + cos@;sinf,) + d,sinb;
L 1
Vagyis az a, kontrollpont helyzete a vilagkoordinataban:
dp . .
—(cos B, cos B, —sin b, sinb,) + d; cos b,
|2 —
a; (Q) - d2 -
> (cos @, sinf; + cosB;sinb,) + d;sinb,
(10)

d; cos0,(t) + %cos(el(t) +0,(t))

d, sin 0, (t) + %sin(el(t) +0,(0)

Tehat megvan, hogy kell kiszdmolnunk a direkt kinematikai feladatot RR robotkar esetén.
Ahhoz, hogy a példaban szereplé RRR robotkarra is megoldjuk a feladatot, elészor at kell
irnunk mindent homogén koordinatajuva, vagyis kell egy negyedik koordinata. Minden
matrixba be kell szirnunk egy 3. oszlopot és egy harmadik sort, mindkett6 (0 0 1 0)
legyen. Mivel ez a koordinata 0 volt végig, az eredményen ez nem valtoztat, de minden
matrix mar 4 x 4-es lesz. Ezutan az eddigi eredményt meg kell szoroznunk M,-val, ahova
szintén beszrtunk egy 4. sort és oszlopot, mindketté legyen (0 0 0 1). Homogeén

koordinatak esetén mindig egyel tobb koordinatat irunk fel, mint amennyink van.

cosB, -—sinB, 0 O
sin 6 cos© 0 0
M, = 0 0 11
0 0 0 1 0 (11)
0 0 0 1
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3. A gradiens modszer

A kovetkezd fejezetben az egyik legelterjedtebb megoldasi modszert fogjuk kielemezni, a
gradiens modszert. Az eddig ismertetett szamolasokat fogjuk kihasznalni, valamint alkotunk
egy potencidl mezdt, melynek segitségével leirjuk, milyen utvonalon kell végigmennie a

robotkarnak.
3.1. A potencialmezék

Mostanra példan is lathattuk, hogyan kell egy adott g konfiguraci6hoz megkeresni a
munkatéren a robot jelenlegi allasat. Vagyis ha a konfiguracios téren talalunk egy utat, az ut

pontjai megadjak a robot Gtjat a munkatéren is.

A potencialmezok a kovetkez6 Gtleten alapszanak. A robotot a konfiguréacios térben egy pont
jeldli. Erre a pontra hatnak er6k, amik miatt mozogni fog. A mez6t (¢€s ez altal az eréket) mi
alkotjuk meg, szem el6tt tartva, hogy a kar elkeriilje az akadalyokat, és megérkezzen a célba.
Emiatt két részbdl fogjuk Gsszeallitani a mez6t: egy taszitd (rep) mez6bol, és egy vonzo (att)

mezObol. A taszitdé miatt nem Utk6ziink akadalyba, a vonz6 miatt haladunk a végcél fele.

Az erdket tigy fogjuk megkapni, hogy vessziik a gradiensét (derivaltakbol allo vektorat) a
mezonek. A gradiens egy pontban azt mondja meg, hogy melyik iranyba nd legjobban a
fliggvény egységnyi tavolsagon beliil. Mi Ugy fogjuk megalkotni a mez6t, hogy a végpontban
minimuma legyen a flggvénynek. Vagyis nekink a gradiens minuszegyszeresére lesz

szlikségunk, hogy melyik iranyban csdkkenunk leggyorsabban.

Itt persze feltettiik, hogy a mezOnek egyetlen minimumhelye van, a qgina- EZ Sajnos sokszor
nem igaz, létezhetnek lokalis minimumok, amikben elakadhat az algoritmus. Ennek a

problémanak megoldasaval késébb fogunk foglalkozni.

3.1.1. A vonz6 mezo6

Kiilonb6z6 modszerekkel adhatjuk meg a mezdket. Egyik ilyen a conic well, ami egy kup,
aminek a csucsa a qsnq; - Ezzel az lehet a probléma, hogy a célpontban nem lesz derivalhato,

és nem csOkken a meredeksége a cél kozelében, azaz nem fog az algoritmus lelassitani,

rovidebbet, ,,0vatosabbat™ Iépni a cél kozelében.
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11. &bra: Lathaté, hogy a kipos vonzé mezé nem lesz derivalhaté a célban

Nem kell teljesen elvetnlink ezt az dtletet, csak meg kell javitanunk a cél kdrnyékén, az 6tlet
pedig a kovetkezd: a cél ,kozelében” vagjuk le a cstcsat a kupnak, hogy parabolikus ive
legyen. Figyeljunk ra, hogy a 2 iv csatlakozzon, és a derivaltjuk is illeszkedjen, hogy az
atterés elég sima legyen, és ne zavarjon bele az er6k szamitasaba. Az oka, hogy nem csak a
parabolikus ivet hasznaljuk az, hogy ha messze vagyunk a céltol, til er6sen hat, tUl nagyot

Iépne az algoritmus és esetleg e miatt itkoznénk akadalyba. Ezért kell a kett6t kombinalni.

L
; ad

12. 4bra: A vonzo6 mezé a konfiguracios téren

Ahhoz hogy formalizélni tudjuk, sziikségiink lesz egy metrikara, legegyszertibb az euklideszit

hasznalni:
5 1
p(@):= 119 — finar IF(E1(19 1 — Qfinar)°)? (12)
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Vagyis a p a konfiguraciés téren van értelmezve. Elészor nézziik meg csak a parabolikus

esetet. Mivel parabolat akarunk, a tdvolsag négyzetét hasznaljuk a mez6 definidlasdhoz:

1
Uate (q) = 2 ZPZ(Q) (13)

A T —t azért fogjuk haszndlni, hogy szabalyozzuk a vonzés erdsségét. Ez az U mez06 a
konfiguraciés téren van értelmezve. Elméletileg itt is kiszamolhatnank ehhez a
potencialfliggvényhez tartoz6 vonzoer6t és hasonléan az akadalyoknak valamilyen taszitasat,
de a konfiguracios téren mar maguknak az akadalyoknak a sz&molésa is elég nehéz. Itt
Kiszamolni ezeket az er6ket és ezek szerint leirni a g, pont mozgasat amig eljut qgipa-ba

egy nehéz feladat. Ezért inkabb megprdbaljuk a munkatéren Kivitelezni ezt az 6tletlinket.

Tehat valahogy ezt az egyenletet at kell irnunk, hogy a munkatéren értelmezhessik.
Hasznéljuk ehhez a korabban megismertetett a; (q) fiiggvényt. Emlékeztet6il, ez
megmondja, hogy egy adott g konfigurécid esetén hol helyezkedik el az a; pont a munkatéren.
Az a; munkatérbeli pont célja elérni azt a pontot, amit akkor vesz fel, amikor elérjik qfinq
konfiguraciot. Ez a pont az a; (qfinq). Azaz definialjuk a fenti U, fuggvényt kilon-kilon
minden a szegmenseken elhelyezett a; kontrollpontra, és ezek célpozicidja lesz a sajat
potencialfliggvényik U,e; minimum helye. Az a; (qfinq) poONttol vett tavolsaganak a

négyzetével aranyos a mez6 nagysaga. Tovabb gondolva az e€16z6 egyenletet:

Uaeei () = % G ||£ - ai(qfinal)”z (14)
Hogy értelmezziik ezt az egyenletet? Minden pontra adott lesz egy {;, ugyanaz lesz a haszna,
mint a {-nak. Mivel nem elvarés, hogy minden kontrollpontra ugyanaz legyen a {;, ezért
szokas ,,sulyozni” a pontokat. Néhanyat jobban vonz a célja, gyorsabban halad arra, ezzel
(heurisztikusan) maga utan hizva a tobbi pontot. Ez az U, ; fliggvény a munkatérrél képez a
val6s szamokra és x helyett majd a;(q)-t fogjuk helyettesiteni, hiszen a q konfiguraciotol

fligg, hogy hol vannak a robotkar kontrolpontjai.

De mi nem szeretnénk, ha mindenhol négyzetes lenne a mezd, csak egy bizonyos tavolsagig.
Jel6lje ezt a tavolsagot az a; kontrollpont esetén d;. Ezt a kornyezetet is a kontrollponttol
fliggben valaszthatjuk meg, azaz az adott indextdl fligg, hogy a kontrolpont a cél milyen
kornyezetében ,,lassitson le”. Vagyis az a;(qying;)-Nak a d; sugard kérében a fenti egyenlet

legyen, de utana a tavolsagtél linearisan fliggjon a vonzas. De azt is szeretnénk, ha a két
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egyenlet derivaltja is dsszeérne. Szamoljuk ki, mi a derivaltja (gradiense) a fenti mezének.

Ehhez nézzik meg, koordinatanként mit kapunk derivalaskor:

1 2 1 v
Uaeei (x) = > Gi ||§ - ai(qfinal)” =3 G (Z(Xj — a;(Qfina)j)?) (15)
=1

Hogy ne bonyolddjunk bele a sok indexbe, legyen a;(qfina) = (c1, ¢, ... ¢). EKkor a k-dik

valtozo szerinti parcialis derivalt:

1
5kUatt,i (X1, X2, . Xp) = z G2 (xp —cx) = G (x — ) (16)

Ebbdl pedig a gradiens:

V Uyt (x1, X2, o Xp) = ( 01Uattir 02Uattis -+ OnUatti ) =
= (Zi (x1 —¢1), G (xp — €2)y o0 G (x — Cn)) =G (E - E) (17)
= G (x — ai(Qfina))
Most szeretnénk atirni U,; —t, hogy d;-nél tavolabb linearis legyen, es d; tavolsagra a

derivaltak megegyezzenek. Ezt pedig ez az egyenlet teljesiti:

Uarri®) = di § ||§ - ai(qfinal)ll - % Gid;” ha ||§ - ai(Qﬁnal)” > d; (18)

Ellenérizziik a gradienst ekkor:

1 2
Uatei(®) = d; <i||§—£|| -3 Gidi"=4d;G

- 1
Z(X]’ —¢)? — 5 G di? (19)
=1

A Kkorébbi jel6léseket hasznalva megint:

1 1 (Xk — Ck)
SiUarti (X) = di Gz 2(xk—c) = d; § KX

2 By - oy DTS

Ebbdl pedig a gradiens:
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4 Uatt,i (E) = (51Uatt,i» 62Uatt,i' 5nUatt,i ) =

/ (xl - Cl) o d (xn - Cn)

=|did i Gi
\ J2?=1(xf —G)? J27=1(xj — ¢))? (21)
X— ai(CIfinaz)
||§ - ai(qfinal)”

Ebbd6l most mar 6sszerakhatjuk a teljes munkatérre értelmezett vonzo mez6t:

=d; {;

1 2
2 Gi ||§ - ai(qfinal)” ha ||§ - ai(qfinal)” <d;

Uatt,i(§) = (22)

1
d; G ||§ - ai(Qﬁnal)” - 36 d;? ha ||§ - ai(qfinal)” > d;
Lathatd, hogy ha a tavolsag pont d;, a két egyenlet egybeesik.

Az erét pedig ugy kapjuk meg, hogy vessziik a potencidl gradiensét, és szorozzuk minusz

eggyel, hogy a legnagyobb cstkkenés iranyaba lépjlnk:

Fatt,i(ﬁ) == VUatt,i(§) =

(-4 (§ - ai(Qﬁnal)) ha ||§ - ai(qfinal)” <d;
= —d, ¢, X— ai(qfinal)
||§ - ai(qfinal)”

(23)

ha ||§ - ai(qfinal)” > d;

Itt is lathato, hogy ha a tavolsag pont d;, a két egyenlet ugyanazt adja. Vagyis a bevezetett

U, i tényleg folytonos, és a gradiense is szépen csatlakozik.

Eddig tehat definidltunk minden kontrollpontra egy erdt a munkatéren, amit ez a vonz6 mezd
hatarozott meg. De mint korabban emlitettiik, szikséglnk lesz arra is, hogy a robotot taszitsuk

az akadalyoktol. Szerencsére hasonlé meggondolasokkal azt a mez6t is meg tudjuk alkotni.
3.1.2. A taszité mezo

Ezuttal azt szeretnénk, ha a mez6 nagysdga egy akadalyon, illetve a kozelében nagyon nagy
lenne, lehet6leg tartson végtelenhez, de tavolodva téle csokkenjen. Sét, bizonyos tavolsag

utdn mar egyaltalan ne legyen hatésa, nem szeretnénk ugyanis, ha a taszitdo eré ellokné a

robotot a qr;nq; kozelébdl. Egy olyan fiiggvény, ami ilyen tulajdonsagokkal rendelkezik az i .
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13. abra: Minél kozelebb keriiliink az akadalyhoz, annal erésebb a taszitasa

Ismét csak a tavolsag fliggvényében adjuk meg a mez6t leird képletet. Ehhez sziikségunk van
egy ponthalmaz (az akadély) és egy kiils6 pont tavolsdgara. Ezt visszavezetjiikk két pont

tdvolsagara, mégpedig gy, hogy a kiils6 ponthoz legkdzelebbi akadalybeli ponttdl mérjiik a

tavolségot.
Ezt altalanos esetben elég nehéz lehet megadni. Ha az akadaly széle ,,sz&ép” lenne, példaul

egyenes, akkor erre kéne merdlegest allitani a ponton keresztiil, és igy kapnank meg a
tavolsagot. Altalanossagban is, akkor tavolodunk leggyorsabban egy akadalytol, megkeressiik

az akadaly azon pontjat, mely a legktzelebb van a pontunkhoz, majd ezen egyenes mentén

kezdiink tavolodni az akadalyunktal.

Allitsunk tehét eld egy olyan fliggvényt, ami a tavolsag reciprokjatol fiigg, de egy d tavolsag

utan lenullazodik:

! ( ! ! )2 h ( )< d
2"\ p®  dyg PR = i (24)

Urep,i (§) =
0 ha p(g) > dy;

A képletben p(x) az x és az i. akadaly kozti legrovidebb tavolsagot jeloli. Lathatd, hogy ez a

munkatérbdl képezé fliggvény rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal. Az indexben az i jel6li,

hogy ez az i-dik akadalyhoz tartozo fliggvény.
Ebben a képletben d, ; szerepe hasonlo, mint a vonzé mezénél volt, de nem feltétlen ugyanaz

az érték, mint ott. A taszit6 mezOk hatdtavjanak megvalasztasakor arra szokas figyelni, hogy

egyik akadaly hatdsugaraban se legyen egyik kontrollpont végallapota se.

22



A m; szerepe ugyanaz, mint a vonzé mezé esetén a {; -nek volt, szabalyozza a taszitas
mértékét. Nem szikséges minden i-re ugyanakkoranak lennie, szokasos eljaras, hogy a célhoz

kozeli akadalyoknak kisebb a taszitasuk, nehogy ellokjék a robotot a céljatol.

Ahhoz, hogy megkapjuk a taszito er6t, ki kell szamolnunk ennek az U,..,, ; —nek a gradiensét.

ep,l
Hasonl6an szamolunk, mint eddig, koordinatanként nézzik meg:

(x) = <L _ L) P
Tepl X an p({) dr,i k p({) -
(25)
( 1 1 ) -1) 1 50 (x)
=N\ —7x 77— —= X
p(&) dr,i p(£)2 k
Ebbdl lathato, hogy a gradiens igy fog kinézni:
Wrans () = =01 s = 7|~z (60002 820(2). - 800(2) =
S p(x)  dri/p(x)’ - 26
26

Lathato, hogy a képletben az utolsé atalakitasnal egy vektorban megjelennek p(g) parcialis
derivaltjai. Ez pedig definicidé szerint p gradiense. Vagyis ezt is ki kéne szamolnunk, ez
viszont egy bonyolult szamitas. Ami segithet minket, az a korabbi heurisztikank: a fliggvény

akkor nd a leggyorsabban, ha az akadaly fel¢ megyiink a lehetd legrovidebb tuton.

Egyszerii példan szemléltetve: legyen a pontunk x. Van mellette egy A akadaly, annak x-hez
legkdzelebbi pontja b. Ez azt jelenti, hogy mas akadalybeli pont nincs a x kdzépponta, [x-b|
sugart korben. Ha elindulunk b fele, és eljutunk x’-be, tovabbra is b lesz a legkdzelebbi pont,
mert ezlttal egy kisebb korben kereslink tovabbi akadalybeli pontokat. Ez a kisebb kor része a
nagyobbnak, és mar a nagyobban sem volt més akadalybeli pont. Ebbdl latszik, hogy a

gradiens minuszegyszeresének erre fele kell mutatnia.
E szerint a gondolat szerint tehat a p gradiense felirhato igy:

x—>b
|1x — bl

ahol b az abran is lathato legkdzelebbi akadalybeli pont. Ez tehat egy b felé mutato egységnyi

Vp(g) = (27)

hosszu vektor.
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14. abra: Gradiens keresése egyszerii példin. A piros nyil irinydba mutat a gradiens

Tehat ezt 6sszefoglalva, a taszitd mez6 megad egy taszit6 er6t a munkatéren, mégpedig ezt:

F rep,i (K) =
1

1
_ —m(@— 7 ) o 7 Vp(x) hap(x) < dr; (28)

0 ha p(x) > d,;

3.1.3. Az erok osszegzése

Mostanra megadtunk egy a;-re hatd vonzé erét, és minden akadaly részérdl egy a;-re hato
taszito er6t. Ha egy adott g konfiguracioban az a;(q) kontrolpontunkra hat6 eréket akarjuk
Kiszamitani, akkor az Fy.p ;(x) flggvényekbe és az F,. ;(x) vonzé fuggvénylnkbe az x

helyett az a;(q) pontot kell helyettesitenlink. Ezeket 6sszeadva megkapjuk azt az er6t, ami az

a; kontrolpontunkra fog hatni a munkatéren.

F (al(g)) = Catt,i a (Q) ZFrepj a; (CI) (29)

A képletben a szumma indexe az akadalyokhoz tartozik. Ha ezt minden kontrollpontra

megcsinaljuk, kiszamolhatjuk majd a robot elmozdulasat a munkatéren.
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3.1.4. Szamolas az erokkel

Jelenleg tehat van egy g konfiguracionk a konfigurécids térben, egy ehhez tartozé allas a
munkatérben, ott a robot szegmensein kontrollpontok, és ezen pontok mindegyikére hat egy
erd, amit kiszamoltunk (mostanra Osszeadtuk a taszitd és vonzd erdket). Most el0szor
megvizsgaljuk egy pontra, hogy mit fog ez kivaltani, majd megnézziik, hogyan kell ezeket a

hatasokat 6sszegezni az egész karra.

Gondoljunk egy RR robotkarra, ami éppen egy q konfigurdcidban van. Kezdjik elmozgatni a
robot kezét egy F erdvel. Tegyiik fel, hogy nincs surlédas, a csuklok anélkiil tudnak
elfordulni. Ahogy az F er6 hat a robotra, az masik konfiguraciokba keriil at. Minden
pillanatban, amikor az erd hat, a konfiguracids térben is lesz egy tgynevezett virtudlis erd,
ami megvaltoztatja a konfiguraciot. De amig a munkatérben ugyanaz az erd hat, a Q térben

lehet, hogy minden pillanatban mas er6 1ép fel.

Munkatér

Konfiguracios
tér

-

T

©

15. abra: A munkatéren végig ugyanaz a F eré hat. Ez elmozditja a csuklokat, atviszi ket q' konfiguracioban. De

Y
Y

amig odaér, kiilonb6z6 F virtualis erék 1épnek fel a konfiguracids térben

Az F mindkét csuklot mozgasra fogja késztetni, ezt mutatjdk a nyilak a munkatéren. A
csuklokra hatni fognak forgaté erék. Ezek konfiguracids térben ugy jelennek meg, mint egy-
egy erd, ami az adott paraméter tengelye mentén hat, az abra bal felén a 2 narancssarga nyil
ezt abrdzolja. Az elsé csuklora hatd forgatd erd a vizszintes valtozasért felel, a masodik a
fiiggolegesért. Ezeknek az er6knek az ereddje lesz a F erd, abba az iranyba fog elmozdulni a q
pont. Késébb, amikor mar mashelyzetben van, az ered6 erd is megvaltozhat, ezt mutatja a

z6ld nyil. Mire a munkatéren befejezddik a mozgas, a robotkar atér a ¢ konfiguracioba.

25



gy lathattunk egy példat ra, hogy a munkatérben fellépd erék milyen virtualis erSket
indukalnak a konfiguracids téren.

Most tovabbra is a robotkarnak csak egy pontjat fogjuk meg, a tobbi kontrollpontrél meg
elfeledkezunk.

Az F és F kozti kapcsolat megértéséhez szilkségiink lesz a virtudlis munka tételére, amihez
pedig szlkségunk lesz a munka fogalmara is. Fizikabdl ismert, hogy a munka az er6 és

elmozdulas skalaris szorzata:

W=<F;s> (30)
A virtudlis munka tételének bizonyitasa rendkivil bonyolult, meghaladja ennek a dolgozatnak
a kereteit. Bizonyitasa megtalalhaté az [1] szakirodalomban. Mi csak a kdvetkezményeit

fogjuk hasznalni. A tétel réviden 6sszefoglalva a kovetkezo:

A konfiguracids térben fellépd F erd hatdsira meg fog valtozni a q konfiguracid

valamennyivel. Ez a megvaltozas felirhato igy:

6q = (qo+: — qo) (31)
Vagyis a q, allapotbdl ,arrébb mentiink egy keveset”. Ez a pici §q elmozduléas attol
kovetkezett be, hogy F er6 egy ,.kicsi” ideig hatott a q pontra.

Hasonldéan a munkatérben, a vizsgalt pont el fog mozdulni valamilyen iranyban az er6

hatasara. Nem feltétlen arra, amerre az er6 hat, példa erre az aldbbi P robotkar:
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16. abra: A karra a kék eré hat, megvaltozas mégis csak a piros nyillal jelzett iranyban fog torténni. Feltesszlk, hogy

a robot bazisa nem tud mozogni.
Figyelni kell, hogy a hat6 er6nek melyik az a vetiilete, amelyik iranyban felléphet az
elmozdulas. A példaban szerepl6 kar csak a fligg6éleges tengelymentén tud valtozni, igy a hatd
F erének a fiiggbleges komponense hatarozza meg a vizsgalt pont (most a robot keze)
elmozdulasat. Osszefoglalva, a kényszerfeltételek miatt a munkatérben az erd és az
elmozdulas nem lesz parhuzamos, nem gy, mint egy szabad pont esetén, amit ha valamerre
huzok egy F erével, akkor arra fog elmozdulni. Azonban a konfiguracids térben mar igaz lesz,

hogy az ottani erd és q pont elmozdulésa parhuzamos €s egyirany is lesz.

A virtudlis munka tétele viszont azt mondja ki, hogy a két erd altal végzett munka
megegyezik. Vagyis mindegy, hogy a munkatérben, vagy a konfiguracios térben nézem a pont
elmozduldsat, a két munka azonos. A munkatérben vizsgalt pontot jel6lje X, ennek

elmozdulésa 8x. Igy felirva a tétel altal adott képlet:

Féx = Fdq (32)
A képletben F egy 1 x m —es vektor, x az m X 1 —es, F az 1 X n-es, §q pedig n X 1 —es,
ahol m a munkatér dimenzidja, n pedig a csuklok szama, vagyis a konfiguracios tér

dimenzioja.
Ezt a képletet, ha elfogadjuk, tovabb alakithatjuk, kénnyitve a szamitasainkat.

A 2.6.1. fejezetben, illetve az utdna kovetkezd példan lathattuk, hogy ha adott egy (g

konfiguracio, akkor megadhatunk M; matrixokat, amelyeket egymassal 0sszeszorozva, és
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0sszeszorozva egy adott pont homogén koordinatajaval, megkaphatjuk annak a pontnak a
helyét a vilagkoordinata rendszerben a munkatéren. Ez volt a direkt kinematikai feladat

megoldasa, és ehhez hasznéltuk az a;(q) flggvényt. Vagyis az input a q konfiguracio volt, az

output pedig egy [a;*(q), a;?(q), ... a;™(q)] vektor volt.

Most meg szeretnénk mondani, hogy ha a q kicsit megvaltozik, akkor milyen sebességvektor
fog tartozni ehhez a megvaltozashoz. Ezt neveztiik direkt sebesseg kinematikai feladatnak. Itt

feltettiik, hogy q megvaltozasa egy paramétertol fiigg.

Y

17. dbra: A t paramétertél fiiggé q(t) it megvaltozasat a q'(t) irja le

Emlékezzink, hogy a q koordinataiban 6; szogek illetve [; hosszok vannak, attol fiiggben,
hogy az adott csukld, amihez a koordinata tartozik, forgé vagy prizmatikus. Ha q(t) alakban

irjuk fel a konfiguraciot, akkor az azt jelenti, hogy ezek a koordinaték is fuiggnek t-t6l, azaz:

q() = (6:(6), 1 (0), 13(8),... 600 () ) (33)

Ekkor ennek a derivaltja:

q'®) =(6,®),L'®),15'®),...0,'(t)) (34)
A koordinatak a csuklok paramétereinek megvaltozasanak sebességét irjak le.

Most nézzik meg, hogy mi lesz a derivaltja példaul az afl(q(t))-nek ekkor. Osszetett
fliggvényt derivalunk, vagyis 0ssze fogjuk adni a belsé ¢€s kiils fiiggvények derivaltjainak

szorzatat;

a™'(q®) = 8,7 () * 6,7 + 8,7 (q(©) * L0 ..+ 8,07 (q(8)) * 6,2 (35)
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Vagyis a kiilsd fiiggvény derivaltjai a parcialis derivaltak, a belsd pedig a g'(t) koordinatai,
amit jeloltink §qg-val is. Ha a munkateriink m dimenzids, a konfiguracios tér pedig n, akkor
az elmozdulas felirasahoz hasznalhatunk egy m X n-es Jacobi matrixot, amit J-vel fogunk
jelolni. Az k-dik sorban az k-dik koordinatafiiggveny parcialis derivaltjai vannak, 1-t61 n-ig.
Ezt a matrixot kell megszoroznunk tehat &qg-val, hogy megtudjuk, mekkora volt az

elmozdulas a munkatérben:

J6q = 6x (36)
Ha ezt visszahelyettesitjik a virtudlis munka tétele altal adott egyenletbe, megszabadulhatunk
OX-tOl:

FJéq = Féq (37)
Mindkét oldalon egy matrixot szorzunk egy vektorral, mégpedig ugyanazzal. Az el6bbi
gondolatmenetbdl latszik, hogy ez az egyenldség minden &q esetén fennall, amibdl az

kdvetkezik, hogy a két matrix ugyanaz. Jelen esetben mindkét matrix egy sorvektor lesz.

FJ = F (38)
Ezzel pedig kijott, hogy kapcsolatot tudok teremteni a két eré kozott. Ha megvannak a valodi
munkatérbeli er6im (amiket korabban mdar ki tudtam szdmolni), kiszamolhatdéak a

konfiguracios térben indukalodott erdk is.

Ezt tudvan mar meg tudjuk mondani, hogy fogjak a fellépd erdk elmozditani a robotkart. Az
eljaras a kovetkezd: az Osszes kontrollpontnal fellépd eredd erdt egyesével szdmoljuk at a
konfiguracios térbe a q ponthoz. Tehat ha volt k darab kontrollpontom, akkor k darab er6 fog
hatni a g konfiguracids pontra. Ezutan pedig vegyiik ezeknek az ereddjét, és ezzel az erdvel
mozgassuk el egy picit a konfiguracios térbeli pontot. Ez adja meg, hogy a munkatérben a
robotkarunk hogyan fog elmozdulni egy révid id6 alatt (azt, hogy mennyit mozgassuk, vagy
mennyi ideig, most nem hatarozzuk meg). Amikor elértiink egy Uj q' konfiguraciéba, akkor
pedig a korabban haszndlt a; fuggvényekkel fejtsik vissza, mi az a robotkar Uj allasa a

munkatérben.

Osszefoglalva, mi a munkatéren csak kiszamoljuk a haté eréket. Ezeket az erdket atforditjuk
virtudlis er6kké, amik a konfiguraciés térben hatnak. Ott megnézem, milyen 1j
konfiguracidba kertll a robotkar, és ezt ismervén visszajovok a munkatérbe, ahol az (]

konfiguracio szerint beallitjuk a robotkart.
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3.1.5. Példa a szamolasra

Vegyink egy RR robotkart a sikon. A két kontrollpontunk a szegmensek kdzéppontjai,
hasonl6an, mint a 2.6.1-es fejezetben. Nézzik a masodik kontrollpontot. Mar kiszamoltuk a
vilagkoordinata rendszerben adott koordinatait, ezért hasznalhatjuk azt. Jel6ljik a t-tél valo

fliggést 1s, a kovetkezoképpen:

d,cos0,(t) + %cos(@l(t) +0,(t))
J = a,(q(1)) (39)
d, sin 6, () + %sin(@l(t) + 6,(0))

Szamoljuk ki a Jacobi matrixot. Az els6 soraban elészor 64, aztdn 0, szerint derivaljuk az

a,(q(t)) elso koordinatajanak, majd a masodik sorban a mésodik koordinatat ugyanigy:

d d
_dl Sin el(t) - %Sln(el(t) + 92 (t)) - %S]n(el(t) + ez(t))
]az = d, d, (40)
d; cos 0, (t) + > cos(01(t) +6,(t)) 7cos(61(t) + 0,(t))
Es hogy ha a munkatéren hato erét felirjuk F = [Fx Fy] alakban, akkor a virtualis erd a
korabbi keplet alapjan:
F=FJ,, =

d d
~dy sin6; (t) = <" sin(01(0) + 6,(D))  —"sin(6:(0) + ()| (41)

= [Fx y]

dycosB4(t) + % cos(8.(t) +6,(t)) % cos(8,(t) + 6,(t))

A szorzas eredménye egy sorvektor, amit az atlathatosag miatt egy oszlopvektor

transzponaltjaként irunk most fel:

_F, (d1 sin 0, () + %sin(el(t) + Gz(t))) +F, (d1 cos 0,(0) + %cos(el(t) + Oz(t)))
d, . d,
_F, (7sm(el(t) + Gz(t))) +Fy = cos(0, (9 + 0,(0)
3.2. A gradiens modszer lépései

Az eddigiekben lathattuk, hogyan tudunk megalkotni egy potencial mez6t, amiben a
robotkarunk a kivant cél fele fog haladni. Tovabba lattuk, hogyan kell kiszdmolni a

munkatérben fellépd erdk és az indukalt virtualis erék kozti kapcsolatot. Most adunk egy
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pszeudo-kddot, ami leirja, hogyan lehet ennek segitségével egy g konfiguraciokbol allé

sorozatot megadni, ami mentén eljuthatunk q;,;.-b6l q_final-be:

1. qo=Qinit; =0
2. HAq; # 4finai

F(q;)
[IF (gl

Qi+1 = qi T a; *
=i+l
KULONBEN return <qq, q1, -... ;>
3. GOTO2

A kodban szereplé F(q;) az az F, ami a konfiguraciés térben hat a g; pontra, aminek
kiszamolasahoz sziikséges lépéseket levezettiik. Azért osztunk le a normajaval, hogy
egység hosszu vektort kapjunk. Az «; skalar felel a 1épéseink hosszaért. Kiilonb6zd
heurisztikdk léteznek ennek a j6 megvalasztasdhoz. Lehet Ggy megvalasztani példaul,
hogy ha a kontrollpontok messze vannak az akadalyoktél, ugorhatunk nagyobbat, mert
biztonsagos teriileten maradunk dgy is. Viszont ha kozel vannak akadalyokat, inkdbb
kisebbeket 1épjlnk, hogy elkeriilhessiik 6ket. Persze lehet a; végig egységesen ugyanaz

is, azzal is talalhatunk megoldast.

4. Valosziniiségi roadmap modszer (PRM)

Ebben a fejezetben bemutatunk egy masik fajta megkdzelitést a probléma megoldasahoz.
Célunk olyan maédszer hasznélata, ami sordn nem kell minden egyes Uj lekérdezés esetén Gjra
felfedezni Qgree-t, hanem mar korabbrél megismert utakat hasznalhatunk ismét. Ez hasznos,
ha a robotkarunk hosszabb ideig fog ugyanazon a munkatéren. Az egyes lépések vizsgalatakor

nagyban tdmaszkodunk az [1] forras javasolt megoldasaira.

A probabilistic roadmap method (tovabbiakban PRM) egy mintavételen alapuld
utvonaltervezd eljaras. Megvalositasahoz két feltételezést kell tenniink. Az elsd, hogy 1étezik
egy Utkozés-ellenérz6 algoritmusunk. Ennek az inputja konfiguracios térbeli elemek, az

outputja pedig 1, ha az input a Q .-nek eleme, és 0 kiilonben.
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A masik feltétel, hogy adott egy ugynevezett lokalis tervezd, aminek inputja két
konfiguraciotérbeli pont, az algoritmus pedig visszatér egy egyszerii, nem feltétlen optimalis

uttal a 2 pont kozott. Két dimenzidban ez legtobbszor a 2 pontot 6sszekdtd szakasz.
Az ugynevezett roadmap-et pedig igy alkotjuk meg:

1) Vegyiink a konfiguracios térb6l mintat, N darab pontot, nevezzik ezeket
mérfoldkdveknek. A kezdeti szdmukat mi valaszthatjuk, felesleges tal sokat
valasztani, mert ha kevés lesz, akkor a késébbiekben vesziink majd még fel tjakat.

2) Minden mérfoldkore futtassuk le az tlitkdzés-ellendrzést. Ahol az input 1 volt, azokat a
pontokat megtarthatjuk, a tobbit vessik el.

3) A megmaradt mérfoldkoveket probaljuk meg 6sszekotni egymassal a lokalis tervezot
hasznalva.

4) Sziikség esetén beiktatunk egy javitd fazist, errdl részletesebben késobb

A

*
*

18. abra: A piros pontok a véletlen valasztott minta a konfiguracios térbél. Az iitkozéstesztek utén csak azok a

pontok maradnak meg, amik a fehérrel jelzett Q f.ctertiletén vannak.
* |

19. abra: Az eljaras harmadik Iépése, megprobaltuk 6sszekstni egymassal a kézeli konfiguraciokat

32



Afinal

20. abra: Lekérdezéskor felvettiik a két végpontot, aztan bekotottiik Gket a roadmapbe, majd utat keresiink koztiik a
meérfoldkdveken keresztil
Ezt a roadmap-et felhasznélva az Utkeresési feladatot az alabbi médon oldjuk meg: Vegyuk
fel a konfiguracios térben q;,;c-et €s qrinq;-t. A lokalis tervezé segitségével ezeket a pontokat
kossuk hozza a roadmap-hez. Most pedig keressink utat gn;-bdl qfinqi-ba, a
mérfoldkdveken lépkedve. Ez utébbi megvaldsithatd egy grafkereséssel, ahol a csicsok a
mérfoldkdvek és a 2 hozzavett pont, valamint az élek a lokalis tervezével adott 6sszekotd
utak. Ezzel az eljarassal az eredeti Utkeresési problémat visszavezettik arra, hogy a 2 pontot
bekdssiik a roadmap-be, és azon belil talaljunk egy utat a két pont kdz6tt. Ez pedig altaldban

sokkal egyszerlibb feladat.

Vegyiik végig, milyen problémak Iéphetnek fel a PRM alkalmazasa sordn, hogyan tudjuk 6ket

megoldani, valamint mik a modszer elényei és hatranyai.
4.1. Mintavétel

A legegyszeriibb mddja a mintavételnek, ha egyenletes eloszlas szerint valasztjuk a pontokat.
Ennek viszont kovetkezmenye, hogy a mintak szama a Q... €gy adott terlletén aranyos a
tertilet térfogataval. Emiatt kicsi a valdszintisége, hogy mérfoldkd keriil az akadalyok kozti
sziikOsebb teriiletekre. Ezt a jelenséget narrow passage problémanak nevezik az irodalomban.
Altalaban gy oldjak meg, hogy vagy mas eloszlas szerint vesznek mintat, vagy beiktatnak

egy javito fazist a roadmap kiépitésébe. Errdl részletesebben a 4.3-as fejezetben lesz szo.
4.2. A pontparok gsszekotése

Tdbb megkozelitést is hasznalhatunk a pontok dsszekotéséhez. A legelterjedtebb mddszerek a

kovetkezok: dsszekdtiink minden pontot minden ponttal; mindenkit 6sszekdtiink az ¢ k darab
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legkozelebbi szomszédjaval; minden olyan pontot dsszekdtiink, amik legfeljebb egy adott R
tavolsagra vannak egymastol. Az elsé eljards a legiddigényesebb, sok pont esetén nem
tandcsos azt hasznalni. Ha meg szeretnénk hatarozni, hogy egy pontnak melyik a k
legkozelebbi szomszédja, szikseégink lesz tavolsagfliggvényre. Az alabbi tablazat

osszefoglalja a ket leggyakrabban hasznalt normat a konfiguracios térben:

1
2 norma g —q1l=[Z%i(q) — 9)°T

e !
végtelen norma max [q; — g

A tablazatban feltettiik, hogy n darab csukl6 van, a két konfiguracio g es q’, és g; jeldli a i-dik
konfiguraciot egy egyenes vonallal. Ezutan ellenérzi, ez az ut itkozik-e akadallyal. Ezt
megteheti ugy, hogy az egyenesen felvesz ,.elég siirin” pontokat, és ezekre lefuttatja az
Utkozés-ellendérzést. Ha egyik pont se litkozik, akkor az utat elfogadhatjuk, bevehetjiik a

roadmapbe.

4.3. Javito fazis

Miutan 0Osszekotottiik azokat a pontokat, amiket lehetett, elég valdszinii, hogy tobb
komponensink lesz. Ilyenkor nem tudunk mindig utat talalni, ezért ¢ssze kell valahogy
kétnink a komponenseket. Altalaban ilyenkor megprobaljuk megkeresni a legnagyobb
komponenst, és megprobaljuk hozzakdtni a tobbit. A kisebb komponensekbdl megkeressiik a
legkdzelebbi pontot a nagy komponenshez, és megprobaljuk dsszekotni valamelyik pontjaval.
Esetleg (j pontokat is felvehetlink a konfiguracios téren, és megismételhetjik a kotdgetést,

bizva benne, hogy ezzel par komponenst siker(l egyesiteni.

4.4. Megjegyzés a PRM hasznalataral

A PRM-nek nagy elénye, hogy konnyen hasznalhatdé akar magasabb dimenzidjd
konfiguracids térben is. Tovabba ha tobbszor is lekérdeziink, minden feladatnal egyre jobb
lesz a roadmap, abban az értelemben, hogy a mar korabbi q;,;c-€K €s qfinq;-0K is be vannak
kotve a roadmapbe, igy késébb lehet, hogy gyorsabban taldlunk megfeleld utakat. Vagyis ha
tudjuk, hogy sokszor fogunk utat keresni ugyanabban a térben, hasznos lehet PRM-et

hasznalni.
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5. Parhuzamos keresés

Az aldbbi modszert Caigong Qin és Dominik Henrich dolgozta ki, akiknek célja a megoldas
megtalalasanak felgyorsitdsa volt. Az eredeti cikk megtalalhaté az irodalomjegyzékben,

valamint a 21-es abra is az emlitett cikkbdl szarmazik.

Eddigiekhez hasonl6an adott q;n;: €S qrina: » Keresink egy konfiguracios pontokbél allos
sorozatot, ami elvezeti a robot egyikb6l a masikba. Most a szamitasok felgyorsitasara
parhuzamosan fogunk utakat keresni, a kovetkezdképpen: egy sor utkeresé algoritmus
probalja 0sszekotni qiu;e-€t €S qring-t, Mindegyik egy-egy kiilonboz6 koztes ponton
keresztiil. Ezeket a pontokat maguknak generaljak a folyamatok. Az egyes algoritmusok az
altaluk generalt koztes pontot probaljak meg Osszekotni a kezddponttal. Ha azzal végeztek,
keresnek még egy utat, ezuttal a végpontba. Az output a két ut megfelelé konkatenacioja
(6sszekotése). Amikor az els6 algoritmus (processz szal) sikeresen visszaad egy ilyen utat, az

dsszes tobbi algoritmus (tobbi processz szal) is leéll.

‘a d ad
e

(1) (2) (3) (4)

21. dbra: A parhuzamos keresés lépései.

Az dbra elsd részén azt latjuk, hogy az eljardsok véletlenszerli pontokat generaltak a
konfiguracios térben. A mésodikban ezek az algoritmusok elkezdik keresni az utat az s-el
jelolt gginq; pontba. A harmadikban ugyanezt teszik q;y;, felé. Végiil az elsd algoritmus, ami
talal egy helyes utat, leallitja az 0sszes tobbi keresést, €s az 6 megoldasat fogadjuk el. Az
egyes algoritmusok a sajat maguk altal generalt pontot probaljak meg Osszekotni a kezdd és

végponttal, se nem hasznaljak, se nem ismerik a tébbi futd processz szal koztes pontjat.

A modszerben a keresések a generéalt pontbdl indulnak, nem pedig valamelyik adott pontbol.
Ennek oka, hogy ha a vég vagy a kezddpont egy lokalis minimumban van, nagyon nehéz

onnan kiszokni, még a korabban ismertetett modszer hasznalataval is. Ebben az esetben, ha
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kiilonbozo koztes pontokbol inditjuk a kereséseket, megkonnyithetjiik a keresést. Kiilondsen,

hogy parhuzamosan tobb keresés is fut.

Kdnnyen lathatd, hogy egy igy megkapott Gt altaldban nem lesz optimalis, akkor se, ha a
részutak maguk optimélisak. De ha elég sok parhuzamos szamitést végziink egyszerre, akkor

a kapott eredmeény tart a legjobb megoldashoz, allitjak a szerzok a [2] cikkben.

Ha keveés az akadaly a konfiguracios teren, lehet jobban jarnank, ha ehelyett a megkozelités
helyett magukat a megadott pontokat prébalnank 6sszekotni. Ezért szoktak még két processzt
berakni a sorba, az egyik a végpontbol keres utat a kezdobe, a masik forditva. Ebbdl lathato,
hogy egy darab Utkereséssel megoldani a problémat nem gyorsabb, mint egyszerre tébbet

hasznalni.
6. Trajektoria tervezes

Az alapfeladatunk tovabbra is az, hogy keressunk egy utat a q;,,;; kezdeti konfiguraciébdl egy
Kivant qsinq végallapotba. Az ut egy t folytonos fiiggvény lesz, ami a [0,1] intervallumbol a

Q konfiguracids térbe, tovabba teljesiti az alabbi két feltételt:

©W0)=qinit (42)

(1= Gfinal (43)

Ezt a feladatot tigy is felirhatjuk, hogy a hasznalt paraméteriink az id6, amit t-vel jelolunk. Ez
esetben nem utnak, hanem palyanak nevezziik a fliggvényt, és nem t-val jel6ljuk, hanem g-

val. llyenkor megadjuk a ty-lal jelzett kezdeti idot, és a tg-el jel6lt befejezési idot.

d(to) = Ginit (44)
A(tf) = Gfina (45)
llyenkor fontos, hogy t; — t, pozitiv legyen (Ugy is gondolhatunk erre, hogy a palya

megtételéhez iddre lesz sziikségiink).

A kapcsolat a két megkdzelités kozott az, hogy az ttra (t) gondolhatunk igy, mint egy olyan
palya (q), amin egy egységnyi idd alatt fogunk végigmenni (barmi is legyen az idéegység).

Egyik oka, amiért érdemes az id6vel parametrizalnunk, mert ilyenkor a fliggvény
derivalasaval megkaphatjuk a sebességet, még egyszeri derivalas utan pedig a gyorsulast is.
Ezek a sebességek és gyorsulasok a konfiguracids téren vannak értelmezve, vagyis nem a

robot munkatérbeli gyorsulasat adjak meg. Annak a kiszamolasahoz hasznalhatjuk a Denavit-
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Hartenberg konvencidval kapott direkt kinematikai feladatokat. Korabban a 3.1.4-es
fejezetben mér lathattuk, hogy a sebességet ki tudjuk szamolni, a gyorsulast hasonl6an kell.
Ezt kihasznélva ezekre is megadhatunk feltételeket, amiket elvarunk, hogy a kapott palya

kielégitsen.

Az eddigiekben lathattuk, hogy egy uttervezé algoritmus altalaban nem a t utfliggvényt adja

meg nekiink, hanem konfiguracids pontok egy sorozatat az ut mentén.

akadaly
akadaly

kiztes
pontok

. vegsd
kezdeti konfiguracia
konfiguracio

akadaly

22. dbra: Példa egy mozgas tervezésére koztes pontok segitségevel

Ezen az tuton végig tudunk gy menni, hogy az egymast kovetd q; tagokat egyenes
szakaszokkal 6sszekotjuk. Hasznalva a kordbban bevezetett a;(q) fuggvényt, meg tudjuk
mondani, hogy adott konfiguracidban hol kell lennie a robot pontjainak. A probléma az lehet,
hogy ha a q(t) fuggveny nem elég sima, akkor a robot mozgasa a munkatérben docogés lesz.

Hirtelen fog megallni, majd teljesen mas iranyba elindulni, mint amerre eddig ment.

Ez azt jelenti, hogy szeretnénk ezt az utat elsimitani, hogy elkeriljik az ilyen randulasokat a
robotkarnal. Ha a q(t) egyszeresen folytonosan differencialhatd, akkor azzal a sebességét
simitjuk, ha pedig kétszeresen folytonosan differencialhatd, akkor a gyorsulasat is. Ennél
magasabb rendl derivaltakat nem szoktunk szabalyozni, mert a gyakorlatban annak a hat4sat

mar nem szoktuk érzékelni.

Ez a feladat gyakori a matematika kiilonbozd teriiletein, sokféle megoldas létezik ra.

Megtehetjik, hogy polinomokat illesztiink a szomszédos koztes pontokra, Ugy hogy ezeknek a
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polinomoknak a derivaltjaik, és a masodik derivaltjaik is illeszkedjenek. Ehhez hasznalhatunk

Bezier gorbéket, megadva, hanyad rendben kell illeszkednitk a polinomoknak.
7. Utkeresés lathatosagi graf segitségével

A lathatésagi graf, angolul visibility graph egy elterjedt modell a szdmitastudomany
geometriaval foglalkozo terlletein, és a robotok Uttervezésében egyarant. A modszert Nilsson
dolgozta ki 1969-ben.

Feltesszik, hogy az akadalyok politép alakiak a konfiguracids térben (ez feltehetd, ha
politopok unidjaval kozelitjiik 6ket). A grafunk ugy keletkezik, hogy az akadalyok 6sszes
csUcsat tekintjuk a graf cslcsainak,valamint a g €s qrinq CSUCSOKat. Két cstcsot pedig

akkor kotiink 6ssze, ha ,,a csucsok latjak egymast”, formalizalva:

V ={qinit » 4rinar} Y {v | v a QO egy cslicsa} (46)

E={(w,v) | (1 —t)u +tv € Qprec,u,v EV,t €[0,1]} (47)

Mivel az akadalyok politopok, annak az ellendrzése, hogy egy cstcsokat 6sszekotd szakasz
elmetsz-e egy akadalyt, gyorsan és kénnyen szamithatd. Miutdn megvan a konstrukcionk, a
Dijkstra algoritmus segitségével keresink utat g,;c-bol qfinq,-be. Szlkség szerint akar az

akadalyok éleit is behUzhatjuk élként a grafban is.

23. dbra Pirossal a csucsokat, zélddel a graf éleit, kékkel pedig a legrévidebb utat jel6ltiik

Ez az algoritmus teljes, vagyis ha létezik megoldas, akkor vissza fog térni eggyel, ha pedig
nem, akkor hibat jelez, és ledll. Ez megtorténhet, példaul ha az egyik pontot teljesen
korbeveszi egy akadaly. Tovabba bizonyithatd, hogy ez az algoritmus a 2 pont kozotti

legrovidebb utat talalja meg.
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Mivel valosziniileg nem tal hasznos, ha az Ut ennyire kozel helyezkedik el az akadalyokhoz, a
gyakorlatban felteszik, hogy a robot nagyobb, mint igazabdl, és igy szdmoljék ki Q¢ ee-t. Mas
szavakkal az akadalyok megvastagodnak a konfiguracios térben. igy marad egy biztonsagos
tavolség a robot és az akadalyok kozott.

A modszer hatrdnya, hogy egy elég erés feltételt is megkovetel, mégpedig hogy explicit
ismerjik a konfiguracios teret, és benne az akadalyokat. Ez pedig, mint korabban lathattuk,

sokszor nem igaz.
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8. Osszefoglalas

A dolgozat soran kiillonb6z0 megoldasi modszereket kerestiink egy robotkar utkeresési
probléméajanak megoldasara. Reészletesebben végigvettik a gradiens modszert, melynek
megalkotasahoz sziikségink volt a konfiguraciés tér bevezetésére, a Denavit-Hartenberg

konvenciora, és a virtualis munka elvére.

A részletes szdmolasok utdn atvettlink egyéb mddszereket is, ahol kevesebb szamitassal,
valamint méas megkozelitésekkel szintén meg tudtuk oldani a feladatot, példaul hogy
visszavezettik egy grafban valo utkeresésre. Valamint roviden megnéztiik, miert lehet fontos
szabalyozni a robotkar sebességét illetve gyorsulasat, és hogy ezt hogyan kell megtennink, ha

adottak a pontjaink, melyeket utunk soran be kell jarnunk.
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