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Bevezetés

Hatarozatlansagi relaciokkal az (alkalmazott) matematika tobb teriiletén is taldlkozhatunk. A
modern fizikdban a dinamikai valtozok (fizikai mennyiségek) elmosodottsagat (szordsat) a fizikai
rendszernek valamely hulldimfiiggvénnyel leirt dllapotdban a dinamikai valtozékhoz rendelt
Onadjungdlt operatorok négyzetes kozepes eltéréseivel definidljadk. A hatdrozatlansigi elv azt
allitja, hogy két fizikai mennyiség operdtorai kozepes eltérésének szorzata alulrdl becsiilhets a
két operator kommutatorabol képzett varhatd érték abszolut értékének felével. Kovetkezésképpen
két, egymdssal nem felcserélhetd operatorral reprezentélt fizikai mennyiség mérése egyidejlleg
nem végezhetd el tetszileges pontossaggal. A harmonikus analizisben a hatdrozatlansagi elv
szerint pedig a négyzetesen integralhaté fiiggvények és Fourier- vagy Gabor-transzformaltjuk
nem lokalizdlhat6k egyszerre élesen (pl. tartéjuk nem lehet egyszerre , kicsi”). A hatdrozatlansagi
elvnek a klasszikus fizikdban is megtaldlhaté a megfelelGje. Ha pl. valamely fliggvény értéke
egy jel (pl. hang- vagy fényhulldm) amplitiddjét reprezentdlja egy adott idGpillanatban, akkor a
fiiggvény Fourier-transzformaltja arrdl ad informécioét, hogy miként épiil fel a fiiggvény grafikonja
kiilonboz4 frekvencidja szinuszos hullimokbdl, a hatdrozatlanségi elv pedig korlatot ad arra,
hogy milyen mértékben lehet egy jel egyszerre idGkorlatozott és sdvkorlatozott. Az dnéletrajzi
irasok tanusaga szerint ez a gondolat mar Norbert Wienernek, a kibernetika megalkotdjanak
egyik 1925-ben megtartott gottingai el6addsdan is elhangzott. Két évvel kés6bb latott napvildgot
Werner Heisenberg tttorS cikke, amelynek absztrakt véltozatat el§szor Howard P. Robertson,
majd ennek élesitett formdjat késébb (1930-ban) Erwin Schrodinger publikalta: a két operator
kommutatorabodl képzett varhato érték felének a négyzetét a két operator kovariancia-matrixdnak
determindnsdval becsiilte feliil. A fizika tankonyvek tdlnyomé tobbsége azonban ezt vagy
nem emlitette vagy pedig ,.elfelejtette idézni” a valddi szerz6t. Ennek az eredménynek a
hattérbe szoruldsa részben magyardzhat6 azzal, hogy ez az eredmény nem egy széles korben
ismert folyGiratban, hanem a Porosz Tudoméanyos Akadémia fizika-matemaika szekcidjanak egy
kiadvanydban lett publikdlva. Masrészt pedig azzal, hogy a korabeli tudoményos kozéletben
lefolytatott vitdk inkdbb a hatarozatlansdgi rel4ci6 fizikai interpretdcidjarodl széltak, mintsem
annak matematikai tartalmarol.

A dolgozat elsé fejezetének elsd részében Osszefoglaljuk a funkciondlanalizis azon alapvetd
fogalmait, amelyekre a késébbiekben hivatkozds torténik. A mdasodik rész pedig a gyorsan
lecsengd fliggvények terének, az un. Schwartz-térnek azon tulajdonsagairdl szol, amelyeket a

tovdbbiakban felhaszndlunk. A masodik fejezetben el§szor levezetjiik a Schwartz-téren értelmezett



fiiggvényekre a Heisenberg-Pauli-Weyl-egyenl&tlenséget, majd a kvantummechanikai abszorpcids
és emisszids operdtorokat felhaszndlva alternativ bizonyitdst adunk erre az egyenlStlenségre.
Ezutan bemutatunk két valoszindségelméletbeli hatdrozatlansagi relaciot, amelyek koziil az egyik
a késdbb levezetendd Robertson-féle relacié egy élesitése, a masik pedig a Schrodinger-féle
reldcié kommutdlé mennyiségekre vonatkozo specidlis esete. Végiil az absztrakt hatarozatlansagi
reldcidk targyaldsara tériink rd. Megmutatjuk a Robertson-féle hatdrozatlansdgi relacionak egy
szokdsostdl eltérd levezetését, amely a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlStlenség bizonyitdsdbol
veszi az Otletet, de arra kozvetleniil nem hivatkozik. A Schrodinger-féle hatarozatlanséagi reldcid
levezetése utdn ratériink dolgozatunk f6 eredményére : a kovariancia-métrix determindnsanak és
a Robertson-féle tagnak négyzetosszegére bizonyitunk egy felsé becslést, aminek eredményeként
egy, a helyzet-, ill. a momentum-operatorra vonatkoz6 egyenlStlenség adodik.

A jelen dolgozat 1ényegében megegyezik a 2018. évi XXXIV. Orszdgos Tudomdnyos
Didkkori Konferencia Fizika Foldtudoményok €s Matematika szekcidjaba Dr. Kovacs Sdndor

témavezetésével benyujtott, majd ott III. dijat nyert dolgozatommal.
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1. Eldismeretek

1.1. Linearis operatorok

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk a funkciondlanalizis azon fogalmait, ill. tételeit, amelyekre a
késdbbiekben hivatkozunk, ill. amelyeket a hatarozatlansigi reldciok targyaldsa folyamén felhasz-
ndlunk. A jelolés-, ill. szimb6lumrendszert illetSen alapvetSen a [1 1] jegyzetre tdmaszkodunk. A

K szimb6lum vagy a valds szamok R halmazat vagy a komplex szamok C halmazat jeldli.

Adott H linedris tér esetén a (H, (-, -)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha

1. barmely «, 3 € K, ill. barmely u,v,w € H esetén
a) (ou+ Bv,w) = a{u, w) + (v, w);
b) (w,v) = (v,u);
c) 0FueHr = (uu) € (0,+00).

2. |- |l = v/(- ), akkor barmely x,, € H (n € N) Cauchy-sorozat konvergens, azaz

[Xm — Xn|| — 0 (Myn — o) — Jh e H: lim(||h —x,]|) =0.

A |l - és a (-, -) kapcsolatdra vildgit rd a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség, miszerint
barmely u,v € H esetén
[{(wy vl < ] - flvi]

teljesiil, és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha u = 0 vagy v = 0, vagy pedig alkalmas A € K
szdmmal u = Av teljesiil.
A ‘H Hilbert-téren értelmezett linearis operatorok terének jelolésére az

LCHAH)={A eH — H: Alnedris},

ill. az
L(H)=L(H,H) ={A: H — H: A linedris}

szimbd6lumot hasznéljuk.
Az

[A,B]:=AB—BA, {A,B}:=AB+BA  (A,Be £(H ~H), D(AB)ND(BA) #{0})



operatorokat az A és B operdtorok kommutatoranak, ill. antikommutéatoranak nevezziik.!

s 22,

Ha valamely (#, (-,-)) Hilbert-tér esetén az A € £(H ~ H) (linedris) operdtor sdrdin

értelmezett, azaz D(A) = H, ugy (vo. [28]) azt mondjuk, hogy az A operétor

1. szimmetrikus, ha barmely u,v € D(A) esetén (Au,v) = (u, Av);
2. ferdén szimmetrikus, ha barmely u,v € D(A) esetén (Au,v) = — (u, Av);

3. onadjungalt (hermitikus), ha A* = A, azaz ha A szimmetrikus, tovdbbd barmely v,w € H
vektor esetén az
<Au) V) = <LL, W> (ue D(A))

egyenl&ségbdl v € D(A) és w = Av kovetkezik ;
4. ferdén onadjungalt, ha A* = —A;

5. lényegében onadjungalt, ha A szimmetrikus és A (A lezdrtja) 6nadjungilt.

Ha A szimmetrikus operétor és D(A) = H, Ggy

— az A operator 6nadjungdlt, ui. ekkor A* = A.

— a Hellinger-Toeplitz-tétel kovetkeztében (vo. [11], 742. old.) A korl4tos is.

Haaz A, B € £(H ~ H) operatorok siriin értelmezettek, ugy
— A pontosan akkor 6nadjungalt, ha barmely A € C, J(A) # 0 esetén R(A — Al) = H (vo.
[5], 202. old.), ahol I jeloli a H-beli identikus operatort.
— A pontosan akkor ferdén 6nadjungalt, ha valamely 0 # & € R szamra oA 6nadjungalt.

— abbdl, hogy A és B onadjungilt kovetkezik, hogy alkalmas P € £(H ~ H) 6ndajungalt
operator esetén [A, B] = 1P, hiszen ekkor

[A,B]* = (AB—BA)"=(AB)* — (BA)* = B*A* — A*B* = BA — AB =

= —(AB—BA)=—[A,B],

azaz [A, B] ferdén 6nadjungalt.

Adott (H, (-, -)) Hilbert-tér, tovabbd A € £(H ~ H) 6nadjungélt operator, ill. u € D(A) esetén
az

A= (A)y, = (u, Au), ill. a A = [[Au — Au|
szamot az A operator (u vektorhoz tartozd) varhato (atlag-, kozép-) értékének, ill. szorasanak
nevezziik.

!'Szok4sos a Lie-zaréjel, ill. a Dirac-Poisson-zaréjel elnevezés is.
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Ha A 6nadjungalt operdtor, akkor barmely u € D(A) esetén

(A = (1, Au) = (A"u,u) = (Au,u) = (U, Au) = (A)y,

azaz (A), € R, és ez a feltétel elégséges is az onadjungéltsdgra (vo. [11], 766. old). Ha A
onadjungalt, akkor barmely u € D(A) esetén az

A=A—(A)l=A—-2
operétor is Onadjungdlt, igy a szOordsnégyzetre igaz a

A2

IAW]? = (A — AT, (A — Al)u) = (u, (A — AT)u) =

(u, (A? = 22A + 262 D)u) = (u, A%u) — 22 (u, Au) + A (u,u) =

(A%) =2+ %% = (A%) = 2(A)% + (A)s = (A%) — (A);

u u

Osszefiiggés, feltéve, hogy ||ul| = 1ésu € D(A?), azazu € D(A) és Au € D(A).

Ha A 6nadjungdlt operétor, akkor barmely u € D(A), ||u|| = 1 esetén A = 0 pontosan akkor

teljesiil, ha u sajatvektora A-nak, hiszen
— A2 =0, azaz Au — (A),u = 0 esetén u az A sajitvektora az (A ), sajatértékkel;
— ha u sajatvektora A-nak, akkor alkalmas A € K szdmmal Au = Au, ahonnan
(u, Au) = (Au,u) = (Au,u) = A(u,u) = A,
és igy
(A= (A Du=Au— (A),u=0, azaz AA=0

kovetkezik.

Ha A,B € £(H ~ H) 6nadjungdlt operator és valamely uw € D(AB) N D(BA) sajatvektora
A-nak és B-nek, akkor [A, BJu = 0, hiszen ekkor alkalmas A, 1 € Kesetén Au = Aués Bu = pu,

ennélfogva

(AB)u — (BA)u=A(Bu) — B(Au) = A(uu) — B(Au) = p(Au) — A(Bu) =

[A, Blu

= p(Au) — Alpu) = 0.

Ha A,B € £(H ~ H) 6nadjungdlt operator és valamely u € D(AB) N D(BA) sajatvektora
A-nak vagy B-nek, akkor ([A, B]), = 0, hiszen ha alkalmas A, p € R esetén Au = Au vagy
Bu = pu, akkor a fentiek kovetkeztében

(A Bl = (u, (AB)Ju— (BA)u) = (u, A(Bu) — B(Au)) = (u, A(Bu) — B(Au)) =

(u, (A —AD)(Bu)) = (A — ADu,Bu) = (0,Bu) =0
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vagy
(ABl). = (u(AB)u— (BAJu) = (u, A(Bu) — B(Aw)) = (u, Apw) — B(Auw)) =

= (u,(uI = B)(Au)) = ((ul — B)u, Au) = (0, Au) = 0.

A varhat6 érték linedris, azaz ha A, B € £(H ~ #) onadjungélt operatorok, tovabba D :=
= D(A) ND(B) # {0}, akkor barmely x € K esetén

(A+B)y=(A)u+ (B, (aA), =a(A), (ueD).
Konnyen beldthat6, hogy ha A, B € £(H ~ H) 6nadjungalt operétor, akkor egyrészt
(u, A%u) = (Au, Au) = |Auf® = A2 (ue D(A)),

masrészt pedig igaz az
[A,B] = [A, B]

egyenlGség, hiszen ha uw € D(AB) N D(BA) # {0}, akkor

ill.
{R) E} =

|
p
|
>
e
=
‘™
|
=
e
=
+
‘™
|
=
e
=
B
|
>
e
=
1]

(AB — (A),B — (B)uA + (A)(B).]) + (BA — (B),A — (A),B+

+(A)u(B)uI) = AB + BA — 2(B), A — 2(A),B + 2(A), (B),],
tovdbbd az A operdtor A2 := [|Au — (A)ul|-val jeldlt szérdsara A2 = A2, hiszen

'K - <A>uI =A— <A>uI - <A - <A>u1>uI =A— <A>uI - (<A>uI - <A>uI) =A— <A>uI-

A tovabbiakban a teljesség kedvéért néhany kvantummechanikai operator onadjungaltsdganak
kérdésével foglalkozunk.

1.0.1. tétel. Ha H := [*(R), || - ||% := || - ||12, akkor az
Au:=u(—) (wueH)
olyan linedris operdtor (a kvantummechanika paritas-operatora), amely korlatos és 6nadjun-

gdlt.
Biz.



1.1épés. Az A operator korlatos, ui. minden u € H esetén

HAuH%{ (Au, Au)y = J+oo u(—x)u(—x)dx = — J_OO u(t)u(t)dt =

— 00

| ot e = e

o)

2.1épés. Az A operator onadjungélt, hiszen szimmetrikus: barmely u,v € H esetén

(Au,v)y = J+Oo w(—x)v(x)dx = — J_Oo u(t)v(—t)dt =
= J+Oo u(t)v(—t)dt = (u,Av)y. R
1.0.2. tétel. Ha H := L2(R), || - |l == || - [|2 és

u,(x) = x - u(x) (x € R),
akkor az
Au = u, (WeDA) ={ueH: |[uly < +oo})

linedris operdtor (a kvantummechanika helyzet-operatora) 6nadjungilt.
Biz. Megjegyezziik, hogy

D(A) = {u: R — C mérhetd, JR(1 +xH)u(x) P dx < +oo} .
1. 1épés. Megmutatjuk, hogy A stirin definidlt. Barmely f € H esetén
fni=f - Xnn € D(A) (n € N),
ui.
xfn ()17 = FOO)X (X < MIF)P (x €R, neN),

igy (fn)«-nak van integrdlhaté6 majordnsa (n € N), kovetkezésképpen maga is integrdlhat6. A
Lebesgue-tétel kovetkeztében pedig

lim ||fn, — f|l3 =0.
n—oo
2.1épés. Az A operdtor szimmetrikus, hiszen

(Au,v)gy = LR xu(x)v(x) dx = JR u(x)xv(x) dx = (u, Av)y (u,v € D(A)).

3.1épés. Az A operétor 6nadjungdlt, ui. barmely, az A € C, J(A) # 0 feltételeknek eleget tévs szamra
weDA) — (v - % eD(A) é (A —Alv= u> ,
1 J—
ami azt jelenti, hogy R(A —Al) = H =L2(R). &
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1.0.3. tétel. Ha H := L*(R), || - ||l == || - || 12, akkor az
Au = —hu'

(u € W (R) = {f € L*(R) : f lokélisan abszolut folytonos, f' € LZ(R)})

linedris operdtor (a kvantummechanika momentum-operatora) 6nadjungalt.
Biz.

1.1épés. Az A operator stirin definidlt, hiszen barmely n € Ny esetén az
Qn(x) = xMe ¥ (x € R)
fiiggvények D(A)-beliek, tovabba
span{@n : n € No} = L*(R),
(vo. [7], 69. old.).

2.1épés. Az A operitor szimmetrikus, hiszen barmely u,v € D(A) eseténuv’ € L'(R) ésu’v € L'(R),
tovabba (vo. [7] 328. old.)

(Au,v)y = —h JR u’(x)v(x) dx = ﬁJR u(x)v/(x) dx = (u, Av)y.

3.1épés. Az A operitor 6nadjungdlt (vo. [28], 207-208. old., ill. [24], 198. old.) &

Megjegyezziik, hogy a momentum-operator értelmezési tartomdnyédban 1€vS derivalt dltalanos
értelemben értendd, azaz az u € D(A) tartalmazds pontosan akkor dll fenn, ha alkalmas
w € L%(R) fiiggvény esetében

JR u(x)v'(x)dx = — JRW(X)V(X) dx (u € € (R)), (1.0.1)
ahol €5°(R) jeloli a végtelen sokszor differencidlhatd, kompakt tartéju fiiggvények terét:

€ (R) := €°(R) := {f € €°(R,C) : supp(f) kompakt}.
Ha az (1.0.1) egyenl8ség teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy éltalanositott értelemben

w=1u,

1.2. Az S(R) fiiggvénytér

Ebben a fejezetben osszefoglaljuk az S(R) fiiggvénytérnek azon alapvetd tulajdonsédgait, amelyek
vagy amelyek kovetkezményei a késGbbiekben hasznosak lehetnek.
Megmutathat6 (vo. [20]), hogy tetszSleges p € [1,+00) esetén €5°(R) az LP(R) egy stir( altere.
Az

fn € €5°(R) (neN)
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fiiggvénysorozat, ill. valamely f € € (R) fliggvény esetén

i) 9K C R, K kompakt : supp(f,) C K (n € N),

i) ¥ =0 (ke N).

Bevezetjiik a gyorsan lecsengd fiiggvények osztalyat:
S(R) := {f € D*(R,K) : [[f[li1 := sup [X*fV(x)] < +o0 (k, 1 € No)} :
x€R

Belathatd, hogy

— S(R) #0, ui. az

fiiggvényre f € S(R);
— S(R) vektortér a K testre vonatkozdan, s6t barmely p € [1, +o0o] esetén
¢ (R) € S(R) C LP(R).
A madsodik tartalmazds nyilvanvaléan valddi, az elsd pedig azért az, mert az
R3>x— e M

fiiggvény az S(R)\€F (R) kiilonbségnek eleme.
— haaz f,, € S(R) (n € N) fiiggvénysorozat, ill. valamely f € S(R) fliggvény esetén

Q2 mooo) = e flli—0 (o oo) (ke Ny,

akkor az S(R)-beli konvergencia erGsebb, mint az LP-beli konvergencia:

£, 28 moo) = lim |[fa— fllr =O.
n—oo

— a €P(R)-beli konvergencia ergsebb, mint az S(R)-beli konvergencia:
S(R)

fo 2 f (n— o) — f,o9f (n— o).

— CFP(R) sirt altere S(R)-nek, hiszen ha f € S(R) és ¢ € €F(R) olyan fiiggvény, amelyre
¢li_1,11 = 1, akkor az

fu(x) = (-) f(x) (neN,xeR)

sorozatra f,, € €5°(R) (n € N) és f,, SE ¢ (n — o0).
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— Hap € [1,+00), akkor S(R) stird altere LP-nek (vo. [20]), ezért barmely f € LP fiiggvény
esetén van olyan f,, € S(R) (n € N) fiiggvénysorozat, amelyre

[fa = fllr — 0 (n— o0).

Valamely f € S(R) fiiggvény Fourier-transzformaltjanak nevezziik az

o~

(FF)(E) = F(E) = jR fge ™ dx (£ R)

hozzdrendelési utasitdssal értelmezett f: R — C leképezést. Az
F:S(R) = S(R)

leképezés bijekcio, igy értelmezhetd az f fliggvény inverz Fourier-transzformaciodja:

~

(F')(E) = £(E) = T(—E) = JR F(E)e™ dE,

Az elemi analizis eszkozeivel nem nehéz utdnaszdmolni annak, hogy igazak az aldbbi 4llitasok.

— Haf, :=1d-fés
Mf := 2mf, (f € S(R)),

akkor Mf € S(R) és barmely k € N esetén

o~

f0 = MM, (H™ = (—1)"MH. (1.0.2)

— Az [2(R)-beli skaldris szorzatra, ill. az abb6l szdrmazé normdra nézve igaz a Cauchy-
BunyakovszKij-egyenlétlenség

[(fy gzl < {Ifl,Ighiz < Iffl2 - llgll= (f, g € S(R)),

azaz

| [rouigna] ax < \/ ([ roarax) (] tg0akax)  (rg e sim,
R R R

és egyenldség pontosan akkor van, ha f = 0 vagy g = 0 vagy alkalmas A € R esetén f = Ag.

— Barmely f € S(R) fiiggvényre
[1£llee =[]l

(Plancherel-formula).
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2. Hatarozatlansagi relaciok

2.1. A hatarozatlansagi relacié az S(R) téren

2.1.3. tétel (Heisenberg-Pauli-Weyl.) Legyen f € S(R), |/f||;2 = 1. Ekkor

<szyf(x)|2 dx> : GR E2f(E )]2d£> ]6]712, (2.13)

és egyenlGség pontosan akkor van, ha alkalmas & € C, 0 < 3 € R esetén

f(x) := xe P (x € R).

Biz. Mivel f € S(R) esetén f' € S(R), ezért parcidlisan integralva, ill. az |f|> = ff egyenlGséget
felhaszndlva azt kapjuk, hogy

_ 2= — | v L dn = YT 4 X T
= JRIf(X)I dx = JRXdXIf(X)I dx = JR (xf (x)f(x) +xf (x)f(x)) dx.

Igy egy, az integralra vonatkoz6 elemi becslés és a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlStlenség felhasznaldsdval

J |f(x)|2dx§2J x| - () - |f’(x)|dxgz\/ <J x2|f(x)|2dx> (J |f'(x)|2dx>
R R R R

adodik. A Plancherel-formula, ill. a Fourier-transzformécié (1.0.2) tulajdonsdganak kovetkezményeként

Jf( )P dx = |3 = 7] = Jazﬁ(a)zda
R R

adodik. Ez pedig a fentiek figyelembevételével azt jelenti, hogy

=J 1f(x) 2 dx < 2\/6 X2|f(x)[2 dx> <4712J E2[F(E)]2 d&), (2.1.4)
R R R

ahonnan a bizonyitandé egyenlStlenség nyilvdnvald. Egyenl&ség pedig f normaéltsdga kovetkeztében

lathatdan az
f'(x) = Axf(x) (x € R)

esetben van. Az iménti differencidlegyenletet integralva azt kapjuk, hogy alkalmas o« € C esetén
f(x) = e/ (x € R).

Ahhoz, hogy f € S(R) legyen A =: —23 < 0-nak kell teljesiilnie. Igy f norméltsdgdnak felhasznélasaval
azt kapjuk, hogy o = /2B /7. B
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Ha az f € S(R) fiiggvény valamely jelet ir le, akkor a
o= [fllz, o=t Ee=flE

mennyiségek jelentése rendre a kdvetkezG: az f reprezentdlta jel energiadiszperziéja az idStarto-
maényban, az energiadiszperzidja a frekvenciatartoményban, ill. a jel energidja. Ekkor a 2.1.3.
tétel azt jelenti, hogy az f fiiggvény reprezentdlta jel

o
At = —t

By

effektiv id6tartamanak, ill. a
AN =

Al
:

effektiv savszélesség szorzatdra also6 korlat adhaté:
At - AN > 1 >
. — azaz Of-0r> —.
= 47 HER T
A 2.1.3. tétel egyik fontos kovetkezménye a kvantummechanikai harmonikus osszcillator

(harmonikus rezgést végz4 tomegpont) energiaoperatoraval kapcsolatos. Vezessiik be az S(R)-
en a

Hf)=—f"+(f.).  (feS(R))

un. Hermite-operatort.

2.1.4. tétel. A 5 operatorra fenndll az $ > I egyenlGtlenség, azaz a

@), He 2 [Iflll.  (Fe SR))

becslés.
Biz. Parcidlisan integralva azt kapjuk, hogy

(5(f), )12 JR(f”(x) +x2f(x))F(x) dx = jR(f'(x)f'(x) +x2f(x)P) dx =

J ()2 dx + j P dx > [[f]12,
R R

hiszen (2.1.4)-bdl az elemi
a?+b? > 2ab (a,b € R)

egyenlGtlenséget felhaszndlva, az

Q= J%\/JR E2[f(E)P dE = \/ [ T Y IS

vélasztassal azt kapjuk, hogy

J If'(x)lzdx+J lef(x)lzdxzj If(x))?dx. W
R R R
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Az aldbbiakban egy [23]-beli feladatot megoldva alternativ bizonyitdst adunk a Heisenberg-Pauli-
Weyl-egyenlStlenségre. TetszGleges t € R esetén legyen

Af) =" +tf,, il AJ(f) = —f" +tf, (f € S(R)).
At = 1 esetben Ay, ill. A} operdtorok kvantummechanikai megfelelGje az tn. eltiintetd

(abszorpcios), illetve kelté (emisszios) operatorok.

2.1.1. allitas. A fent értelmezett A4, ill. A operatorokra barmely f, g € S(R) esetén igazak az
alabbi 4allitasok.

1. <Atf, g>]_2 = <f, Aj:g>[_2, 2. <A:§Atf, f>]_2 Z 0.
Biz.

1. Vilagos, hogy barmely f, g € S(R) esetén

(Atfyg)2 = JR{f'(x) +txf(x)}g(x) dx = JR f'(x)g(x)dx + t JR xf(x)ﬁ dx =

= O—J f(x)g’(x)dx+tJ xf(x)g(x) dx,
R R

ill.

(f,A7q)1> = JR F(x) (=g’ (x) + txg(x)) dx = — jR F(x)g'(x) dx + tJR xf(x)g(x] dx.

2. TetszGleges f € S(R) fiiggvényre
(ATAL, )12 = (Adf, Adf) 2 = [|AF|2>0. B

Igy tehat barmely f € S(R) esetén
AAf

AF(f +tf,) = —(f + tF) +t(f' + tf,), =

= —f" —tf —tfl + tf, +t2(f.), = —F" — tf + t2(f.)s,
ahonnan az

1=|f]2= JR If(x)*dx = JR f(x)f(x) dx

egyenlGség felhaszndldsdval tetszGleges t € R esetén

0 < (AFAf, )2 = (=" —tf + t5(f,),, )2 = J {—F"(x) — tf(x) + t°F(x) }(x) dx =
R

= —J " (x)f(x) dx—tJ f(x)mdx+tzj X (x)f(x) dx =
R R R

= O+J f'(x)mdx—tj f(x)mdx+tzj X (x)f(x) dx =
R R R

= J If’(x)lzdx—t+t2J XIfF(x) 1P dx = d(t)
R R
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kovetkezik. Lévén, hogy a ¢ fGegyiitthatoja pozitiv és barmely t € R esetén ¢p(t) > 0, ezért a
diszkrimindnsra vonatkozé egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy

1—-4 (J X2 (%) dx) (J I/ (x)[? dx) <0,
R R
(J X2 (x)[? dx) <J It/ (%) dx) >
R R

2.2. Hatarozatlansagi relaciok a valosziniiségelméletben

azaz
.

=

Az aldbbiakban egy [14]-beli gondolatmenetet pontositunk, illetve tesziink teljessé, majd

Schrodinger otletét (vo. [1]) felhaszndlva fejlesztiink tovédbb.

Legyen (X, Q, 1) Kolmogorov-mezd, &, 1: X — R valosziniségi valtozé, tovabba £, € L().
Ekkor (vo. [15])

— & varhato értéke:

(£) = M(E) == J&du,

— & variancidja, ill. szérasa (hatarozatlansaga):

Var(£) = 1|6 = (&) 1% = (|5 (B)F ) = M(& = M(8))), il A& = +/Var(g),

feltéve, hogy az

fiiggvényre 0 < ||F|[12 < +oo teljesiil;

— & ésn kovariancija:
g = Cov(&,m) = (& — (E))n — (M),
feltéve, hogy 0 < ||Fe||r2, || Fyll2 < +o0.

Vilagos (v6. [15]), hogy

Ogn = (En) = (E)(N) = ME) —()(E) = one, & Var(g) = (&%) — (£)” = 0ce = (AL)™.
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2.1.1. példa. Legyen & € R, 0 < A,m,w € R, X := [0,271/w], Q az X Lebesgue-mérhetd
részhalmazainak a szigma-algebrdja, A pedig a szdmegyenesen értelmezett Lebesgue-mérték
lesztkitése Q-ra. Az (X, Q, A) mértéktér, ill.

E(t) = Asin(wt+9) [t e [0,.27/w])

val6szintségi véltozé (harmonikus osszcillator) esetén kiszamitjuk & és 1 := mé&’ szérasat, ill.

kettejiik kovariancidjit. Mivel

271/ W 27/ w A27T
(&) = J Asin(wt +9) dt =0, (&%) = J A?sin?(wt +9) dt = —,

0 0 w

il

27/ w 271/ w
M) = J Amw cos(wt+d)dt =0, m?) = J A*m?w? cos?(wt+9) dt = A*m*wrm,

0 0
ezért

T
A =+/(&7) — ()7 = A4/ o’ An=+/(n?) — M)2 = Amywr,

tovabba

271/ W
O = (&En) = L Almw sin(wt + ) cos(wt +9) dt = 0.

Nyilvanval6 (vo. [15]), hogy a

E=6—(8), illa 7A=n—(n)
valészintiségi véltozora:
— (&) = (£ — (&) = (§) — (&) = 0
— ((B)2) = ((E— (E))(& — (&) = (E2 — 2(E)E + (£)2) = (E2) — 2(&)2 + (£)2 = (ML),
— (&) = (&= (E)) — ())) = (En) — 2(E) () + (£) (M) = 0.
Ha tehat A € R, akkor a
SN = ((E+AR)) = ((E)%) + 2A(ER) + M)

val6szintségi valtozora ¢ (A) > 0. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha

4(ER)? — 4((£)2)((M)?) <0,

ahonnan
(AE)*(An)* > (0e,)%
azaz

AEAN > [0 |
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kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy két valoszinlségi valtoz6 szordsdnak szorzata nem kisebb, mint a
véltozok kovariancidjanak abszolut értéke.

A vérhat6 érték elemi tulajdonsdgainak felhasznaldsdval azt kapjuk, hogy

Cov(&,m) = <M> —(&)(n) =

3 (En+né&) — (&) ().

N —

Ismeretes (vo. [15]), hogy a

Var(&)  Cov(&,n)
Cov(n,&)  Var(n)

(AE)?  Cov(&,m)
Cov(n, &)  (An)?

kovariancia-matrix szimmetrikus, s6t pozitiv szemidefinit, kovetkezésképpen

1
det(Z) > 0= |(&n - né)l?,
azaz

z

(AL (An)? — [Cov(&,m))? = (AL(An) — | Liemh) — (&)} | > ZHl& P,

ahol
{&n} =& +né, ill. [E,n] = &n —né.

Ezzel belattuk, hogy igaz a

2.1.1. allitas.

2

AEAN > \/ e - @m| + gl

A kovetkez§ fejezetben a 2.1.1. tételbeli egyenlStlenség nem kommutdlé operatotokra
vonatkozé véltozatat, ill. annak édltaldnositdsat targyaljuk.
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2.3. Absztrakt hatarozatlansagi relaciok

2.14. tétel (Robertson, [! 7]). Ha (H, (-,-)) (szeparabilis) Hilbert-tér, A,B € L(H ~ H)
onadjungalt operatorok, tovdbbd az u € H vektorra

u e DA)ND(B): Au e D(B), BueD(A), |ul|=1
teljesiil, akkor a C := ([B, Al),, szdmmal fenndll a
AANB > %ICI (2.1.5)
becslés.

Biz. Legyen
d(A) = ||(B+ Al (A eR).

Ekkor a tételbeli u vektor, ill. birmely A € R esetén

(M) ((B+ WA, (B + AW = (1, (B +1AA)*(B + AA)u) =

(u, (]§ - 1?\7\)(% + 1)\/~\)u> = (u, (Ez +A2AZ 1?\(K§ - ER)u) =

(u, (B2 + A2A%Z — A[B, Al)u) = (u, B2u) + A% (u, A%u) +1A(u, [B, Alu) =

= AB? + NAA +([B, Al)y = AB? + A2A2% — A\ ([A, B)w.
Mivel barmely A € R esetén ¢ (A) > 0, ezért
(—([A, B])y)? — 4AB2AA% < 0,

azaz

AAAB > ~h([A,Bl). W

!
2

A Robertson-féle hatdrozatlansagi reldcidban, pontosabban a (2.1.5) egyenl6tlenségben pontosan

akkor all fenn egyenlGség, ha az alabbi esetek valamelyike teljesiil:
1. eset.. az u sajdtvektora A-nak, hiszen ekkor A2 = 0 és ([A, B]),, = 0;
2. eset.. az u sajdtvektora B-nek, hiszen ekkor AB = 0 és ([A, B]),, = 0;
3. eset.. valamely 0 # A € K esetén u sajatvektora a B + 1AA operatornak, hiszen
d(A) =0 = (B+1AA)u=0,
ez utébbi pedig azt jelenti, hogy

Bu — (B),u+1A(Au— (A),u) =0, azaz (B+wAA)Ju = ((B)y +1A(A),)u.
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Megjegyezziik, hogy a Robertson-féle hatarozatlansagi reldciéban az

ue D(A)ND(B): Au e D(B), BueD(A) (2.1.6)
feltétel 1ényeges. Az
A : 12[0,1] — L2[0,1], Au =,
ill.
B € 1%[0,1] — 12[0,1], D(B) := {f € L*[0,1] : f € AC[0,1], f' € L*[0,1], f(0) = (1)},
Bu = —hu'.

operatorok onadjungéltak (vo. pl. [1 1], [8]), tovdbba az
{un € L2[0,1]: n e Z}

fliggvényrendszer a B operdtor normdlt sajatfiiggvény-rendszere, ahol

Up(x) = 1 exp(mnx) (neZ, x e[0,1]),

V2

hiszen barmely n € Z-re

u, € D(B) és Bu,(x) = TcﬁnL exp(mnx) = Mhnu,(x) (x € [0,1]).

V2
Kovetkezésképpen ezekre a sajétfiiggvényekre AB = 0, igy

A - A'B =0,

hiszen az A operétor korldtos volta kovetkeztében A2l € R, tovabba barmely n € Z esetén ugyan
u, € D(B), de Au,, ¢ D(B), hiszen

Au,(0) = X exp(mnx)| =0+ X exp(mnx)| = Au,(1).

\/z x=0 \/z x=1

A (2.1.6) feltétel igy nem teljesiil, tehat a 2.1.5. tétel nem alkalmazhatd.

Ha X, ill. P jeloli a kvantummechanika helyzet-, ill. momentum-operatorat (vo. 1.0.2., ill. 1.0.3.
tétel), akkor barmely u € €°(R) fliggvényre

(X, Plu= (XP)u — (PX)u=—"{(u). — (w)}=-m{(u). —u— (u).}=1hu

Léthat6, hogy az [X, P] operitor korldtos, gy a €3°(R) térnek az L?(IR)-beli sir( volta kivet-
keztében elmondhatd, hogy van az egész térre vald egyértelm( kiterjesztése. Kovetkezésképpen
irhatjuk azt, hogy [X’, P] C 1Rl, ahonnan a

R
AXAP > 5 (2.1.7)
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Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié Kennard és Weyl 4ltal pontositott formdja kovetkezik
(vo. [10], [27]). Ha X és P értelmezési tartomdanyat leszikitjiik a € (R) strd altérre, akkor
a fentiek nyomén elmondhaté, hogy (2.1.7)-ben pontosan akkor van egyenl&ség, ha valamely
0#A € R,ill. k € R esetén

(X +1AP)u = ku, azaz xu(x) + Ahu'(x) = ku(x) (x € R).

Az iménti differencidlegyenletet megoldva

u(x) = cexp (—%]:)2) (x,c € R)

adodik.

2.1.4. tétel (Schrodinger, [1°]). Ha (H, (-, -)) (szeparébilis) Hilbert-tér, A;B € £(H ~ H)
onadjungalt operatorok, és az u € H vektorra

ue DA)ND(B): Au € D(B), BueD(A), |ul|=1

teljesiil, akkor a

] 2 2
C = \/ 3B = (A)u(B)| + [ 5102, B 2.18)
szdmmal fenndll a
AAASB > [C|
egyenlGtlenség.
Biz.

1.1épés. Felbontjuk az AB és a BA operdtorokat szimmetrikus és antiszimmetrikus operatorok dsszegére.
Ha 1 1 1 1
S = E{A, B} = E(AB + BA) és ./4 = E[A) B] = E(AB — BA))
akkor nyilvanvald, hogy

AB=S+A és BA =S - A

2.1épés. Ha
(u, Au) = 0 = (u, Buy, azaz (A)u=0=(B)y,

akkor az

a:=Au és b:=Bu

vektorokra alkalmazva a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlStlenséget azt kapjuk, hogy

(a,b) - (b,a) =I{a,b)* < [|a||* - |[b]|* = (a, a) - (b, b).
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Mivel A és B onadjungilt, ezért

(a,a) = (Au,Au) = (uaA2u> = <A2>ua
(b,b) = (Bu,Bu) = (u,B’u) = (B?),,
(a,b) = (Au,Bu) = (u,ABu) = (AB)y,
ennélfogva
(A%)y - (BY)y = (AB)y - (BA)w.
Igy
vt amt = (A7) - (3)-((87) - (B1) =

u

> (AB)y - (BA)u.

Az 1. 1épésbeli felbontdssal igy azt kapjuk, hogy

AR AB? > (S + A (S — A= (812 — (A = 1 (A B — 1 (A, Bl

Lévén, hogy A és B 6nadjungilt, ezért alkalmas P € £(H ~ H) 6nadjungdlt operator esetén
[A, B] = 1P, ahonnan

kovetkezik.

3.1épés. Ha
(A)u #0 és (B)u #0,

akkor az u vektor normadltsdga kovetkeztében

és hasonl6éan <§>u = 0, ezért az el6z4 1épés végén kapott egyenlStlenséget alkalmazva az AésB

szintén Onadjungélt operdtorokra azt kapjuk, hogy egyrészt

[A,B]=[A,B], ill. A=A

masrészt pedig

(A, Bhu

(AB +BA — 2(B)uA — 2(A)B + 2(A) (B)u D)., =

u

(AB)u + (BA)u — 2(B)u(A)u — 2(A)u(B)u + 2{A)u(B)u =

<{A» B}>u - 2<A>u<B>u-
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4.1épés. Végiil, ha
(AYu#0 és (B), =0 vagy (Ayu=0 és (B), #0,

akkor az el§z8 1épés végén 16vG becslésbdl ({K, E})u = ({A, B})y adédik. B

Megjegyezziik, hogy ha u € H, ||u|| = 1 sajatvektora az A vagy a B operdtornak, ak-
kor (2.1.8)-ban egyenlGség all fenn, hiszen, ha pl. valamely A € R szdm esetén Au = Au,
akkor nyilvanvaléan A2l = 0, ill. ([A, B]),, = 0, tovdbbad ({A, B}),, = 2(A),(B)., azaz

(u, ABu+ BAu) = 2(u, Au)(u, Bu),

pontosan akkor teljesiil, ha

(u, ABU) + (u, BAu) =| (1, ABu + BAu) = 2(u, Au) (u, Bu) | = 2A||u|[*(u, Bu),

azaz

(A, Bu) + (u, BAu) = (Au, Bu) + (u, BAw) = | (u, ABu) + (1, BAu) = 2A|[u/|*(u, Bu) |,

ami u normaltsdganak figyelembevételével nem mads, mint

A(u, Bu) + Alu, Bu) = 2A(u, Bu,).

2.4. A Schrodinger-becslés egy valtozata

Az aldbbiakban levezetjiik dolgozatunk & eredményét: a Schrodinger-féle hatarozatlansagi
reldcidbeli C-t becsiiljiik meg feliilr8l. Felhaszndlva, hogy A és B 6nadjungélt operatorok, azt

kapjuk, hogy

(A, Bl)u

(u, [A,Blu) = (u,AB) — (u, BAu) = (A*u, Bu) — (B*u, Au) =

= (Au,Bu) — (Bu, Au),
igy a hdromszog-, ill. a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlStlenség alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy
[{[A, Blul < (AW, Bu)l + [(Bu, Aw)| < [[Au] - [[Bulf| + [[Buf| - [|Auf = 2 - [|Au] - [[Bul],

ill.

({A, Bhu (w,{A,Bfu) = (u, AB) + (u, BAu) = (A"u, Bu) + (B*u, Au) =

(Au, Bu) + (Bu, Au),
kovetkeztében

(A, Bhul < [{AW, Bu) +[(Bu, Aw) < [[Auf] - [|Bufl + [|Bul - [Au]| = 2 - [Au]] - [[Bul],

23



tovabba u normaltsdga kovetkeztében
[(A)u(B)ul = I{u, Aw) - (1, Byl < Jfufl- | Aue]|-Jael|- [ Bul| = [Jue]|* | Au]|-Bul| = [|Au|-|[Bul.
Az A és B operator 6nadjungéltsaginak kovetkeztében
1
7 (A B = (A)u(B)u € R,
igy a
, 2
c = §<{A> Bhu — (A)u(B)u| + 2

mennyiség — az u vektor normdltsagat figyelembe véve — a kovetkez6 mddon becsiilhetd feliilr6l

([A, Bl)ul*

2
¢ < (A BH+KAWBLL) + 5 1A B -

= A B A BY(A (Bl + A)W(BY + 7 1A BI)F <

< AW - Bl + 20 Aul| - [Bulf -l + A - Bl [lu]® + [|Aull* - || Bu®

= [Auf® - [[Bufl® + 2 Awf® - [[Buf® + Aw]® - [Bu|® + Aw]? - [[Bu]® =

= 5[ Au|?-[[Bul*.
Bebizonyithat6 tehat a

2.1.1. tétel. Ha (H, (-, -)) (szeparabilis) Hilbert-tér, A, B € £(H ~ H) onadjungélt operatorok,

és az u € ‘H vektorra
ue DA)ND(B): Au € D(B), BueD(A), |u|=1,
akkor a (2.1.8)-ban értelmezett C adllandora a

C <V5-|Au - ||Bul. (2.1.9)

becslés teljesiil.
Kovetkezésképpen a helyzet- és az impulzusoperator felhasznédldsdaval az alabbi becslés kaphat6

meg.

2.1.5. tétel. Legyen f € €3°(R): |/f||2 = 1. Ekkor az
('Y = (fu, T2, ill. (fuy Fy ') = (fuy T2 - (£, )12
roviditéssel

(F, Fuo £ L2 )+ T = (£, £, £)) < (P L)+ 1+ 5l E: - 1)1
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Biz. Ha
Af:=f,, ill. Bf:=—wf  (feeP(R)),

akkor
A1 =j X2 () dx
R
és
1B, =J R () [SRE)) dx =n2J 1#7() 2 dx,
R R
ill.
[A,BIf =t {(f,)' —f,} =R {f+f, — .} =Rf (fecCF(R))
és
{A,BY = =t {f_+ (f.)'} =R {f+f+f.} =R {2f, +f} (f € CF(R)).

Igy kozvetlen szdmoldssal azt kapjuk, hogy

2 2
(({A, B}>f)2 (JR f(x)(—R(2xf’(x) + f(x)) dx) = (JR f(x)R(2xf/(x) + f(x)) dx) =

L 2
= _R? (J xf(x)2f(x) dx + J |f|2dx> -
R R

és

(A, BY+(A)r(B)s

1 (zJ xf(x)f’(x) dx + J If(x))2 dx> :
R R

(J x|f(x)|2dx> ( J WF(x)F (%) dx) =
R R
—R? {z (J xf(x)f’(x) dx> : ( J x|f(x)|2dx) (J f(x)f(x) dx> +
R R R
2 rITonY
+ <JR x|f(x)] dx> (JR fx)f’(x) dx) },

2 2 2 2
(A)2(B)? = (J x|f(x)|2dx> <J Rf(x)f/ (x) dx) = R’ <J x|f(x)|2dx> (J f(x)f/(x) dx)
R R R R
ill.

2 2

([A, Bl)¢l* =

J f(x)(thf(x)) dx
R

= ‘—ﬂiJ f(x)f(x) dx
R

=52J 1f(x)]> dx = R?.
R

Igy C-be helyettesitve a kivant 4llitast kapjuk. W
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Az aldbbiakban megvizsgaljuk, hogy mely feltétel teljesiilése esetén kapunk a Schrodinger-
becslésnél nagyobb alsé korldtot. Vildgos, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha

V5 |Au| - |[Bul| < AA-AB,  azaz  5|Au?-|Bu? < A% - AB?,
Az u vektor normdltsdgat és a

AA* = (A%, — (A)?

egyenlGséget figyelembe véve ekkor
5- AUl - [[Bul* < {{A%) — (A)3} - {(B*)u — (B},
ill.
5 Al [Bull® < (A%)y - (Bf)u — (A%)u - (B, — (A)L - (BY)u+ (A)y - (B)]
adédik. Mivel A 6nadjungilt, ezért
(A%)u = [|Aul?,
igy a fenti egyenlGtlenség
5 Aull® - [Bull® < [[Aw]® - [[Buf® — [|Aul* - (B)g — (A) - [[Bu® + (A), - (B);
ill.
A4 [|Au]f - [Bull* < —[|Aull® - (B)] — (A): - [Bull® + (A)L - (B)3 (2.1.10)

alakud.
2.1.2. tétel. Legyen (H, (-, -)) (szeparabilis) Hilbert-tér, A, B € £(H ~ H) onadjungélt operdtor,
és tegyiik fel, hogy az u € ‘H vektorra
ue DA)ND(B): Au € D(B), BueD(A), |u|=1.
Ha fennall a (2.1.10) egyenl&tlenség, akkor a szordsok szorzatdra a
V5| Au| - |Bul| < A - AB
becslés adhatd.
Megjegyezziik, hogy az
IAul? < (A)y & [Bull* < (B)}

esetben fenndll az (2.1.10) egyenlStlenség, ugyanis (2.1.10) azzal egyenértékd, hogy

0 < —4- Aul* - [[Bul* — [Aul|* - (B)y — (A)] - [Bull* + (A)y - (B)y, (2.1.11)
ami az

x = [|[Au]|, y = ||Buy||, w = (A), = (u, Au), z:= (B), = (u, Bu)
jelolések bevezetésével (2.1.11) nem mds, mint

0< —4-x*-y*—x*- 22 —wh -yt +w? 2

2

ami elegendSen nagy w? — x?* és z> — y? esetén nyilvanvaléan teljesiil.
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