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1. Bevezetés

Szakdolgozatomban inverz kombinatorikus optimalizalasi problémak megol-
dasat fogom bemutatni. Egy tipikus kombinatorikus optimalizélasi problé-
méaban egy el6re adott ¢ koltség-fliggvényhez keresiink legolcsobb elsirt tu-
lajdonsagta objektumot. Példaul egy grafban kereshetiink legolcsobb feszits
fat, vagy legolcsobb st-utat, vagy egy paros grafban minimaélis kdltségii teljes
parositast. A megfelel§ inverz feladatban a c-kdltség-fiiggvényen kiviil adott
egy konkrét z szoba jové objektum is (pl. feszits fa) és a feladat a ¢ legki-
sebb mértékben torténé megvaltoztatasa gy, hogy a megadott z objektum
a kapott ¢’-re nézve legolcsobb legyen.

Az inverz kombinatorikus feladatokat a "90-es évek elején kezdték kutatni.
Az inverz legolesobb ttrol elGszor 1992-ben Toint és Burton [8] irtak, a prob-
léméat 6k [ norméaban vizsgaltak, azaz a valtoztatast négyzetosszeggel mér-
ték. Mi most, a kiilonboz6 feladatokat [; normaban fogjuk vizsgalni, azaz a
komponensenként vett valtoztatasok abszolut értékeinek 6sszegét szeretnénk
minimalizélni. Mindenekel6tt nézziink egy-két gyakorlati alkalmazést.

Az inverz optimalizalas egyik legfontosabb geofizikai alkalmazasa a f6ld-
rengések mozgasanak elérejelzése. Egy adott féldrajzi teriiletet felbontanak
kisebb celldkra, ezeket a celldkat modellezik pontokkal, a szomszédsagot élek-
kel valamint egy ezeken értelmezett athaladési id6fiiggvénnyel. Ezeket az id6-
ket nem tudjik pontosan mérni, csak kozeliteni tudjak, viszont egy féldrengés
megvizsgalasaval feltéve, hogy mindig a legolcsoébb titon halad, a kozelits ér-
tékeket tudjak pontositani [22]|. Errdl kimutathato (1asd 3.1.3. fejezet), hogy
egy inverz legolcsobb 1t keresés.

Egy masik alkalmazas, a fizetés utak terheltségének szabalyozasa. Egy
uthalozatba bizonyos utszakaszokat az emberek elényben részesitenek alter-
nativ utakkal szemben, azt szeretnénk, elérni, hogy csokkentsiik ezeken az
utakon a forgalmat. Ehhez, egyik megoldas lenne az utak bévitése, azonban
ez koltséges, méasik megoldas, hogy bizonyos utak hasznélatanak koltségén
modositunk, arra azért figyelve, hogy ne legyen til nagy a valtoztatas [24].

Ez egy inverz folyam feladat.



A dolgozat masodik fejezetében megnézziik hogyan irhatoé le egy altaldnos
linearis program inverze, majd megnézziik azt a specidlis esetet, melynek
segitségével egyszertibb inverz kombinatorikus feladatok megoldhatok.

A harmadik fejezetben néhany inverz kombinatorikus optimalizalasi fel-
adat megoldasit nézziik meg. Itt lathatunk kiillonb6z6 megkozelitéseket a
problémak leirasara.

A negyedik fejezetben az inverz legolcsobb feszitd feny$ probléméat mu-
tatom be. Az el6zGekkel ellentétben, a szakirodalomban taldlhaté megoldas
helyett, egy 1j algoritmus keriil részletes bemutatasra. Kapcsolatot talalunk
az inverz feladat és egy specialis magrendszer legolcsobb lefedése kozott. En-
nek segitségével nem csak egy egyszertien bizonyitott algoritmust kapunk,
hanem egy min-max tételt is az optimumra. Ilyen tétel korabbi cikkekben

nem taldlhato.



2. Inverz linearis program

Az altalanos inverz lineéaris programot R. K. Ahuja és J. B. Orlin [5] irta
le, nekiink az [; normaban vizsgalt megoldasra lesz sziikségiink. Legyen
AeR™" ce R, beR™ f<geR" [:={1,....m}, J:={1,...,n}.
Vizsgaljuk a kovetkezd LP feladatot

min cx
Az > b, (1)

f<z<g.

Tarsitsuk a 7 € R™, ¢,7 € R™ dudlis valtozokat (1) megkotéseihez, igy a

kovetkez6 duéalis feladathoz jutunk

max 7wb+ @f —vg
W/4_+’¢)_EW/::67 (2)
>0, >0, v>0.

Legyen (1) megengedett megoldasa z,. Ekkor az xg-hoz tartozo inverz
probléma, hogy olyan c*-t keresiink c¢ helyére, amivel xy optimalis meg-
oldésa lesz (1)-nek gy, hogy ¢* a lehetd legkisebb mértékben térjen el c-t6l,

azaz:

min |jc — ¢
. o (3)
cfrg=min{c’z: Ax > b, f <z < g}.

Definiéljuk a kovetkez$ halmazokat: B := {i € I : ) . ;a;zo; = bi},
F={jeJ x;=fi},G:={jeJ:xy; =g}, T:=J\(FUG) =
{7 € J:f; <wy; < g;}. Ekkor B, F' és G azok az indexhalmazok ahol
(1) megszoritasai egyenlGséggel teljesiilnek x = z( esetén. Dualitas tétel
kovetkezményeképp o optimalis megoldasa (1)-nek, ha c-t c¢*-re cseréljiik

akkor és csak akkor, ha léteznek 7, ¢, v dudlis valtozok, melyekre



Zaijm—i—gpj:c; hajGF,

i€B

Zaijm—’yj:c; hajEG,

i€eB (4)
Zai]—m = C;f ha ] S T,
i€B

>0, >0, v>0.
Itt valojaban a dual valtozoknak csak B-ben levs elemei szerepelnek. Ezzel

az (1)-hez tartozé inverz problémat (3) a kovetkezs alakra hozhatjuk

min{||c — c¢*|| : Létezik m € R™, o,y € R" ami kielégiti (4)-et.}  (5)

Szimmetrikusan stlyozott [; norméval a kapott (5) linearizalhato. Vezessiik
be az o, f € R’} valtozokat, hogy ¢* = ¢+ o — 3 (ekkor §; elhagyhato ha
J € F, mert ha sziikséges ¢; novelhetd, hasonloan a; = 0 ha j € G), igy a

kovetkez6 alakhoz jutunk

max —wa— wf
Zaijm—l—goj—aj =c; hajelkF,
i€B
Zaijm—”yj—kﬁj:cj hajEG, (6)
i€B
Zaijm—oz—kﬁzcj hajET,
icB

>0, p>0,v>0, >0, >0.

Rendeljiik az y; dual véltozot a j-edik feltételhez, majd linedrisan valtoztas-

sunk rajta y; = y; — xo; (ezzel a 7, p,7, a, f nem véltoznak), ezzel felirhato



(6) dualisa:

min cy
Apy > bg,
fi <y; < fj+w; minden j-re, ahol f; = xy,
g9 —w; <y; < gj minden j-re, ahol x¢; = gj,
ro; — w; < y; < xg; +w; minden j-re, ahol f; < x¢; < gy,

y € R",

ahol Ap és bg az A és b B-ben lev sorait jelenti. Tehat (3) inverz probléma
megoldéasahoz (7) linearis programot kell megoldanunk y valtozoéra. Ez ha-
sonlit az eredeti (1) probléméhoz, az xy-ra nézve inaktiv egyenlGtlenségeket

elhagytuk, illetve modosultak a felsé és also korlatok.

1. Tétel (Ahuja és Orlin [5]). Legyen zo (1) linedris program megengedett
megolddsa , y a (7) optimdlis megolddisa, © (7) Apy > bp megkitéseihez
tartozd dudlis vdltozd és ¢ = ¢; — Y . g aym. Ekkor (3) megolddsa szim-
metrikusan sulyozott [y normdval:
¢j—|cj| hac] >0 ésxo; > fj
G =19 ¢+ hac) <0 ésxo; <gj, (8)

c; eqyébkeént.

Itt az abszolut értékek csupan annak a jel6lésére szolgalnak, hogy valdjaban

noveliink vagy cstkkentiink az eredeti koltségen.

2.1. Egy specilis eset

Vizsgéaljuk meg mit jelent (7) abban az esetben, ha az eredeti (1) egy kom-
binatorikus optimalizalasi feladatot ir le, melyben A egy TU-matrix, f = 0,
g=1,b€eZés xy € {0,1}". Ekkor, egységsilyozott normaban, azaz w = 1

esetén (7) a kovetkezd alakra egyszertisodik:



min cy
Apy > bp (9)

0<y<l,
ami megegyezik (1) néhany soranak elhagyasaval (azokat a sorokat hagyjuk
el, ahol Axg > b), tovabba ha Axy > b egyenldséggel teljesiil minden sorban,
akkor pontosan az eredeti (1)-t kapjuk. Ekkor (9) tehat szintén egy kom-
binatorikus optimalizalasi feladat, melynek létezik 0 — 1 értékd ' optimalis
megoldasa. Legyen m egy optimalis dualis megoldas. Megjegyezziik, hogy
egész-értekd c esetén 7 is valaszthato egész-értékiinek. Legyen ¢} mint az 1.
tételben, ekkor ¢f < 0 akkor és csak akkor, ha z = 1, és ¢ > 0 akkor és
csak akkor, ha x; = 0. Ezek felhasznalasaval az 1. tétel szerint az inverz

probléma optimalis megoldasa:

T !
¢j—|cj| hawo;=1¢ésa;=0,
c: =14 ¢;+|c7| haxy; =0és 2 = (10)
J J j 0j — J T
c; egyébként.

Mivel 7 valaszthato egész-értékiinek ha c egész-értékd, igy ¢* definiciojabol
kovetkezik, hogy szintén valaszthato egész-értékiinek ebben az esetben.

Megjegyezziik, hogy ha w nem azonosan egység, akkor (7) a kovetkez
alakban irhato fel:

min ¢y
Apy > bp (11)
ro—w <y < o+ w.
A kovetkezo fejezetben megnézziik, hogy (9) milyen feladatot ir le az in-
verz legolesobb 1t vagy az inverz maximalis sulyt teljes péarositas feladat

esetén, illetve ezekben az esetekben hogyan kapjuk meg az optimalis megol-

dast (10) segitségével.



3. Kombinatorikus inverz feladatok

Ahogy azt az el6z6 fejezetben lathattuk, specidlis kombinatorikus linearis
programok inverze [; normaban egy, az eredetihez nagyon hasonld, kombi-
natorikus optimalizalasi probléma megoldéasat jelenti, igy szebben kezelhetd,
mint egy altalanos linearis program. Nézziik meg mit is jelent ez egyszert

példakon keresztiil.

3.1. Inverz legolcsébb 1t

Az inverz legolcsobb Gt problémat széles korben vizsgéltak, most a lehetd leg-
egyszer(ibb véaltozatat nézziik meg, melyet Ahuja és Orlin [5] irtak le. Adott
egy D = (V, A) iranyitott graf, s,t € V' két kitiintetett csics és az éleken ¢
koltségfiiggvény. Feltessziik, hogy D nem tartalmaz c-re nézve negativ kolt-
ségli iranyitott kort. A legolcsébb 1t keresés, hogy megtalaljuk azt az
s-bél indulé t-ben végzds utat, melyben az élek 6sszkoltsége minimalis. Az
inverz legolcsébb 1t feladat, hogy egy adott Py st-ut esetén, megadjuk
azt a ¢® koltségvektort, melyre nézve Py legolcsobb st-ut és ¢* c-t6l a lehetd
legkisebb mértékben tér el.

A legolcsobb st-1it keresd problémét felirhatjuk mint egy lineéris program:

min Z [CupTup * uv € Al

1 hawu=s,
Z[muv:uveA]—Z[Q:w:vueA]: —1 hau=t, (12)
v v 0 haué¢{s,t},

0<Zy <1hauve A.

Ismert a kovetkez6 tétel, amely a legrévidebb it dudlisarol szol. Egy 7w po-

tencidl megengedett, ha w(v) — 7(u) < ¢(uv), minden uv € A él esetén.

2. Tétel (Duffin). Konzervativ ¢ kéltségfiigguény esetén az s-bél t-be vezetd

utak kéltségének minimuma egyenld a w(t) —w(s) érték marimumdval, ahol a
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maximum az 06sszes megengedett w potencidlon veendd. Amennyiben ¢ egész-

értékd, ugy az optimdlis w 1s vdlaszthato annak.

1. Allitas. Legyen 7(v) az s-bdl v-be vezetd legolesobb it koltsége minden

v € V csicsra. Ekkor m megengedett, sét optimdlis dudlis megoldds.

Megjegyezziik, hogy a legolcsoébb 1t keresés felirhato, mint egy specialis
folyam vagy feszité fenyé feladat, igy az azokra vonatkozé inverz feladatok
megoldéasa specialisan hasznalhato az inverz legolcsobb 1t esetében, azonban
lényegesen egyszertibb megoldast kapunk, ha megvizsgaljuk ezt a specidlis

esetet.

3.1.1. Inverz legolcs6bb it /; normaban

Mivel (12) olyan lineéris program, melyre a 2.1. fejezetben latott feltételek
teljesiilnek, igy mivel minden valtozé egyenlGséggel teljesiti (12) megkotéseit,
ezért a hozza tartozo (9) megegyezik vele. Tehat, hogy megoldjuk az inverz
legolcsobb ut feladatot [; norméban, az eredeti grafon kell megoldanunk egy
legolcsobb 1t keresést, illetve annak duéalisat.

Jelolje P’ egy legolcsobb utat az eredeti grafban. Legyen m az 1. allitas
szerinti optimalis dudl megoldas, és az uv élekhez rendelt csékkentett koltség

chy = Cuyy — Ty + Ty Erre m megengedettségébdl kovetkezik, hogy:

=0 hauw € P,

(13)
>0 hauwvé P
Tehat az optimélis ¢* koltségfiiggvényt megkapjuk (10) szerint
w — Ch, ha uv € By és P,
oo c c uw b és uv & (14)

Cun kiilénben.

Vagyis ebben az esetben az el6irt Gt mentén azokon az éleken kell csokken-
teni, melyek nem részei egy eredetileg legolcsobb tutnak, a graf tobbi élein

a koltség valtozatlan marad. Igy azt érjiik el, hogy az eredetileg legolcsobb
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0t az is marad, az altalunk kijelolt pedig egy ugyanakkora koltségii alterna-
tiv legolcsobb 1t lesz. Megfigyelhetjiik, hogy ekkor az optimalis valtoztatas
Osszesen éppen akkora, mint a kijelolt Py ut és az eredetileg legolcsébb P’
ut eredeti koltségének kiilonbsége. Ez a kiilonbség egy konnyen lathato al-
sO korlat a sziikséges valtoztatas nagysdgara, ami tehat az inverz legolcsobb
it esetén el is érhet§. Ez altalaban nem igaz, késébb latjuk, hogy példaul
az inverz legolcsobb feszité feny6 estében a trivialis alsé becslésnél nagyobb

valtoztatasra lesz sziikség.

3.1.2. Inverz legolcs6bb it stlyozott [y normaban

Ebben az esetben olyan c* koltségvektort keresiink, ami mellett Py minimé-
lis és > (wup|cuw — ¢y  uv € A) a lehetd legkisebb. Ekkor (11) szerint a
dudl inverz probléma megegyezik az eredeti (12) problémaval, annyi kiilonb-
séggel, hogy 0 < x,, < 1 helyett —w,, < 2y < Wy, ha uv € A — By és
1 — Wyy < Ty < 14 Wyy, ha uv € Py megkdtéseket frunk. Az igy kapott
linearis program mar nem egy minimalis koltségi 1t keresést ir le, hanem
egy minimalis koltségi folyam keresést. Illetve megkapjuk az optimalis kolt-
ségvektort (8) szerint, ha 7 az optimalis dudlis megoldasa a kapott folyam
feladatnak.

3.1.3. Egy gyakorlati alkalmazéas

A bevezetGben elGrevetitettiik, hogy a foldrengések terjedésének vizsgalata-
kor felmeriil egy inverz legolcsobb 1t feladat, most ezt nézziik meg részlete-
sebben.

Adott egy n cellara bontott foldrajzi teriilet. Két cellat szomszédosnak
neveziink, ha fizikailag egymas mellett helyezkednek el. Kiilonb6z6 méré-
sekkel meg tudjak becsiilni két u és v szomszédos cella kozotti ¢y, terjedési
id6t (amennyi id6 kiilonbséggel észlelhetd egy foldrengés a két cella kozott).
Feltehetjiik, hogy egy foldrengés két vizsgalt s és t pont kozott mindig agy
terjed, hogy a legrévidebb id6 alatt jusson el s-bél t-be. Ha pontosan ismer-

nénk a terjedési idGket, akkor egy s pontban észlelt foldrengés alapjan egy
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legolcsobb ut kereséssel meg tudnank hatarozni, hogy mennyi idé milva fog
t pontba eljutni. Ezért célunk, hogy egy féldrengés terjedésének megvizsgé-
lasanak segitségével c-nél jobb becslést adjunk a terjedési idGkre. Tehat egy
olyan ¢* id6t keresiink, ami csak kis mértékben tér el a becsiilt c-t6l, és erre
nézve a vizsgalt foldrengés valoban a legrovidebb id6 alatt jut s-bdl t-be.

Legyen D = (V, A) egy iranyitott graf, ahol V = {vq,...,v,} a cellaknak
felel meg, A = {uv : u,v € V és u szomszédos v-vel}, tovabba ¢ koltségfiigg-
vény (becsiilt terjedési id6). Egy adott f6ldrengés terjedésének megfigyelésé-
vel megkapunk egy Fy st-utat, ami mentén a foldrengés halad. Keressiik azt a
c* koltsegfiiggvényt (terjedési idét), ami mellett ez a Pyt a legrévidebb ideji
st-ut, és ami c-t6l a legkisebb mértékben tér el, azaz > [cy,, — ¢, 1 uv € Al a
lehetd legkisebb. Ez tehat éppen egy inverz legolcsobb 1t feladat a D grafon,
c koltség-fliggvény mellet, F, el6irt uttal.

3.2. Inverz maximadlis silyt teljes parositas paros graf-

ban

Az paros grafra felirhat6 inverz parositas feladatot szintén a lehets legegysze-
riibb alakban vizsgaljuk, a leirasban itt is Ahuja és Orlin |5] megkozelitésére
tamaszkodunk. Adott G = (S, T, F) paros iranyitott graf, ahol |S| = |T'| és
E C{uv:u € S ve T}, tovibba az éleken egy c silyfiiggvény. A maximalis

silyi teljes parositas keresését a kovetkezd lineéris program irja le:

min —Z[cuvxw:uvé E]
Z[muvzquE]zl hawe S
’ (15)
—Z[muv:uUEE}:—l haveT
0<2u, <1 hawvekF.

Egy cstcsokon értelmezett w fliggvényt stilyozott lefogasnak nevezziik, ha
m(u) + m(v) > c(uww), minden uv € E &l esetén. Egy uwv € E élt pontosnak

neveziink 7 sulyozott lefogasra nézve, ha m(u)+m(v) = c(uv). Egy 7 stlyozott
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lefogés Gsszértéke > [m(v) : v € SUT]. Ismeretes a dualis megoldasrol szolo
tétel.

3. Tétel (Egervary). A G = (S,T,E) teljes pdrositdissal rendelkezd pdros
grdafban a c : E — R sulyfiiggvényre vonatkozo maximdlis sulyid teljes pdro-
sitds siulya egyenld a silyozott lefogdsok minimdlis dsszértékével. Amennyi-
ben c egész-értékd, gy az optimdlis w sulyozott lefogds is vdlaszthato annak.
Amennyiben G teljes pdros grdf és ¢ nemnegativ, gy az optimdlis sulyozott

lefogds vdlaszthato nemnegativnak is.

1. Tulajdonsag. A tételbdl kovetkezik, hogy az optimdlis M’ pdrositds élei

az optimalis dudlis m-re nézve pontosak.

Az inverz maximadlis silya péarositas feladatban adott tovibba egy
M, parositas, és egy olyan c* silyfliggvényt keresiink, amely mellett M,

maximalis stulya teljes parosités és ||c — ¢*|| a lehetd legkisebb.

3.2.1. Inverz maximalis stlyi teljes parositas /; normaban

Keressiik most a minimumot 4 norméaban, azaz ||c — ¢*|| = > (Jc. — | 1 e €
E). Ekkor, (15) olyan mint a 2.1. fejezetben és minden megkotés egyenlség-
gel teljesiil, ezért a hozza tartozo (9) éppen megegyezik az eredeti feladattal.
Jelolje M’ az eredeti grafban levs optiméalis parositast és legyen 7 a 3. tétel
szerinti optiméalis dudlis megoldas. Jelolje cl, = c,, — m, — T, az élek csok-
kentett sulyat, az 1. tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ¢, = 0 ha uv € M’, és

cr, <0 hawuv ¢ M. Ezért (10) szerint az optimalis ¢* a kovetkezd:

_ ) e ler,| ha uv e My — M, (16)
Cuv kiilénben .
Tehét az inverz maximalis stlyu teljes parositas megoldasahoz keresniink
kell egy maximalis stlya M’ péarositast, illetve egy optimalis dudlis 7 stlyo-
zott lefogast. Majd az uv € My — M’ élek silyat kell névelni |c], | értékkel.

Ezzel My ugyanakkora silytu teljes parositassa valik mint M'. Itt is igaz az a
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tulajdonsag, hogy az optimélis viltoztatas nagysaga éppen akkora, mint az

eredeti maximalis silyu és a kijelolt teljes parositas sulyanak kiilonbsége.

3.2.2. Inverz maximalis stlya teljes parositas silyozott [, norma-

ban

Ebben az esetben olyan c* stilyvektort keresiink, ami mellett M, maximélis
és Y (WyplCww — ¢| + uv € E) a lehets legkisebb. Ekkor (11) megegyezik
az eredeti (15) problémaval, annyi kiilonbséggel, hogy 0 < z,, < 1 helyett
—Wyp < Ty < Wy ha uv € B — My, és 1 — wyy < Ty < 14 wy, ha
uv € My megkotéseket irunk. Az igy kapott linearis program mar nem egy
maximalis salyd parositast ir le, hanem egy folyam feladatot. Az inverz
feladat megoldasahoz ekkor ennek a folyam feladatnak a megoldésara lesz

sziikség.

3.3. Inverz minimalis koltségii folyam

Az inverz problémak megoldasat leirhatjuk linearis programok hasznélata
nélkiil, tisztan kombinatorikus meggondolasok tutjan is eljuthatunk az opti-
maélis megoldashoz. Ebben az esetben, egyrészt mutatunk egy alsé korlatot a
sziikséges valtoztatas nagysigara, majd mutatunk egy olyan megoldast, ami
éppen ezzel a mennyiséggel tér el az eredeti koltségtsl, és mellette a kijel6lt
objektum optimalis. Erre példa Ahuja és Orlin késébbi cikkében [3] leirt
inverz minimalis koltségt folyam feladat megoldasa, ezt nézziik most meg.
Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, minden uv € A élhez tartozik egy c,,
koltség és egy g, kapacitas, illetve minden v csticshoz egy kereslet-kinalat
h(v) érték. Feltehetjiik, hogy uv és vu koziil legfeljebb az egyiket tartalmaz-
hatja A. Ha h(v) > 0, akkor v termel@, kiilonben fogyaszté. A minimalis
koltségii folyam probléma, hogy elégitsiik ki a fogyasztok sziikségleteit
a rendelkezésre allo termeléssel, gy hogy a kapott folyam a kapacitasokra
nézve megengedett és miniméalis koltségli. Az inverz minimalis koltsé-
gl folyam feladatban adott egy xy megengedett folyam és egy olyan c*

koltségfiiggvenyt keresiink, ami mellett x° optimalis és ||c — ¢*|| minimélis.
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3.3.1. Inverz minimalis koltségi folyam /; norméiban

Keressiik most ¢* kéltséget gy, hogy a c-t6l valo eltérése [ normaban legyen
minimélis, azaz ||c — ¢*|| = > (lca — | : a € A). Az egyszerliség kedvéért
tegyiik fel, hogy 2° = 0. Ez elég, ugyanis ha 2° # 0, akkor x folyamot felbont-
hatjuk 2 = y + 2° alakban. Ekkor y° = 0 folyamot szeretnénk optimalissa
tenni.

Készitsiink az adott 2°-hoz egy D(2°) segédgrafot. Megvizsgalunk min-
den uv € A élt, és a kovetkezdk szerint hiizunk éleket D(2°)-ba: ha 20 < g,

akkor bevesziink egy uv élt c,, koltséggel A(x®)-ba, ha 2% > 0, akkor be-
0

uv

vesziink egy wuv élt —c,, koltséggel, ha 0 < z,,, < gy, akkor mindkét élt

bevessziik. Ekkor az alabbi tulajdonsag teljesiil.

2. Tulajdonsag. Az 2° folyam optimdlis megolddsa a minimdlis kéltségi
folyam problémdnak, akkor és csak akkor, ha a D(x°) segédgrdf nem tartalmaz

negativ kéltséqgd iranyitotl kort.

Konnyen lathato, ha 2° = 0, akkor D(z°) = D, igy D(x°) helyett irhatunk
egyszertien D-t. A 2. Tulajdonsag szerint ¥ akkor és csak akkor optimalis
folyam D-ben, ha D nem tartalmaz negativ koltségl kort. Legyen 7w egy
n dimenzids vektor, cI  jelolje a csokkentett koltséget, azaz legyen c], =

Cuy — Ty + T, Ez alapjan a definicié alapjan a kovetkezé tulajdonsag igaz.

3. Tulajdonsag. D grifban barmely W irdnyitott kirre

s
E Cop = g Cup-

uveW uveW

Kovetkezésképp, ha cl, > 0 minden uwv € A élre, akkor D nem tartalmaz

negativ koltségd kort.

4. Tétel. [3] Legyen p a D-ben levd diszjunkt korok dsszkoltségének mini-
muma. Ekkor —up az optimdlis célfiiggvény érték az inverz minimdlis kéltségi
folyam problémdra.

Bizonyitds. A bizonyitas két részbdl all, els6 korben megmutatjuk, hogy —u
alsé korlatja a sziikséges valtoztatasnak, majd megmutatjuk, hogy ez az alsé

korlat elérhetd.
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A 2. tulajdonsag kdvetkeztében, ha taldlhato egy negativ kor, akkor az
optimélis ¢* koltségvektorhoz biztosan noévelni kell a kér mentén legalabb
annyival, mint amennyi a kor koltségének abszolut értéke. Ha tobb éldisz-
junkt negativ koltségi kor van, akkor legaldbb ezek abszolut koltségének
Osszegével kell novelni. Ez épp azt jelenti, hogy legaldbb —pu valtoztatasra
sziikség van.

Ahhoz, hogy elérhet6 ez a korlat, vegyiik észre hogy a minimalis kéltségi
diszjunkt korok egy aramot definidlnak. Ahol a kordk élein az &ram 1, minden
tovabbi élen 0. Tehéit ha a segédgrafban 1 kapacitassal keresiink minimalis
koltségi aramot, az épp a minimalis 0sszkoltségl diszjunkt koéroket talalja
meg. Ennek a feladatnak a dualitas tétel értelmében létezik egy optimalis
dudlis m megoldésa és igy egy olyan c],, = c,, — ™, + 7, melyre ¢, <0, ha
uv egy korhoz tartozik és ¢, > 0, ha nem. Legyen ¢, = c,, — c],, ha wv
egy kornek éle, kiilénben legyen ¢}, = c,,. Kénnyen ellenérizhets, hogy c* 7

melletti csokkentett koltsége nemnegativ, igy 3. tulajdonsig értelmében z°

valoban megengedett megoldés és > (|c, — ¢i| :a € A) = —p. O

Megjegyezziik, hogy ha c egész-értékd, akkor pu is egész, tovabba ekkor a
bizonyitasban szereplé 7 is valaszthato egész-értékiinek, igy az optimalis ¢*
is. Feltettiik, hogy uv és vu egyszerre nincs A-ban. Azonban, ahhoz hogy
feltehessiik, hogy 2° = 0 a sziikséges transzformaciok elvégzése utan keletkez-

hetnek olyan u,v parok melyekre mindkét él megjelenik. Ebben az esetben

*
vu?

biztositani kell hogy ¢, = —c;,, mivel ekkor ugyanazt az élt reprezentaljak
az eredeti D-ben. Megfigyelhetjiik, hogy az algoritmus csak azokon az éle-
ken moédosit, ahol ¢, < 0, tovabba ha c],, < 0, akkor ¢}, > 0, tehat az élpar
koziil mindig csak az egyiket modositjuk, és csak ezt vessziik figyelembe a cél-
fiiggvénynél. De ha c,,-t megvaltoztatjuk, sziikségképp valtoztatni kell c,,-t
is ugyanakkora mértékben ellenkez§ irdnyban. Ha egy él c,, koltségét meg-
valtoztatjuk, annak csokkentett koltsége 0-va valik, és igy a vu csokkentett
koltsége is, és folytathatjuk az optimélis feltételek kielégitését.

Osszegezve a kapott eredményt, visszavezettiik az inverz minimalis kolt-

ségti folyam feladatot egy minimalis koltségi dram problémara egységkapa-
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citasu grafon. Ennek megoldésa altalaban egyszertibb mint egy altalanos
folyam feladat megoldasa. Egymést kovets legolcsobb utak modszerével ez
megoldhato O(m(m + nlogn)) idében (Ahuja, Magnanti, Orlin [2]).

3.4. Inverz minimalis vagas

A inverz folyamhoz hasonléan, az inverz minimalis vagas esetében is, egyszert
a valtoztatas nagysagara also korlatot adni, illetve tudunk mutatni olyan
megoldast, amely ezt eléri. Ismét, Ahuja és Orlin [3| leirasara tamaszkodva
nézziik ezt a problémat.

Adott egy D = (V, A) iranyitott graf, az élein g kapacitassal, két kitiinte-
tett cstccsal egy s forrassal illetve egy ¢ nyelGvel. D grafban egy vagas az élek
egy olyan halmaza, melyek torlésével a graf ketts vagy tobb komponensre esik
szét, de ez a tulajdonsag semelyik részhalmazara sem igaz. Egy st -vagas egy
olyan vagas, amelyik a D csiicsait pontosan két részre osztja, az egyik S tar-
talmazza s cstcsot, a masik S = V — S tartalmazza t csiicsot. Ez alapjan egy
st-vagast jelolhetiink a keletkezett csticshalmazokkal: [S,S]. Jeldlje (S, S) a
vagasban az elére éleket, azaz (S,S) = {uv € A :u € S,v € S}, és jeldlje
(S,9) a vissza éleket, azaz (S, S5) = {uv € A:u € S,v € S}. Definiljuk az
st-vagas kapacitasat g[S, S| az elére élek kapacitdsainak dsszegével, vagyis
g5, 5] = Y [guw : wv € (S, S)]. A minimaélis vagas feladat, hogy taldljunk
egy minimalis kapacitasa st-vagast. Az inverz minimalis vagas feladat,
hogy modositsuk a kapacitas vektort g*-ra tgy, hogy egy eldirt [Sy, Sp] vagas
minimalis vagassa valjon, és a valtoztatas||g* — g|| mértéke a lehets legkisebb

legyen.

3.4.1. Inverz minimalis vagas [, normaban

Nezziik meg az [; norméval vett esetet, azaz most||g* — g||;, = >_ (|9}, — Juo| :
uv € A), ezt szeretnénk minimalizalni. T6bb kapacitas vektort hasznalunk,
ezért jelolje D(z) a z kapacitassal ellatott D grafot. A maximaélis folyam -

minimalis vagés tételnek vegyiik a kovetkez6 alakjat mint egy tulajdonsagot:
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4. Tulajdonsag. Egy [So, So| st-vdgds minimdlis D(g)-ben akkor és csak
akkor, ha létezik egy megengedett x folyam D(g) grifban s-bél t-be, amely
teliti az [Sy, So| vdgdst, azaz ., = Gu minden uv € (Sy,Sy) esetén, és
Tyy = 0, ha uv € (Sp, Sp).

Legyen D' = (V'  A") az a graf, amit ugy kapunk D = (V, A) grafbol,
hogy toréljiik az [Sy, So] vAgas vissza éleit, vagyis A’ = A — (Sp, Sp). Legyen
¢' kapacitas vektor A'-n, ahol ¢/, = gu,, ha uv € A'.

1. Lemma. [Sy, Sy minimdlis vigds D(g) grdfon akkor és csak akkor, ha

[So, So| minimdlis vigds D'(g') grdfon, ahol g\, = guw minden uv € A esetén.

Bizonyitds. Tegyiik fel hogy x teliti [Sy, So] vagast D(g)-ben, tehat [Sp, So]
minimalis vagas. Legyen 2’ megengedett folyam D’(¢')-ben olyan, hogy =/, =
Ty, minden A — (Sp, Sp) élre. Ekkor ez az 2’ teliti az [Sy, Sy| vagést, ezért
[So, Sp] minimalis vagas D’(¢')-ben. A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy
[So, So] minim4lis vagas D'(g')-ben, amit az 2’ folyam telit. Legyen x folyam
D(g)-ben olyan, hogy 2., = z'uv ha uv € A — (Sy, Sp) és x,, = 0 ha uv €
(So, So). Ekkor lathato, hogy z teliti [Sy, So] vagast D(g)-ben, tehét [Sy, Sol

minimalis vagas D(g)-ben. O

5. Tétel. [3] Ha g egy optimdlis kapacitdsvektor az inverz problémdra D'-
ben, akkor g* egy optimdlis megoldds az inverz problémdra D-ben, ahol g, =

Guv minden uv € A — (Sy, So) €lre és g, = Guw, ha uv € (Sp, Sp).

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy ¢ optimalis megoldéas az inverz probléméara D’-
ben. Legyen g, = §u, ha uv € A — (Sp, Sp) és g¥, = Gus ha uv € (Sy, Sp).
Ekkor ||g* — gll; =11g — gl|;, ezért D-ben az optimalis célérték legfeljebb ak-
kora mint az optimalis célérték D’-ben. Most tegyiik fel hogy ¢* az optimalis
vektor D-ben. Legyen §,, = g, ha uv € A — (Sy,S). Ekkor 1. lemma
szerint § inverz megengedett D’-ben, tovabba ||g — gl|, < |lg* —g|l, és igy
az optimalis célérték az inverz problémara D-ben legalabb annyi mint az

optimalis célérték D’-ben. H
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Tehat az 5. tétel szerint a D grafhoz tartozo inverz probléma megolda-
sdhoz elég megoldani az inverz problémat D’-ben. Legyen Excess(S,h) a
D’-ben [S, S] vigas kapacitasa h kapacitdsvektor mellett minusz a maximalis
st-folyam értéke D’-ben h kapacitasvektor mellett. Ekkor h inverz megenge-
dett D’-ben akkor és csak akkor, ha Fxcess(Sy, h) = 0.

2. Lemma. Az optimdlis célérték az inverz minimdalis vdgds problémdra
D'(¢')-ben legaldbb Excess(Sy, q')

Bizonyitds. Legyen [S’, S| aminimalis vagds D'(g')-ben. Ekkor Excess(Sy, g')

az [Sp, So] vAgas kapacitdsa minusz az [S’, 5] vagéas kapacitdsa, vagyis:

> [ > Guy = Excess(So, g')

u’UG(So,So)—(S',S’) UUG(S’,S’)—(SU,S())
Legyen § egy optimalis megoldas D’-ben, ekkor [Sp,Sy] minimélis vagis

D'(g)-ben, kovetkezésképp:

Z guv - Z guv Z 0

uUE(S’,S’)—(So,S'o) u”L)G(So,So)—(S’,S’)
A két egyenl6tlenség Gsszegébdl ||g' — g||, > Excess(Sy, ¢') kovetkezik, amit
be akartunk latni. O

6. Tétel. [3] Az optimdlis érték az inverz minimdlis vdgds problémdra D'-ben
FExcess(So, q').

/
uv

ha uv € [Sp, So], és Guv = ¢, ha uv € [Sy, Sp]. Ekkor ' teliti az [Sy, So]

Bizonyitds. Legyen 2’ egy maximalis st-folyam D’(¢’')-ben. Legyen g, = x

vagast D'(g)-ben, ezért ¢ inverz megengedett. Tovabba észrevehetjiik, hogy
g —d'll, = Excess(Sy,¢’'), amibdl 2. lemma szerint kovetkezik, hogy ¢ az

optimélis megoldas az inverz minimalis vagas problémara. O

Ha van egy ¢ optimalis megoldas D’-ben, akkor az 5. tétel alapjan meg-
kapjuk ¢* optimalis megoldast D-ben. Ha ¢ kapacitasvektor egész-értéki,

akkor az el6z6 tételben szerepls folyam is valaszthato egész-értékiinek, igy
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az optimdlis g* is. Megmutattuk, hogy az inverz miniméalis vagas probléma
visszavezethetd egy maximalis folyam keresésére. Egy maximalis folyam ke-
resésére a leggyorsabb erésen polinomialis algoritmus O(nm log(n?/m)) ideji
Goldberg and Tarjan [17].

3.5. Inverz minimalis koltségi feszitofa

Sokkalingam, Ahuja és Orlin [25] visszavezették az inverz minimalis koltségt
feszit6fa problémat egy parositas feladatra, késébb Ahuja és Orlin [4] mu-
tattak egy hatékonyabb algoritmust a kapott parositas megoldasara, most ez
utobbi cikk alapjan nézziik meg, hogyan kapjuk meg ezt a parositas feladatot
az inverz feszit6fa problémabol.

Adott G = (V, E) graf, az éleken c koltséggel. Legyen n =|V| és m =|E|.
Adott tovabba egy Ty = {e1,...,e,—1} C E feszitofa, feladatunk egy olyan
c* koltségfiiggvény taldlasa, amely mellett T minimalis koltségii feszit6fa és
melyre > (|c. — ¢f| : e € EY) minimalis.

Barmely két csiics kozott 1étezik pontosan egy 1t T faban. Jeldlje egy e;
nem fa ¢l két végpontja kozotti ilyen utat Ple;]. Ekkor T pontosan akkor

minimalis feszitGfa ha teljesiil a kovetkezd optimalitasi feltétel,
ci <cihae € Ple], j=nn+1,...,m.

Ebbdl lathato, hogy ha Tj fa élein néveliink, vagy ha E—Tj élein csokkentiink,
azzal nem jutunk kozelebb ahhoz, hogy Tj kielégitse ezt a feltételt. Tehat
létezik egy olyan c* optimdlis koltségvektor amire ¢* = ¢ + «, ahol «; < 0,
hai=1,2,...,(n—1),ésa; >0, ha j=n,n+1,...,m. Ezt felhasznilva

az inverz probléma felirhat6

m n—1
minZaj—Zozi
j=n =1
¢i+o; <cj+a; hae € Plel, j=nn+1,...,m, (17)
a; <0 hai=1,2,...,(n—1),

a; >0 haj=nn+1,...,m.
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Vagy ezzel ekvivalensen

n—1 m
max E Q; — E Q;
=1 j=n

a;—a;<c¢j—¢ haijeFE, (18)

a; <0 haieV],

a; >0 hajelj.
ahol G’ = (V' E') = (V] U V], E’) egy paros graf, melyet Ty mellett a kovet-
kez6képp készitiink el. A csucsok V' = V/ UV, ahol V] = {1,2,... ,n—1} és
Vy={n,n+1,...,m}, illetve az éleket E’ tigy kapjuk, hogy megvizsgalunk
minden e; € E — T élt, és behtizunk egy ij élt akkor, ha e; € Ple;], azaz
E' ={ij:e; € Plej],1 <i<n—1,n<j<m} EztaG grafot nevezziik
utgrafnak, ekkor ez egy m csicsu és (m —n+1)(n — 1) = O(nm) éld graf.
Vegyiik (19) mint egy linearis programozasi feladat dualisat. Rendeljiik az

1j ¢lhez az x;; dualis valtozot, igy kapjuk:

min Z (Cj — Ci)zij = Z Cj( Z xz’j) - Z Ci( Z ‘Tij)
(

i,j)EE’ JEN, {i:(i,§)EE"} iEN] {j:(4,5)€E"}
Y ;<1 haieV],
(:.9)€E") (19)
Z z; <1 hajelVy,
{iz(ig)eE"}

Lij Z 0 ha Zj c E/.

Ez éppen egy paros grafban felirhato parositési feladat, ahol az i € V/
cstcsokra —c; sulyokat helyeziink, illetve a j € Vi cstcsokra ¢; stlyokat.
Minden G’-ben levé M parositast leir az x vektor, melyben z;; = 1 minden
ij € M élre, és x;; = 0 minden ij ¢ M élre. Ez a parositasi feladat, és igy

az inverz feszitG fa probléma megoldhato O(n?logn) lépésben [4].
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3.6. Inverz matroid metszet

Az el6z6 fejezetben latott inverz feszitéfa probléma és annak megoldasa
konnyen kiterjeszthetd egyetlen matroid inverz bazis probléméjara, a megol-
dashoz itt is egy paros graf parositaséra van sziikség. Ennek részletes bemuta-
tasa helyett a joval komplexebb inverz matroid metszet problémat targyaljuk
két matroid esetén [10].

Adott E alaphalmazon két matroid M; = (E,Fy) és My = (E,F3), to-
vabba az alaphalmazon értelmezett w stlyfiiggvény. A matroid metszet
feladat, hogy egy rogzitett k pozitiv egészhez keressiik meg a maximalis st-
Iyt k elemii kozos fiiggetlen B halmazt. Az inverz matroid metszet feladatban
adott tovabba egy k elemt kozos fiiggetlen By halmaz, az E alaphalmazon
értelmezett ¢ > 0 koltségfiiggvény és g > 0 korlat. Az inverz matroid
metszet feladat, hogy keresiink egy olyan w* sulyfiiggvényt, amire teljesiil

a kovetkezd harom tulajdonsag:

1. By maximalis stlyu k elemt kozos fiiggetlen halmaz w* mellett,
2. Y [c(e)|w(e) — w*(e)| : e € E] a lehets legkisebb,
3. Jw(e) —w*(e)| < g(e) minden e € E elemre.

Lathato, hogy nem segit ha B-n kiviil néveliink, vagy B-n csokkentiink,igy

w* a kovetkezd alakban irhato fel:

. w(e) +d(e) haee€ B,
w(e) =
w(e) —d(e) haee EF— B, (20)
0<d(e)<gle) haecEFE.
Célunk az inverz matroid metszet feladat felirasa linearis programként,

ehhez elGszor két lemmara lesz sziikségiink.

3. Lemma. [15] Adott M = (E, F) matroid, legyen F* = X : X € F,|X| = k.
Ekkor I € F* maximdlis silyi w silyfigguény mellett akkor és csak akkor,

ha
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1.2 ¢ 1, I +x¢F esetén w(z) <w(y) hay e C(I,x) és
2.0 ¢l [ +aeF esetén w(z) <w(y) hay € I,
ahol C(1,x) jeloli az egyetlen kort I + x-ben.

4. Lemma. [15] I € F} N Fy mazimdlis silyi w-re nézve, akkor és csak
akkor, ha léteznek wy és wy silyok tigy, hogy I mazimdlis silyi w;-re Fr-ben
(1=1,2).

A lemmak felhasznalasaval tehat tudjuk, hogy a keresett optimalis w*

megoldas felbomlik olyan wy, wy stilyokra, melyekre teljesiilnek a kovetkezdk:

wi(f) —wi(e) <0, Vf ¢ By, f+ By € Fi, e € By,
w,(f) — wl(e) S O, Vf §é Bo, f + BQ §é E, e e CZ'(BQ,f)7

w* = wy + wy.

Tehat w*-ra felirtunk egyenlGtlenségeket, amelyek egyrészt (20) azt mu-
tattak meg, hogy w koltséghez képest milyen valtoztatassal kaphatjuk meg
w* optimalis koltséget, illetve masrészt (21) ad egy sziikséges és elégséges fel-
tételt arra, hogy w*-ra nézve By valdoban maximalis koltségl kozos fiiggetlen
k elemd halmaz legyen. Tehat az valtoztatasok Osszkoltségének minimali-
zalasa (D [c(e)d(e) : e € S]), ezen egyenl6tlenségek fenndallasa mellett, egy
olyan kombinatorikus linearis program amelyik éppen az inverz matroid met-
szet problémét irja le, igy mutatja hogy ez erGsen polinomidlis algoritmussal
megoldhat6. Megmutathato, hogy ennek a linearis programnak a dualisa épp
egy minimalis koltségi dram feladatot ir le [10], erre az eredményre jut a cikk
egyik szerzGje egy késGbbi cikkben is [9], ez a cikk mas lemmakbol indul ki, a
matroid feladat dualisat hasznalja a megengedett megoldasok felirdsara, ez a
fajta megkozelités igen hasznos tud lenni, de ebben az esetben atlathatobb,
kénnyebben érthetd leirast eredményez az el6bbi megfontolas.

Sok kombinatorikus probléma felirhaté mint matroid metszet, igy az itt

kapott eredmények hasznalhatok, ugyanakkor érdemes mégis kiilon vizsgalni
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ezeket, hiszen altalaban a hozzajuk kapcsolédé inverz probléma egyszeriibb
kombinatorikus feladatra vezethets vissza, mint az altalanosabb inverz mat-

roid metszet probléma.

3.7. Inverz maximalis stly teljes parositas

Nézziink most példat egy olyan inverz problémara, amely megoldasara ed-
dig nem talaltak hatékony algoritmust. Az altalanos grafban felirhato inverz
maximalis silyu teljes parositas problémat Liu és Zhang [21] ellipszoid mod-
szerrel oldja meg, ez alapjan nézziik meg hogyan irhato fel ez a feladat.
Adott G = (V, E) graf, az élein w sullyal és egy My € E teljes parosi-
tas. Keressiink olyan w* sulyvektort, ami mellett M, maximalis sulyu teljes

parositas tgy, hogy w* a lehetd legkisebb mértékben térjen el w-tdél.

1. Definicid. Legyen My eqy teljes pdrositdsa G grifnak. Eqy C kirt alter-
ndlo kérnek hivunk My-ra nézve, ha az élei vdltakozva tartoznak My-ba illetve
E—My-ba. A C alterndld kor sulya definicid szerint w(C — My) —w(C'N M),
ahol w(Z) =Y |w, 1 a € Z].
Jeloljiik egy My-hoz tartozo alternalé korok halmazat F(My)-val.
7. Tétel (Berge, 1957). Legyen My egy teljes pdrositdsa a w élsilyozdsi
G = (V, E) grifnak, ekkor My mazimdlis sulyi akkor és csak akkor, ha w(C —
My) — w(C N My) <0 minden C € F(My)-ra, vagyis ha nincs My-ra nézve
pozitiv sulyd alterndlo kor.

Konnyt belatni hogy az optimalis w*-ra teljesiil, hogy w} > w, ha e € M,
és w' < w, ha e € E — M. Igy feltehetjiik, hogy az optimalis w* felirhaté a

kévetkez§ alakban:

we + ., ha e € M,,

we —a. haee E— My, (22)
a, > 0.

Ezzel az inverz teljes parositast 7. tétel alapjan a kovetkez6 alakban irhatjuk

fel:
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min |||
Z (we + ate) > Z (we — ) ha C € F(My) (23)
ecCNMO ecC'—My

ae > 0, haec E.

3.7.1. Inverz maximalis stilyi teljes parositas /; normaban

[; normaban (23) a kovetkezs alakban irhato fel, a helyett most hasznaljunk

x-et:

> (wetm)>= > (we—x) haC e F(M°), (24)

e >0 hae€e FE.

Ez egy linearis program, ami mégsem oldhaté meg szimplex modszerrel,
mert, tdl sok az olyan megkotés, ami nem irhaté fel explicit alakban. Azon-
ban megoldhaté ellipszoid modszerrel. Az ellipszoid moédszer megoldja az
inverz maximalis silya teljes parositas problémét polinomiélis idében, de
nem erdsen polinomialis modszer. Nagy méretd probléméakra az algoritmus
nem hatékony. Tovabbi cél egy erésen polinomidlis algoritmus talalasa, amely

megoldja az inverz parositas problémét [; norméban.
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4. Inverz legolcsobb feszité fenyd

Ez a fejezet Frank Andrassal kbzosen végzett vizsgalatok eredményeit ismer-
teti, melyekrdl hamarosan angol nyelvi leiras is késziil [13].

Legyen D = (V, A) hurokél mentes digraf n cstccsal és m éllel, és legyen
ro egy kitiintetett csics. A feny6 egy olyan iranyitott fa, melyben egy cstcs
kivételével minden csiics be-foka 1. A kivételes csiics a gy6kér, ennek 0 a
be-foka. Legyen c: A — Z, az élhalmazon értelmezett koltségfiiggvény. Chu
és Liu [11] 1965-ben kifejlesztett egy egyszert erGsen polinomiélis algoritmust
a legolesobb 1y gyokerii feszitd fenyd megtalalasara.

Az inverz legolcsébb feszitd fenyé problémaban, adott egy Fy ro
gyokerii feszité fenys, és célunk a c koltséget gy modositani ¢-re, hogy az
adott Fy legolcsobb fenydvé valjon, és a valtoztatas mértéke a lehets legkisebb
legyen. Azaz olyan ¢ koltség-fliggvényt keresiink, melyre [; norma esetén a
valtoztatas dev.(c) = > (| (a) — c¢(a)| : a € A) a lehets legkisebb.

Az inverz probléma megoldasara Hu és Liu [19] 1998-ban irt le egy erésen
polinomiélis algoritmust. Az algoritmus leirasa és annak helyességének bizo-
nyitasa is elég Osszetett. Ahogyan 3.6. fejezetben lattuk, Cai és Li [10, 9]
megmutattak, hogy az inverz matroid metszet probléma visszavezethets egy
miniméalis koltségl aram feladatra, és igy erGsen polinomialis algoritmussal
megoldhat6. Mivel a feszit§ fenyGk két specidlis matroid kézos bazisai, igy ez
az algoritmus is hasznalhat6. Célunk egy koncepcionalisan sokkal egyszertibb
megkozelités bemutatasa, ami a legolcsobb feszité fenyd probléma altalano-
sitasan alapszik [14]|. Ezzel a megkozelitéssel nem csupan az algoritmus lesz
egyszer(i, hanem annak helyességének bizonyitasa is. Tovabba kapunk egy

min-max tételt a p* minimalis valtoztatas nagysagara.

4.1. Jelolések és elnevezések

Ha a = wv egy irdnyitott él, azt mondjuk u az a él tove, illetve v az a él
hegye. Azt mondjuk, hogy uv belép (kilép) egy Z halmazba, ha u ¢ Z
ésveZ(ueZesv ¢ Z). Egy D= (V,A) digratban Z halmazba belépd
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¢lek szamat jelolje pp(Z) = pa(Z), és a Z halmazbdl kiléps élek szaméat
jelolje 6p(Z) = 04(Z). Egy L élhalmazra azt mondjuk hogy belép (fedi) Z
csticshalmazba, ha L tartalmaz Z-be belépé élt, vagyis ha p(Z) > 1. Ha F
egy halmazrendszer a csiicsok halmazan, akkor az mondjuk, hogy L belép
F-be (lefedi F-et), ha L F minden tagjaba belép. Ha s és t két elem, akkor
egy Z halmaz st-halmaz, ha s € Z, ést ¢ Z.

Egy D digraf gyGkeresen Gsszefiiggs ry gyokérrel, ha pp(Z) > 1 fennéll
minden nem-iires Z C V — ry halmazra. Vilagos, hogy a gyokeresen Ossze-
fiiggGség ekvivalens azzal, hogy minden csiics elérhet irdnyitott dton rg-bol.
Egy egyszert tulajdonsag, hogy a tartalmazasra nézve minimaélis gydkeresen
Osszefliggd részgraf fenyé D-ben. A kovetkezSkben egy ro-fenys vagy egy
feszit6fenys mindig ro gyokeri feszitd feny6t jelent.

Egy © : S — R fliggvény kiterjesztheté halmazfiiggvénnyé z(Z7) =
dlz(s) : s € Z] moédon. Hasonloképp, ha y halmazfiiggvény S-en és F
egy halmazrendszer, akkor legyen §(F) := > [y(Z) : Z € F].

Két halmazt, X és Y, metszének neveziink, ha X NY # (). Ha teljesiil
tovabbéa, hogy X —Y # () és Y — X # (), akkor a két halmaz Atmetsz6. Egy F
halmazrendszer lamindaris, ha nincs két atmetszé tagja. Az mondjuk hogy F
metsz6 halmazrendszer, ha XNY és XUY tagja, minden metszé X és Y tag
esetén. Adott D = (V, A) digraf esetén azt mondjuk, hogy a cstcshalmazon
egy F metsz6 halmazrendszer magrendszer [14|, ha pp(Z) > 0, minden
Z € F esetén.

4.2. FenySk és magrendszerek
4.2.1. Legolcsébb fenydsk

Legyen D = (V, A) egy gyokeresen osszefiiggs digraf ro gyokérponttal, és
legyen ¢ : A — R, nem-negativ koltség-fiiggvény az élhalmazon. A primal
feladat meghatarozni a legolcsébb ro-feny6t. Azt mondjuk, hogy egy v :
F — R, F C 2Y-n értelmezett halmazfiiggvény c-megengedett, ha y > 0
és > [y(Z) : a belép Z-be] < ¢(a), minden a € A él esetén. Ha F := {X :
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) C X CV —rp}, egy c-megengedett y-t a legolcsobb fenyd probléma dualis
megoldasanak nevezziik. Egy a élt D-ben c-pontosnak, vagy réviden csak
pontosnak neveziink y-ra nézve, ha > [y(Z) : a belép Z-be|] = ¢(a). Bock

|6] és Fulkerson [16] bizonyitotta a kivetkez6 min-max tételt:

8. Tétel (Bock, Fulkerson). Legyen ¢ eqy nem-negativ koltségfiigguvény a D =
(V, A) digrdf élhalmazdn. A legolcsdbb feszitd fenyd kiltsége egyenld

max {Z[?J(Z) 1 ZCV —ro)ty c-megengedett}

értékkel. Van olyan optimdlis dudlis y megoldds, amire {Z : y(Z) > 0} lami-

ndris. Ha c egész-értéki, akkor az optimalis y is vdlaszthato egész-értékinek.

Fulkerson [16] kifejlesztett egy egyszerd moho algoritmust a tételben sze-
replé y megtalalasara. A tételbdl kiolvashatok a kovetkezd optimalitasi kri-

tériumok. KésGbbi illeszkedés érdekében, c*-ot hasznalunk c helyett:

1. K6veztkezmény. Legyen y* eqy c*-megengedett figguény V —ry nem-tres
részhalmazain, és leqgyen Fy eqy ro gyokerd feszitd fenyd, amire teljestilnek a
kovetkezd feltételek:

(A) Fy pontos élekbdl dll, és

(B) ha y*(Z) >0, akkor pp,(Z) = 1.

Akkor Fy egy legolcsobb feszitG fenys ¢* koltség mellett, tovabba é*(Fp) =
Ny (Z2): Z CV —rgl.
Fenytkkel kapcsolatos tovabbi hattéranyag, algoritmusok, min-max téte-

lek megtalalhatok |23 kényvben.

4.2.2. Ismert min-max tétel magrendszerekre

Frank Andréas [14] kiterjesztette a legolesobb feny6 keresését magrendszerek-
re, ekkor tehat egy olyan legolcsobb L C A élhalmazt keresiink, ami lefedi
F metsz§ halmazrendszert. Ennek specialis esete, amikor F éppen a V — rg
nem-iires részhalmazaibol all, ekkor a tartalmazéisra nézve minimalis F-et

fed6 halmazok éppen az rq gyokertd feszits fenyck.
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Egy masik specidlis eset, ha F az Osszes ts-halmazbdl all, ekkor a tar-
talmazasra nézve minimalis fed§ élhalmazok éppen az irdnyitott st-utak.
Nekiink egy harmadik specidlis esetre lesz sziikségiink, amikor F azokbol
a Z CV —rg halmazokbol 4ll, amibe egy adott Iy feny6 pontosan egy éllel
lép be, azaz amikre pg, (Z) = 1.

A primal feladat megtalalni az F-et lefed6 legolcs6bb élhalmazt. A dualis
feladat egy olyan c-megengedett y : F — R keresése, amire §(F) = > [y(Z) :
Z € F| a lehet6 legnagyobb. Fulkerson [16] legolcsobb feszits fenysk dua-
lisinak megkeresésére adott algoritmusa természetes modon kiterjeszthetd
altalanos magrendszerekre [14]. Tovabba [14] leir egy méasodik fazist, ami
szintén moh6 modon megad egy legolecsobb F-et fed6 L élhalmazt.

A kétfazisu algoritmus bizonyitja a 8. tétel magrendszerekre vonatkozo

kovetkezé altalanositasat:

9. Tétel. [14] Legyen F metszd halmazrendszer a D = (V, A) digrdf csu-
halmazdn olyan, hogy A belép F-be. Ekkor

min{é(L) : L C A, L lefedi F-et} = max{y(F) : y c-megengedett}.

Ha c egész-értéki, akkor az optimdlis y dudlis megoldds szintén vdlaszthato
egész-értékinek. Tovdbbd, van olyan optimdlis y, amire {Z : y(Z) > 0}

halmazrendszer lamindris.

A tétel trividlis max < min irdnyabol kdvetkezik, hogy ha egy dualis y
megoldasra és egy L F-et fed6 élhalmazra fennéllnak a kovetkezd optimali-
tasi kritériumok:

(A) minden él pontos L-ben (y-ra nézve),

(B) ha y(Z) > 0, akkor p.(Z) =1,
akkor y optimalis dualis megoldas, és L legolcsobb F-et fedé élhalmaz c
koltség mellett. A nem trivialis max > min irdny azzal a megfigyeléssel
ekvivalens, hogy létezik olyan y* és L* C A F-et fedd élhalmaz, melyekre az
optimalitasi feltételek teljesiilnek.

A speciélis esetben, amikor F :={Z : ) £ Z C V — rq}, az F-et feds

élhalmazok éppen a gyokeresen Osszefiiggd részgrafok D-ben. Mivel a tar-
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talmazasra nézve minimalis gytkeresen Gsszefiiged részhalmazok éppen az rg
gyokert feszitG fenyGk D-ben, ezért a legolecs6bb F-et fed§ élhalmazok éppen
a legolcsobb feszits fenyGk, és igy az altalanos 9. tétel 8. tételre egyszeriiso-
dik.

4.2.3. Ismert algoritmus magrendszerekre

A 9. tétel bizonyitasa [14] cikkben egy kétfazisa algoritmus segitségével torté-
nik. Az els§ fazis kiszamol egy y* c-megengedett megoldast, ez éppen a feszité
fenyd dualisat kiszamito Fulkerson [16] algoritmus kiterjesztése. Mivel ez az
elsG fazis sziikséges az altalunk javasolt algoritmushoz, igy ezt részletezziik.
A teljesség érdekében roviden osszefoglaljuk a masodik fazist is, de ezt nem
fogjuk hasznéalni.

Egy adott ¢ : A — R, koltség-fiiggvény esetén, egy Z C V halmazt
c/-pozitivnak neveziink, ha minden Z-be belépd él pozitiv.

Els6 fazis: Ha F nem tartalmaz c-pozitiv tagot, akkor y* = 0 egy
optimalis dualis megoldas (és ekkor a 0 koltségi élekbdl all6 halmaz a F-et
legolcsobban fedd), ebben az esetben az algoritmus leall. Ezért feltehetjiik,
hogy F tartalmaz c-pozitiv tagot.

Az algoritmus meghatarozza nem-negativ koltség-fliiggvények egy ¢; =
¢, Co,C3, ... sorozatat, és F tagjainak egy 2, 25, Z3, ... sorozatat, egy hozzé-
juk rendelt pozitiv y*(Z;) dualis értékkel, melyek egészek, ha ¢ egész-értékii.

Az ¢ = 1 lépéshen, Z; egy tartalmazasra nézve legkisebb c¢;-pozitiv hal-

maza JF-ben. Legyen
vy (Z1) :=min{c1(f) : f € A, f belép Z;-be}
és definidljuk co-t a kovetkezdképp:

c(f) ha f nem lép be Z;-be,

C2<f) = Cl(f) _ y*(Z) ha f belép Z;-be.

Egy altalanos ¢ > 2 esetben feltehetjiik, hogy c;-t méar kiszamoltuk. Ha
minden F-beli halmazba 1ép be 0 ¢;-koltségi él, akkor az elsG fazis ledll. Kii-

lonben, legyen Z; a tartalmazasra nézve minimalis ¢;-pozitiv F-beli halmaz.
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Legyen
vy (Z;) = min{c;(f) : f € A, f belép Z;-be}

és definialjuk c;,1-t a kovetkezSképp:

ci(f) ha f nem lép be Z;-be,

civ1(f) = ci(f) —y*(Z) ha f belép Z;-be.

Az algoritmus moh6 abban az értelemben, hogy ha meghataroz egy y*(Z;)
dudl valtozot, akkor azt egyetlen késébbi lépésben sem valtoztatja meg. Meg-
jegyezziik, hogy az algoritmushoz sziikség van egy (A) szubrutinra, amely
egy adott ¢ esetén eldonti, hogy F-nek van-e ¢-pozitiv tagja vagy sem, és
ha igen, akkor megtalalja a tartalmazasra nézve legsziikebb ilyet.

Konnyen bizonyithato kévetkezmény [14], hogy ezzel a moho algoritmus-

sal kapott y* dual megoldasra igaz a kovetkez6 tulajdonsag.

2. Allitas. Az algoritmussal kapott y* optimdlis dudlis megolddsra igaz, hogy
a kapott F* :={Z : y*(Z) > 0} halmazrendszer lamindris.

Az algoritmus masodik fazisa meghatarozza az F-et lefed§ legolcsobb
élhalmazt [14].

Masodik fazis: Legyen az els¢ fazis végén kapott koltség-fliggvény ¢,
és legyen Ag = {a € A : d(a) = 0}. Az els6 fazis leallasi szabalyabol
kovetkezik, hogy Ag lefedi F-et. Vegyiik észre, hogy Aj élei c-pontosak, az
y* els6 fazisban kapott dudlis megoldéasra nézve.

Ahhoz, hogy megadjuk a legolcsobb F-et feds L élhalmazt, Ay-bol egyen-
ként valasztunk éleket bele. Indulasképp, legyen L iires. Egy altalanos lé-
pésben, ellenérizziik, hogy L mar lefedi F-et, vagy sem. Ha fedi, akkor a
méasodik fazis (és igy az egész algoritmus) ledll. Ha L nem fedi F — et,
vesziink egy legb6vebb F-beli Z halmazt, melyet L még nem fed le, és ki-
valasztjuk azt az a € Ag élt, amelyik belép Z-be, és az ilyen élek koziil is
azt, amelyik az els6 fazisban a legkorabban valt 0 koltségtivé. Jelolje L* azt
az F-et feds élhalmazt, melyet igy kapunk. A kévetkezs lemmabdl [14], a 9.
tétel mar kovetkezik. A bizonyitast nem ismertetjiik, de az 2. allitasbol, és

a legkorabban 0 koltségiivé valo élek valasztasabol kovetkezik.
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5. Lemma. [1/] Az elsé fazisban kapott y* dudlis megolddsra és a mdsodik

fdazisban kapott L* F-et fedd élhalmazra teljesiilnek az optimalitdsi feltételek.

4.3. Az inverz legolcsébb feszits feny6 feladat

Térjiink ra az inverz legolcsobb feszité fenyG problémara, feladatunk egy
adott Fy (input) fenys esetén, meghatarozni azt a modositott koltség-fiiggvényt,
ami mellett Fj legolcsobb feszité feny6, és az eredeti ¢ koltségtol a leg-
kisebb mértékben tér el. Azaz, egy olyan ¢ > 0 koltség-fiiggvényt ke-
resiink, melyre nézve Fj legolcsobb feszitd fenyd, és a c-t6l valo eltérése
deve(c) = > (|d(a) — c(a)| : a € A) a lehets legkisebb, jelolje ezt a mi-
nimumot u*.

Egy természetes megfigyelés, hogy azon ¢ > 0 koltség-fliggvények halma-
za, melyekre Fy legolcsobb fenyd, egy poliédert alkot. Ebbdl persze kovetke-
zik, hogy a keresett minimalis eltérés létezik. Tovabbé az is kovetkezik, hogy
ezek feliil azok a koltség-fliggvények, melyek c-t6l vald eltérése minimaélis
(éppen p*), szintén egy poliédert alkotnak.

A mi megkozelitésiink kulcs 6tlete, hogy alkalmazzuk a 4.2.2. fejezetben
leirt 9. tételben felirt min-max formulat egy specidlis, Fy-hoz kapcsolédo
magrendszerre. Nevezetesen, jelolje Fy azon Z C V — ry részhalmazok csa-

ladjat, melyre pg, (Z) = 1, vagyis
Fo={ZCV —ry:pr(Z)=1}. (25)
3. Allitas. Ez az Fy metszé halmazrendszer.

Bizonyitds. Legyen X ésY két Fy-beli metsz6 halmaz. Ekkor mivel Fj feszits
fenyd, igy pr, (X NY) >0és pr, (X UY) >0, és igy

I+1= pFo(X) +pF0(Y) > pFo(XmY) +pFo(XUY) > 1+ 17

amibdl kovetkezik, hogy pp (X NY) =1 ¢és pr(X UY) = 1, ami épp azt
jelenti, hogy pr, (X NY) és pr, (X UY) is Fy tagja. O

A 3. allitas szerint, a 9. tétel valoban hasznéalhatd. A 4.4. fejezetben

megmutatjuk, hogy Fy esetén, az (A) szubrutin hogyan realizalhato.
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4.3.1. Nem kell Fy-on kiviil valtoztatni

A kovetkezs lemma méar Hu és Liu [19] cikkében is megjelent, mint algorit-
musuk és annak elég Osszetett bizonyitasanak kovetkezménye. A szerzGk meg
is jegyzik, hogy nem tudnak egyszeri bizonyitast adni a lemmara, els§ cé-
lunk egy ilyen bizonyitas leirdsa. Ezzel a lemma nem kévetkezménye, hanem

kiindul6pontja lesz az algoritmusunknak.

6. Lemma. (Hu és Liu) Legyen ¢ nem-negativ koltségfiggvény A-n. A
inverz legolcsobb feszitd fenyd feladatnak van olyan optimdlis ¢ megolddsa,

amire ¢*(a) = c¢(a), minden a € A — Fy élre.

Bizonyitds. Mivel az inverz fenyd probléma optimalis megoldéasai poliédert
alkotnak, létezik olyan ¢* optimalis megoldés, amire ¢*(Fp) minimalis. Azt
allitjuk, hogy ez a c* olyan, mint amit a lemma allit.

Indirekt tegyiik fel, hogy van egy olyan e € A — Fj él, amire c*(e) > c(e).
Legyen y* egy optimaélis dualis megoldésa a legolcsobb fenyd problémanak c*
koltség-fiiggvény mellett. Mivel ¢* egy optimalis megoldasa az inverz problé-
ménak, ha c¢*(e) koltségét csokkentenénk barmilyen kicsi pozitiv e értékkel,
akkor Fy mar nem lenne tovabbra is legolcsobb fenyd. Ez azt jelenti, hogy e
benne van egy legolcsobb 1o gyokert I’ feny6ben. De ekkor e pontos y*-ra
nézve, amibdl kovetkezik, hogy belép egy olyan Z C V — rg halmazba, amire
y*(Z) > 0. Mivel Fj legolcsobb feszité fenyG c¢*-ra nézve, igy van pontosan
egy olyan f éle, amely belép Z-be.

Mivel f és e él is pontos, igy ¢*(f) > 0 és ¢*(e) > 0. Legyen a =
min{y*(2),c*(e) — c(e)}. Vilagos, hogy 0 < a < minc*(e),c*(f). Csok-
kentsiik ¢*(e), c¢*(f) és y*(Z) értékét is a-val. Az igy kapott ¢ koltségre
Y (Id(a)—c(a)| :a € A) = > (|c*(a)—c(a)| : a € A) teljesiil. Tovabba, az igy
kapott v’ ¢-megengedett, és Fy-ra teljestilnek az optimalitasi feltételek y/-re
nézve. Tehat ¢ egy masik optiméalis megoldésa az inverz feny probléméanak,

amire ¢ (Fy) = ¢*(Fy) — o, ami ellentmond ¢* minimdlis valasztasanak. [

Megjegyezziik, hogy az inverz feny6 probléma irdnyitatlan megfelelGjében,

azaz az inverz fa probléma esetén, a 6. lemma nem teljesiil. Legyen G egy
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haromszog {f,g,h} élhalmazzal, koltségeik rendre 1,1,0, és legyen Fy =
{f, g} feszit6 fa. Ha Fj fan kiviil nem modosithatjuk a koltségeket, akkor f
és g koltségét is O-ra kell csokkenteni, hogy F{ legoles6bb fava valjon, igy tehat
ekkor 2 nagysagu valtoztatasra van sziikség. Ellenben, ha megengedett az F{-
on kiviili valtoztatas, akkor a h élen elég 1-gyel névelni, hogy F{ minimalissa
valjon. Ez a példa mutatja, hogy a lemma nem igaz az inverz matroid bazis

feladat esetén sem, ahol egy By bazist szeretnénk legolcs6bba tenni.

4.3.2. Min-max tételek

A 6. lemma alapjan, elegendd olyan koltség-vektorok kozt keresni az optima-
lis megoldést, melyekben a koltségeket F{, élein csokkenthettiik, azon kiviil
megegyeznek az eredeti ¢ koltséggel. Azt mondjuk, hogy egy nem-negativ
¢+ A — R, koltség-fliggvény c-adekvat, vagy roviden csak adekvat, ha
0<d <g¢ d(a) =cla), haa € A— Fy és Fy legolesobb feszits fenys ¢
mellett.

Igy az inverz feszits fenyé feladat megfogalmazhaté agy, hogy egy olyan
¢ adekvat koltség-fiiggvényt keresiink, melynek c-t6l vald eltérése a lehetd
legkisebb. Ez ugyanaz a probléma, mintha azt a ¢ adekvat koltséget keres-
nénk, melyre &(Fp) a lehetd legnagyobb. Erre a maximaélis értékre irhato fel

a kovetkezd min-max tétel.
10. Tétel. Legyen c > 0 kdéltségfigguény a D = (V, A) digrdf élhalmazdin, és
legyen Fy eqy ro gydkerd feszitd fenyd D-ben. Legyen F, (25) szerint definidlt
magrendszer. Ekkor
My := max{c(Fy) : ¢’ c-adekvdt} = (26)
po :=min{¢(L) : L C A, L fedi Fy-t}.

Ha c egész-értékd, akkor az optimdlis c-adekvdat ¢ koltségfigguény is vdlaszt-

hato egész-értékinek.

Bizonyitds. A max < min irdnyhoz, legyen L C A egy Fy-t fed6 élhalmaz,
és legyen ¢ egy c-adekvat koltség-fiiggvény. Be akarjuk latni, hogy & (Fp) <
¢(L).
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Helyettesitsiik azokat az L-beli f éleket, amik Fy-nak is elemei, egy veliik
parhuzamos f’ éllel, az L-bdl igy kapott élhalmaz legyen L. Tovabba minden
1j f’ él koltsége legyen '(f') := c(f). Vilagos, hogy ¢'(f") > ¢(f). Vegyiik
észre, hogy L' és Fy diszjunktak, |L'| = |L| és &(L') = é(L).

Belatjuk, hogy a D'(V,Fy U L) egy gyOkeresen 2-él-Osszefiiggs digraf,
azaz pr,(Z)+ pr(Z) > 2 fennéll minden nem-iires Z C V' — ry részhalmazra.
Valoban, hiszen Fj feszité fenyd, igy pr,(Z) > 1. Ha itt pg,(Z) > 2 fennall
minden Z részhalmazra, akkor pg (Z) + pr/(Z) > 2 teljesiil. Ha pp (2) =1,
akkor Z € Fy, amibgl L' definiciojabol kovetkezik, hogy pr/(Z) > 1, ezzel
tehat pg,(Z) + pr(Z) > 2 fennall ebben az esetben is.

Edmonds [12]| diszjunkt fenygkrsl szolo tétele szerint D’ tartalmaz két
diszjunkt Fy és F, feszits feny6t. Mivel Fy legolesobb fenyd D’-ben is, igy
d(Fo)+d (L) =2 (FyUl) > & (FyUFy) > 2¢(Fy), amibol & (Fy) < (L) =
¢(L), amit be akartunk latni.

A forditott max > min iranyhoz megmutatjuk, hogy van olyan c-adekvat
c*, amire ¢*(Fy) = o, és ¢* valaszthato egész-értékiinek, ha ¢ egész-értéki.
Ehhez, alkalmazzuk a 9. tételt az F; magrendszerre, és legyen yj az op-
timalis dualis megoldas. A tétel szerint, 15(Fo) = po. Definidljuk c*-ot a

kovetkezSképp:

c(a) haae A-F,

c*(a) =
Y lys(Z) : a beléep Z-be] ha a € Fy,.

(27)
Ekkor y§ c*-megengedett, és F{y pontos élekbdl all c* koltségfiiggvény mellett.
fgy 1. kovetkezmény szerint, Fy minimalis koltségi ¢* mellett. Tehat ¢* c-
adekvat, melyre (9. tétel szerint) ¢*(Fpy) = o fennall. Amikor ¢ egész-értékd,
akkor a 9 tétel szerint az optimalis dualis y;; valaszthato egész-értékiinek, és

igy ¢* (27) szerinti definiciojabol kovetkezik, hogy egész-értékd. ]

2. Ko6veztkezmény. Legyen y; egy optimdlis dudlis megolddsa annak a pri-
mdl problémdnak, melyben az Fy magrendszert lefedd legolcsobb élhalmazt
keressiik. FEkkor a (27) dltal definidlt ¢* az inverz legolcsobb feszitd fenyd

probléma megolddsa.
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Megjegyezziik, hogy a 10. tétel bizonyitasanak max < min irdnyahoz
nincsen sziikség Edmonds tételére, csak révidebb leirast biztosit. Azonban,
helyettesithetjiik az ro gyokert feszitéfenySk konvex burkanak poliéderes le-
frasaval: {z : © > 0,p,(Z) > 1, minden nem-iires Z C V — r( részhalmaz
esetén, és p,(v) = 1, minden v € V' — r( cstics esetén}.

Megmutattuk, hogy a D’ = (V, A") digraf (A’ = Fy U L") gyokeresen 2-
él-Osszefiiggs. Egy ismert tulajdonsag, hogy ekkor D’ tartalmaz egy olyan
D" = (V, A”) részgrafot, melyben minden v € V —r( cstics be-foka 2. Legyen
2" = x(A")/2 vektor az A” élein azonosan 1/2. Az ry gyokert feszits fenydk
poliéderes leirasat hasznalva kapjuk, hogy z” felirhato feszité fenySk konvex
kombinaciojaként: 2" = > [Nix(F;) : ¢
i esetén, és > \; = 1. Ekkor a 2z’ := x(A’) azonosan 1 vektorra &(Fp) +
d(L) = A =2 >3 2NE(F) i =1,....q0 > YN (Fy) i =
1,...,q] = 2¢(Fp), amibél &(Fy) < (L) = ¢(L), ami a max < min irany

= 1,...,q|, ahol \; > 0, minden

bizonyitasahoz kellett.

Ez a bizonyitas technikailag nehezebb, mint az Edmonds tételét hasznalo.
Azért emlitjiik meg mégis, mert ez a fajta bizonyitas hasznalhat6 azoknal az
inverz feladatoknal is, ahol az Edmonds tételével analog allitds nem igaz,
viszont a feladatban szereplé objektumok poliéderes leirasa rendelkezésre all.
c-t61 valo eltérése az optimalis koltségvektornak, melyre nézve Fy legolcsobb
fenyd, éppen &(Fy) — My. Igy p*-ra a kovetkezs min — max tételt irhatjuk fel:
11. Tétel. Legyen c, D, Fy és F,, mint a 10. tételben. Ekkor

p* = min{dev.(') : ¢ > 0 koltség, melyre Fy legolcsébb fenyd} =
= max{c¢(Fy) —¢(L) : L C A, L fedi Fo-t}

Ha ¢ egész-értékd, a minimalizdld ¢ szintén vdlaszthatd egész-értékinek.
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4.4. Algoritmus az inverz legolcsébb feny6 probléma meg-

oldasara

A 2. kovetkezmény alapjan, az inverz legolcsobb feny6 feladat optimalis ¢
megoldas meghatarozasahoz, elegendd az ott emlitett optimalis dudlis y;-ot

kiszamitani.

4.4.1. Egyszerd megkozelités

Az optimalis y; kiszamitasara a 4.2.3. fejezetben leirt altalanos magrend-
szerekre vonatkozo algoritmus els fazisat fogjuk alkalmazni, egy specidlis
(25)-ben definialt F, magrendszerre. Ehhez sziikségiink van, az altalanos
algoritmus (A) szubrutinjanak Fy melletti megvalositasara. Emlékeztetdiil,
az (A) szubrutin eldonti, hogy egy adott ¢ koltség mellett van-e Fy-nak
c-pozitiv tagja, illetve ha van, akkor megtaldlja a tartalmazésra nézve leg-
sziikebb ilyet.

A szubrutin feliraséhoz, elGszor egy (A) s szubrutint vezetiink be, amely
barmely Fj inputfeny6hoz tartozé élre eldonti, hogy van-e Fy-nak olyan -
pozitiv tagja, amelyikbe f az egyetlen Fy-beli belépd él, és ha van ilyen,
akkor meghatarozza a legsziikebb ilyet.

Jelolje c; azt a koltség-fiiggvényt, amelyet ¢-bél gy kapunk, hogy min-
den Fj — f él koltségét O-ra csokkentjiik, azaz

d(e) hae=f,
ci(e) =< 0 ha e € Iy — f,
d(e) haeec A-F,.

Legyen Ay := {a € A: cj(a) = 0} éslegyen Dy = (V, Af). Az (A); szubrutin
meghatarozza a csticsoknak egy Sy halmazat, melyekbdl v elérhet6 Ds-ben.
(Ez példaul szélességi keres6 algoritmussal linearis id6ben megtehets.) Ha
ro benne van Sy-ben, akkor a szubrutin ledll, azzal a valasszal, hogy Fy-ban
nincs olyan ¢’-pozitiv halmaz, melybe f az egyediili beléps Fy-beli él. Ha rg
nincs Sy-ben, akkor a szubrutin Sy-et adja vissza, mint a keresett legsziikebb

Fo-beli halmazt. A szubrutin helyessége a kovetkezd allitasbol kovetkezik.
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4. Allitas. Ha f € Fy hegye v elérhetd ro-bol (Dy-ben), akkor Fy nem tar-
talmaz olyan ' -pozitiv halmazt, melybe f felép. Ha v nem érhetd el ry-bdl,

akkor Sy a legszikebb Fy-beli halmaz, melybe f belép.

Bizonyitds. Ha v elérhet6 ro-bol, akkor Dy minden csicsa elérhetd, hiszen
ekkor minden Fj — f élen a c’f koltség 0. De ez azt is jelenti, hogy minden
Z C 'V —ry részhalmazba lép be 0 c}—kéltségl’i él. Ha v nem érhetd el ry-bol,
akkor u-bol sem, igy f biztosan belép Sy-be. Mivel F{y minden més elemének
y koltsége 0, és Sy -pozitiv, igy biztosan [ az egyetlen Fy-beli él amely
belép S¢-be, tehat Sy € Fy. Tovabba, mivel minden S¢-beli csticsbol vezet 0

c koéltségi ut v-be, igy Sy egyik részhalmaza sem lehet ¢’-pozitiv. H

Az (A)f szubrutint alkalmazva minden Fy-beli f élre, megkapjuk a kere-
sett (A) szubrutint.

Ez az algoritmus erdsen polinomialis és koncepciondlisan egyszerd. Azon-
ban, lathatéan nem tal hatékony, hiszen minden soron kovetkezd pozitiv
y*(Z) tag kiszamitasahoz, az (A); szubrutint futtatni kell minden Fp-beli f

élre. A kovetkez6 algoritmusban, ezt kiiszoboljiik ki.

4.4.2. Hatékonyabb algoritmus

Tekintsiik az Fy éleit egy specidlis fi,..., f,_1 sorba rendezését, melyre a
kovetkezG (O) tulajdonsag teljesiil: egy e € Fy él megeléz egy f € Fy él a
rendezésben, ha Fjy tartalmaz irdnyitott utat e hegyébdl f tovébe. Megje-
gyezziik, hogy egy ilyen rendezés linearis id6ben megtalalhato, épitsiik fel Fj
fenyGt, ro-bol indulva az élek egyenkénti hozzavételével tgy, hogy olyan élt
valasztunk, melynek a tove mar elérheté az addig felépitett rész-fenyében.
Ennek a élsorozatnak a forditottja legyen a keresett fi,..., f,_1, az épitési
szabalybol kovetkezik, hogy ez rendelkezik az (O) tulajdonsiggal. Megje-
gyezziik, hogy ezt a tulajdonsigot csak a 7. lemma bizonyitdsaban fogjuk
kihasznélni.

Az algoritmus sorra veszi F éleit az adott sorrendben. Ez alapjan az

algoritmus n — 1 szegmensre bonthatjuk, ahol a j-edik szegmensben az f;
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éllel foglalkozunk. Egy ilyen szegmensben, meghatarozzuk az f; élhez tar-
tozo olyan halmazok béviils lancot alkoto sorozatat (lehet, hogy egyetlen
ilyen halmaz sincs), melyekbe f; az egyetlen Fy-beli beléps él, és melyekhez
pozitiv dual valtozét rendeliink. Az altalanos algoritmus elsé fazisaban 1a-
tott szabaly szerint, amikor meghatarozunk egy ilyen duél valtozot, akkor
az aktualis koltséget csokkentjiik, jel6ljiik mindig az aktudlis koltséget /-vel.
Megjegyezziik, hogy egy adott szegmensen beliil el6fordulhat, hogy egyetlen
1j halmazhoz sem rendeliink pozitiv duél valtozot, de az is lehet, hogy tobb
1j halmazhoz is.

Nézziik a f; éllel foglalkozo j-edik szegmenst. Az aktulis koltség kezdet-
ben ¢ := c¢. A korabban leirt (A) , szubrutin segitségével eldontjiik, hogy
van-e olyan c¢’-pozitiv halmaz, melybe f; az egyetlen beléps Fj-beli él. Ha
nincs ilyen, akkor a j-edik szegmens végére értiink. Ebben az esetben, ha
j =n—1, akkor a teljes algoritmus befejezédik, ha 7 < n — 1, akkor 1épiink
tovabb az f;;1 élt vizsgélo j 4 1-edik szegmensre.

Tegyiik fel most, hogy van ¢-pozitiv halmaz, melyet (A) 5 szubrutin meg-
talalt, legyen ez Z’. Az altalanos magrendszerekre vonatkozo algoritmusban

latottak szerint, legyen
v (Z") :=min{d(f): f € A, f belép Z'-be},
és modositsuk ¢ aktualis koltséget a kivetkezSképp:

d(f ha f nem lép be Z'-be,
‘()= C'E f; —y*(Z') ha f belép Z'-be. (28)
(Ez valojaban az altalanos algoritmusban latottaktol csak a jellésekben tér
el, itt Z'-t hasznaltunk Z; helyett, és ¢’-t a ¢; és ¢;41 helyett.)

Ha ¢/(f;) = 0 teljesiil a (28) altal definialt ¢-re, akkor a j-edik szegmens
befejezédik. Ebben az esetben, ha j =n — 1 a teljes algoritmus befejezédik,
mig j < n—1 esetén, tovabblépiink az f;1; élt vizsgalo j+ 1-edik szegmensre.
Ha ¢/(f;) > 0, akkor maradunk a j-edik szegmensben, tehat még mindig az

f; élt vizsgaljuk, csak a (28) szerint definialt ¢’-vel.
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Végiil belatjuk, hogy az algoritmus helyes, azaz bizonyitjuk, hogy igy
optimélis dudl megoldast kaptunk. A 4.2.3. fejezetben latott, altalanos mag-
rendszerre, optimalis dudl megoldést kiszamitoé algoritmus generikus volt ab-
ban az értelemben, hogy a Z; halmaz valasztasanél, csak az kellett, hogy
F-beli ¢;-pozitiv tag legyen, tobb ilyen tag esetén, koziiliik tetszdleges volt,
hogy melyiket valasszuk.

A helyesség bizonyitasahoz tehat, azt kell megmutatnunk, hogy a specialis
Fo magrendszer esetén, az altalunk talalt Z’ éppen egy specidlisan valasztott
Z; halmaznak felel meg az altalanos algoritmusban. Errdl szél a kovetke-
z6 lemma, ami az altalanos magrendszerrdl szolo algoritmus helyességével

egyiitt, bizonyitja jelen algoritmusunk helyességét.

7. Lemma. Abban a pillanatban, amikor az algoritmusunk taldl eqy legszi-
kebb ¢'-pozitiv Z' halmazt, amibe f; az egyetlen Fy-beli Z'-be belépd é€l, akkor

7' a tartalmazdsra nézve legszikebb Fo-beli ¢ -pozitiv halmaz.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy abban a pillanatban, amikor megta-
laljuk Z'-t, Fo-nak van egy olyan Z” tagja, melyre Z” C Z'. Legyen f, az
egyetlen Fy-beli Z”-be belépd él. Mivel Z'-t a legsziikebb olyannak véalasztot-
tuk, melybe f; belép, igy h # j, amibdl kovetkezik, hogy f,, teljesen Z’-ben
van. Tovabba, ekkor Fj fenySben, ro-bol f,-ig vezets egyetlen tt, biztosan
athalad f; élen, igy az (O) tulajdonsagbol kiovetkezik, hogy h < j, ami azt
jelenti, hogy a h szegmens megelézi a j szegmenst. A h szegmens befejezé-
sekor, a leallasi szabalya szerint, volt egy olyan a € A él, melynek aktuélis
koltsége, abban a pillanatban 0 volt. De ekkor ¢/(a) = 0 ellentmondasban &ll
azzal a feltevéssel, hogy Z" ¢-pozitiv volt, abban a pillanatban, amikor Z’-t
definidltuk. O

Megmutatjuk, hogy az itt bemutatott algoritmus lépésszama O(mn), ahol
m és n jeloli az élek és csucsok szaméat D-ben. Az algoritmus |Fo| =n — 1
szegmensbdl épiil fel. Minden szegmens elején, meghatarozzuk az Sy, cstcs-
halmazt, ami azokat a csicsokat tartalmazza, melyekbdl f; hegye elérhetd

Dy,-ben. Szélességi kereséssel, ez O(m) lépésben megtehets, igy ezeket a
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halmazokat megtalaljiik 6sszesen O(mn) lépésben.

Egy szegmensen beliil, ezek utdn meghatarozunk pozitiv dudl valtozo-
kat. Ahelyett, hogy szegmensenként néznénk hanyszor kell ezt megtenni,
azt mondhatjuk, hogy a pozitiv dudl valtoz6ji halmazok szdma Osszesen
legfeljebb O(n). Hiszen, a 9. tétel méasodik felében lattuk, hogy a pozitiv
duél valtozoju halmazok laminéris halmazrendszert alkotnak, marpedig egy

ilyen szamossaga legfeljebb 2n. Osszegezve tehat, az algoritmus lépésszama
O(nm).

4.4.3. A nem-negativ ¢* feltételrdl

Ha c egész-értéki, akkor a 10. tétel allitasa szerint, az inverz fenyG problé-
ménak van egész-értékd optimalis ¢* megoldasa. Ebbdl kovetkezik, hogy az
optimélis valtoztatas nagysdga nem cstkkenthetd azzal, ha tort megoldéaso-
kat is megengediink. Felmeriilhet a kérdés, hogy a nem-negativ c* feltétel
elhagyasaval, tudunk-e csokkenteni az optimélis eltérés nagysagan. Az 6. al-
litdssal megmutatjuk, hogy a vilasz nemleges. Sziikségiink lesz a kovetkezs

megfigyelésre.

5. Allitas. A 2. kovetkezményben megjelend c* legkisebb komponense legaldbb

akkora, mint ¢ legkisebb komponense 7.

Bizonyitds. Ha v = 0, akkor mivel ¢* > 0 kész vagyunk, tegyiik fel hogy
v > 0. Vegyiik a j-edik szegmens kezdetét, amikor az f; = uv Fy-beli élt
vizsgaljuk. Ebben a pillanatban, ¢’(a) = c(a) teljesiil minden v-be mutatd
D-beli a élre. Ehhez, indirekt tegyiik fel, hogy c(a) értékét csokkentettiik egy
el6z6 szegmensben, ahol az f, € Fy(h < j) élt vizsgaltuk, ekkor az Fy-ban
levs egyetlen rov-titnak &t kell mennie fj-n, ez azonban ellentmond az (O)
tulajdonsagnak.

Igy tehat, a j-edik szegmens elején, minden v-be futo él ¢ koltsége leg-
alabb ~, ami pozitiv. Igy a j-edik szegmens, az egy csticsbol allo Z' = v
halmazt talalja legsziikebb ¢’-pozitiv halmaznak, melybe f; belép, amibél
kovetkezik, hogy ¢*(f;) > y*(Z') = min{c’a(a) : a belép Z’'-be} = min{c(a) :
a belép v-be} > 7. O
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6. Allitas. Legyen D = (V, A), 1o, Fy és ¢ ugyanazok, mint 10. tételben,
és jelolje p* az inverz fenyd probléma optimdlis megolddsdnak c-tdl valo el-
térését. Legyen ¢~ @ A — R egy olyan A-n értelmezett (negativ koltségeket
is tartalmazhato) kiltségfigguény, melyre Fy legolesobb feszitd fenyd. Ekkor
deve(c™) > u*.

Bizonyitds. Ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk, igy tegyiik fel, hogy ¢~ # 0
és [ jelolje a ¢~ legkisebb komponensének abszolit értékét. Vegyiik a ¢
koltségfiiggvény eltolasaval keletkezs ¢z := c+ x(A) koltség-figgvényt (azaz
cg(a) == c(a) + B, minden a € A esetén). Alkalmazzuk a 2. kovetkezményt
cg-ra c helyett, és legyen a kovetkezmény szerinti optimalis megoldas cj.

A5, allitast alkalmazzuk ¢ és ¢* helyett cg és cj koltség-fiiggvényekre,
amib6l kapjuk, hogy ¢j egy olyan koltségfiiggvény, amire Fp legolesobb fenyd,
dev.,(cj) minimélis, és cj; legkisebb komponense legalabb 3. De ekkor ¢** :=
¢y — Bx(A) egy olyan nem-negativ koltség-fiiggvény, melyre Fy legolcsobb
fenyd, és igy p* < dev.(c™). Tovabba

deve(c™) = deve,(cyz) > deve,(cj) = deve(c™) > i,

amit be akartunk latni. O
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D. ésszegzés

Szakdolgozatom elsé felében Osszegytijtéttem tobb kombinatorikus optimali-
zalasi feladat inverzének leirasat. Lathattuk, hogyan irhato fel egy altalanos
linearis program inverze. Kideriilt, hogy specidlis esetekben az inverz fel-
adat megoldasahoz elegend6 az eredeti priméal és dudl problémat megoldani,
példaul az inverz legolcsobb 1t vagy a maximalis stlyt péarositas esetében.
Masik modszer szerint egy also korlatot kerestiink az optimalis valtoztatas
nagysagara, majd megmutattuk, hogy ez elérhetd, erre volt példa az inverz
vagas vagy a folyam. Tovabbi feladatok esetében megfigyeltiik, hogyan val-
toztathatjuk az eredeti koltséget, majd egy sziikséges és elégséges feltételt
kerestiink arra, hogy a kijelolt objektum optimalis legyen az j koltségfiige-
vény mellett, ezzel az inverz probléméat egy kombinatorikus optimalizalasi
feladatra vezettiik vissza.

A dolgozat mésik felében részletesen bemutatésra keriilt az inverz leg-
olcsobb feszité feny6 feladat megoldasara alkalmas 1j algoritmus, melynek
alapja a legolcsobb feny6t keress, dudl valtozokat hasznald, kétfazisi algorit-
mus kiterjesztése altalanos magrendszerekre. Megmutattuk, hogy ennek az
algoritmusnak egy speciélis magrendszerre felirt esete hogyan kapcsolodik az
inverz problémahoz. Ennek segitségével nem csupan egy erdsen polinomialis
algoritmust kapunk az inverz feny6 feladatra, hanem egy min-max tételt is
az optimalis megoldésra.

A szakdolgozat folytatédsaként érdemesnek tartom, a leirt gondolatmenet
alapjan, tovabbi inverz kombinatorikus feladatok megoldasara erdsen polino-
miélis algoritmust keresni. Kifejezetten azon feladatokra gondolva, melyek
megoldasidra még nem talaltak er6sen polinomialis algoritmust, mint példaul
az inverz maximélis silyt péarositas altaldnos grafban.

Tovabbi kutatasi lehetGségeket nyudjt, az inverz kombinatorikus optima-
lizalasi problémék vizsgéalata kiilonbdz6 normak esetén. A dolgozatomban
csupan az [; norméaban felirt esetet vizsgaltuk, széleskortien vizsgaltdk ezen

feliil a feladatokat Iy, ., normak estén.
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