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Bevezetés

Az egyetemen folytatott tanulmanyaim sordn taldlkoztam el8szor a Bayes-becsléssel. Mar ak-
kor megtetszett a mdédszer szubjektivitdsa. Kimondottan érdekesnek taldltam azt, hogy az ered-
ményt nagy mértékben befolydsolni tudja az adott dologgal kapcsolatos el6zetes ismeretiink.
Igy szakdolgozatomban kiemelten foglalkoztam a Bayes-becsléshez sziikséges a priori eloszl4-
sok megvalasztasaval. Szintén fontosnak tartottam, hogy egyszeri példdkon keresztiil szemléltes-
sem a modszert, valamint azt is, hogy megmutassam, hogy a mintatdl fiiggden bizonyos a priori
eloszldsok megvalasztdsa még konnyebbé teheti a szdmol4st.

A szakdolgozatom méasodik felében a bayesi hipotézisvizsgalattal foglalkoztam. Néhany ne-
vezetes probdt mutattam be részletesen. Az R program segitségével egyszer(i példakon keresztiil

végeztem el a szdmoldsokat, majd az eredményt 6sszevetettem a klasszikus esettel is.



1. Altalanos fogalmak, jelolések

1.1. Definicié (Feltételes valosziniiség). Ha A, B események és tudjuk, hogy B esemény mdr be-
kovetkezett, akkor az A esemény bekivetkezésének valdsziniisége P(A|B).

Ha P(B) > 0, akkor

P(ANB)
P(AB) = ———
1.2. Definicié (Teljes eseményrendszer). A Bi, Bo, ..., B, események teljes eseményrendszert

alkotnak, ha B; N B; =0 (V i#j) és |JB; =Q.
i

1.1. Tétel (Teljes valoszintiség tétel). Ha a B1, B, ..., B, események teljes eseményrendszert
alkotnak, valamint ismerjiik egy A esemény B; eseményekre vonatkozo feltételes valdsziniiségeit,

akkor az A esemény valosziniisége a kovetkezdképpen szdmolhato:
n
P(A) =) P(A|B)P(B)).
i=1

A konnyebb értelmezhetdség érdekében a szakdolgozatomban a kovetkezd egységes jelolése-

ket fogom hasznélni. Legyen

X (vagy y) a minta,
K az x (vagy y) mintén kiviili tud4sunk a vilagrol,

6 minden, amit nem tudunk biztosan.

A bayesi statisztikus célja dontést hozni egy szdmara ismeretlen dologrol igy, hogy kozben
felhaszndlja, beépiti az altala ismert tudast. Tehat a p(9|y, K) val6szintiséget vizsgélja és ezen

érték alapjan dont.

2. A Bayes-tétel és valtozatai

Ebben a fejezetben a Bayes-tétellel fogunk megismerkedni, ugyanis a Bayes-statisztika gya-
korlatilag erre az egy tételre, illetve ennek valtozataira épiil. Az olvaséban felmeriilhet a kérdés,
hogy a Bayes-statisztika mit6l mésabb a klasszikus statisztikdndl? A kovetkezSkben erre proba-
Iunk valaszt adni.

A klasszikus értelemben vett statisztika a "direkt" gondolkoddsmédot koveti. Legtobbszor
megprébaljuk megjésolni valaminek a kdvetkezményét. Példdul milyen irdnyba mozdul el egy
maégnes, ha mellé teszek egy masikat?

Ezzel ellentétben a bayesi statisztika inverz gondolkoddsmddd. Az eredményt latva probal-
ja kikovetkeztetni, hogy mi okozhatta azt. Példdul mi mozdithatta el a magnesemet? Egy masik

magnes? Vagy a szé1?



1. dbra. A direkt és inverz gondolkoddsméd

2.1. Tétel (Bayes-tétel). Ha ismert A és B esemény valdsziniisége, és P(A) # 0, P(B) # 0,
illetve P(A|B) feltételes valdsziniiség, akkor

p(5ia) — PABIPD)

P(A)

A P(B) val6szintiséget a priori, a P(B|A) val6szintliséget a poszteriori valészintiségnek hiv-
jék.

A Bayes-tétel voltaképpen egy képlet, amely segitségével kovetkeztetést tudunk levonni a B
esemény valdszinliségérdl, amennyiben az A esemény bekovetkezik. Ha az A esemény a meg-
figyelt eseményiink és a B eseményre egyfajta hipotézisként tekintiink, akkor Bayes tétele azt
mondja meg, hogy amennyiben az A esemény bekovetkezik, az milyen mértékben tdmasztja ala
a hipotézisiink helyességét. A tétel szerint ehhez sziikséges az a priori valdszintiségek pontos tu-
ddsa. Azonban a mindennapi életben 4dltaldban ezek a valdszinliségek nem ismertek. Ezért ha a
statisztikus példaul kiilonboz6 eloszldsokbol vesz értékeket, akkor mds-mds eredményre juthat a
végén.

Ha a B nem egyetlen esemény, hanem egy By, Ba, ..., B, eseményekbdl, all6 teljes esemény-

rendszer, akkor a Bayes-tétel a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg.

2.2, Tétel (Bayes-tétel teljes eseményrendszerre). Ha Bi, Bo,..., B, események egy teljes
eseményrendszert alkotnak és P(B;) > 0V i-re, akkor

P(A|B;)P(Bi)
3 PAIB)P(B;)

P(B;|A) =

,i=1,2,...,n esetén.

2.1. Példa. Tegyiik fel, hogy van két érménk. Az egyik szabalyos, a masik pedig "stlyozott",

azaz 0.75 annak a valdszinlisége, hogy fejet dobunk vele, és 0.25 annak a valdszintisége, hogy
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irast. Tegyiik fel, hogy nem tudjuk rdnézésre megkiillonboztetni egymdstdl a két érmét. Az egyik
érmét taldlomra kivélasztjuk, és 20-szor dobunk vele. A 20 dobdsbdl 15 alkalommal fejet dobtunk.
Mi annak a valdszintisége, hogy a kivalasztott érménk a silyozott érme volt? Jelolje A, By, B, a

kovetkez6 eseményeket!

A : a kivalasztott érmével 20 dobésbdl 15-szor fejet dobunk
By : astlyozott érmével dobunk

B> : a szabdlyos érmével dobunk

Ekkor a B; és a By események teljes eseményrendszert alkotnak. A megoldast a Bayes-tételt

felhasznélva kapjuk (2.2. Tétel).

P(A|B1)P(B)
(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bs)

B (39) 0.7519 0.25° 0.5 0032
(39 0.75150.255 0.5+ () 0.5 0.5 0.5

P(B1|A) = P

2.1. Definicié6 (Likelihood fiiggvény). Legyen Y1,Ys,...,Y, minta egy diszkrét eloszldsbdl,
Y1, Y2, - - -, Yn pedig a minta realizdcio, valamint legyen a mintdhoz tartozo ismeretlen paramé-

ter a 0. Ekkor a minta likelihood-fiiggvénye
pWlo) = Py(Yi =y1,.... Y =yn) = [ [ Po(Yi = wi)
i=1

Ha a mintdnk abszoliit folytonos, akkor a likelihood-fiiggvény

n

pl0) = faly) = | [ fo(ws),

i=1

ahol fy(yi) az Y; mintaelem siiriiségfiiggvényét jeloli az y; helyen.

2.3. Tétel (Teljes valésziniiség tétel folytonos esetben). Tegyiik fel, hogy 0 egy folytonos para-
méter, mely az |a, b] intervallumbdl veszi fel értékeit és siiriiségfiiggvénye p(0). Az y minta likeli-
hoodja a 0 paraméterre p(y|6). Ekkor:

b

py) = / p(y|0)p(0) o

2.4. Tétel (Bayes-tétel folytonos esetben). Ha 0 folytonos paraméter, melynek siiriiségfiiggvénye
p(0) az [a, b] intervallumon, az y mintdnk likelihoodja p(y|0), akkor
p(y|0)p(0) p(y|0)p(0)
p(fly) = =3
J p(yl0)p(0) do

p(y)



3. A gamma és az inverz gamma eloszlasok

z 2

A késdbbiekben a statisztikusok éltal leggyakrabban hasznélt nevezetes eloszldsok (binomié-
lis, exponencialis, Poisson, ... stb.) mellett, az inverz gamma eloszlast is szeretnénk felhaszndlni a
szamitasainkban. Egy ritkdbban hasznalt eloszlas révén érdemes 4ttekinteni a tulajdonsédgait. Eh-
hez el8szor a gamma eloszlas definiciéjat nézziik meg, mivel az inverz gamma eloszlas ebbdl az

eloszlasbol eredeztethetd.

3.1. A gamma eloszlas

A gamma eloszldsnak tobbféle definicidja is ismert. Nézziik ezek koziil a leggyakrabban hasz-

naltat.

3.1. Definici6. Az X valdsziniiségi vdltozo o rendi, B paraméterii gamma eloszldsi valdsziniiségi

vdltozé (jeldlés: X ~ Gammal(a, (3)), ha siriiségfiiggvénye a kovetkezd:

fla) = =t ge golghe,

I(a)

ahol x > 0 és a, 8 > 0, valamint
(o]
INa) = /to‘_le_t dt a gamma fiiggvény.
0

Ekkor:



A 2. abra a gamma eloszlas stiriségfiiggvényét szemlélteti néhany « és [ érték esetén.

1l —a=10 B=1.0

—a=20 B=10

| a=30 =10

0-8 —a=30 B8=05
0.6 |
0.4 1
0.2 4

0 ‘ : ‘ :
0 ) 10 15 20

2. dbra. A gamma eloszlds stirliségfiiggvénye

3.2. Az inverz gamma eloszlas

3.2. Definicié. Az X valdszindiségi vdltozo o rendii, B paraméterii inverz gamma eloszldsi valod-

sziniiségi vdltozo (jelolés: X ~ I1G(a, 3)), ha siriiségfiiggvénye a kovetkezd:

1
h(z) = mﬂaw_a_le_g, x > 0 esetén.

A 3. dbra az inverz gamma eloszlés stirliségfiiggvényét szemlélteti néhany « €s S érték esetén.

51 —a=10 B=1.0
—a=20 =10

41 a=30 B=10
—a=30 =05

3|

2|

g ¥

0 1 : : :

0.5 1 1.5 2

3. dbra. Az inverz gamma eloszlas stirliségfiiggvénye



Az éllitjuk, hogy ha X ~ Gamma(a, ), akkor Y = % ~ IG(a, ). Ugyanis a siirtiség-

fliggvény transzformdcids képletet felhasznalva:

Fr ) = Ixlo™ )] 007 0)] = x| o7

- _ 1 _ _B _
= fx(y 1)‘—y 2‘ L ey 2
_ 1 a, —a—1 -8
STl Y e

ahol g(y) = %

3.2.1. Az inverz gamma eloszlas momentumai és szorasnégyzete

A kovetkezOkben az X ~ IG(«, f) momentumait szeretnénk kiszamolni.

Ha o > n, akkor:

ny _ i n _ i n 1 o, —a—1 —g _ B > n—a—1 _g
E(X )—/w h(x)dx—/x F(a)ﬁ x e dx—r(a)/o x e = dx
0 0
g I'(la—mn) BT (v —n) 6"

" T B (a—-1)..(a—nl(a—n) (a—1)...(a—n)

Az utolsé elbtti egyenl6ségnél felhaszndltuk, hogy
ha o > 1,akkor I'(a) = (o — 1)I'(v — 1).

A kovetkezSkben a fenti képletet alkalmazva kiszdmitjuk az els6 és a mdsodik momentumot, mert

ezek ismerete sziikséges az eloszlas szorasnégyzetének meghatarozasahoz.

e Az els6 momentum (n = 1) tehat a kovetkezd:

e A miasodik momentum (n = 2) pedig:
2 5
EX)=———F———,h 2.
A P T M

Mivel a definici6 szerint a szérasnégyzetrdl tudjuk, hogy:
D*(X) = E(X?) - EX(X),

ezért ebbe a képletbe behelyettesitve a fenti momentum értékeket, az inverz gamma eloszlas sz6-
rasnégyzetét kapjuk o és 5 paraméterek esetén:

P S A g2 v
DX = e =y <a—1>(a—n%a—m’h > 2




4. A Bayes-becslés'

A Bayes-becslés az ismeretlen 6 paraméteriink becslésérdl szol. Legyen y a mintank valami-
lyen 6 paraméterdi M modellbél, ahol 6 az ismeretlen paraméter. Ekkor a Bayes-tételt és a teljes

val6szintiség tételét felhaszndlva:

PO =00 T Talvlon(6) do°

ahol

p(0]y)-t a poszteriori eloszlasnak nevezziik,
-t a priori eloszldsnak nevezziik,
a minta feltételes eloszlasa (likelihood), és

p(y) a minta marginélis eloszldsa.

A poszterior eloszlds 6sszegzi a tuddsunkat a nem megfigyelhetd paraméterekrdl, miutdn a megfi-
gyelhetd adatokat kielemeztiik.
Ha 6 folytonos paraméter, akkor p(6) és p(f|y) strlségfiiggvények, illetve ha y folytonos,

akkor p(y) és p(y|0) is stirtiségfiiggvények.

Hasznos rovidités:

Ha p(y) = [ p(y|0)p(8) df < oo, akkor hasznélhatjuk a

p(yl0)p(9)
p(y)

ahol a o< azt jelenti, hogy minden olyan tényez8, amelyik nem fiigg 6-t6l elhagyhat6 (a normald

p(Oly) = x p(y|0)p(0) jeldlést,

konstans elhagyhato).

A bayesi megkozelités szerint barmely olyan mennyiség, amelynél bizonytalanak vagyunk
paraméterek eloszldsat megadni, hiszen a paraméterek rogzitett mennyiségek. Egyediil a minta

véletlenszerti. Igy eloszlasokkal csak a mintat lehet kifejezni.

4.1. Az a priori eloszlas megvalasztasa

P

A Bayes-becslés Iényeges pontja az a priori eloszlas. Ett6] a tényez6t6l valik szubjektivvé a
moédszer. Az objektiv szemléletet kedvelSk foleg emiatt tdimadjdk a bayesianusok szemléletét.

A kovetkezdkben néhdny nevezetes a priori eloszldst fogok bemutatni.

'A fejezet a [8] alapjan késziilt.



4.1.1. Konjugalt priorok?

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az a poszterior eloszlds az a prior eloszlas és a likelihood

szorzataként irhato fel:

p(Bly) o< p(y|0)p(6) ¢))

Mivel az a priori eloszlast a statisztikus adja meg, ezért érdemes lehet olyan eloszldst vilasztani,
amely formdjaban megegyezik a likelihood fiiggvénnyel, igy az a poszteriori eloszlas fiiggvény-
formédja is ezekkel megegyez6 lesz. Ez azért érdekes, mert igy ugyanabban az eloszldscsalddban
maradunk. Azokat az a priori eloszldsokat, amelyek ugyanabba az eloszldscsalddba tartoznak,
mint a belSliikk szamitott a poszteriori eloszldsok, konjugalt prioroknak nevezziik. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy az a prior és a likelihood konjugéltak.

Mivel az a poszteriori €s az a priori eloszlasunk is ugyanabbdl az eloszlascsaladbdl szdrmaznak,
ezért csak ezen eloszldscsaldd paramétereit kell figyelembe venniink, ezek hordoznak informéciét
magukban.

A konjugalt priorokra jellemz8, hogy:

e egy a priori tobb likelihoodnak is lehet konjugéltja. Példdul a Béta prior a binomiélis és

negativ binomidlis likelihood konjugaltja is, illetve
e nem mindegyik likelihood fiiggvénynek 1étezik ismert konjugaltja.

A 4. ¢&s 5. dbra néhdny nevezetes eloszlast és annak konjugdltjanak az a priori eloszl4sat ismerteti.
A nyilak a minta eloszldsdbdl mutatnak a konjugélt prior eloszldsra. A nyilakra irt értékek arra a

paraméterre vonatkoznak, amelyhez az a priori eloszlast véalasztottuk.

Bernoulli
0
. 4 6 P,
Geometriai Negativ Bin.
0
Binomialis

4. dbra. Konjugalt likelihoodok Béta prior esetén

A szokdsos mddon az n elemd mintdk legyen = = (x1,...,z,).

2A fejezet a [7] alapjan késziilt.
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4.1. Példa. Ha a mintank Binomidlis(m, ) eloszlasu, ahol m ismert és 6 ismeretlen paraméter, és

az a priori eloszldsunk 6-ra a Béra(a, 3) eloszlas, akkor egy mintaelem stirtiségfiiggvénye:

p(z]6) = (’;) 6= (1 — )™=,

Ekkor az a poszteriori eloszl4s:

0k il = (T (7)o -0y om0 -0

1 B(a, 5)
i x; nm— i T; zn: zi+a—1 nm-— zn: ri+6—1
x =1 (1—0) = 9o H(1—9)P L =gi= (1-6) = :

A fentiekbdl leolvashaté, hogy az a poszteriori eloszlasunk:
n n
p(6|z) ~ Béta( Z x; +a,mm — Z z; + B).
i=1 i=1

4.2. Példa. Ha a mintank Bernoulli(6) eloszlésd, ahol 6 ismeretlen paraméter, és a 6 paraméterre

az a priori eloszlds a Béta(«, [3) eloszlas, akkor az a poszteriori eloszlés:
n n
p(0)|x) ~ Béta(in +a,n— Zazz +8),
i=1 i=1
mert a Bernoulli eloszlds m = 1 esetén megegyezik a Binomidlis eloszlédssal.

4.3. Példa. Ha a mintdnk NegativBinomidlis(r,0) eloszlasu, ahol r ismert és 6 ismeretlen para-
méter, és a 6 paraméterre az a priori eloszlds a Béta(«, [3) eloszlas, akkor egy mintaelem stirtiség-

fliggvénye:

p(x]8) = (’" o 1)9’“(1 s

Ekkor az a poszteriori eloszlas a kovetkez6képpen szamolhato:

p(6]) o p(z|0)p(0) = (H ( e 1)97"(1 _ ew) . (;’ H0 -0

M=

T

i zi+f—-1
11— ) =t (1 - 9)= :

x 6" (1 — )
Igy az a poszteriori eloszls:

p(6|z) ~ Béta(a + nr, B+ Z ).
i=1

4.4. Példa. Ha a mintdank Geometriai() eloszldsd, ahol § ismeretlen paraméter, és az a priori

eloszlds a 6 paraméterre a Béta(a, 3) eloszlas, akkor egy mintaelem strtiségfiiggvénye:

p(z]0) = 6(1 —0)".
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Ekkor az a poszteriori eloszlas:
n
p(0|z) ~ Béta(a +n, B+ le)
i=1
A fentiekben felhasznaltuk, hogy a Geometriai eloszlas 6 paraméterrel éppen a Negativ Binomidlis

eloszlas r = 1 és 0 paraméter esetén.

Exponencialis

A

B A :
—> Poisson

1

0-2
K -

Normalis

5. dbra. Konjugélt likelihoodok Gamma prior esetén

4.5. Példa. Ha a mintdnk gamma eloszldsu, ahol a « ismert és § ismeretlen paraméter, és az a
priori eloszldsunk a /3 paraméterre a Gamma(ay, 5p) eloszlas, akkor egy mintaelem stirtiségfiigg-
vénye:

1
I(a)

Ekkor az a poszteriori eloszlds az aldbbiak szerint szdmolhat6:

Baxaflefﬁx.

p(z|B) =

2 ol _ - L ax.a—le—ﬁwi L
p(Blz) o< p(x|B)p(B) <£[1 I‘(a)ﬁ i )r(

By I@Oéo—le—ﬁoﬁ
a’())

3 *5(50#2:1%‘)

~ Iﬁnaeiﬁ 7.; xiﬁao_le_ﬁoﬁ _ IBna—i-ao—le
Igy az a poszteriori eloszls:

p(Blz) ~ Gamma(ag + nao, By + Zl?l)
i=1

4.6. Példa. Ha a mintdnk Exponencidlis()\), ahol \ ismeretlen paraméter, és az a priori eloszla-

.

sunk a A paraméterre a Gamma(ay, [3p) eloszlas, akkor egy mintaelem stirtiségfiiggvénye:
p(x|A) = Ae
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Ekkor az a poszteriori eloszlés:
n
p(Az) ~ Gamma(ag +n, fo + Y zi),
i=1

mivel az Exponencidlis eloszlds éppen a Gamma eloszlas o = 1, 5 = X helyettesitéssel.

4.7. Példa. Ha a mintdnk Poisson(\) eloszldsd, ahol ) ismeretlen paraméter, és az a priori elosz-

lasunk a A paraméterre a Gamma(ay, 5p) eloszlds, akkor egy mintaelem stirtiségfiiggvénye:

AT
p(z|A\) = ¢ A,

Ekkor az a poszteriori eloszlas:

n AT 1
p()\|l‘) X p($|)\)p()\) = ( | | p €_>\) 75[)0(0)\@0_16_,60)\
i=1 "

(o)
o )\221 xie_”AAao_le_BOA = )\ao_l+¢§1 xie_k(ﬂo-i-n)‘

A fentiekbdl leolvashat6, hogy:
n
p(Alx) ~ Gamma(oy + Z xi, fo + n).
i=1
4.8. Példa. Ha a mintank Normdlis(p, T = 0—12) eloszldsu, ahol i ismert és T ismeretlen paraméter,

és az a priori eloszldsunk a 7 paraméterre Gamma(c, ) akkor egy mintaelem stiriségfiiggvénye:

plalr) = (2;> %ewp< - W)

Ekkor az a poszteriori eloszlas:

p(7|z) o< p(z|7T)p(7)

Il
N
&: 3
7N
I\J‘ 3
~_
(NI
o
S
=
N
|
pul
8
)
E
(V)
~_
N~
=3
Q —
S~—
=
Q
\\'
Q
L
Q\
@
3

1
p(7|x) ~ Gamma <a + g, B+ i(n - 1)52>,

ahol

2 1 - 2
S :n—l (a:i—,u,).
i=1

)
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4.9. Példa. Ha a mintdnk Normdlis(p, 7 = U%) eloszlédsy, ahol 7 ismert és y ismeretlen para-

méter, valamint az a priori eloszldsunk p-re a Normadlis(uo, 7o) eloszlds, akkor egy mintaelem

plxlp) = (;) emp( - W)

Ekkor az a poszteriori eloszlast a kovetkezképpen tudjuk szdmolni:

stirliségfiiggvénye:

[SIE

p(ulz) o< p(z|p)p(p) =

1

(G o) ) o)

NESNEI RN —

I
SN
™
g
=

nTp? = 2um Y @i+ 7Y af 4 Top” — 2ppoTo + Tou(2)>>

N =
N 7N

w2 (nt 4+ 10) — 2@(72% + ,u07'0> + <TZ$Z2 + 7‘0#(2)>>
T i+ HoTo
[(Tg +nT) <M2 - 2“—70 ; - ﬂ + (TZQCZZ + T()M%))

:Ae[];p<— ;((ToJrnT)((u— Tz$i+/~LOTO)2 — (Tz$i+NOTO)2>

To + NT To + NT

e -2 (u- TEE YY)

1 (73" @i + poTo0)? ., :
* e:z:p( 3 ( - + (T Z :1:;) + 70/1(2])

T0 +NT

B 1 Ty i+ poTo 2
_ABez:p<—2<(To—|—m')(,u— P > >)

A kapott eredménybdl leolvashatd, hogy

n
PoTO + T Y i g T
To + N7

p(plx) ~ Normcilis( ,T0 + m‘) .

4.1.2. Improprius priorok?

A stirtiségfiiggvényekrol tudjuk, hogy nemnegativak és integraljuk a —oo és 400 kozott 1.

Improprius prioroknak nevezziik azokat az a priorikat, amelyek ugyan nemnegativak, de integ-

3A fejezet az [5] alapjan késziilt.
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raljuk oo. Vegyiik példdul az y = (Y1,...,Y,) mintit, melyre Y1,...,Y, ~ N(u,o?), fiiggetle-
nek, és tegyiik fel, hogy o2 ismert, . ismeretlen paraméter.

Ha nem rendelkeziink elézetes ismeretekkel a p paraméterr6l, akkor kézenfekvonek tlinhet a
p(p) = ¢ > 0 vélasztds. Ekkor:

o o0

/pwwuz/CWZKL

—0o0 —0o0
Tehat ez az a priori improprius. El6fordulhat olyan eset, hogy habar az a priorink improprius,

mégis ezzel tovdbbszdmolva, az a poszteriori eloszldsnak egy valddi eloszldst kapnédnk.

4.10. Példa. Legyen

ii.d.
Yi,...,Y, ~ N(u,0?),

ahol p ismeretlen o2

ismert paraméter, és legyen az a priori eloszlasunk p-re a konstans c. Az
elébbiekben lattuk, hogy ez egy improprius a priori. Ekkor az a poszteriori eloszlast az aldbbiak

szerint tudjuk szdmolni.

p(uly) o< p(ylu)p(p)

Az eredménybdl mar leolvashatd, hogy

_o?
my~N<%>.
n

Azaz az a poszterior eloszldsunk egy valddi eloszlés.
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Egy nevezetes improprius a priori Haldane a priorija:

1 _n—1 _ —1 "np "
p(f) 00—0) 0~ (1—-0) Béta(0,0)",

ahol 6 a [0,1] intervallumbdl vett paraméter. Ez valoban egy improprius a priori, mert a sliriség-

fiiggvényének integrélja a [0, 1] intervallumon végtelen.

4.1.3. Neminformativ priorok*

El6fordulhat olyan eset, amikor a statisztikus nem tud vagy szdndékosan nem akar megva-
lasztani barmilyen informéciét hordoz6 a priori eloszldst, hogy az semmilyen formaban ne tudja
befolydsolni az a poszteriori eloszlast (példaul kis elemszamu minta esetén).

Jeffreys feltevése szerint egy "igazi" a priorinak invaridnsnak kell lennie az dtparaméterezésre.
Ez a sziikséges feltétele annak, hogy a priorink neminformativ legyen. Azaz, ha p(#) neminforma-
tiv, akkor az a priori barmilyen 4tparaméterezésének is neminformativnak kell lennie. Példaul, ha
egy statisztikus a o paraméterre valaszt egy p1(c) a priori eloszlast, és egy mdsik statisztikus o2
paraméterre ugyanazt az a priori eloszlast (p2 (02)), és a két statisztikus a szdmolds utdn kiillonbo-
z6 eredményre jut, akkor ez az eljards szubjektivnek tekinthetd, mert fiigg az atparaméterezéstol.

Jefferys priorja egy dimenziéban a kdvetkezs:

p(0) o< /1(0),

ahol I(0) az egy elemi minta Fisher-informécidja, azaz

E9<< dlog((z;g(y\9)))2>'

Ismeretes, hogy bizonyos regularitasi feltételek mellett

—Ee( d2l09§§2(y|9))) _ Ea(( dlog(g@(ﬂ))f)_

Ez az allitds nem tartozik szorosan a szakdolgozat téméjdhoz, ezért bizonyitas nélkiil fogunk a
tovdbbiakban szadmolni vele.

A kovetkezdkben 14ssuk be, hogy Jeffreys priorja invaridns az dtparaméterezésre. Tegyiik fel,
hogy az elsé statisztikus Jeffreys priorjat haszndlja a 6 paraméterre, az a priorit jeloljiik p; (6)-val.
A madsodik statisztikus szintén Jeffreys priorjat hasznélja 7 = h(6) esetén (0 egy atparaméterezé-

se), jeloljiik az a priorit pa(7)-val. A stirliségfiiggvény transzformécids képletet felhasznélva:

dh=1(7)

) = )|

A fejezet a [11] alapjan késziilt.
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Belatjuk, hogy p2(7) = p3(7) vagyis, hogy Jeffreys priorja a 7 paraméterre megegyezik azzal,

mintha Jeffreys priorjat a 6 paraméterre alkalmaztuk volna:

p3(7)=p1(6)’flz OC\/W:\/EKW)Q] (ji)Q

- ] (Y] (B0 75—

Ebben az értelemben az a priorink neminformativ lesz, mivel mindkét statisztikus ugyanazzal a

likelihoodal szdmol, ugyanazt az a priorit veszik, igy megegyez6 a poszteriorira jutnak. Jeffreys
priorjdnak egyik fontos tulajdonsdga, hogy nem fiigg magatél a mintatdl, mivel mar a Fisher in-
formacio sem fiiggott attol. (Vannak olyan esetek, amikor az a priori eloszlast a mintatdl fiigg&en
érdemes megvalasztanunk, a minta eloszldsanak mutatéit felhaszndlva, amennyiben van sejtésiink
az értékiikr6l. A késdbbiekben latni fogunk erre egy példat is.) Jeffreys priorja gyakran improprius,
ezért érdemes meggydzbdni arrdl, hogy az a poszteriori valéban 1étezd eloszlds, amely stiriség-

fliggvényének integralja minusz végtelen és plusz végtelen kozott 1.

Jeffreys priorja tobbdimenziéban

Jefferys priorjaa 6 = (04, ..., 0,,) paraméterekre:

p(0) o< \/det(1(0)),

ahol I(6) egy n x n-s Fisher-informacids matrix.

A mitrix i-edik sordnak j-edik eleme:

g Plogp(ylf)
do; do; )

4.11. Példa. Jeffreys priorjanak kiszamitasa a Bernoulli eloszlas esetén

Legyen Y a Bernoulli eloszlasbdl vett egyelemi mintank 6 paraméterrel. Ekkor E(Y') = 6 és

p(Y]6) = 0¥ (1—6)"

logp(Y']0) = log(6Y (1 — 0)1™Y) = Yiogh + (1 — Y)log(1 — 6)

d 1 1 Y 1-Y
L logp(Y0) =Y = + (1 = ¥)—— (1) = = — —— =
Llogp(¥10) = Y7 +(1-Y) (=7 1Y
L ogpvie) = Ly LY
ag2" P = e T g2
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Mivel E(Y') = 6, igy a Fisher-informacio:

2 Y 1—Y] 0 1—-6 1

d
1(9) :E[—WZOQP(YW)] =E[92+(1_9)2 e a—e2 ai-0)

Igy Jeffreys priorja:

p(0)  VI0) = [ 5=

azaz a 0 a priorija a Béta eloszlds oo = % 8= % paraméterekkel.

4.2. A Bayes-becslés

Lattuk, hogy amennyiben meghatdroztuk az a priori eloszlast, az (1)-es képlet segitségével az a
poszteriori eloszlést is ki tudjuk szdmolni. A kapott eredmény egy "majdnem" stiriségfiiggvény (a
konstansoktdl eltekintve). Altaldban végeredményiil nem a paraméter eloszldsét szokds megadni,
hanem az abbdl szdmitott valamilyen értéket.

Egy dgynevezett veszteségtiiggvényt hatdrozunk meg, melynek varhat6 értékét szeretnénk mi-
nimalizdlni. Jel6lje a veszteségfiiggvényt L (6, é), ahol 6 a paraméteriink €s fa paraméteriink becs-
Iése. Az eltérést tobbféleképpen is értelmezhetjiik. PEldaul, ha a veszteségfiiggvényiink négyzetes
(L(0,0) = (0 — 0)?), akkor az a poszteriori eloszlds varhaté értékét szokds a becslés eredményéiil
adni. Ha a veszteségfiiggvény abszolit értéki (L(6, ) = |0 — A]), akkor a medidn az eredmény.
Egy maésik esetben ugy is gondolkodhatunk, hogy a veszteségfiiggvényiink O-t vesz fel, ha a pa-

raméteriink valddi értéke megegyezik a kapott értékkel, és egy konstans szamot (példaul 1-et), ha

nem. Ekkor a becslésiink eredménye az a poszteriori eloszldsunk médusza.

Veszteségfiiggvény A poszteriori mutatd

Linedris Median
Négyzetes Virhaté érték
01 Moédusz

4.12. Példa. Legyen y = (y1,...,Yn), yl@ ~ Exponencilis(f), és az a priori eloszlas f-ra

Gamma(q, 3). Kordbban lattuk, hogy ekkor az a poszteriori eloszlas:
n
0y ~ Gamma(a +n, B + Z Yi)-
i=1
Igy ha a veszteségfiiggvényiink négyzetes, akkor a Bayes-becslésiink:
+n

0 =E(0ly) = 0
+ > Ui
i=1
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Vegyiik észre, hogy Z"Iilu éppen az exponencidlis eloszldsi minta § ismeretlen paraméterének
1=1 J?

maximum likelihood becslése, mig < az « és B paraméterti Gamma eloszlds varhat6 értéke. Ha n

értéke kicsi, akkor a Bayes-becslés inkdbb az a priori varhat6 érték, ha pedig n értéke nagy, akkor

a Bayes-becslés a maximum likelihood becsléshez van kézel.

4.13. Példa. Legyen a mintdnk y = (y1, ..., Yn), ¥i|0 ~ Geometriai(f), és az a priori eloszlas
f-ra Béta(c, B). Ekkor az a poszteriori eloszlas:
n
0ly ~ Béta(o+n, f —n + Zyz)
i=1
Igy ha a veszteségfiiggvényiink négyzetes, akkor a Bayes-becslésiink:

A a+n +n
0=FE@0|y) = =

n n '
atntB-n+d y + 2. i
i=1 i=1

Hasonl6an megjegyezhetd, hogy Z”,iL?/ éppen a geometriai eloszldsi minta 6 ismeretlen para-
1=1 J?

méterének maximum likelihood becslése, mig az « és B paraméterdi Béta eloszlas varhatd

értéke.

4.3. A Bayes-becslés elonye és hatranya’

A bayesi gondolkodas egyik legfontosabb ismérve, hogy ellentétben az objektiv klasszikus
moédszerekkel, a Bayes-becslés erésen fiigg a mar ismert tuddsunktdl. Az a priori eloszlast ugyan-
is a statisztikus vdlasztja. Ez pedig attdl fiiggben, hogy az elemz&nek milyen kordbbi ismeretei
vannak az adott dologrdl, akar 1ényegesen is megvaltoztathatja az a poszteriori eloszlast.

Amennyiben tijabb mintdk elérhetdk, tigy a mar meglévd ismereteinket folyamatosan tudjuk
bdviteni a Bayes-becslés segitségével. Ezt a kovetkez6képpen tehetjiik meg.

Legyen p(6) az a priori eloszlasunk (ezt mi valasztjuk meg), és legyen z; egy tetszoleges
minta. Ekkor az a poszteriori eloszlas:

p(z1]0)p(0)

PO =)

o< p(x1]0)p(6).

2~ 7z

Most vegyiik az Uj, o mintat, amely az x; mintdnktdl fiiggetlen. Legyen az el6z6ekben kisza-
molt a poszteriori eloszldsunk az wj a priori eloszlasunk. fgy egy uj a poszteriori valészintiséget

készithetiink:

p(0|z1, x2) o< p(x2]0)p(0z1) o< p(x2]0)p(21|0)p(0) = p(0)p(21, 22(0).

A fentiekben felhasznaltuk, hogy mivel az x; és x2 mintdink fiiggetlenek ezért az egyiittes stirt-

ségfiiggvényik szorzattd bomlik, azaz:  p(x1,x2|0) = p(x1]0)p(x2]0).

S A fejezet a [2] alapjan késziilt.
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Ha z; és x5 mintdink mar a kezdetben, egyszerre rendelkezésre élltak volna, akkor ugyanezt az a
poszteriori eloszlast kaptuk volna meg.
A folyamatot tjabb és Gjabb minta érkezése esetén a végtelenségig lehet ismételni. Tehat fo-

lyamatosan tudjuk frissiteni az a priori eloszldsunkat:
p(0) — p(0|x1) — p(O|z1,22) — ... = p(Oz1, 22, ..., TN)

A szakirodalom ezt a médszert bayesian update-nek nevezi.

4.4. A normalis eloszlas bayesi elemzése

Attdl fiiggben, hogy a normadlis eloszlds mely paraméterei ismertek és ismeretlenek, harom

kiilonboz6 esetet tudunk megkiilonboztetni:
1. Ha a varhato érték ismeretlen, a széras ismert
2. Ha a varhato érték ismert, a szords ismeretlen

3. Ha a varhato érték és a szoras is ismeretlen

4.4.1. A varhato érték ismeretlen, a szoéras ismert®

A 4.9 Példandl lattuk, hogy ha a varhaté érték ismeretlen és a szords ismert paraméterek,
valamint az a priori eloszlds normalis eloszlds, akkor az a poszteriori eloszlas is normalis eloszlas

lesz.

4.4.2. A varhato érték ismert, a szoras ismeretlen

Legyenek Y1,Y5,...,Y, ~ N(u,o?) fiiggetlen val6szintiségi valtozok, ahol a y ismert, a o2

ismeretlen paraméter. Ekkor a valészinfiségi valtozok egyiittes likelihoodja a kdvetkezé:

n

pylo?) =] . 12W6xp<—w>-

=1

Vilasszuk o konjugalt priorjat az a priori eloszlasnak, azaz:
o? ~ IG(a, B).

gy

O A fejezet a [2] alapjan késziilt.
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ahol 02 > 0 és a, B > 0. Az a poszteriori eloszlds a kovetkez6képpen szdmolhat6:

p(?[y) < p(y|o?)p(a?)

(M- 2)] it 5)

=1

A fentibdl latszik, hogy:
n 1 —
o?ly ~ IG<a—|— §’B+ 52(% —,u)2>.

Megjegyzés
Hogy érdemes megvalasztanunk az a priori eloszlds « és 3 paramétereit?

Az inverz gamma eloszlasnal lattuk, hogy a varhat6 érték és a szorasnégyzet:

E(c?) =L haa>1.

a—1"°

2

D2(O'2) = (a_l)%m, ha o > 2.

Fejezziik ki a-t és B-t a fenti két egyenletbdl!

2 o 52
(a—1)2(a—2) = (a—1)2

(E(0%))? = (@ = 2)D?*(0?) = (a = 2)
Ebbl:

0.22
o= G 42

B = E(0*)(a—1) = E(c?) (%gfgj?f - 1) = B(0?) <<§§‘gj>2); + 1).

Ez azt jelenti, hogy ha a o2 varhat6 értékére és szérdsdra van valamilyen megérzésiink akér a

mintabol adéddan, akkor azokbdl kifejezhetjilk a-t és 5-t.
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4.4.3. A varhaté érték és a széras is ismeretlen’

Tegyiik fel, hogy a mintank normdlis eloszl4sd, ahol . és o2 ismeretlen paraméterek.
T = (xlv"'vxn) ~ N(:u70-2 = T)

Igy a likelihood a kivetkezéképpen szdmolhat6:

p(alp, ) = ﬁ(zﬂ'T)%exp< _ W)

=1
- (QW)—ST 26:Ep<— é(z M)2>
_ o) s zexp(—;ém—z)%n(m—m?))

n
ahol $% := Y (z; — z)%
i=1
Vilasszuk az a priori eloszldsoknak Jeffreys a priorjait:

p(p) o 1,

Igy az a poszteriori:

p(p, 7|z) oc p(p, 7)p(z |1, 7)

S

(5% 4l = ) )

1 __n
=7 T 2exp

=¥t - 5 (S nla - ).

A késbbbi elemzés miatt hasznos lehet, ha n helyett a szabadsagi fokra, v-re fejezziik ki az a

poszteriorit. Mivel v = n — 1, ezért:
—vtl g I - 2
Pl l) oc 7T eap( = (82 + (@ - p)?) ).

A varhaté érték a poszteriori eloszlasa

A kovetkezdkben p a poszteriori eloszldsét szeretnénk kiszdmolni. Ismeretes, hogy az egyiittes

7A fejezet a [4] alapjan késziilt.
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2

stirliségfiiggvény kiintegrdlva az egyik véltozo szerint, a masik valtozo stirliségfiiggvényét kapjuk
eredményiil. Vagyis:

o0

poke) = [ tierleyar s [+3 e - (82 4nlo— i) )ar. @
0

Alkalmazzuk az u = 5-(5? + n(Z — p)?) helyettesitést.

1 1

2 - 2
— _ R
i 27(5 +n(z — p)*) 5
L 5 (2u)"'B
T=—B=(2u
2u
dr -1, -2
— =2 B
du Y

Ekkor a (2)-es egyenlet a kovetkez6képpen alakithato at.

/O ((2u)*1B)*%*1exp(—u)(—2*1u*23) du

o0

Tehét a v a poszteriori eloszlasa:

v4+1

plula) oc (S +n(E — p)?) 8 = (8 + (@ — p)?) 7.

Az eredményiink nem egy ismert eloszlds. Azonban, ha megfeleld helyettesitéseket alkalmazunk,

akkor p|x eloszldsiat kifejezhetjiik ismert eloszldssal is. Legyen

t=""Hn,

s
.S
n—1 v

I

ahol s2 a minta korrigalt tapasztalati szérdsnégyzete.
Helyettesitsiik a u-t t-vel. Ekkor a ¢ a poszteriori stirliségfiiggvényét a kdvetkezd levezetésbol
kapjuk:

v+1 _ v+l

vl {v(v32+(ts)2)]‘2 _ [vs2(v+t2)} 2

ptlz) o (vs? + (ts)?) "2 = :

v+1

2\ "2
oc(l—i—) .
v
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Vegyiik észre, hogy t|x eloszldsa éppen a t-eloszlds v szabadsagi fokkal, azaz t|x ~ t,,.

Mivel p =z — %, igy a i Bayes-becslése:

f=x

A szérasnégyzet a poszteriori eloszlasa
A szérasnégyzet a poszteriori eloszlasat az el6bbiekhez hasonléan tudjuk szamolni. Most a 7

helyett a 1 valtozo szerint kell kiintegraljuk a két paraméter a poszteriori eloszlasat.

[ 1 ]
prle) = [ sy [ 5 e~ (4t — ) do
_ =51 i _ i 2 i N2
—r bt [ - 58— gtnta - )
— 73 leajp — iS2 /exp — i(n(:c—,u)Q) dp
2T 2
1 orn\? [ (27 1
= T_g_lemp< — 52> (Tﬂ-> / ( - ) _(i,'I,‘[)< — —(n(z — /1,)2)> du
27 n ) n 27

1
= Tvgllexp< - 1S2> <2T7T> "
2T n
x7 2 ‘exp| — —S5
2T

Innen leolvashat6, hogy az a poszteriori eloszlds inverz gamma eloszldsu lesz 5 €s

v 52
NI _, —
T|x G(2,2>

S? 4
%~ paraméte-

rekkel.

Ekkor 7 Bayes-becslése:

%2 S2 52

Ty 1T -2 n=3

(SIS

Mivel a 7 ML-becslése %2, ha n értéke nagy, akkor a Bayes-becslése lényegében a 7 ML-becslése.

A fentiekben felhasznaltuk, hogy

T (2) (- o)

Az integrandus éppen a N (7, 7) siirliségfiiggvénye.
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5. A Kklasszikus hipotéziselmélet

A gyakorlatban sokszor fordul el8, hogy egy rendelkezésre 4116 mintdbdl nyert informacidok
alapjan szeretnénk kovetkeztetni egy nagyobb sokasdgra. Péld4ul arra, hogy egy adathalmaz mi-
lyen eloszlasd, vagy két adathalmaz eloszldsban megegyezik-e. Ez a "médszer" természetesen
hordoz magaban hibat, hiszen egy nagy adathalmazt nehéz/koltséges elddllitani, igy a paraméterét
nem tudjuk pontosan lemérni, annak csak egy kis részér6l tudunk nyilatkozni. Viszont az éppen
kiragadott mintdnk csak nagyon ritkan adhat valds képet az adathalmaz egészérdl.

Az adott paraméterrdl alkotott feltételezéseinket tgynevezett hipotézisekben fogalmazzuk
meg. Ezek a hipotézisek lehetnek igazak és hamisak is. A mi feladatunk az igazsdgtartalmuk eldon-
tése. A mintdbodl szdmitott értékek alapjan tudunk donteni arrdl, hogy egy hipotézist elfogadunk-e
vagy sem. Nullhipotézisnek nevezziik azt a hipotézist, amelyben megfogalmazzuk, hogy valami-
lyen adatunk vagy eloszldsunk nem tér el, valtozatlan egy mésik adathoz vagy eloszldshoz képest.
Az ellenhipotézis az elbbi hipotézisiink ellentéte. Igy a két hipotézisiink egymast kizaré feltéte-
lezéseket fogalmaz meg, azaz egyszerre nem teljesiilhet mindketts. Gyakran a feladat inkabb arra
irdnyul, hogy az ellenhipotézisben feltett allitdsunk teljesiil-e. Ha a nullhipotézist elvetjiik, akkor
ebbdl az kovetkezik, hogy az ellenhipotézist tartjuk valészintibbnek. Lathatjuk, hogy célszerd a
hipotéziseket olyan médon megfogalmazni, hogy a figyelem a nullhipotézis elvetésére irdnyuljon,
hiszen ez az informativabb dontés.

A hipotézisvizsgdlat sordn mindig azt nézziik, hogy a nullhipotézisiink helyes-e, ezért a két
hipotézis nem cserélhetd fel egymassal, nem szimmetrikusak. Mivel a mintank a véletlen fiiggvé-
nye, ezért sosem lehetiink biztosak a hipotézisiink helyességében, illetve nem helyességében. Igy
viszont a célunk minél kisebb hibdval donteni. A hipotéziselméletben kétféle hibat kiillonboztetiink

meg:

¢ Elséfaja hibanak nevezziik azt a hibat, amikor a nullhipotézisiink igaz, mégis elutasitjuk

azt.
e Masodfaji hibanak pedig azt, ha elfogadjuk a nullhipotézist gy, hogy az nem teljestil.

A kett6 hiba koziil az els6faju hibét tartjuk silyosabbnak, ezért célunk, hogy ennek a hibanak a
valészinliséget egy bizonyos érték alatt tartsuk.

Ezek utan feldllitunk egy prébastatisztikat, amely voltaképpen egy valdszinfiségi valtozd.
Egyéb adatok segitségével kiszdmoljuk a kritikus értéket, a kritikust tartomanyt, majd az igy ka-
pott informdcidkat dsszevetve a probastatisztikdval dontést hozunk a nullhipotézis helyességével
kapcsolatban.

A hipotézisvizsgdlat egyéb fontos értékei:
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e Konfidencia szint (1 — «)

Ha a nullhipotézisiink igaz, akkor annak a valdszintisége, hogy elfogadjuk a nullhipotézist.

e Szignifikancia szint, terjedelem («)
Ha a nullhipotézis igaz, akkor annak a valdszinlisége, hogy elutasitjuk a nullhipotézist. (Ezt

az értéket mar hipotézisvizsgalat el6tt eldontjiik).

e Empirikus szignifikancia szint (p-érték)

A p-érték az a legnagyobb terjedelem, ami mellett nem utasitjuk el a nullhipotézist.

6. A bayesi hipotéziselmélet®

A bayesi hipotézisvizsgalat habar alapjaiban hasonlé, mégis sokban kiilonbozik a klasszikus
hipotézisvizsgalattol. Fontos kiilonbség, hogy mig a klasszikus statisztikdban a nullhipotézis és
az ellenhipotézis egymds ellentettjei, addig a bayesi hipotézisvizsgélat esetén nem feltétleniil, igy
akar azok szerepet is cserélhetnek. Vagyis a bayesi hipotézisvizsgélatban nincs kitiintetett nullhi-
potézis.

Misrészt, a klasszikus hipotézisvizsgélat sordn vizsgalt szignifikanciaszint vagy a p-érték a
bayesi hipotézisvizsgélatban nem szerepel.

Legyen H egy tetszdleges hipotézis, y pedig a H-hoz tartozé tapasztalaton nyugvé bizonyiték,
a mintdnk. Legyen p(H) a H hipotézis mintavétel el6tti valészintisége, mds néven az a priori
val6szintiség, p(y) pedig a mintank bekovetkezésének valdszintisége. p(y| H ) jelentse azt, hogy ha
a H hipotézisiink fennéll, akkor mennyi annak a valdszintisége, hogy az y mintét kapjuk. p(H|y)
pedig jelentse azt, hogy amennyiben adott a mintdnk, akkor mennyi annak a valdsziniisége, hogy
a hipotézisiink teljesiil. Ekkor a kovetkez6képpen irhatjuk fel a Bayes-tételt:

ply|H)p(H)

p(Hly) = o)

Ha tobb hipotézisiink van (H;), akkor hasonl6an az elébbiekhez, felhaszndlva a teljes val6szi-

niliség tételét, a nevezdt az aldbbi médon frhatjuk 4t:
p(y) =>_ p(y|Hi)p(H;).
i

Igy ekkor a kovetkez6t kapjuk:

.y DplylH;)p(H;)
PU) = S~ T ()

8A fejezet az [1], [2], [3] alapjan készilt.
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A kapott formula kiemelkedéen fontos a Bayes-statisztikdban. Ugyanis a képlet szerint kiindu-
lunk valamilyen tuddsbdl, majd tapasztalatokat szerziink, azokat kiértékeljiik és 6sszehasonlitjuk
a kezdeti feltételezéseinkkel, igy a kezdeti tudasunkat bdviteni tudtuk.

A bayesi hipotézisvizsgalat két fontos mennyisége két hipotézis esetén:

p(Hy)
p(Ho)
p(Hily)
p(Holy)

A két érték kozott felirhat6 egy osszefiiggés is:

p(Hily)  p(H1) p(y|H1)

, amelyet a priori esélyhdnyadosnak, illetve a

, amelyet a poszteriori esélyhdnyadosnak hivunk.

p(Holy) — p(Ho) p(y|Ho)
A jobboldali szorzé6tényezd voltaképpen a Bayes-faktor legegyszeriibb forméjanak felel meg (1asd.
késobbi fejezet).
A klasszikus hipotézisvizsgdlattal szemben a bayesi hipotézisvizsgélat dontéshozatala 1énye-
gesen egyszerilibb. Az tgynevezett MAP teszt (Maximum A Posteriori Probability Test) segitségé-
vel tudunk donteni. A teszt szerint a nagyobb értékd p(H;|y)-hoz tartozé H; hipotézist tartjuk a

legvaldszintibbnek. Ez két hipotézis esetén a kovetkez6képpen fogalmazhaté at:

e Ha az a poszteriori esélyhdnyados > 1, akkor elvetjiik a Hp-t, mert a mintavétel és az

inform4cié feldolgozds utdn az ellenhipotézis esélyesebbnek tiinik.
e Ha az a poszteriori esélyhdnyados < 1, akkor elfogadjuk a Hy-t.

e Ha az a poszteriori esélyhdnyados = 1, akkor a két hipotézis egyforman valdszind.

6.1. A minta eloszlasanak Kkiszamitasa adott hipotézis mellett

A p(y|H;) kiszamitasa egyszerii hipotézis esetén
Ha Hy : 0 = 6y, akkor 0|Hy ~ 0y, eloszlastinak tekinthetd, ahol g, a 6p-ra koncentralt Dirac
delta fiiggvény.

1, ha 0p==x
590@7) =
0, ha 6yg#x

Ekkor:

p(y|Ho) = / p(y10)p(6]Ho) db = / p(y10)p(610 = 60) db = p(y|60).

A p(y|H,) kiszamitasa osszetett hipotézis esetén

Legyen a j-edik hipotézisiink a kdvetkez6

Hjiee@j
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Ebben az esetben ¢ nem egy konkrét érték, hanem a ©; paramétertérbdl vehet fel értéket. Ekkor a

©, paramétertéren meg kell adnunk egy p(6|H,) strtiségfiggvényt. Igy

p(y|H;) = / p(y16)p(6]H;) db.
O;

A kovetkezd két alfejezetben a bayesi hipotézisvizsgalat azon eseteit fogjuk alaposabban is
megvizsgalni, amikor a hipotéziseink ugyanolyan tipustak, azaz a hipotéziseink vagy mind egy-

szerliek, vagy mind Osszetettek.

6.2. Ha minden hipotézisiink egyszeri’

Legyen Y ~ p(y|@) , ahol p(y|f) a modell eloszldsa. A hipotéziseink pedig a kovetkezd
egyszerd hipotézisek j = 1,2. .., J-ig:

Ekkor a posteriori valészintiség a Bayes-tétel felhasznalasaval kovetkez6képpen szamolhat6:

p(Hjly) = p(0 = djly) = plylHj)p(H;) _ p(ylo = dj)p(0 = d))
J J 7 ¥
kZ_llp(ylHk)p(Hk) kg_;lp(yw — d)p(0 = dy)
p(yl0 = d;)p;

=— x p(yl6 = d;)p;-
kZ p(yl0 = di)pr
=1

Az igy kapott lehetséges értékekbdl (j = 1,...,J esetén) a legnagyobb értékilinek megfeleld
hipotézisnek a legvaldszinlibb a bekdvetkezése. Ha tobb ilyen is van, akkor azok a hipotézisek

egyforman valészintiek.

6.1. Példa. Egyszerii hipotézisre
Legyenek Y; ~ Bernoulli(6) fuggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok i = 1,2,...,n
esetén. Legyen az a priori eloszlés:

1 J .
p(9:dj):ﬁ,aholdj:ﬁ,hajzo,l,...,lo.

%A fejezet a [2] alapjan késziilt.
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Ez azt jelenti, hogy kezdetben minden hipotézisiinket egyforméan valdszintinek tekintjiik. Ekkor

annak a valdsziniisége, hogy a H; hipotézis teljesiil, amennyiben az y minta adott:

A L,
p(Hjly) = p(9 = d;ly) < p(yld = dj)p; = 7 [Tdva—dyt
=1
1 i i n*i i _ _
= ﬁdjizly (1—d;) =Y oc d;™(1 — dj)n(l—y)’

n
ahol § = % > y; a mintaatlagot jeldli.
i=1
A kovetkezd két dbra két kiillonb6z6 mintdbol szadmitott a poszteriori eloszldst dbrdzol. n = 13

ésf =0.4.

03-

L ] L ]
L ]
03 .
0.2
L]
02
variable variable
o ®
2 ® priar 2 prior
g =
@ posterior ™ & posterior
L ]
0.1
01
*
[ ]
L ]
[ ] [ ]
w- & @ * o 00- @ *® o o o
0.00 025 050 075 100 0.00 025 050 075 1.00
theta theta
2 P
(a) abra (b) abra

6. dbra. Példa diszkrét a priori esetén

Az (a) abrahoz tartozé mintank:
y=(1,0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0).

A (b) dbrahoz tartoz6 mintdnk pedig:
y=1(0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0).

Az (a) dbrdn a Hy hipotézishez tartozd a poszteriori érték a legnagyobb, ezért a legvaldszi-
nlibbnek a Hs hipotézis bekovetkezését tekintjiik, azaz & = ds. A Hg hipotézis a poszteriori
értéke a masodik legmagasabb. A tobbi hipotézisé jéval alacsonyabb. Ezek bekovetkezésének va-
16szintisége egyre kisebb.

A (b) dbrén jol lathatd, hogy a Hs és a Hs hipotézisekhez tartozd a poszteriori értékek a

legmagasabbak. A H7, Hg, Hg, H1 hipotézisek a poszteriori értéke nagyon alacsony, majdnem 0
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vagy éppen 0. Ezért annak a valdészintisége, hogy ezek a hipotézisek teljestilnek, azaz 6 a d7, ds, dg

vagy djg értékek valamelyikét veszi fel szinte biztosan nem igaz.

6.3. Ha minden hipotézisiink odsszetett'®

Legyen Y ~ p(y|0) a modell eloszldsa. A hipotéziseink pedig a kovetkez dsszetett hipotézi-
sekj=1,2...,J-ig:

Hj:0 € (Ej1, Ejl,

ahol az (E;_q, E;] intervallumok diszjunktak. Ekkor a H; hipotézis mintavétel el6tti (a priori)

valészinliségét az aldbbiak szerint tudjuk szdmolni:
E;

p(Hj) = p(@ € (Ej—th]) = p(Ej_l <46 < Ej) = p(Ej_l << Ej) = / p(@) do.
By,

ahol p(#) a 0 paraméteriink a priori eloszldasanak stirliségfiiggvénye. A fenti egyenl&ségnél fel-
haszndltuk, hogy p(# = E;) = 0, mert 6 folytonos valésziniiségi véltozé.

A posteriori eloszlast ekkor a kovetkez6bdl kapjuk:
Ej

p(H,ly) = p(EBj—1 < 8 < Ejly) = / p(6]y) do.
Ej,1

Hasonl6an az egyszert hipotézis esetéhez a legnagyobb p(H;|y) értékhez tartozé H; hipotézis a

legvaldsziniibb.

6.2. Példa. Osszetett hipotézisre

Legyenek Y; ~ Bernoulli(6) fuggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok i = 1,2,...,n
esetén. Legyen F; = %, ha j = 0,1,...,10. Tételezziik fel, hogy # ~ Béta(l,1), vagyis 0
egyenletes a [0, 1] zdrt intervallumon.

Ekkor az a poszteriori eloszlas:

n

p(0ly) o p(ylO)p(0) = [ 0¥ (1 — 0)' % = gn¥(1 — 6)" (=9,
i=1

Oly ~ Béta(1 + ny,1 4+ n(1 —y)).
A hipotézisek a poszteriori valdsziniiségeit pedig a kdvetkezd képletbdl szamolhatjuk.

Ej

p(Hjly) = [ p(0ly)do,
J

ha behelyettesitjiik a 0|y stirtiségfiiggvényét, majd integraljuk a megfelels intervallumon.
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0 0.01 .08 | 021 03 | 025 | 012 |\0.03 0 0 0 0 0 0.02 07 | 019 03 029 | 012 001

000 025 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00
X X

(a) dbra (b) abra

7. dbra. Példa Béta a priori esetén

Az (a) abrahoz tartozé mintank a kovetkezd:
y=1(0,0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1).

Az dbran az egyes (F;_1, E;] intervallumokhoz tartozé a poszteriori értékek is fel vannak
tiintetve. Az abrabdl leolvashatd, hogy a az (Ey, E5) intervallumon a legnagyobb a poszteriori
eloszlds értéke, igy a MAP teszt szerint a Hs hipotézis a legval6sziniibb, azaz a 6 ismeretlen
paraméteriink ebbe az intervallumba kell essen. Az is leolvashatd, hogy annak a valdszintisége,
hogy a 6 paraméter a Hy, Hg, H1¢ hipotézisekhez tartoz6 intervallumba esik, szinte biztosan nem
igaz.

A (b) dbra az el6bbi gondolatmenethez hasonlén elemezhetd. Ebben az esetben a mintdnk a

kovetkezd volt:
y = (17 ]‘? 0? 17 17 07 07 17 1707 ]" 1’ 1)'

A legnagyobb a poszteriori érték a a H7 hipotézishez tartozik, ez az érték 0.3. Tehat a legvalo-
szin(ibb, hogy a # ismeretlen paraméteriink az ehhez a hipotézishez tartozé intervallumba, azaz

(Eg, Er] intervallumba esik.

10A fejezet a [2] alapjan késziilt.
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7. A Bayes-faktor'!

Két hipotézis esetén lehetdségiink van tigynevezett Bayes-faktorral szdmolni, amely értéke

segithet eldonteni, hogy melyik hipotézist érdemesebb tdmogatnunk. Legyen a két hipotézisiink

a H; és Hy, a mintank pedig y. A z Eg;g hanyadost a priori esélyhdnyadosnak nevezziik. Egyes

szakirodalmak a kdvetkez8képpen jelolik:

p(Hy)
p(Hz)’

ahol p(H;) a H; hipotézis val6szinliségét jeloli i« = 1,2 esetén. Ez a tort azt mondja meg, hogy

O[H, : Ho] =

kezdetben, a mintavétel el6tt a H; és a Ho hipotézisek koziil melyiket tartjuk esélyesebbnek.

— Ha g Egé% > 1, akkor a [ hipotézist tartjuk esélyesebbnek.

— Ha g EZ;% < 1, akkor a Hy hipotézist tartjuk esélyesebbnek.

— Ha g Egég = 1, akkor a két hipotézist egyformén esélyesnek tartjuk.

Hap(H;) = 1 — p(H>), akkor az a prior esélyhdnyados a kovetkez&képpen is irhatd:

p(Hy) _ p(H)

Ol L) = ) = T oty

A g Egélzg hanyadost a poszteriori esélyhdnyadosnak nevezzik, és a kovetkez&képpen jeloljiik:

p(Hily)
PO H1 . H2 == .
IR = )
Felhaszndlva a Bayes-tételt, az a poszteriori esélyhdnyadost atirhatjuk egy masik alakra.
H Hy)p(H
POH, - Hy) - p(Hily) _ p(ylH1)p(H1) 14¢)) 3)
p(Hz|y) p(y) p(y|Hz2)p(Hz2)
pylH1) _ p(Hi) o
= X = Bayes-faktor x prior esélyhdanyados @)
p(ylH2) — p(Hz)
A Bayes-faktor tehat a kovetkez6 hanyados:
H
BF[H, : Ho] = Pyl 1)'
p(y|H2)
Ha a Bayes-faktort forditott esetben szeretnénk kiszamolni, akkor
H
BF[Hy : Hi] = p(yl 2).
p(y|H1)
A kettd feliras kozott megfogalmazhatunk egy kapcsolatot:
H. 1
BF[H, : H)] = p(ylHa) _

A fejezet a [6] és [10] alapjan késziilt.
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A (4)-es egyenl6ség a jelolések felhasznaldsaval az aldbbiak szerint {rhat6:
PO[H, : Hy] = BF[H; : Hy] x O[H; : Hy].
Erdemes megjegyezni, hogy ha P(H,) = P(H;) = 0.5, akkor
PO[H, : Hy] = BF[H; : Ho).

A Bayes-faktor kiszamitasa kétféleképpen torténhet attdl fiiggben, hogy egyszeri vagy Ossze-
tett esetben vagyunk. Egyszer(i esetben a Bayes-faktor a likelihoodok hinyadosa a megfelel hi-

potézisek mellett:

BF[Hl . HQ] =

Osszetett esetben pedig a Bayes-faktor a margindlis likelihoodok hdnyadosa a megfelels hipotézi-

sek mellett:

) df

BF|[H, : Hy] = Jply i

Jply

Az a poszteriori esélyhdnyados vizsgdlatdn kiviil egy mdsik médszer arra, hogy a hipotéziseink

koziil valasszunk az, ha a Bayes-faktort vizsgéljuk.
Harold Jeffreys, angol matematikus 1961-ben megalkotott egy tdbldzatot, amely azt szemlél-
teti, hogy a Bayes-faktor (BF'[H; : Hj]) ismeretében a két hipotézist mekkora meggy6z6déssel

érdemes elutasitanunk, illetve elfogadnunk.

Bayes-faktor Erték Ertelmezés
> 100 Extrém bizonyiték H; mellett
30 - 100 Nagyon er6s bizonyiték H; mellett
10 - 30 Er6s bizonyiték H; mellett
3 - 10 Kozepes bizonyiték H; mellett
1 - 3 Anekdotikus bizonyiték H; mellett
1 Nincs bizonyiték H; mellett
1/3 - 1 Anekdotikus bizonyiték Hs mellett
1/10 - 1/3 Kozepes bizonyiték Ho mellett
1/30 - 1/10 Er6s bizonyiték Ho mellett
1/100 - 1/30 Nagyon erds bizonyiték Ho mellett

< 1/100 Extrém bizonyiték Hs mellett

Kass és Raftery (1995) tabldzata a Bayes-faktor természetes alapui logaritmusanak értékeivel

szamol.
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2log(BF[Hy : Hy)) Erték Ertelmezés

0 - 2 Nincs bizonyiték H; ellen
2 - 6 Létezd bizonyiték H; ellen
6 - 10 Er6s bizonyiték H; ellen

> 10  Nagyon erds bizonyiték H; ellen

7.1. Példa Bayes-faktor szamitasara

7.1. Példa. Legyen Y; ~ Bernoulli(6) (pl.: a pénzérme feldobés) ¢ = 1,2,...,n. A két hipoté-

zisiink pedig a kovetkezd:

1
H2:9#§

Tegyiik fel, hogy az a priori eloszldsunk 0| Hy ~ Béta(a, 3). Ekkor a Bayes-faktor a kovetkezd-

képpen szdmolhat6:

_pylH) _ [l
p(ylH2)  [ply

Kordbban megallapitottuk, hogy egyszerti hipotézis esetén p(y|Hi) = [ p(y|0)p(6|H1)do =

0,H1)d0 _ [ p(yl0)p(0]H:)db
0,H>)d0 [ p(ylo)p(0|Hz) do

BF[Hl : H2]

p(y|0o), ezért a szamldlot a kovetkezGképpen tudjuk szamolni:

ploi) = e a0 = (1) (1= 1) = (1)

A nevezdben:

n

p(yl6) = H Yi (1 — 0)1 ¥ = gri=1¥i(1 — g)" i1 Vi = (1 — )19,

i=1
illetve
1
Hy) = 11 -0)""1 ha0 <0 <1.
p(0|Ha) B(a,ﬂ)e (1-60)""",ha0 <0<
Ekkor a Bayes-faktor:
(3)"
BF[Hy : o] = - n(1-7) 5 a1 B—1
Jy 079(1 — )n(1-y Bag 0 (1= 0)""1do
) ()"
B(é 5 fol grni+a—1(1 — g)n(1-0)+6-1 g
) (b _ ()"Ba.B)
BagmBlat+ngn(—5)+p8) Bla+ng,n(l-g)+5)
1
ahol B(a, 8) = [ (1 — )~ dr a béta fiiggvény.
0
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8. Pédak bayesi hipotézisvizsgalatra

8.1. Bayesi u-préba (z-préoba) egymintas esetben'?

2

Legyen az y mintank normaélis eloszlasd, melyre o~ ismert, 1 ismeretlen paraméter.

iid.
Y17Y2a s 7Yn ~ N(N’a 02)
A tovabbiakban azt szeretnénk eldonteni, hogy jogos-e az az éllitdsunk, hogy a minta varhat6
értéke megegyezik egy elére meghatarozott értékkel. A feladat szovege szerint a hipotéziseink igy

a kovetkez6képpen fogalmazhatéak meg:

Hy:p=po

Hy @ 1 # po,

ahol po az elére megadott érték.

A Bayes-faktor kiszdmitdsdhoz meg kell hatdroznunk a paraméterek a priori eloszldsat. Mivel
o? ismert, ezért ez nem szamit paraméternek, ennek az a priori eloszlasaval nem kell foglalkoz-
nunk. A H; hipotézis mellett p pontosan pg, igy ez 1 valdszintiséggel teljesiil. A Ho hipotézis
esetén mar nem vagyunk biztosak p értékében, a p nincs specifikdlva. A bizonytalansidgunkat az

a priori eloszlasban fogalmazzuk meg. Tegyiik fel, hogy a paraméteriink a priori eloszldsa a minta

konjugélt priorja, azaz normalis eloszldsu az alabbi paraméterekkel:

o2
(| Hg ~ N<N07 )
no

Igy feltettiik, hogy a 1 a hipotézisben szerepld o varhat6 értékd normalis eloszlast koveti, vala-
mint a normalis eloszlas strliségfiiggvényének szimmetridja miatt a » ugyanannyira lehet kisebb
és nagyobb is pg-ndl. Az a tényezd, amely eldonti, hogy p értéke mennyivel tér el pp-tdl, a sz6-
rdsnégyzetben fogalmazddik meg. Legyen ez ng.

A Bayes-faktorunkat szokdsos médon a definicié szerint tudjuk szdmolni. A H; hipotézis
egyszer( hipotézis, ezért a szamlaléban nem kell integralnunk.

plylH1) _ p(y|u = po, o)
p(ylH2) [ p(y|p, o®)p(u|po, no, o?) dp

n + ng 1/2 1 n 72
= exp| —= ,
ng P 2n 4+ ng

Z = m\/ﬁ az u-proba probastatisztikdja, és ¥ a minta atlagat jeloli.
o

BF[Hl : HQ] =

ahol

12A fejezet a [6] alapjan késziilt.
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Ezt a képletet a kovetkezd levezetésbdl kaphatjuk meg.

p(y|Hy) p(y|p = po,o?)
B[H, : Hy| = — (5)
[ 2 o) p(ylH2) [ p(y|p, o?)p(p|po, no,02) dp
(i uo)
H f e:cp( )
A (yi—p)? (1—p0)? ©
1 Wi 1 _ (B—Ho
7‘!;0 (an \/ﬂo’exp( 202 )> QW\/LTTO ea:p( 2% )d/L
il(yi—uo)Q
— = exp( B 20’2 ) . (7)
i e (Sl w0 4ol )

Szeretnénk a (8) egyenletet egy szebb alakra kifejezni. Ezért tovabb szamolunk. Ehhez el6szor
az egyenlet nevezdjét alakitjuk at. Célunk, hogy az exponenciilis fiiggvény kitevdjében egy teljes

négyzetet alakitsunk ki, amelyben a teljes négyzet egyik tényezdje u.

— 7mp( ~ 52 (X 4 ol = ) )

Vo
o0
1 1
= ﬁ / exp< - ﬁ(n;ﬁ — Q;LZyi + ny + no,u2 — 2unopo + nou8)> du
TF\/T—O_OO
[o.¢]
1 1
= o / %P( — 5oa (P (n+m0) =20y yi +nopo) + Qi + nw%)) dy
TF\/T—O_OO
- 2
_ 1 1 >_Yi +1nopo\o (30 yi + nopo)
= ——— [ ean( =5 5 ((n+ o) (- )2 -
\/27T\/T—0 20 n+ng n+ng
—00
+ O v+ no#ﬁ))) dp
(3" yi + nopo)®
= €$p(202 (7”Zb+—no Zyz no#o
o 2oyt 2
L1 / emp( (e =) ) a
2
vargs S 255
(2 i +nopo)
= el’p(zag <711+—no Zyz - no,uo
o0 S yitnopo \2
o 1 / 6’;1'])( (=) ) "
n + nO 2“ IL(HrIl ‘% 2 Hi;l,()
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:exp(l(w_zyg—nou3)> o

202 n + ng n+ng

A fentiekben felhasznaltuk, hogy

\(Z Yi + Nollo o? )
. n+ng n+ng

eloszlés strtiségfiiggvényének integralja minusz végtelent6l végtelenig 1.

Folytassuk a (8) egyenlet kiszdmitdsat, felhasznélva az el6bbi szdmoldsunkat.

e:vp( _ Z(Zg;ﬂo)Q )

(3= yitnopo)? 2 2 ng
n+ngo - Z Yi — nO:u’O) n+no

™
3
M‘H

o2

ng+n 1 o O wi + nopo)? 2 2
= ewp(—M(Z(yi—uo) = Ny — nopg)

no n —+ngo

ng+n 1 (3= yi + nopo)?
- con( = 5z (30 = 20 St IS 5 i

no n 4+ no

ng +n 1 5 3 (X yi + nopo)?
no e:rp( 202 ((n = o) = 2p0 ) L yi + n + ng )

1
= exp( - m(”zﬂg — nopg — 2(n + n0) o Z Yi + (Z yi)?

(]

+ 2nopo ) yi + n%#%))

_ /no+n 1 A 9
a no exp( 202%(n + no)(z ) >

=2 (- 2 — e)?
no 202(n—|—n0) Ho

_ [hotn 63;},(_1 n (ﬂ—uo\/ﬁ)2>

o

7 = Y7 H0 /5 az u-préba probastatisztikdja, és § a minta dtlagat jeloli.
g

Ekkor a Bayes-faktorra tigy is tekinthetiink, mint az n, ng és a Z paraméterek fiiggvényére, ahol
az n darab y; megfigyelésiink mellett még ng darab pg megfigyelésiink is volt.

A 8. és 9. dbra a Bayes-faktor értékét dbrazolja ng fiiggvényében n = 100 és adott Z értékek
esetén. A 8. dbrdn lathat6, hogy minél nagyobb a Z értéke, a Bayes-faktor anndl inkabb a Ho

hipotézist tdimogatja.
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101 |

B[Hl : HQ]

8.

100 ¢

B[Hl : HQ]

1072 |

10° f

107

—Z =165

—Z =1.96
Z =2381
—Z =3.62

02 04 06 08 1
no

abra. A Bayes-faktor értéke ng megvaltoztatdsa esetén

e

200 400 600 800 1,000
no

9. dbra. A Bayes-faktor értéke ny megvaltoztatisa esetén

A 8. és 9. abran jol 14that6, hogy ha ng-val 0-hoz tartunk, akkor a Bayes-faktor értéke co-hez

tart, illetve ha ng-val co-hez tartunk, akkor a Bayes-faktor értéke 1-hez tart.

A Bayes-faktor szemléltetéséhez alkalmazott Z értékeket az dbrdkon a leggyakrabban haszn4lt

szignifikancia szint (terjedelem) alapjan valasztottuk ki.

a értéke Z értéke
0.1 1.64
0.05 1.96
0.005 2.81
0.0004 3.60
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8.1.1. Prior valasztas a standardizalt hatas nagysagra

Az el6bbiekben az a priori eloszldst az ismeretlen y, paraméterre valasztottuk. Jeffreys szerint
azonban jobb, ha az tigynevezett standard hatdsnagysagot (standard effect size) vizsgéljuk. Jeloljik

ezt d-val, amelyre

Ekkor az a priorit nem a p-re, hanem a d-ra valasztjuk meg.

i - 1\ %02 1
S\, NN<M0M07 <> 0) :N<o, )
g g no no

A 10. dbra azt szemlélteti, hogy egy fix varhat6 érték mellett (az dbrdn ez a varhat6 érték 0)
amennyiben az ng értékét megvaltoztatjuk, azzal véltozik a § az a priori eloszldsa is Hs mellett.

Minél "laposabb" a haranggorbénk, annal kevésbé informativ az adott a priorink.

1 — Ny = 4.0
0.8 — Ny = 2.0
ng = 1.0

0.6 1 ng = 0.5

P

siriiségfiiggvény
o
N

o
[\)

1.

—4
T

10. dbra. Normélis eloszl4su prior a standard hatds nagysigra

Tehat ha a normadlis eloszlasu, 0 varhaté értékd a priorik koziil valasztanank egyet J-nak, és
kevésbé informativ a priorit szeretnénk, akkor ng értékét kicsinek kell megvalasztanunk. Hiszen
minél kisebb ng értéke, annil kevesebb informéciot tartalmaz az a priorink. Nézziik az el6bbiekben
kiszamitott Bayes-faktorunkat.

1/2
n 4+ ng 1 n 9
BH; : Ho| = - = Z
[H1 2] < o ) €$P< 21 + o )

Ha ng-val 0-hoz tartunk, akkor a Bayes-faktor els6 szorzétényezdje végtelenhez tart, mig a ma-
sodik szorzétényezGje egy konstanshoz. Igy a Bayes-faktorunk fiiggetleniil a minténkt6l a H;

hipotézisiinket fogja timogatni.
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8.2. Bayesi t-préba egymintas esetben'?

2

Legyen az y mintdnk normélis eloszl4sd, melyre i és 0 ismeretlen paraméterek.

iid.
2
Y1,Ye, ..., Y, ~ N(p,07)
Az egymintds t-proba sordn azt vizsgaljuk, hogy egy adott mintdban a virhat6 érték szignifikdnsan

kiilonbozik-e egy adott pg értéktdl. Tehat a hipotéziseink a kovetkez6képpen irhatdk fel

Hy:p=po

Hy:p# po

Ahhoz, hogy el tudjuk donteni, hogy melyik hipotézisiinket timogatjuk, sziikséges a Bayes-faktor
kiszdmitdsa. Ehhez meg kell hatdroznunk a paramétereink a priori eloszldsét is, p-ét a Ho hipotézis
mellett (a H; hipotézis mellett ;. = po 1 valészintiséggel), illetve o2 a priorijat a Hy és Ho
hipotézisek mellett. A kovetkezGkben g helyett a standardizalt hatdsnagysaggal (§) szamolunk

tovabb.

Vilasszuk az ismeretlen o paraméter a priorijanak H; és Hy hipotézisek mellett Jeffreys priorjat.

1
2 PR
p(0)0<02

illetve a Hy hipotézis mellett valasszuk § a priorijanak a standard Cauchy eloszlast. Ezeket az a
priori valasztasokat a szakirodalom Jeffreys-Zellner-Siow priornak, roviden JZS priornak nevezi.
Igy a Bayes-faktor definici6 szerint a kovetkezSképpen szamolhat6:

_ p(y|H1)
p(y|H2)

_ [pWyld =0,0%)p(c?|Hy) do?
= T [ p(y[s,0%)p(8, 02| Hy) db do?

BF[Hl . HQ]

Behelyettesitve a megfelelé a priori eloszlasokat és kiszdmolva az integrdlokat a Bayes-faktor

értéke az aldbbi képletre egyszeriisodik.

5. _ (4D

(1+£)™"

BF[Hl : HQ] = e 5

°° - —L
f(1+ng)7%(1+ﬁ) 2 (27) 29 2e % dg
0

B A fejezet a [9] és [10] alapjdn késziilt.
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ahol

n : a megfigyelések szdma

v : a szabadsigi fok v =n — 1¢és

t : a klasszikus egymintds t-proba préobastatisztikdja, azaz:

t:w\/ﬁ
S

ahol
7 a minta atlagét,
s a minta korrigdlt tapasztalati szordsat, és

1o az elére megadott értéket jeloli.

Habar a képlet bonyolultnak tlinik, a kiszdmoldsa mégis egyszer(i, hiszen a statisztikusnak
elég a t értékét és a minta méretét (n) megadni. Vagyis nem sziikséges megadnunk magit a min-
tat. A konkrét JZS Bayes-faktor ismeretében mar el tudjuk donteni, hogy a Bayes-faktor melyik

hipotézist timogatja az alabbi tablazat segitségével.

A JZS Bayes-faktor értékei

Hi hipotézist timogaté  Hs hipotézist timogato

n 10 3 1/3 1/10
5 - 0.40 3.15 4.97
10 - 0.89 2.73 3.60
20 - 1.20 2.64 3.26
50 - 1.51 2.68 3.17
100 0.69 1.72 2.76 3.20
200 1.08 1.90 2.86 3.27
500 1.44 2.12 2.99 3.38

1. tablazat. Kritikus t értékek

A tdblazatban a Bayes-faktor értékek a 10, 3,1/3,1/10 felosztast kovetik, a minta nagysagat
(n) figyelembe véve. Példaul, ha 100 megfigyelésbdl a t értékiink 3.3, akkor a tdblazatbdl leolvasva
ez az érték meghaladja a 3.20-at, azaz a kritikus értéket, ezért ennek a t értéknek megfelels JZS
Bayes-faktorunk kevesebb lesz, mint %. A 7. fejezetben megismert tabldzat szerint, igy a JZS

Bayes-faktorunk a H» hipotézist timogatja.
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Miért éppen a Cauchy eloszlas?

A § a priorijanak az elbbiekben a JZS prior szerint a standard Cauchy eloszlast vélasztottuk.
Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon ez az eloszlds miért jobb, mint példdul a normadlis eloszl4s? A
kovetkezSkben nézziik meg, hogy mi valtozik, ha a ¢ a priorijanak a standard normadlis eloszlast

valasztjuk a Hy hipotézis mellett.
0|Hy ~ N(0,1)

J.N. Rouder szerint (2009) a JZS prior kevesebb informéciét hordoz, mint a standard normalis
eloszlasu a priori. Ez valéban igy van, mert a hatdsnagysag a priori eloszldsanak a szoérasnégyzetét
egy eloszlasnak tekinti (nem pedig egy 0 = 1 konstansnak). Azaz a sz6rasnégyzet értékét illets
bizonytalansdgunkat az a prior eloszladsban fogalmazzuk meg. Ez az eloszlds az egy szabadsagfoku
inverz-khinégyzet eloszlas, azaz az inverz gamma eloszlds o = % és B = % paraméterekkel. Az
inverz gamma eloszlast kiintegralva kapjuk, hogy a margindlis eloszlds, a § Cauchy eloszlasu.
Zellner és Siow a Cauchy eloszldst 1 paraméterrel vélasztotta. Az igy kapott eloszlést standard
Cauchy eloszlasnak nevezziik.

A standard Cauchy a priori els6 rdnézésre olyan, mint a standard normalis eloszlas stirliség-

fliggvénye. Azonban mégis kiilonbdznek egymastol.

04l —— Standard norm.
' Cauchy
>
§ 0.3 1
So
2
;? 0.2 |
kS
3
0.1
0 :
—4 -2 0 2 4
)

11. 4bra. Standard normélis és standard Cauchy a priori a standard hatdsnagysdgra

A 11. dbran l4thatd, hogy a standard Cauchy eloszlds —oo és 400 kozott kevésbé gyorsan
simul ré az x tengelyre, mint a normdlis eloszlds. Azaz a nagyobb hatdsnagysdgok gyakoribbak a
Cauchy eloszlas esetén. A ZS prior szerint a Hs hipotézis sdlya nagy ¢ esetén lassabban oszlik el,

mint a standard normalis hipotézis esetén. Ha visszagondolunk a Bayes-faktor definicidjara :

(ylHy) _ [p(y|d, H)dS [ p(yld)p(d|Hy)dd
(lH2) [ p(y|o, Ha)do [ p(y0)p(d|Hz), db

BlH, : Hy) =L
p

42



akkor igy a kisebb likelihood értékekhez ( ) nagyobb silyozas tartozik (p(d|/>)). Ez a na-
gyobb silyozés pedig pontosan azt eredményezi, hogy a Bayes-faktorunk (amelyik a /7 hipotézist

tdmogatja) értéke nagyobb lesz.

8.2.1. A Kklasszikus és bayesi egymintas t-proba osszevetése egy példan keresztiil

Ebben az alfejezetben a klasszikus és bayesi egymintds t-probat fogjuk osszevetni egy példan
keresztiil. Tiz ember egy kisérletben vesz részt, amelyben két kiilonb6z6 altaté hatdsat szeretnék
Osszevetni. Minden ember mindkét gydgyszert kiprobalta. A feljegyzett adatokat az alabbi tdbldzat

szemlélteti.

Tesztalanyok 1. tipusu altaté 2. tipusu altatd

1. alany 1.0 1.9
2. alany -1.1 0.8
3. alany -0.2 1.1
4. alany -1.2 0.1
5. alany -0.1 -0.1
6. alany 34 4.4
7. alany 3.7 5.5
8. alany 0.8 1.6
9. alany 0.0 4.6
10. alany 2.0 34

A tablazatban az egyes adatok azt jelentik, hogy az adott alany az adott tipusu altaté szedése
mellett mennyivel aludt tobbet, illetve kevesebbet (6rdban), mint szokott.
A feladatunk az, hogy eldontsiik a két altaté hatdsa megegyezik-e vagy sem? Legyen a tovéab-

biakban « értéke a hipotézistesztelésben leggyakrabban haszndlt terjedelem, 0.05.
A Kklasszikus egymintas t-proba kiszamitasa
Irjuk fel a feladat szovege szerint a hipotéziseinket.

Hiy @ py = po < Avdrhaté értékek megegyeznek

Hs : py # po <= A vdrhaté értékek kiilonboznek

ahol p; az 1. tipusu altat6 adatainak varhat6 értéke, mig po a 2. tipusuié.
A fentiekben meghatédrozott feladatban szerepld két minta nem fliggetlen egymastol, hiszen

ugyanazokon a személyeken végezték el a kisérletet. Ezért a tovabbiakban pérositott t-prébét fo-
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gunk végezni, azaz a mintdk kiilonbségére végziink egymintds t-probét. (Feltessziik, hogy a kii-
16nbség normélis eloszldsu.)

Ekkor a hipotéziseink a kovetkez6képpen médosulnak.

Hi:p=0 <= Avdrhato értékek megegyeznek

Hy: p# 0 <= A vdrhato értékek kiilonboznek,

ahol i a két minta vérhat6 értékének kiilonbségét jeldli.
A hipotézisteszteléshez az R programot fogjuk haszndlni. Az aldbbi kod segitségével kisza-
moljuk a prébihoz tartozé p-értéket, valamint a konfidenciaintervallumot is.
extra <- ¢(1,-1.1,-0.2,-1.2,-0.1,3.4,4.7,0.8,0.0,2.0
,1.9,0.8,1.1,0.1,-0.1,4.4,5.5,1.6,4.6,3.4)
group <- ¢(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
D <- ¢(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)
adat <- data.frame(extra = extra, group = group, ID = ID)

library (BayesFactor)

t.test (extra~group, data=adat, paired=TRUE)

Ekkor az alabbi eredményt kapjuk.

Paired t-test

data: extra by group
t = -3.6015, df = 9, p-value = 0.005735
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-2.2793686 -0.5206314
sample estimates:
mean of the differences

-1.4

Innen leolvashatjuk, hogy a 0 nem eleme a (-2.2793686,-0.5206314) konfidencia intervallumnak,
azaz az 1. tipusu altatd kevesebb alvast biztosit, mint a 2. tipust altaté. Hasonld kovetkeztetésre
juthatunk, ha a p-értéket és az o szignifikancia szintet vizsgdljuk. Mivel p értéke (jelentdsen)

kisebb, mint « értéke, ezért elvetjiilk a H; hipotézist.

A bayesi egymintas t-proba Kiszamitasa

Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, melyik hipotézisiinket érdemesebb tdmogatni, ki kell sza-
molnunk a Bayes-faktor értékét.

A szamolast az R program segitségével végezziik el. Futassuk le a kdvetkez6 kodot.
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library (BayesFactor)

ttestBF (x = adat$extra[l:10],y=adat$extra[l1:20], paired=TRUE)

Ekkor az alabbi eredményre jutunk.

Bayes factor analysis

Alt., r=0.707 : 9.704538

Against denominator:
Null, mu = 0

Bayes factor type: BFoneSample, JZS

Leolvashat6, hogy a Bayes-faktor értéke, amely a H hipotézist timogatja 9.704538. Ha a 7. feje-
zetben megismert tablazatot vizsgaljuk a 9.7 a 3-10 intervallumba esik, azaz a H hipotézis mellett

kozepes bizonyitékot taldltunk.

Ha ezt a megéllapitasunkat 6sszevetjiik a klasszikus esettel, akkor arra az eredményre jutha-
tunk, hogy mig a klasszikus esetben a préba elég er6sen a H; hipotézis elvetését tdimogatja (a Ho
hipotézist tartja valészintibbnek), addig a bayesi proba esetén "csak" kdzepes bizonyitékunk van

Hy hipotézis mellett.

8.3. Bayesi t-préba kétmintas esetben'*

A klasszikus kétmintds t-prébahoz hasonléan a bayesi kétmintas t-préba is két fiiggetlen, nor-
malis eloszlast mint4t hasznal, amelyekrdl tudjuk, hogy a szérdsaik megegyeznek (nem sziikséges
ismerniink a k6z0s szérds pontos értékét). Legyenek a mintdink a kovetkezdk

iid.
X; ~ N(pu1,0?)
iid.

Y; ~ N(pg,0?),

aholz = (X1q,..., Xp) ésy=(Y1,...,Ynm)

A hipotéziseink ekkor:

Hy ) = po <= A vdrhaté értékek megegyeznek

Hs : py # po <= A vdrhaté értékek kiilonboznek

A fejezet a [9] alapjan késziilt.
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A kovetkezSkben pg és s helyett azt nézziik, hogy mennyire térnek el a "nagy atlagtol". Azaz
ha a p a "nagy 4tlag”, és ha « a teljes hatés (fotal effect), akkor:
iid.
o
X~ N(/"“‘ 570-2)
iid.
o
Yi ~ N(//“ - 5) 02)

Most szamoljuk ki a két varhat6 érték eltérését.

« «
M1 — p2 = <M+2>—<M—2>:a

Ekkor a hipotéziseink az aldbbiak szerint médosulnak:

Hi:a=0 <= Avdrhato értékek megegyeznek,

Hs : a# 0 <= A vdrhato értékek kiilonboznek.

A hipotézisvizsgilathoz sziikséges, hogy meghatdrozzuk a paramétereink a priori eloszldsat is,
a-ét a Hy hipotézis mellett (a H; hipotézis mellett o« = 0 1 valészintiséggel), illetve i és o2 a
priorijait a H; és Ho hipotézisek mellett. A kovetkez6kben o helyett a standardizalt hatds nagy-
sdggal (0) szamolunk tovdbb. Vdlasszuk az ismeretlen paraméterek a priorijanak a JZS priort, azaz

H, és H, hipotézisek mellett hasznaljuk 1, o2 Jeffreys priorjat:

p(u) oc 1,

p(:ua 02) X 9)

illetve a Hs hipotézis mellett valasszuk J-nak a standard Cauchy eloszlast.
A kovetkezd 1€pésben ki kell szamolnunk a Bayes-faktort, majd a kapott értéket behelyettesit-

ve a tdbldzatba (7. fejezet) le tudjuk olvasni, hogy melyik hipotézisiinket tartjuk esélyesebbnek.

_ p(xa y|H1)
p(xa y|H2)

_ [ [ p(,ylo = 0,p,0%)p(p, o*| H1) dp do”
I [ | p(z,ylo, u, o2)p(6| Hz)p(p, 02| Ho) dp do? db

A Kkorabbi a priori vélasztiasaink miatt ez a Bayes-faktor numerikusan kiszamolhat6 az elGbbi,

BF[Hl : HQ]

egymintds t-prébahoz tartozé képlettel, csak a mostani kétmintds esetben némi valtoztatassal. A
képletben az eddigi egymintds t-préba probastatisztikdja helyett a kétmintds t-préba prébastatisz-

tikdjat kell irnunk, azaz:

L ] \/nm(n+m—2)
\/(n— 1)s2 + (m — 1)s3? n+m
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ahol
Z: az X minta 4tlaga,

4/ az y minta atlaga,

522: az x minta korriglt tapasztalati szérdsnégyzete,

2 az y minta korrigélt tapasztalati szérdsnégyzete,

*
Sy
n: az X minta mérete,

m: az y minta mérete.

A 8.2. fejezetben ldtott képletnél NV helyébe " keriil, mig az eddigi szabadsagi fok helyett

n+
(n+m—2).
_ (ntm=2)11)
2 ?
<1 + (n+m—2))
BF[Hl : HQ] = _ (ntm—2)41
T+ mm o314 £2 Y @m) g tead
2 )Y 20 2e 29
g eI (14 2m0) (n+m—2) ! !

8.3.1. A Kklasszikus és bayesi kétmintas t-proba osszevetése egy példan keresztiil

Ebben az alfejezetben a klasszikus és a fentiekben megismert bayesi t-prébét fogjuk alkalmaz-
ni egy példan keresztiil.

A feladatunkban szerepld minta 2004-bdl, Eszak-Kalifornidb6l szdrmazik, és a észak-
kaliforniai édesanyak silygyarapoddsit méri varandésaguk ideje alatt (fontban). A két minta két
kiilonb6z6 kategdria értékeit tarolja, a fiatal és az id6sebb édesanydkét. A kérdés az, hogy a minta
alapjan jogos-e azt mondani, hogy a fiatalabb édesanydk atlagos stilygyarapodasa eltér az id6sebb
anydk atlagos silygyarapoddsit6l? A kovetkez6kben feltessziik, hogy a mintdink fliggetlenek és
az adatok normdlis eloszldsdak, az aldbbi paraméterekkel:

iid.
YI,’L ~ N(/,L170'2),

iid.
YF,’L ~ N(/,L270'2),

ahol Y7 az id6sebb anyak adatait jeloli, mig Y pedig a fiatalabb anyukakét.

A hipotéziseink ekkor:
Hy:a=0 <= Avdrhato értékek megegyeznek,
Hsy : o # 0 <= A vdrhato értékek kiilonboznek,

o~

ahol « az el6z6 fejezetben emlitett teljes hatds (total effect).
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A bayesi kétmintas t-proba Kiszamitasa

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a két hipotézisrél kovetkeztetéseket levonni példaul a
Bayes-faktor értékének ismeretében tudunk (vagy az a poszteriori valészintiségeket vizsgéljuk).

Tegyiik fel, hogy
p(Hl) = p(Hg) = 0.5.

Ekkor nincsenek ismereteink a hipotézisekrdl, vagy nem szeretnénk, hogy az el6zetes tuddsunk
befolydsolja a végeredményt. Ezen feltevés mellett a Bayes-faktor értéke pontosan az a poszteriori
esélyhanyados.

A Bayes-faktor kiszdmitdsdhoz most is az R programot fogjuk haszndlni. Feltessziik, hogy az
ismeretlen paramétereinkre a kordbban megismert JZS priort hasznaljuk. Azaz H, és H hipotézi-
sek mellett hasznaljuk 1, o2-re Jeffreys priorjit. A programba elére be vannak épitve a feladatunk
adatai (nc adathalmaz), igy csak egy fiiggvényt kell meghivnunk a megfeleld valtozdékkal, hogy az

értékeket ki tudjuk szdmitani.

library (statsr)

data (nc)

bayes_inference (y=gained, x=mature, data=nc,type=’'ht’,
statistic="mean’, alternative=’twosided’, null=0,

prior='JzS’, r=1, method=’theo’, show_summ=FALSE)

A kéd lefuttatdsa utdn a kovetkezd eredményt kapjuk.

Hypotheses:

Hl: mu_mature mom = mu_younger mom
H2: mu_mature mom != mu_younger mom
Priors: P(Hl1) = 0.5 P(H2) = 0.5
Results:

BF[H1:H2] = 5.7162

P(Hl|data) = 0.8511

P (H2|data) = 0.1489

Posterior summaries for under H2:
95% Cred. Int.: (-4.3243 , 0.854)
A minta alapjan tehat annak a val6szintisége, hogy nincs kiilonbség a fiatal és id6sebb édesanyak
atlagos sdlygyarapoddsa kozott 0.8511. Mig annak a valészin{isége a minta alapjan, hogy a két
atlagos sulygyarapodds nem egyezik meg 0.1489. A program kiszdmolja nekiink azt az interval-

lumot is (credible interval), amely azt mondja meg, hogy a ue — w1 a poszteriori értéke 95%
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valGszintiséggel ebbe az intervallumba esik. Azt is leolvashatjuk, hogy a BF[H; : Hs| Bayes-
faktor értéke 5.7162. Ezt az értéket a kordbbi tdbldzatunkba behelyettesitve (7. fejezet) kozepes
bizonyitékot kapunk a H; hipotézis mellett. Tehdt a Bayes-faktor értéke alapjan nincs okunk ar-
ra, hogy elvessiik a H; hipotézist, azaz a fiatalabb és id6sebb édesanydk dtlagos silygyarapoddsa

szignifikdnsan nem kiilonbozik.

A Klasszikus kétmintas t-proba kiszamitasa

Mivel nem tudjuk, hogy a két minta szérdsa megegyezik-e, ezért a Welch-probat fogjuk al-
kalmazni szintén az R program segitségével. Tegyiik fel, hogy a terjedelem (a) 0.05. A program
az alabbi kdd segitségével kiszadmolja a prébastatisztika értékét (t), majd kiszdmitja a p-értéket is.
Végiil a kapott eredményeket kiirja.

library (statsr)
data (nc)

t.test (gained ~ mature, data = nc, conf.level = 0.95)

A kéd lefuttatdsa utan a kovetkezd eredményt kapjuk.

Welch Two Sample t-test

data: gained by mature
t = -1.3765, df = 175.34, p-value = 0.1704
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-4.3071463 0.7676886

sample estimates:

mean in group mature mom mean in group younger mom

28.79070 30.56043

Leolvashat6, hogy a t értéke -1.3765, a p-érték pedig 0.1704, valamint a program kiszdmolja
a konfidencia intervallumot is.

Mivel a p-érték (a legnagyobb terjedelem, ami mellett elfogadjuk a H; hipotézist) nagyobb,
mint a terjedelem («), ezért a H; hipotézis elutasitidsara nem taldltunk komoly bizonyitékot. Az-
az, mint a bayesi t-proba esetén, a fiatalabb és az idésebb édesanyak atlagos silygyarapodasa a

varanddésdguk alatt szignifikdns kiillonbséget nem mutat.
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