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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Dr. Németh Zsolt témavezetémnek a dolgozat elkészi-
tése soran nytjtott tamogatast, és azt, hogy sziikség esetén mindig tudott ram
id6t forditani.

Koszonom csaldadomnak a tamogatast, és a rengeteg tlirelmet a nehezebb
id6szakokban.

Ezenkiviil halaval tartozom az egyetemnek a rengeteg lehetGségért, melyet
a képzés soran kaptam, és a baratokért akik a kozos tanulasokkal részesei voltak

annak, hogy ez a dolgozat létrejohetett.



El6sz6

Egész életiink sorédn informéciokat gytjtiink, fogadunk, adunk tovabb, melye-
ket jelek segitségével kozvetitiink. Ezekbdl tajékozodunk és ezekkel tajékozta-
tunk. A folyamat egyik legfontosabb része a jelfeldolgozas, ahol a jelek infor-
mécidtartalmat hatarozzuk meg. Ez torténhet analdég vagy digitalisan is, attol
fliggGen, hogy hasznalunk-e digitalis technikéat.

Mara a digitalis jelfeldolgozas a mindennapjaink részévé valt, amikor hasz-
naljuk a mobiltelefonunkat, fényképet, videdt készitiink a digitalis kamerankkal
vagy hallgatjuk a radiot. Ilyenkor &ltalaban egy input csatornan keresztiil érke-
z6 analog jelet alakitunk elektromos jellé, amit majd digitalizdlunk és tovabb
dolgozunk vele. Ezenkiviil szamos més fontos teriileten hasznaljak. Példaul az
iparban, ahol az 6nvezet6 autok radar-és videdjelek érzékelésével tajékozodnak,
az orvostudomanyban pedig a képdiagnosztika teriiletén.

Szakdolgozatomban a jelfeldolgozas sokféle felhasznalasa koziil a digitélis
képfeldozas témakorét fogom érinteni a legnagyobb mértékben, ezen beliil pe-
dig a Fourier—analizis alkalmazésat.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) francia matematikus, fizikus
volt. Az 6 nevéhez fiiz6dik a Fourier— sor és a Fourier— transzforméacié megal-
kotésa. Ezek a fogalmak fontos szerepet téltenek majd be a tovabbi részekben.

Az els6 fejezetben bevezetek fontosabb alapfogalmakat a jelfeldolgozassal
kapcsolatban, roviden bemutatom, hogyan is lesz digitalis, szamitogéppel fel-
dolgozhato jel egy, a vilagunkban zajlo jelenség megfigyelésébdl, és hogy ho-
gyan jelennek meg a képek a digitalis eszkozok képernyGjén. Ezutan kovetkezik
a dolgozat téméajanak matematikai hattere, majd egy algoritmus, ami segit a
diszkrét Fourier-transzformalt meghatarozasaban. Ezek ismeretében mér ké-
pesek lesziink értelmezni az utolso fejezetben bemutatott sziirési folyamatot és
a kiilonbo6z6 tipusi sziir6ket, melyek mind mas-més probléméat tudnak kezelni

egy kép feldolgozasa sorén.



1. Bevezetés

1.1. Jelek

1.1.1. Definici6. Azokat a fizikai, kémiai mennyiségeket, amelyek egy rend-

szer allapotat irjak le valamilyen mennyiség fiiggvényeként, jelnek nevezziik.

A jeleket tobbféle szempont alapjan csoportosithatjuk. Ezek koziil az egyik
a fiiggetlen valtozok alapjan torténd csoportosités, attol fiiggden, hogy milyen

értékeket vehetnek fel.

1.1.2. Definici6. Folytonos vdltozoju jeleknek nevezziik azokat a jeleket, me-

lyek folytonos halmazbol vehetnek fel értékeket.
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Egydimenzioés folytonos valtozoju jel

1.1.3. Definicid. Diszkrét vdltozoju jeleknek nevezziik azokat a jeleket, melyek

értelmezési tartomanya megszamlalhato.
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Egydimenzios diszkrét valtozoju jel

Egy mésik szempont lehet, amikor a jeleket értékkészletiik alapjan csopor-

tositjuk.



1.1.4. Definicid. Folytonos jeleknek nevezziik azokat a jeleket, melyek érték-

készlete folytonos.

1.1.5. Definici6. Szakaszos jeleknek nevezziik azokat a jeleket, melyek érté-
keiket csak egy el6re meghatarozott értékekbdl allo, megszamlalhatd elemet

tartalmazo halmazbol vehetik fel.

Ezeket Osszepéarositva megkapjuk a mar kordbban emlitett, szamunkra leg-

fontosabb két jeltipust.

1.1.6. Definicié. Azokat a jeleket, melyek értelmezési tartoményukban és

értékkészletiikben egyarant folytonosak, analdg jeleknek nevezziik.

1.1.7. Definicié. Ha egy jel értelmezési tartoméanya és értékkészlete is diszk-

rét, akkor digitdlis jelnek nevezziik.

1.1.1. Megjegyzés. Azokat a jeleket, melyek fiiggetlen valtozoi csak diszkrét
értéket vehetnek fel, viszont értékkészletiik folytonos, diszkrét jeleknek nevez-

zik.

Még két fontos fogalom, amit mindenképp meg kell ismerniink, amikor egy

fliggvény ismétlgdését figyeljiik.

1.1.8. Definicié. Egy f(z) fiiggvény p-szerint periddikus, ha az értelmezési

tartomany minden x elemére igaz, hogy = +p € D(f) és

f(z) = flz+p),
ahol p > 0, ellenkez6 esetben a jel aperiodikus.

1.1.9. Definici6. Egy p periédussal rendelkez§ jel frekvencidjan az egységnyi

id6 alatt megtett periodusok szamat értjiik, azaz képlettel 1/p.



1.2. DSP rendszer

A digitalis jelfeldolgozo rendszer (Digital Signal Processing) feladata a kiilon-
b6z6 inputcsatornakon beérkezd jeleken elvégezni valamilyen el&irt miveletet.

Els6 lépésben érzékeljiik a bejovs jeleket egy vagy tobb mitiszer segitségével,
igy nyomon tudjuk kovetni a megfigyelt paraméterek valtozasat. Ezek (alta-
laban) analog jelek, ami azt jelenti, hogy a fiiggetlen valtozok értékeiben és
értékkészletiikben is folytonosak.

Ahhoz, hogy ezeket a jeleket fel tudjuk dolgozni, elGtte at kell alakitanunk,
digitalizalni kell 6ket. Ezt a folyamatot két részre bonthatjuk. Az analdg je-
let mintavételezéssel diszkrét fliggetlen valtozoju jellé alakitjuk, azaz egyenld
id6kozonként kiolvassuk az jel értékeit.

Ezutan a diszkrét valtozojua jelen kvantalast hajtunk végre, amivel a felve-
het6 értékek szamat véges sokra korlatozzuk. Igy létrejon egy értékkeszletében
és értelmezési tartomanyaban is diszkrét jel, melyet digitalis jelnek hivunk.

A digitalis jelen a processzor végrehajtja a feladatokat és kiolvassa beldle
a sziikséges adatokat. A feldolgozott jelet néhany esetben vissza kell alaki-
tanunk anal6gga és egy output csatornan keresztiil kozvetiteni. Ilyen példaul
amikor egy hangfelvételbdl kisztirjiik a hattérzajokat, hogy utana tisztabban

hallhassuk a lényeget. Mas esetekben pedig digitalisan koézvetitjiik tovabb.

1.3. Képek reprezentalasa

A sziirkearnyalatos képeket leirhatjuk gy, mint egy f: R? — R kétvaltozos
fiiggvényt, ahol f(x,y) megadja a sik minden x,y pontjahoz tartozéd vilagos-
sagi értéket vagy sziirkedrnyalatat. A sziirkeségi skala korlatos, hiszen szinei a
feketétdl a fehérig terjedhetnek. A feketét szokas O-val jeldlni, a fehér, vagy az
éppen aktuélis képiink legvildgosabb részén felvett értéket pedig jeldlje fqz-
Az értelmezési tartomany is korlatos, hiszen ha a kép mérete M, x M, akkor a

fliggvényt csak azon a tartoményon értelmezziik. Ezek alapjan teljesiilnie kell



a kovetkez6 feltételeknek:

0<xz< M,
0<y<M,
ng(xay)gfmax

Ez a fajta modellezés kiterjeszthetd a szines képekre is. Az emberi szem
harom alapszinre érzékeny, melyekbdl kikeverheté minden szin. Példéul ha az
RGB rendszert hasznaljuk, akkor mindegyik szinhez tartozik egy, az el6z&ek-
ben leirt fliggvény, mely az adott szin intenzitasat jellemzi. Azaz a szines ké-
peket 3 kiilonboz6 fr(x,y), fo(z,v), fe(x,y) figgvénnyel reprezentalhatjuk,
melyek rendre a piros, zold és kék szinekhez tartoznak. A konnyebb feliras ér-
dekében Osszevonhatjuk ket egy f: R? — R? fiiggvénnyé. Ezt hivjuk a képek
folytonos reprezentdciojdnak.

Azonban a képek feldolgozasa kdzben nem a folytonos reprezentaciot hasz-
naljuk, hanem digitalizalni kell dket. Egyenl§ kozonkénti mintavételezéssel a
képet képpontokra, mas néven pixelekre bontjuk, a sziirkeségi skalat pedig
kvantaljuk, azaz a jel értékeit helyettesitjiik egy véges halmaz elemei koziil a
hozzajuk legkozelebb alloval. Altalaban 256 arnyalaton kvantaljak, vagyis a
szamitogép 1 pixel fényességi értékét 8 biten tudja abrazolni. Ilyenkor az em-
beri szem mar nem érzékeli, hogy a folyamatos sziirke-skala helyett valojaban
csak véges szamu arnyalatot 1at. A digitalis képiink értelmezési tartomanya és
értékkészlete is csak véges, diszkrét értékeket vesz fel.

Igy a képeket reprezentalni tudjuk egy M, x M,-os métrixszal, ahol M, és
M, a kép mérete a pixelek szdmaban mérve, F; ; pedig a kép fényességét jeloli

a megfelel6 képpontban:

F(0,0) F(0,1) ...  F(0,M,—1)
e | F@O) F(1,1) ...  F(1,M,—1)
F(M, ~ 1,0) F(M, _ 1,1) ... F(M,— 1 M, —1)]

A tovabbiakban a méatrixos reprezentacioval és csak a sziirkearnyalatos ké-

pekkel foglalkozunk, hiszen amit végrehajtunk egy ilyen képen, azt egy szines



képen is el tudjuk végezni kiilon-kiilon a koordinatafiiggvényekre.



2. Fourier analizis

2.1. El6ismeretek

Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikusnak koszonhetjiik a jelfeldol-
gozas egyik legfontosabb eszkozét. Fourier szerint minden periddikus fiigg-
vény felirhato kiilénbo6z6 frekvenciaja szinusz és koszinusz fliggvények silyozott

Osszegeként.

2.1.1. Definici6. Egy p-szerint periodikus [0, p] intervallumon Lebesgue—integralhatd

f(x) fiiggvény Fourier-soranak n-edik részletosszege

Spf(x) =ag+ Z @}, COS (mf—ﬁx) + by, sin (%—Wa:) ,
1 p p

1 4
w=3 /0 f(@)de,

2 [P 2k

ap = —/ f(z) cos (—ﬂx) dx,
P Jo p
2 [P 2k

by = —/ f(z)sin <—7T:c) dx.
P Jo p

Az ag, ag, bp(k = 1,...) a Fourier-egyiitthatok, n — oo esetén pedig egy vég-

ahol

telen sort kapunk, melyet az f(z) fiiggvény Fourier-soranak neveziink:

- 2k 2k
ag + Z aj, COS (—Wl) + by, sin (—W:c) .
1 p p

A kovetkezd példaban egy p-szerint periddikus négyszogjel kozelitését 1at-
hatjuk, melynek 0-t6l p-ig tartd periodusat a kovetkezs képlettel definidljuk:

m n—1 Sln((2k+1)27rm)
(S”f)( ):_ 2k pl
T (2R



A képen lathatjuk a kozelitést n=1, n=>5 és n=20 értékekre, melyeket rendre

z0ld,kék és piros szinekkel jeloltem.

3 -p/2 p/2 b

nA/\f\AJ

\Va

Négyszogjel kozelitése

A konnyebb felirds érdekében térjiink at a Fourier-sor komplex alakjara.

Hasznélatahoz bevezetjiik az Euler-formuléat.

2.1.1. Tétel. Az Euler - formula azt dllitja, hogy minden « valds szamra
' = cos(a) + i sin(a)
ahol i az imagindrius eqyséq.

2.1.1. Allitas. Az f(z) valds fiigguény Fourier-sordnak n-edik részletosszege
felirhato komplex alakban, ahol
Snf(z) = cr - e
k=—n

Bizonyitas. Az el6z6 definiciobdél tudjuk, hogy

' = cos(a) + isin(a)

és

e = cos(—a) + isin(—a) = cos(a) — isin(a).
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A két egyenletet Osszeadva, majd kivonva egymasbol kifejezhetjiik a sin(«) és

cos(a) trigonometrikus fiiggvényeket:

eia + e—ia
— = cos(a),
eioc _ e—ioz )
= sin(a).
5 (@)
A Fourier-sor eredeti alakjaban 2267”—‘5 wg-val helyettesitve és felhasznalva az
egyenleteket:
n Wi T —ilwgT WET — W T
e +e e —e
Spflx) =ag+ a +b - )
f(z) = ag ;( . 5 . 5 )

A maésodik tagot %—vel bévitve, és csoportositva a tagokat, a kdvetkezd alakhoz

jutunk:

"L ap —iby, ar +ib. .
Suf (x) = ag + Y (T €T o —ei),
k=1

Vezessiik be az 14j egyiitthatokat képezd ¢, = % komplex szamsorozatot,

ahol
ap + Zbk
5 .

Co:=0ag , 68 c_ =C =
Ezzel felirhato a komplex alak :
n
2kmi

Suf(x) =Y cx-e v,

k=—n

ahol a komplex Fourier-egyiitthatok megadhatok a kévetkezd formaban
1 p : 1 p —2kmi
Ck = —/ f(z)e “*dx = —/ f(x)e%xdx,
D Jo P Jo
hasonléan ahhoz, ahogy a 2.1.1 definicioban lattuk. [J

Azonban a valo életben el6forduld jelek altaldban nem ilyen szabalyosak.
A Fourier-sor kiterjesztésével, egy aperiodikus jelet végtelen periddussal ren-
delkez6 fliggvényként értelmezve bevezetiink egy 1j fogalmat, egy fiiggvény

Fourier-transzformaéltjat.
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2.1.2. Definicio. Egy folytonos f(x) fiiggvény F(u) Fourier-transzformaltja

/ f _QMMCCZQT

2.1.2. Allitas. Az F(u) transzformdlt ismeretében

fla) = /_ " P(u)ermdy

o0

inverz Fourier-transzformdcidval visszakaphatjuk f(x) figguényt.

Ezeket a képletek kiterjeszthetjiik két dimenzidba is az f(x,y) fiiggvényre,

igy megkapva a kétdimenzios Fourier-transzforméaltat

F(u,v) = / / fla,y)e 2T dady,

és az inverz transzformaciot

[L’ y / / 271'1 (uz+vy) dudv.

Arra, hogy pontosan mely fiiggvénynek létezik Fourier-transzformaltja, van-
nak megkotések. Azonban mi most a diszkrét esetet vizsgédljuk, hiszen a ké-
pek reprezentalasanal lattuk, hogy a leir6 fiiggvény értelmezési tartomanya-
nak méretét korlatozza a kép mérete, értékészletének méretét pedig a szinska-
la felosztasa. Feltehets, hogy minden diszkrét fiiggvénynek létezik a diszkrét
Fourier-transzforméltja, mely a mintavételi pontokat alappontoknak hasznalo
trapézformulas kozelitése a folytonos Fourier-transzformaltnak (lasd [1],Lesson

8). Tovabbiakban ezzel az esettel foglalkozunk.

2.2. Egydimenziés Diszkrét Fourier—transzformalt

2.2.1. Definicié. A diszkrét Fourier -transzformaltja egy f(z),
x=0,1,..., M — 1 fiiggvénynek

M—1

Z fla)e 2mew/M =01, M —1.

Az eredeti fliggvényt visszakaphatjuk az inverz diszkrét Fourier—transzformacioval

=Y Fu)e™ ™ z=0,1,...,M—1.

13



A transzforméalt komplex mennyiségekbdl all, ezaltal meg tudjuk hatarozni
valos és képzetes résziiket, melyeket jeloljiink rendre R(u)-val és I(u)-val (u
=0,1,...,M-1) . A kett§ négyzetének Gsszegébdl gyokot vonva megkapjuk a

spektrum vektort, amely képlettel a kovetkez6:
|F(u)| = u) + I2(u)].

Két masik mennyiség amit a transzformaltbol kaphatunk az a fazis vektor:

o) = rant | 7],

ésu=0,1,..M — 1 értékekre az energiaspektrum:
= ‘F(u)’2 = R*(u) + I*(u).

Késsbb latni fogjuk, hogy ezek mit jelentenek egy kép transzformécioja

soran, hogyan érdemes abrazolni és hogy hogyan hasznaljuk fel Gket.

2.3. Kétdimenzios Diszkrét Fourier—transzformalt

A képeket reprezentalé fiiggvények azonban R2-ben vannak értelmezve. De
ez nem probléma, hiszen a folytonos esethez hasonléan a diszkrét Fourier—

transzformécio is kiterjeszthets kétdimenzios esetre.

2.3.1. Definicio. A diszkrét Fourier—transzforméltja egy f(z,y),
r=0,1,.... M -1, y=0,1,...,N — 1 fliggvénynek

M-1N-1

F Z Z f T y —2im( :cu/M+yv/N)

zOyO

u=01,....M—-1, v=0,1,...,N—1.

2.3.1. Allitas. F(u,v) ismeretében visszakaphatjuk az eredeti fliggvényt a két-
dimenzios inverz Fourier—transzformadcioval:

M—-1N-1

T y) _ Z Z F(u,v)e2m(w/M+yv/N),

u=0 v=0

xr=0,1,... M—1, y=0,1,...,N—1.

14



Ebben az esetben is ugyanigy beszélhetlink spektrumrol, fazisrol és ener-

giaspektrumrol:
‘F(u, v)’ = [\/RZ(U, v) + I%(u,v)],
_ -1 I(“? U)
olu,0) = tan | 00
P(u,v) = ‘F(u,v)’z = R*(u,v) + I*(u,v).
Elvalaszthatésag

A kétdimenzids diszkrét Fourier-transzformaélt szétvalaszthato a kovetkezd mo-

don:
1 M-1
- —27rzuas/M —2mivy/N __
F(U/?U)_szzo foy v -
1 M-1
= — F(I, ,U)€727riu:r/M
=0
ahol
N—
_ 27rivy/N
= DIE -
y=0

F(z,v),v = 0,1,..., N — 1 meghatarozasa megegyezik egy egydimenzios
Fourier-transzformécioval a matrix egy soran. Végighaladva z—szel 0-t6l
M-1-ig, megkaphatjuk ezt minden sorra. Igy eljutva egy matrixhoz, ahol a k.
oszlop F(z,k—1),z =0,1,..., M —1 értékeket tartalmazza. Minden oszlopra
elvégezve az egydimenzios transzformaciot az elsé valtozo szerint, megkaphat-
juk a keresett F'(u,v),u=0,1,..., M —1 értékeket. Egy kétvaltozos fiiggvény
diszkrét Fourier-transzformaltjanak ez a fajta kiszamitadsa egy megoldés le-
het. Ez azonban nagyon id6&igényes, hiszen ha a a képiink N x N-es, akkor ez
N? szami miiveletet igényel. Erre megoldés lesz majd a kovetkezd fejezetben

bemutatott Fast—Fourier—transzformacio.

15



2.4. Fourier—transzformaci6 tulajdonsagai

A kovetkezs tulajdonsigokat az egydimenzids esetre fogjuk igazolni, hiszen
az el6bb lathattuk, hogy ha a fiiggvényiink kétdimenzioés, akkor felbonthato.
Emiatt amiket itt igazolunk, azok igazak lesznek a nagyobb dimenzios esetekre
is.

Tegyiik fel, hogy a fejezet tovabbi részében f(z), g(x) fiiggvények minden
esetben M ponton értelmezett digitalis jelek, kétdimenzidoban pedig f(x,y), g(z, y)
figgvényeknél x = 0,1,... . M —1ésy=0,1,..., N — 1.

Linearitas

Diszkrét jelek esetén a jelek linearis kombinaciojanak diszkrét Fourier-transzformaltja
megegyezik a jelek Fourier-transzformaltjanak linearis kombinaci6javal, azaz

minden A\, u € R esetén

FMf(z) + pg(z)) = AF(f(2)) + pF(g(x))

Bizonyitas.
1 M-1 A
F(Af(z) + pg(z)) = i Z()\f(x) + pg(x))e2miue/M —
=0
1 M-1
= M Z()\f(x)e—Qmux/M =+ lug(x)e—Qﬂiux/]V[) _
=0
| Ml | | M |
— )\M ; f(l,)6727rzu:r/M + MM xZ:; g(x)efQTrzuz/M —
— AF(f(@)) + uF(g(2).0
Periodikussag

Az M szerint periodikus f(x) fliggvény Fourier-transzformaltjanak értékei M

periodushosszal ismétlddnek, azaz Vn € Z : F(u+n- M) = F(u).
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Bizonyitas.

1 M-—1 1 M-—1
F(u+nM) — M Z f(l.)efQﬂ'z(u+nM)x/M — M f(x)€727rzux/M_€72ﬂ'ana:/M
=0 r=

1 M-1 1 M-1
_ M Z f(x)efQﬂiux/M . g 2minz _ M Z f<x>672m'ux/]V[ 1= F(U)D
=0 =0

Ez a tulajdonsag a kétdimenzids esetre felirva, ha az elsé koordinataban M, a

masodik koordinataban N szerint periddikus a fiiggvény:

F(u,v) = F(u+ M,v) = F(u,v+ N) = F(u+ M,v + N).

Eltolas

2.4.1. Definicié. Jelolje My (f(z)) egy f(z) jelen végrehajtott modulaciot
h(z) fiiggvénnyel ekkor

2.4.2. Definicid. Jelolje T}, (f(x)) egy f(z) jelen végrehajtott transzlaciot (el-

tolast) xg-val,ekkor

Tu(f(x)) = f(z — 20).

A fliggvény eltoltjanak a Fourier-transzformaltja az eredeti fliggvény transz-
formaltjanak modulacioja lesz. Legyen g(x) = f(x — x¢), G(u) pedig a g(z)

Fourier-transzforméltja, ebben az esetben igaz lesz, hogy

G(U) _ F(u)6727ri:rou/M.

Bizonyitas.
1 M-1 1 M-1
G(U) — M Z g(x)e—Qﬂ'zu;E/M — M Z f(I o xo)e—Qﬂ'zu:c/M
=0 =0

Helyettesitsiik (z — xg)-t y-nal, ekkor

M—1—xg

i Z f(y)e—ZWiu(y—i-xo)/M _
M

Yy=—=o
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_ —27rzua:o/M Z f —27riuy/]V[ _ e‘ZWi“””“/MF(u).D

Ez a tulajdonsag forditva is igaz, hogy ha a Fourier transzformaéltat eltoljuk,
akkor az az eredeti fiiggvény moduléciojanak a transzformaltja lesz. Legyen
g(z) = f(z)e?™0r/M G(u) pedig a g(x) Fourier-transzformaltja, ekkor igaz
lesz, hogy:

Bizonyitas.

M-1
Flu — _ i —2mi(u—uo)x/M __
) = L3 e _
=0

1 M-1

- f(x)e%riuox/Meforiux/M _
M =0
1 M—-1

- g(:L‘)e_%i“z/M _ G(U)D
M =0

Kétdimenzios esetben jelolje f(x,y) transzformaltjat F'(u,v). Ekkor
S, y)eriCos AN 2 B — g, 0 — ),

F@ = 20,y — yo) 2> F(u,v)e 2milwao/M+vyo/N),

Szimmetria

Ha f(z) fiiggvény valos , akkor:

ahol F'(u) jeloli a komplex konjugaltat.
Bizonyitas.

Mivel a konjugalas Osszeg és szorzattarto, valos szam komplex konjugaltja

pedig maga a szam, ezért valojaban csak az e=2™(—W*/M Kifejezést kell konju-
galni.

M- | M-

Z e?mux/M — M ; f(x)e—Zmiu:c/M _ F(U)D
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Kovetkezmény. A konjugélas |z| = |Z| tulajdonsagabol kovetkezik, hogy a
spektrum szimmetrikus:

[F ()] = [F(=u)]

2.4.3. Definicié6. Legyen f,g két diszkrét fﬁggvény. Ekkor a két fiiggvény

s

(f*g)(x Zf g(z —n)

n=—oo

A fliggvényeket az értelmezési tratomanyukon kiviil azonosan nullanak tekint-

jiik.

2.4.1. Tétel. Konvolucios tétel: Legyen f, g két fliigguény, mely M helyen vesz
fel értéket. Ekkor a két fiigguény konvolicidjinak Fourier- transzformdltja a két
fligguény Fourier- transzformdltjanak szorzata, vagyis legyen h(zx) = (f * g)(x)
és jelolje h, f, g Fourier transzformdltjdt rendre H, F,G. Ekkor

H(u) = MF(u)G(u)

Bizonyitas.
1 M-1 [M-1
H(u) = M f(n)g(aj — n) 6—27riuac/]w _
z=0 n=0
1 M-1 M-1
n=0 =0
1 M-1 M-1
= a7 f(n) g([Ij — n)6_27ri“($—n)/Me—27Tiun/]V[ _
a2 I 2
| M= M1
= M f(n)e—Qﬂzun/M Z g(x _ n)e 2miu(z—n)/M __
n=0 =0
= MF(u)G(u).0
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3. Fast Fourier Transform

3.1. Miiveletigény

Legyen adott egy f(z),z =0,1,..., M — 1 fiiggvény. Ennek diszkrét Fourier

transzformaltja a 2.2.1 definicibban meghatarozott

“2meu/M =01, M — 1

=
£
I
< -
=
=
@

képlettel szamolhato.

Egy tetsz6leges F'(u) kiszamitasahoz M darab komplex szorzast és M — 1
komplex dsszeadast kell elvégezniink. Tudjuk, hogy két komplex szam 6sszeadé-
sanal a valds és képzetes részeket kell 0sszeadni, igy ez a miivelet megoldhato
két darab valos Osszeadassal. A szorzasnal azonban a két valos Gsszeadas mel-
lett szitkségiink van négy darab valos szorzasra is. Vagyis F'(u) kiszamolasdhoz
Osszesen 2(M — 1) + 2M osszeadas és 4M darab szorzas elvégzése sziikséges.
Igy ha ki szeretnénk szamolni egy f(z),2 = 0,1,..., M — 1 fiiggvény diszk-
rét Fourier-transzformaltjat leird vektort, akkor ennek miiveletigénye O(M?),
hiszen 2(M — 1)M + 2M? valos osszeadas és 4M? valos szorzés kell hozza.

Ez a modszer megoldast nyijt egy fliggvény transzformaltjanak meghaté-
rozésara, de sajnos nagyon idGigényes. James William Cooley és John Wilder
Tukey voltak azok akik 1965-ben publikaltak egy olyan algoritmust, melynek
miiveletigénye O(MlogsM). Ez hatalmas el6relépés volt a digitalis jelfeldolgo-
z4s teriiletén, hiszen ha példaul az f(z) fiiggvényiink M = 2! ponton van meg-
hatarozva akkor a transzformalt elgallitasahoz sziikséges miiveletigényt 10°-rol
10%-re csokkenti, vagyis szazszoros gyorsuldst eredményez, és az értelmezési
tartomany elemszdmanak noévekedésével a gyorsulds mértéke is egyre jobban
nd.

A kovetkezd dbran lathatd, mennyivel hatékonyabb, ha a a Cooley és Tukey

altal felfedezett algoritmust hasznaljuk.
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FFT és DFT 6sszehasonlitasa

A modszert Gyors Fourier Transzformacionak (Fast Fourier Transform -
FFT) hivjak. Méara mar tobb fajtaja ismert, de a kovetkezs fejezetrészben a

Cooley-Tukey féle algoritmust mutatom be.

3.2. FFT algoritmus

Az algoritmus bemutatésa el6tt tegyiik fel, hogy a bemeneti vektorunk hosszu-

saga kettd hatvanya, azaz az eddigi jeloléseket hasznalva:
M = 2" ahol n € Z.
Ebbél az kovetkezik, hogy M = 2K, K € Z alakban is felirhato. Legyen
Wy = e 27/M

Alkalmazva ezt a helyettesitést a diszkrét Fourier-transzformélt egy 4j alakja-

hoz jutunk

1 M-1
Fu) =57 > F@)Wif,



majd felszhasznalva M = 2K formajat, tovabb bonthatjuk az egyenletet paros

és paratlan indextd tagokra.

1 2K—1
Flu) = o E:; f (@)W,
1)1
_ (2z)u (2z+1)
=3 szof(Qx)W + = Zf2x+1

A W)y jelolés jelentésebé] adodik, hogy Wik = e=2mi2ue/2K — o=2miua/K

Wit i

1 1 K-1 1 K-1
=3 Z FROWRE+ D fr+ W Wy
x:O =0

Definiéljuk F,s és Fyy; K hosszt vekotrokat agy, mint F' paros és péaratlan

értékeihez tartozo transzforméltakat, vagyis

—_

K-1
= Zf ()W u=0,1,..., K —1
:E=O

1K1
Fyu(u) = Zf2x—|—1 “u=0,1,..., K 1.

Igy megkapjuk, hogy

F(u) ==

5 [Fosr) + o (w)W3i] u = 0.1, K — 1.

Ezzel azonban csak az els§ K elemét tudjuk meghatérozni F'(u)-nak. A transz-
formalt periodikussagat kihasznalva azonban konnyen eljuthatunk a méasodik
feléhez is. Hau = K, K +1,...,2K — 1, akkor

Fu) = = [Fs(u — K) + Fpu(u — K)W3y] .

N | —

Legyen u — K =n,igyn=20,1,..., K — 1, és

Fln+K) = [F,,S(n) + Fpﬂm)wgl;ﬂ .

N —
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Kihasznalva, hogy

u+K _  —2mi(u+K)/2K _ —2miu/2K -7 __ 11U
Wyi" =e =e e = 2K

eljutunk a végs6 megoldashoz:
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4. Szlrés

4.1. Tulajdonsagok a kép Fourier-transzformaltjabol

Miel6tt megismerkednénk a frekvenciatérben elvégzett sztirések folyamatéaval,
nézziik meg, hogy milyen tulajdonsagokat &rul el a Fourier-transzforméalt az
eredeti képrol.

Legyen f:{0,1,...,.M —1} x{0,1,..., N -1} = {0,1,..., L — 1} az 1.3
részben bemutatott matrixos reprezentacidja egy képnek, ahol M, N jeldli a
kép méretét, L pedig a sziirkedrnyalatok szamét. Ennek Fourier—transzformaltja
legyen F(u,v) u=0,1,....,M —1, v=0,1,..., N — 1 matrix. Ahhoz, hogy
vizudlisan is kapcsolatot tudjunk teremteni az eredeti és a transzformalt kép
kozott két dolgot kell megtenniink. Az F'(u,v) matrix u = 0,v = 0 pontjahoz
tartozik a kép fényességének atlag értéke. A periodikus tulajdonsidg miatt ez az
érték all az F/(0, N), F'(M,0), F(M, N) helyeken is, és a transzformaltat szokas
ugy abrazolni, hogy ez az érték a kép kozéppontjaban legyen. Vagyis ehhez a
transzformalt eltolja kellene, méghozza w irdnyaban — M /2-vel, v irdnyaban
pedig —N/2-vel. A transzformalt tulajdonsagainal igazoltuk, hogy ez az eltolt
transzformalt kép, az eredeti kép modulaciojanak a transzformalja lesz, azaz

F(u—%,v— ) tartozik az

- M v=

N
N = flx,y)e @Y

flw,y)e2m

képhez, ahol alkalmazva az Euler-formulat, megkapjuk, hogy az eltolas utan
valojaban az eredeti kép (—1)@¥)-szorosanak transzformaltjat kapjuk.

Masodjara pedig, a transzformélt komplex szamokbol all, melyet nehéz
lenne 4brazolni, ezért kiilon abrazoljuk a spektrumat és a fazisat, pontosabban
a spektrumnak a log(1 + |F(u,v)|) alakjat.

Ezek utdn nézziink par példat képekre, és azok Fourier-transzformaltjara.
Az els§ képen fekete hattéren egy 8 x 16 pixelbdl allo fehér téglalap latha-
t6. A transzforméaltat abrézolé képen szabalyossag és szimmetria figyelhetd
meg, méghozza a téglalap méreteivel megegyezs racsmintazat, melyen lathat-

juk, hogy a fekete racsvonalak mentén elGfordulé frekvencidjia dsszetevék nem
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szerepelnek az eredeti képben.

Eredeti kép

FFT

log FFT centralizalt log FFT

Szabalyossagot megjelenitd kép

A kovetkezd képen is egy érdekes tulajdonsagot figyelhetiink meg. Egy
oszlopokkal szegélyezett folyoso, melyen lathatoak az arnyékok és az elemek
egyenes hatarolo vonalai. A transzformalton jol kivehet6 harom {6 iradnya a

vonalaknak, melyek merélegesek az eredeti képen megjelend élekre.
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Eredeti kép centralizalt log FFT

Szabalyossagot megjelenitd kép

4.2. Sziirés folyamata

Sztiréskor figyelembe kell venniink, hogy a transzformalt origbhoz kozeli pontjai
jelzik az alacsony frekvenciaju Gsszetevok egyiitthatoit, melyek a lasst inten-
zitdsvaltozasokért feleldsek, mig a tavolabbiak a magas frekvencias komponen-
sekhez tartoznak, amik a gyors intenzitasvaltozasu éleket,sarkokat hatarozzak
meg.

A frekvenciatérben valo szliréskor a kovetkezd 1épéseket kell elvégezniink.
Hasznaljuk az eddigi jeloléseket és legyen f(x,y) a kezdeti fliggvényiink, ami
egy M x N—es képet reprezental.

1. A Fourier transzformalt szamolasanal a képet ugy tekintjiik mint egy pe-
riodikus fiiggvényt, ezért amikor a kép széléhez ériink, akkor az atellenes
értékek is belekeriilnek a szdmolasba. Ez sokszor gondot okozhat, hiszen
lehet, hogy a kép peremei egyaltalan nem kapcsolédnak egymaéshoz, és
igy tobbszori sziirés esetén a hiba még jobban fokozédna. Ezért szoktéak

alkalmazni a "Zero padding" szabalyt, ami egyszeriien annyit tesz, hogy
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a kép szélét kiegésziti 0-kal.

f(z,y),ha (z,y) € {0,1,...M — 1} x {0,1,...N — 1}
0,ha M <z < (2M — 1)vagy N <y < (2N —1)

fr,y) =

. Ezek utan a transzformaélt centralizalasiahoz alkalmazzuk az el6zGekben

emlitett modszert és legyen
f(xv y)c = (_1)(I+y)f(x7y)

. Kiszamoljuk a centralizalt kép F.(u,v) Fourier-transzformaltjat.

. Kivalasztunk egy szamunkra megfelel6 H szimmetrikus sztirét, és elveé-
gezziik a frekvencia térben a sztirést, azaz a 2 matrixot elemenként Ossze-

szorozzuk, igy megkapva
Ge(u,v) = Fo(u,v)H (u,v)
1j métrixot, mely a sziirt képiink Fourier transzformaltja lesz.

. G.re alkalmazva a kétdimenziés diszkrét inverz Fourier—transzforméciot

megkapjuk g.(z,y) fiiggvényt.

. Szamoléasi pontatlansagok miatt eléfordulhat, hogy g.(z,y) tartalmaz

komplex értékeket, ilyenkor ezeknek vegyiik csak a valos részét.

. Utolso lépesben pedig decentralizélni kell a kapott képet, vagyis

g(z,y) = (=)W (2,y),

lesz a visszatranszformalt, feldolgozott képiink, melyet még méretre kell

vagni a zero padding miatt.
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4.3. Sziir6k fajtai

A tovabbiakban megismerkediink olyan alapvetd sziirGtipusokkal, melyek tel-
jes savokat vagy esetleg kisebb részeket tavolitanak el a képek frekvenciatér-
beli alakjabol. Ezek a frekvenciatartoményban vannak definidlva, és azonosak
a feldolgozando6 kép méretével. A sziirGket a jellemgorbéjiik meredeksége fog-
ja megkiilonboztetni, melyet a kép frekvenciasikjanak koézéppontjatol, vagyis
(u,v) = (M/2, N/2)-t6] valo Euklideszi tavolsag alapjan fogjuk meghatéarozni.

Jelolje ezt D, azaz kép tetszGleges (u,v) pontjara:

D(u,v) = v/(u— M/2)? + (v — N/2)2.

Notch sziird

Ez a fajta sziir6 eltér a tobbitsl, amiket késébb meg fogunk ismerni. A képek
transzformaltjaban megjelenhetnek éles maximumok, melyek azt jelzik, hogy
azok a komponensek nagy sillyal jelen vannak. Ez valamilyen periodikussagra,
legtobbszor ismétlods zajra utal. Ha ezeket a frekvencidkat kiszirjiik, akkor a
képen megsziinik a periddikus zaj. Ha egy ug, vg kbzépponti, Dy sugara korben
szeretnénk kiszlirni a frekvencidkat, akkor a sztir6nk a kévetkezéképpen adhato

meg:

1, ha Dy(u,v) < Dy vagy Do(u,v) < Dy
H(u,v) =
0, kiilénben ,

ahol

D(u,v); = \/(u— M/2 —up)?+ (v — N/2 — )2,

D(u,v)y = \/(u— M/2 +up)2 + (v — N/2 + vp)2.

Alulatereszto sziirGk

Mint ahogy azt mar korabban is emlitettiik, a transzformaltnal az origbhoz ko-

zelebbi egyiitthatok tartoznak az alacsony frekvencias Osszetevékhoz, melyek
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a kép nagyobb, egybefiiggs feliileteiért felelGssek, mig a kép széléhez kozeled-
ve a fényesség hirtelen véaltozasait kifejez6,magas frekvencias térharmonikusok
egyiitthatoi szerepelnek. FEgy aluldtereszt6, vagy mas néven simito szliré a ne-
véhez igazodva, az alacsony frekvencias térharmonikusokat atereszti vagy meg-
erGsiti, mig a magasak amplitudéjat kicsinyiti vagy teljesen kinulldzza. Ezt a
fajta sztirést alkalmazva egy képnél a magas frekvencids 6sszetevok csokkenése
miatt az eredmény egy lagyabb, zajtalanabb, viszont életlenebb kép lesz.

Az els6 ilyen szilirG, melynek jellengorbéje a legmeredekebb az idedlis alu-

lateresztd sziird (ILPF).

H(u,v)

1, ha D(u,v) < Dy
0, ha D(u,v) > Dy,

H(u,v) =

ahol D(u,v) jeloli a kézéppontol vald tavolsagot, Dy pedig a vagasi frekven-
ciat. Ertelmezve a képletet lathatjuk, hogy ha H-t alkalmazzuk a képiinkre,
akkor a vagasi frekvencia alatti komponenseket megtarja, a nala magasabb
frekvencidjuakat kinullazza.

Ennél egy kicsit lagyabb az n-edrendid aluldtersztd Butterworth sziré (BLPF),

ahol a meredeksége csakis n-t6l fligg, amit a szliré rendjének neveziink.
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Hu.v) H(u v

v 05

1
1+ [D(u,v)/Do)*"

A rend novelésével a jellemgorbe meredeksége né és ha n — oo, akkor a But-

H(u,v) =

terworth sz{ir6 jellemgorbéje tart az idealis alulatersztd sztird jellemgorbéjéhez.
Ez a szlir6 mar nem csak érintetleniil hagy vagy kinullaz frekvencidkat, hanem
van, hogy az eredeti érték tortrészét engedi at. A vagasi frekvencidval meg-
egyez6 komponensek értéke mindig a felére csokken, hiszen ha D(u,v) = Dy,
akkor . .

H(u,v) = 1D /DI Do/ Do =3

A legsimabb eredmeényt megvalosito sziir6 a Gauss aluldteresztd sziré (GLPF).

H(u,v) H(u,v)

D(u,v)

_ D(u,'u)2

H(u,v) =e 2%

A képen lathatjuk, hogy meredeksége Dy novelésével egyre jobban csékken.
Ennek hatasara a sziirt képiinkon kisebb mértékben torténik lagyitas, mint a

tObbi szlirénél.
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FeliilAtereszt$ sztiirdk

Mivel a gyors intenzitasvaltozasokért a magas frekvencias komponensek fele-
16sek, ezért adodik, hogy ha élesiteni szeretnénk a képet, akkor ezeket kell ki-
emelniink. Erre valok a feliilatereszté sziir6k, melyek levagjak, vagy csokkentik
az alacsony frekvencids komponenseket, mig a magasakat elényben részesitik.
Ezek hasznélatakor a részletek, élek megmaradnak, azonban a kép egyre nehe-
zebben felismerhets, hiszen a lasst valtozasok torlésével az alapszin mindenhol
ugyanaz lesz. Az ilyen tipusu sziir6k képletét egyszertien megkaphatjuk ugy,
hogy 1-b6l kivonjuk az azonos levagasi frekvenciaval elkészitett alulateresztd
parjukat:

Hypr =1—Hrpp,

ahol Hypp jeloli az feliilatereszts, Hypr pedig az alulatereszt6 sziirGt. Ennek
példajara nézziik meg az el6bb megismert sziirGtipusok feliillatereszt6 parjait.

Ideélis feliilateresztd sziirs

0, ha D(u,v) < Dy
1, ha D(u,v) > Dy,

H(u,v) =

Hiu, r)

Hw, v) 10

- ’ ) M, v
-, l D{n, v)

u

Butterworth feliilatereszts szdrd

1
H(uv) = 1= [Do/D(u, v)]2"
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Hiu r)

Hu, r) o /;

Din, r)

Gauss feliilatereszt§ sziird

_ D(uw)?

H(u,v)=1—e 2"

Hiu.r)

Hiwre) | 10 -

LT;
w -

Din, v)

Hasonléan az alulateresztd sziir6khoz, az itt emlitettek koziil a Gauss szi-
r6 fogja a legjobb eredményt adni, aminek koszonhetGen a kép élei tisztan

megmutatkoznak.

Savateresztd sztiirGk

Az alul-és feliilateresztG sziir6kbdl 1étrehozhatunk olyan tjabb fajta sztirGket,
melyek nem egy bizonyos hatarfrekvencia alatti és feletti komponenseket ke-
zelnek hasonléan, hanem tartozik hozzajuk egy masik W paraméter is, mely
megmondja, hogy Dg-t6l milyen tavol 1évé pontok azok, amelyekre nekiink
sziikségiink van vagy éppen nincs. Ezeket hivjuk savateresztd és savzard szi-
r6knek, melyeknél el6bbi a Dy, W &ltal képzett gytrtin beliili frekvencidkat
atengedi, utobbi pedig kisziiri.
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Ennél a tipusnal is folytassuk a kordbban megismert harom fajta sziiré
savzard alakjaval:
Ideéalis savzaro sziird
1, ha D(u,v) < Dy — W/2
H(u,v) =10, ha Dy—W/2< D(u,v) < Dy+ W/2
, ha D(u,v) > Dy + W/2,

Butterworth savzaro6 sziiré
1

2n
D(u, )W
L+ |:D2(u,v)ng}

H(u,v) =

Gauss savzaro szirs

1 |:D(u,v)2—Dg :| 2
H(u,v) =1—¢ *L 707
A savatereszts sziir6ket pedig megkaphatjuk gy, hogy ezeknek a sziir6knek

a leiro fiiggvényét 1-bol kivonjuk.

4.4. Szlir6k bemutatas példakon

A kovetkez6ekben lathatjuk, hogy milyen hatasa van az alulatereszts sztirék-
nek. Ahogy azt elvarjuk, el fogja mosni a képeket és az élek kevésbé lesznek
kivehet&ek. A képeken sorban lathatjuk az idealis, az elsérendd Butterworth,
a masodrendi Butterworth és a Gauss sztirGket azonos levagasi frekvenciaval,
amely elGszor a kép eredeti méretének 10 szazaléka, majd 20,50 és 70. Lat-
hatjuk, hogy az Gauss és Butterworth sziir6knél méar a méret 50 szazaladkaval
megegyez$ levagasi frekvencianal is a feldolgozott kép szinte megegyezik az

eredetivel.
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Feliilateresztd sztir6knél lathatjuk az élek kiemelkedését, melyek egyre tisz-
tdbban megmutatkoznak a levagési frekvencia novekedésével. A képeken 10 és
50 szazalékos levagasi frekvenciaval lathatjuk sorban az ideélis, az elsérendi

Butterworth és a Gauss sziiré hatasat.

Feliilatereszts sztrék hatasa

Végiil a legelsként ismertetett notch sziirG hatasat mutatom be egy olyan
képen, melyen periodikus zaj lathato. A transzformalt képen lathatjuk a ki-
magaslé maximumokat, melyek jelzik, hogy mely frekvencidji komponensek
ismétlodnek sokszor. Ezeket kisztirve megsziintethetjiik a zajt.

Az els6 képen lathatjuk az eredeti kép transzformaltjat, és hogy milyen
sziir6t alkalmaztunk ra, a masodikon pedig az eredeti képet és a sziirés utan

kapott végeredményt.

35



Az eredeti kép transzformaltja és a felhasznélt notch sziird

Az eredeti és a sziirt kép
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Osszefoglalas

Dolgozatom célja az volt, hogy megmutassam az olvasonak a képfeldolgozast
egy olyan szemszogbdl, melyet kevesen ismernek. Amikor a kép egy teljesen 1]
forméat 6lt, és ebben a formaban keriil feldolgozasra, majd visszakapja eredeti
alakjat.

Az ehhez hasznalt eszkdz a Fourier—transzformacié volt. Segitségével meg-
ismerhettiik a képet alkoto kiilénb6z6 frekvencidju komponensek egyiitthatoit,
lathattuk, hogy melyek azok a térharmonikusok, amik dominansabbak. Az igy
keletkezett képen a frekvenciasziir6k segitségével tobbféle problémét is tudunk
kezelni. Képesek vagyunk sziirni a periodikus zajokat, vagy akar kiemelni az
éleket, ha arra van sziikség. Ezeken kiviil t6bb més olyan miivelet van, melyet
kényelmesebb elvégezni a frekvenciatérben mint a képtérben, példaul a textira
analizis vagy az alakfelismerés.

A dolgozat ravilagit arra, hogy a probléméakat tobb iranybdl megkdzelitve
eljuthatunk egy olyan megoldashoz, ami az elején nehezebbnek tiinhet, de a

végére egy egyszertibben elérhetd, akar jobb végeredményt nytjthat.
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