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El®szó

Egész életünk során információkat gy¶jtünk, fogadunk, adunk tovább, melye-

ket jelek segítségével közvetítünk. Ezekb®l tájékozódunk és ezekkel tájékozta-

tunk. A folyamat egyik legfontosabb része a jelfeldolgozás, ahol a jelek infor-

mációtartalmát határozzuk meg. Ez történhet analóg vagy digitálisan is, attól

függ®en, hogy használunk-e digitális technikát.

Mára a digitális jelfeldolgozás a mindennapjaink részévé vált, amikor hasz-

náljuk a mobiltelefonunkat, fényképet, videót készítünk a digitális kameránkkal

vagy hallgatjuk a rádiót. Ilyenkor általában egy input csatornán keresztül érke-

z® analóg jelet alakítunk elektromos jellé, amit majd digitalizálunk és tovább

dolgozunk vele. Ezenkívül számos más fontos területen használják. Például az

iparban, ahol az önvezet® autók radar-és videójelek érzékelésével tájékozódnak,

az orvostudományban pedig a képdiagnosztika területén.

Szakdolgozatomban a jelfeldolgozás sokféle felhasználása közül a digitális

képfeldozás témakörét fogom érinteni a legnagyobb mértékben, ezen belül pe-

dig a Fourier�analízis alkalmazását.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 � 1830) francia matematikus, �zikus

volt. Az ® nevéhez f¶z®dik a Fourier� sor és a Fourier� transzformáció megal-

kotása. Ezek a fogalmak fontos szerepet töltenek majd be a további részekben.

Az els® fejezetben bevezetek fontosabb alapfogalmakat a jelfeldolgozással

kapcsolatban, röviden bemutatom, hogyan is lesz digitális, számítógéppel fel-

dolgozható jel egy, a világunkban zajló jelenség meg�gyeléséb®l, és hogy ho-

gyan jelennek meg a képek a digitális eszközök képerny®jén. Ezután következik

a dolgozat témájának matematikai háttere, majd egy algoritmus, ami segít a

diszkrét Fourier-transzformált meghatározásában. Ezek ismeretében már ké-

pesek leszünk értelmezni az utolsó fejezetben bemutatott sz¶rési folyamatot és

a különböz® típusú sz¶r®ket, melyek mind más-más problémát tudnak kezelni

egy kép feldolgozása során.
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1. Bevezetés

1.1. Jelek

1.1.1. De�níció. Azokat a �zikai, kémiai mennyiségeket, amelyek egy rend-

szer állapotát írják le valamilyen mennyiség függvényeként, jelnek nevezzük.

A jeleket többféle szempont alapján csoportosíthatjuk. Ezek közül az egyik

a független változók alapján történ® csoportosítás, attól függ®en, hogy milyen

értékeket vehetnek fel.

1.1.2. De�níció. Folytonos változójú jeleknek nevezzük azokat a jeleket, me-

lyek folytonos halmazból vehetnek fel értékeket.

Egydimenziós folytonos változójú jel

1.1.3. De�níció. Diszkrét változójú jeleknek nevezzük azokat a jeleket, melyek

értelmezési tartománya megszámlálható.

Egydimenziós diszkrét változójú jel

Egy másik szempont lehet, amikor a jeleket értékkészletük alapján csopor-

tosítjuk.
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1.1.4. De�níció. Folytonos jeleknek nevezzük azokat a jeleket, melyek érték-

készlete folytonos.

1.1.5. De�níció. Szakaszos jeleknek nevezzük azokat a jeleket, melyek érté-

keiket csak egy el®re meghatározott értékekb®l álló, megszámlálható elemet

tartalmazó halmazból vehetik fel.

Ezeket összepárosítva megkapjuk a már korábban említett, számunkra leg-

fontosabb két jeltípust.

1.1.6. De�níció. Azokat a jeleket, melyek értelmezési tartományukban és

értékkészletükben egyaránt folytonosak, analóg jeleknek nevezzük.

1.1.7. De�níció. Ha egy jel értelmezési tartománya és értékkészlete is diszk-

rét, akkor digitális jelnek nevezzük.

1.1.1. Megjegyzés. Azokat a jeleket, melyek független változói csak diszkrét

értéket vehetnek fel, viszont értékkészletük folytonos, diszkrét jeleknek nevez-

zük.

Még két fontos fogalom, amit mindenképp meg kell ismernünk, amikor egy

függvény ismétl®dését �gyeljük.

1.1.8. De�níció. Egy f(x) függvény p-szerint periódikus, ha az értelmezési

tartomány minden x elemére igaz, hogy x+ p ∈ D(f) és

f(x) = f(x+ p),

ahol p > 0, ellenkez® esetben a jel aperiodikus.

1.1.9. De�níció. Egy p periódussal rendelkez® jel frekvenciáján az egységnyi

id® alatt megtett periódusok számát értjük, azaz képlettel 1/p.
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1.2. DSP rendszer

A digitális jelfeldolgozó rendszer (Digital Signal Processing) feladata a külön-

böz® inputcsatornákon beérkez® jeleken elvégezni valamilyen el®írt m¶veletet.

Els® lépésben érzékeljük a bejöv® jeleket egy vagy több m¶szer segítségével,

így nyomon tudjuk követni a meg�gyelt paraméterek változását. Ezek (álta-

lában) analóg jelek, ami azt jelenti, hogy a független változók értékeiben és

értékkészletükben is folytonosak.

Ahhoz, hogy ezeket a jeleket fel tudjuk dolgozni, el®tte át kell alakítanunk,

digitalizálni kell ®ket. Ezt a folyamatot két részre bonthatjuk. Az analóg je-

let mintavételezéssel diszkrét független változójú jellé alakítjuk, azaz egyenl®

id®közönként kiolvassuk az jel értékeit.

Ezután a diszkrét változójú jelen kvantálást hajtunk végre, amivel a felve-

het® értékek számát véges sokra korlátozzuk. Így létrejön egy értékkészletében

és értelmezési tartományában is diszkrét jel, melyet digitális jelnek hívunk.

A digitális jelen a processzor végrehajtja a feladatokat és kiolvassa bel®le

a szükséges adatokat. A feldolgozott jelet néhány esetben vissza kell alakí-

tanunk analóggá és egy output csatornán keresztül közvetíteni. Ilyen például

amikor egy hangfelvételb®l kisz¶rjük a háttérzajokat, hogy utána tisztábban

hallhassuk a lényeget. Más esetekben pedig digitálisan közvetítjük tovább.

1.3. Képek reprezentálása

A szürkeárnyalatos képeket leírhatjuk úgy, mint egy f : R2 → R kétváltozós

függvényt, ahol f(x, y) megadja a sík minden x, y pontjához tartozó világos-

sági értéket vagy szürkeárnyalatát. A szürkeségi skála korlátos, hiszen színei a

feketét®l a fehérig terjedhetnek. A feketét szokás 0-val jelölni, a fehér, vagy az

éppen aktuális képünk legvilágosabb részén felvett értéket pedig jelölje fmax.

Az értelmezési tartomány is korlátos, hiszen ha a kép méreteMx×My, akkor a

függvényt csak azon a tartományon értelmezzük. Ezek alapján teljesülnie kell
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a következ® feltételeknek:

0 ≤ x ≤Mx,

0 ≤ y ≤My,

0 ≤ f(x, y) ≤ fmax.

Ez a fajta modellezés kiterjeszthet® a színes képekre is. Az emberi szem

három alapszínre érzékeny, melyekb®l kikeverhet® minden szín. Például ha az

RGB rendszert használjuk, akkor mindegyik színhez tartozik egy, az el®z®ek-

ben leírt függvény, mely az adott szín intenzitását jellemzi. Azaz a színes ké-

peket 3 különböz® fR(x, y), fG(x, y), fB(x, y) függvénnyel reprezentálhatjuk,

melyek rendre a piros, zöld és kék színekhez tartoznak. A könnyebb felírás ér-

dekében összevonhatjuk ®ket egy f : R2 → R3 függvénnyé. Ezt hívjuk a képek

folytonos reprezentációjának.

Azonban a képek feldolgozása közben nem a folytonos reprezentációt hasz-

náljuk, hanem digitalizálni kell ®ket. Egyenl® közönkénti mintavételezéssel a

képet képpontokra, más néven pixelekre bontjuk, a szürkeségi skálát pedig

kvantáljuk, azaz a jel értékeit helyettesítjük egy véges halmaz elemei közül a

hozzájuk legközelebb állóval. Általában 256 árnyalaton kvantálják, vagyis a

számítógép 1 pixel fényességi értékét 8 biten tudja ábrázolni. Ilyenkor az em-

beri szem már nem érzékeli, hogy a folyamatos szürke-skála helyett valójában

csak véges számú árnyalatot lát. A digitális képünk értelmezési tartománya és

értékkészlete is csak véges, diszkrét értékeket vesz fel.

Így a képeket reprezentálni tudjuk egy Mx×My-os mátrixszal, ahol Mx és

My a kép mérete a pixelek számában mérve, Fi,j pedig a kép fényességét jelöli

a megfelel® képpontban:

F =


F (0, 0) F (0, 1) . . . F (0,My − 1)

F (1, 0) F (1, 1) . . . F (1,My − 1)
...

...
. . .

...

F (Mx − 1, 0) F (Mx − 1, 1) . . . F (Mx − 1,My − 1)


A továbbiakban a mátrixos reprezentációval és csak a szürkeárnyalatos ké-

pekkel foglalkozunk, hiszen amit végrehajtunk egy ilyen képen, azt egy színes
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képen is el tudjuk végezni külön-külön a koordinátafüggvényekre.

9



2. Fourier analízis

2.1. El®ismeretek

Joseph Fourier (1768�1830) francia matematikusnak köszönhetjük a jelfeldol-

gozás egyik legfontosabb eszközét. Fourier szerint minden periódikus függ-

vény felírható különböz® frekvenciájú szinusz és koszinusz függvények súlyozott

összegeként.

2.1.1. De�níció. Egy p-szerint periodikus [0, p] intervallumon Lebesgue�integrálható

f(x) függvény Fourier-sorának n-edik részletösszege

Snf(x) = a0 +
n∑
k=1

(
ak cos

(
2kπ

p
x

)
+ bk sin

(
2kπ

p
x

))
,

ahol

a0 =
1

p

∫ p

0

f(x)dx,

ak =
2

p

∫ p

0

f(x) cos

(
2kπ

p
x

)
dx,

bk =
2

p

∫ p

0

f(x) sin

(
2kπ

p
x

)
dx.

Az a0, ak, bk(k = 1, . . .) a Fourier-együtthatók, n → ∞ esetén pedig egy vég-

telen sort kapunk, melyet az f(x) függvény Fourier-sorának nevezünk:

a0 +
∞∑
k=1

(
ak cos

(
2kπ

p
x

)
+ bk sin

(
2kπ

p
x

))
.

A következ® példában egy p-szerint periódikus négyszögjel közelítését lát-

hatjuk, melynek 0�tól p�ig tartó periódusát a következ® képlettel de�niáljuk:

f(x) =

h, ha 0 ≤ x < p
2

−h, ha p
2
≤ x < p,

amely Fourier-sorának n-edik részletösszege:

(Snf)(x) =
4h

π

n−1∑
k=0

sin( (2k+1)2πx
p

)

(2k + 1)
.
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A képen láthatjuk a közelítést n=1, n=5 és n=20 értékekre, melyeket rendre

zöld,kék és piros színekkel jelöltem.

Négyszögjel közelítése

A könnyebb felírás érdekében térjünk át a Fourier-sor komplex alakjára.

Használatához bevezetjük az Euler-formulát.

2.1.1. Tétel. Az Euler - formula azt állítja, hogy minden α valós számra

eiα = cos(α) + i sin(α)

ahol i az imaginárius egység.

2.1.1. Állítás. Az f(x) valós függvény Fourier-sorának n-edik részletösszege

felírható komplex alakban, ahol

Snf(x) =
n∑

k=−n

ck · e
2kπi
p
x

Bizonyítás. Az el®z® de�nícióból tudjuk, hogy

eiα = cos(α) + i sin(α)

és

e−iα = cos(−α) + i sin(−α) = cos(α)− i sin(α).
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A két egyenletet összeadva, majd kivonva egymásból kifejezhetjük a sin(α) és

cos(α) trigonometrikus függvényeket:

eiα + e−iα

2
= cos(α),

eiα − e−iα

2i
= sin(α).

A Fourier-sor eredeti alakjában 2kπ
p
-t ωk-val helyettesítve és felhasználva az

egyenleteket:

Snf(x) = a0 +
n∑
k=1

(ak
eiωkx + e−iωkx

2
+ bk

eiωkx − e−iωkx

2i
).

A második tagot i
i
-vel b®vítve, és csoportosítva a tagokat, a következ® alakhoz

jutunk:

Snf(x) = a0 +
n∑
k=1

(
ak − ibk

2
eiωkx +

ak + ibk
2

e−iωkx).

Vezessük be az új együtthatókat képez® ck = ak−ibk
2

komplex számsorozatot,

ahol

c0 := a0 , és c−k = c̄k =
ak + ibk

2
.

Ezzel felírható a komplex alak :

Snf(x) =
n∑

k=−n

ck · e
2kπi
p
x,

ahol a komplex Fourier-együtthatók megadhatók a következ® formában

ck =
1

p

∫ p

0

f(x)e−iωkxdx =
1

p

∫ p

0

f(x)e
−2kπi
p

xdx,

hasonlóan ahhoz, ahogy a 2.1.1 de�nícióban láttuk.

Azonban a való életben el®forduló jelek általában nem ilyen szabályosak.

A Fourier-sor kiterjesztésével, egy aperiodikus jelet végtelen periódussal ren-

delkez® függvényként értelmezve bevezetünk egy új fogalmat, egy függvény

Fourier-transzformáltját.
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2.1.2. De�níció. Egy folytonos f(x) függvény F (u) Fourier-transzformáltja

F (u) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πiuxdx.

2.1.2. Állítás. Az F (u) transzformált ismeretében

f(x) =

∫ ∞
−∞

F (u)e2πiuxdu

inverz Fourier-transzformációval visszakaphatjuk f(x) függvényt.

Ezeket a képletek kiterjeszthetjük két dimenzióba is az f(x, y) függvényre,

így megkapva a kétdimenziós Fourier-transzformáltat

F (u, v) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)e−2πi(ux+vy)dxdy,

és az inverz transzformációt

f(x, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

F (u, v)e2πi(ux+vy)dudv.

Arra, hogy pontosan mely függvénynek létezik Fourier-transzformáltja, van-

nak megkötések. Azonban mi most a diszkrét esetet vizsgáljuk, hiszen a ké-

pek reprezentálásánál láttuk, hogy a leíró függvény értelmezési tartományá-

nak méretét korlátozza a kép mérete, értékészletének méretét pedig a színská-

la felosztása. Feltehet®, hogy minden diszkrét függvénynek létezik a diszkrét

Fourier-transzformáltja, mely a mintavételi pontokat alappontoknak használó

trapézformulás közelítése a folytonos Fourier-transzformáltnak (lásd [1],Lesson

8). Továbbiakban ezzel az esettel foglalkozunk.

2.2. Egydimenziós Diszkrét Fourier�transzformált

2.2.1. De�níció. A diszkrét Fourier -transzformáltja egy f(x),

x = 0, 1, . . . ,M − 1 függvénynek

F (u) =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2iπxu/M , u = 0, 1, . . . ,M − 1.

Az eredeti függvényt visszakaphatjuk az inverz diszkrét Fourier�transzformációval

f(x) =
M−1∑
u=0

F (u)e2iπxu/M , x = 0, 1, . . . ,M − 1.
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A transzformált komplex mennyiségekb®l áll, ezáltal meg tudjuk határozni

valós és képzetes részüket, melyeket jelöljünk rendre R(u)-val és I(u)-val (u

= 0, 1, . . . ,M-1) . A kett® négyzetének összegéb®l gyököt vonva megkapjuk a

spektrum vektort, amely képlettel a következ®:∣∣F (u)
∣∣ = [

√
R2(u) + I2(u)].

Két másik mennyiség amit a transzformáltból kaphatunk az a fázis vektor:

φ(u) = tan−1
[
I(u)

R(u)

]
,

és u = 0, 1, ...M − 1 értékekre az energiaspektrum:

P (u) =
∣∣F (u)

∣∣2 = R2(u) + I2(u).

Kés®bb látni fogjuk, hogy ezek mit jelentenek egy kép transzformációja

során, hogyan érdemes ábrázolni és hogy hogyan használjuk fel ®ket.

2.3. Kétdimenziós Diszkrét Fourier�transzformált

A képeket reprezentáló függvények azonban R2-ben vannak értelmezve. De

ez nem probléma, hiszen a folytonos esethez hasonlóan a diszkrét Fourier�

transzformáció is kiterjeszthet® kétdimenziós esetre.

2.3.1. De�níció. A diszkrét Fourier�transzformáltja egy f(x, y),

x = 0, 1, . . . ,M − 1, y = 0, 1, . . . , N − 1 függvénynek

F (u, v) =
1

MN

M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y)e−2iπ(xu/M+yv/N),

u = 0, 1, . . . ,M − 1, v = 0, 1, . . . , N − 1.

2.3.1. Állítás. F (u, v) ismeretében visszakaphatjuk az eredeti függvényt a két-

dimenziós inverz Fourier�transzformációval:

f(x, y) =
M−1∑
u=0

N−1∑
v=0

F (u, v)e2πi(xu/M+yv/N),

x = 0, 1, . . . ,M − 1, y = 0, 1, . . . , N − 1.
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Ebben az esetben is ugyanúgy beszélhetünk spektrumról, fázisról és ener-

giaspektrumról: ∣∣F (u, v)
∣∣ = [

√
R2(u, v) + I2(u, v)],

φ(u, v) = tan−1
[
I(u, v)

R(u, v)

]
,

P (u, v) =
∣∣F (u, v)

∣∣2 = R2(u, v) + I2(u, v).

Elválaszthatóság

A kétdimenziós diszkrét Fourier-transzformált szétválasztható a következ® mó-

don:

F (u, v) =
1

M

M−1∑
x=0

e−2πiux/M
1

N

N−1∑
y=0

f(x, y)e−2πivy/N =

=
1

M

M−1∑
x=0

F (x, v)e−2πiux/M

ahol

F (x, v) =
1

N

N−1∑
y=0

f(x, y)e−2πivy/N .

F (x, v), v = 0, 1, . . . , N − 1 meghatározása megegyezik egy egydimenziós

Fourier�transzformációval a mátrix egy során. Végighaladva x�szel 0�tól

M�1�ig, megkaphatjuk ezt minden sorra. Így eljutva egy mátrixhoz, ahol a k.

oszlop F (x, k− 1), x = 0, 1, . . . ,M − 1 értékeket tartalmazza. Minden oszlopra

elvégezve az egydimenziós transzformációt az els® változó szerint, megkaphat-

juk a keresett F (u, v), u = 0, 1, . . . ,M − 1 értékeket. Egy kétváltozós függvény

diszkrét Fourier-transzformáltjának ez a fajta kiszámítása egy megoldás le-

het. Ez azonban nagyon id®igényes, hiszen ha a a képünk N ×N -es, akkor ez

N2 számú m¶veletet igényel. Erre megoldás lesz majd a következ® fejezetben

bemutatott Fast�Fourier�transzformáció.
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2.4. Fourier�transzformáció tulajdonságai

A következ® tulajdonságokat az egydimenziós esetre fogjuk igazolni, hiszen

az el®bb láthattuk, hogy ha a függvényünk kétdimenziós, akkor felbontható.

Emiatt amiket itt igazolunk, azok igazak lesznek a nagyobb dimenziós esetekre

is.

Tegyük fel, hogy a fejezet további részében f(x), g(x) függvények minden

esetbenM ponton értelmezett digitális jelek, kétdimenzióban pedig f(x, y), g(x, y)

függvényeknél x = 0, 1, . . . ,M − 1 és y = 0, 1, . . . , N − 1.

Linearitás

Diszkrét jelek esetén a jelek lineáris kombinációjának diszkrét Fourier-transzformáltja

megegyezik a jelek Fourier-transzformáltjának lineáris kombinációjával, azaz

minden λ, µ ∈ R esetén

F (λf(x) + µg(x)) = λF (f(x)) + µF (g(x))

Bizonyítás.

F (λf(x) + µg(x)) =
1

M

M−1∑
x=0

(λf(x) + µg(x))e−2πiux/M =

=
1

M

M−1∑
x=0

(λf(x)e−2πiux/M + µg(x)e−2πiux/M) =

= λ
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πiux/M + µ
1

M

M−1∑
x=0

g(x)e−2πiux/M =

= λF (f(x)) + µF (g(x)).

Periodikusság

Az M szerint periodikus f(x) függvény Fourier-transzformáltjának értékei M

periódushosszal ismétl®dnek, azaz ∀n ∈ Z : F (u+ n ·M) = F (u).
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Bizonyítás.

F (u+n·M) =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πi(u+nM)x/M =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πiux/M ·e−2πinMx/M

=
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πiux/M · e−2πinx =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πiux/M · 1 = F (u).

Ez a tulajdonság a kétdimenziós esetre felírva, ha az els® koordinátában M, a

második koordinátában N szerint periódikus a függvény:

F (u, v) = F (u+M, v) = F (u, v +N) = F (u+M, v +N).

Eltolás

2.4.1. De�níció. Jelölje Mh(f(x)) egy f(x) jelen végrehajtott modulációt

h(x) függvénnyel,ekkor

Mh(f(x)) = f(x)h(x).

2.4.2. De�níció. Jelölje Th(f(x)) egy f(x) jelen végrehajtott transzlációt (el-

tolást) x0-val,ekkor

Th(f(x)) = f(x− x0).

A függvény eltoltjának a Fourier-transzformáltja az eredeti függvény transz-

formáltjának modulációja lesz. Legyen g(x) = f(x − x0), G(u) pedig a g(x)

Fourier-transzformáltja, ebben az esetben igaz lesz, hogy

G(u) = F (u)e−2πix0u/M .

Bizonyítás.

G(u) =
1

M

M−1∑
x=0

g(x)e−2πiux/M =
1

M

M−1∑
x=0

f(x− x0)e−2πiux/M

Helyettesítsük (x− x0)-t y-nal, ekkor

1

M

M−1−x0∑
y=−x0

f(y)e−2πiu(y+x0)/M =

17



= e−2πiux0/M
1

M

M−1∑
y=0

f(y)e−2πiuy/M = e−2πiux0/MF (u).

Ez a tulajdonság fordítva is igaz, hogy ha a Fourier transzformáltat eltoljuk,

akkor az az eredeti függvény modulációjának a transzformáltja lesz. Legyen

g(x) = f(x)e2πiu0x/M , G(u) pedig a g(x) Fourier-transzformáltja, ekkor igaz

lesz, hogy:

F (u− u0) = G(u)

Bizonyítás.

F (u− u0) =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πi(u−u0)x/M =

=
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e2πiu0x/Me−2πiux/M =

=
1

M

M−1∑
x=0

g(x)e−2πiux/M = G(u).

Kétdimenziós esetben jelölje f(x, y) transzformáltját F (u, v). Ekkor

f(x, y)e2πi(u0x/M+v0y/N) F−→ F (u− u0, v − v0),

f(x− x0, y − y0)
F−→ F (u, v)e−2πi(ux0/M+vy0/N).

Szimmetria

Ha f(x) függvény valós , akkor:

F (−u) = F (u),

ahol F (u) jelöli a komplex konjugáltat.

Bizonyítás.

Mivel a konjugálás összeg és szorzattartó, valós szám komplex konjugáltja

pedig maga a szám, ezért valójában csak az e−2πi(−u)x/M kifejezést kell konju-

gálni.

F (−u) =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e2πiux/M =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2πiux/M = F (u).

18



Következmény. A konjugálás |z| = |z| tulajdonságából következik, hogy a

spektrum szimmetrikus:

|F (u)| = |F (−u)|.

2.4.3. De�níció. Legyen f, g két diszkrét függvény. Ekkor a két függvény

konvolúcióját a következ® szabály alapján képezzük:

(f ∗ g)(x) =
∞∑

n=−∞

f(n)g(x− n).

A függvényeket az értelmezési tratományukon kívül azonosan nullának tekint-

jük.

2.4.1. Tétel. Konvolúciós tétel: Legyen f, g két függvény, mely M helyen vesz

fel értéket. Ekkor a két függvény konvolúciójának Fourier- transzformáltja a két

függvény Fourier- transzformáltjának szorzata, vagyis legyen h(x) = (f ∗ g)(x)

és jelölje h, f, g Fourier transzformáltját rendre H,F,G. Ekkor

H(u) = MF (u)G(u)

Bizonyítás.

H(u) =
1

M

M−1∑
x=0

M−1∑
n=0

f(n)g(x− n)

 e−2πiux/M =

=
1

M

M−1∑
n=0

f(n)
M−1∑
x=0

g(x− n)e−2πiux/M =

=
1

M

M−1∑
n=0

f(n)
M−1∑
x=0

g(x− n)e−2πiu(x−n)/Me−2πiun/M =

=
1

M

M−1∑
n=0

f(n)e−2πiun/M
M−1∑
x=0

g(x− n)e−2πiu(x−n)/M =

= MF (u)G(u).
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3. Fast Fourier Transform

3.1. M¶veletigény

Legyen adott egy f(x), x = 0, 1, . . . ,M − 1 függvény. Ennek diszkrét Fourier

transzformáltja a 2.2.1 de�nícióban meghatározott

F (u) =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)e−2iπxu/M , u = 0, 1, . . . ,M − 1

képlettel számolható.

Egy tetsz®leges F (u) kiszámításához M darab komplex szorzást és M − 1

komplex összeadást kell elvégeznünk. Tudjuk, hogy két komplex szám összeadá-

sánál a valós és képzetes részeket kell összeadni, így ez a m¶velet megoldható

két darab valós összeadással. A szorzásnál azonban a két valós összeadás mel-

lett szükségünk van négy darab valós szorzásra is. Vagyis F (u) kiszámolásához

összesen 2(M − 1) + 2M összeadás és 4M darab szorzás elvégzése szükséges.

Így ha ki szeretnénk számolni egy f(x), x = 0, 1, . . . ,M − 1 függvény diszk-

rét Fourier-transzformáltját leíró vektort, akkor ennek m¶veletigénye O(M2),

hiszen 2(M − 1)M + 2M2 valós összeadás és 4M2 valós szorzás kell hozzá.

Ez a módszer megoldást nyújt egy függvény transzformáltjának meghatá-

rozására, de sajnos nagyon id®igényes. James William Cooley és John Wilder

Tukey voltak azok akik 1965-ben publikáltak egy olyan algoritmust, melynek

m¶veletigénye O(Mlog2M). Ez hatalmas el®relépés volt a digitális jelfeldolgo-

zás területén, hiszen ha például az f(x) függvényünkM = 210 ponton van meg-

határozva akkor a transzformált el®állításához szükséges m¶veletigényt 106-ról

104-re csökkenti, vagyis százszoros gyorsulást eredményez, és az értelmezési

tartomány elemszámának növekedésével a gyorsulás mértéke is egyre jobban

n®.

A következ® ábrán látható, mennyivel hatékonyabb, ha a a Cooley és Tukey

által felfedezett algoritmust használjuk.
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FFT és DFT összehasonlítása

A módszert Gyors Fourier Transzformációnak (Fast Fourier Transform -

FFT) hívják. Mára már több fajtája ismert, de a következ® fejezetrészben a

Cooley-Tukey féle algoritmust mutatom be.

3.2. FFT algoritmus

Az algoritmus bemutatása el®tt tegyük fel, hogy a bemeneti vektorunk hosszú-

sága kett® hatványa, azaz az eddigi jelöléseket használva:

M = 2n, ahol n ∈ Z.

Ebb®l az következik, hogy M = 2K,K ∈ Z alakban is felírható. Legyen

WM = e−2πi/M .

Alkalmazva ezt a helyettesítést a diszkrét Fourier-transzformált egy új alakjá-

hoz jutunk

F (u) =
1

M

M−1∑
x=0

f(x)W xu
M ,
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majd felszhasználvaM = 2K formáját, tovább bonthatjuk az egyenletet páros

és páratlan index¶ tagokra.

F (u) =
1

2K

2K−1∑
x=0

f(x)W xu
2K =

=
1

2

 1

K

K−1∑
x=0

f(2x)W
(2x)u
2K +

1

K

K−1∑
x=0

f(2x+ 1)W
(2x+1)u
2K

 .
A WM jelölés jelentéséb®l adódik, hogy W 2xu

2K = e−2πi2ux/2K = e−2πiux/K =

W xu
K , így

F (u) =
1

2

 1

K

K−1∑
x=0

f(2x)W xu
K +

1

K

K−1∑
x=0

f(2x+ 1)W xu
K W u

2K

 .
De�niáljuk Fps és Fptl K hosszú vekotrokat úgy, mint F páros és páratlan

értékeihez tartozó transzformáltakat, vagyis

Fps(u) =
1

K

K−1∑
x=0

f(2x)W xu
K , u = 0, 1, . . . , K − 1

Fptl(u) =
1

K

K−1∑
x=0

f(2x+ 1)W xu
K , u = 0, 1, . . . , K − 1.

Így megkapjuk, hogy

F (u) =
1

2

[
Fps(u) + Fptl(u)W u

2K

]
, u = 0, 1, . . . , K − 1.

Ezzel azonban csak az els® K elemét tudjuk meghatározni F (u)-nak. A transz-

formált periódikusságát kihasználva azonban könnyen eljuthatunk a második

feléhez is. Ha u = K,K + 1, . . . , 2K − 1, akkor

F (u) =
1

2

[
Fps(u−K) + Fptl(u−K)W u

2K

]
.

Legyen u−K = n, így n = 0, 1, . . . , K − 1, és

F (n+K) =
1

2

[
Fps(n) + Fptl(n)W n+K

2K

]
.
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Kihasználva, hogy

W u+K
2K = e−2πi(u+K)/2K = e−2πiu/2K · e−πi = −W u

2K

eljutunk a végs® megoldáshoz:

F (u) =
1

2
(Fps(u) + Fptl(u)W u

2K),

F (u+K) =
1

2
(Fps(u)− Fptl(u)W u

2K),

u = 0, 1, . . . , K − 1.
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4. Sz¶rés

4.1. Tulajdonságok a kép Fourier-transzformáltjából

Miel®tt megismerkednénk a frekvenciatérben elvégzett sz¶rések folyamatával,

nézzük meg, hogy milyen tulajdonságokat árul el a Fourier-transzformált az

eredeti képr®l.

Legyen f : {0, 1, . . . ,M − 1} × {0, 1, . . . , N − 1} → {0, 1, . . . , L− 1} az 1.3
részben bemutatott mátrixos reprezentációja egy képnek, ahol M,N jelöli a

kép méretét, L pedig a szürkeárnyalatok számát. Ennek Fourier�transzformáltja

legyen F (u, v) u = 0, 1, . . . ,M − 1, v = 0, 1, . . . , N − 1 mátrix. Ahhoz, hogy

vizuálisan is kapcsolatot tudjunk teremteni az eredeti és a transzformált kép

között két dolgot kell megtennünk. Az F (u, v) mátrix u = 0, v = 0 pontjához

tartozik a kép fényességének átlag értéke. A periodikus tulajdonság miatt ez az

érték áll az F (0, N), F (M, 0), F (M,N) helyeken is, és a transzformáltat szokás

úgy ábrázolni, hogy ez az érték a kép középpontjában legyen. Vagyis ehhez a

transzformált eltolja kellene, méghozzá u irányában −M/2-vel, v irányában

pedig −N/2-vel. A transzformált tulajdonságainál igazoltuk, hogy ez az eltolt

transzformált kép, az eredeti kép modulációjának a transzformálja lesz, azaz

F (u− M
2
, v − N

2
) tartozik az

f(x, y)e−2iπ(
x−M

2
M

+
y−N

2
N

) = f(x, y)e−iπ(x+y)

képhez, ahol alkalmazva az Euler-formulát, megkapjuk, hogy az eltolás után

valójában az eredeti kép (−1)(x+y)-szorosának transzformáltját kapjuk.

Másodjára pedig, a transzformált komplex számokból áll, melyet nehéz

lenne ábrázolni, ezért külön ábrázoljuk a spektrumát és a fázisát, pontosabban

a spektrumnak a log(1 + |F (u, v)|) alakját.
Ezek után nézzünk pár példát képekre, és azok Fourier-transzformáltjára.

Az els® képen fekete háttéren egy 8 × 16 pixelb®l álló fehér téglalap látha-

tó. A transzformáltat ábrázoló képen szabályosság és szimmetria �gyelhet®

meg, méghozzá a téglalap méreteivel megegyez® rácsmintázat, melyen láthat-

juk, hogy a fekete rácsvonalak mentén el®forduló frekvenciájú összetev®k nem
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szerepelnek az eredeti képben.

Szabályosságot megjelenít® kép

A következ® képen is egy érdekes tulajdonságot �gyelhetünk meg. Egy

oszlopokkal szegélyezett folyosó, melyen láthatóak az árnyékok és az elemek

egyenes határoló vonalai. A transzformálton jól kivehet® három f® iránya a

vonalaknak, melyek mer®legesek az eredeti képen megjelen® élekre.
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Szabályosságot megjelenít® kép

4.2. Sz¶rés folyamata

Sz¶réskor �gyelembe kell vennünk, hogy a transzformált origóhoz közeli pontjai

jelzik az alacsony frekvenciájú összetev®k együtthatóit, melyek a lassú inten-

zitásváltozásokért felel®sek, míg a távolabbiak a magas frekvenciás komponen-

sekhez tartoznak, amik a gyors intenzitásváltozású éleket,sarkokat határozzák

meg.

A frekvenciatérben való sz¶réskor a következ® lépéseket kell elvégeznünk.

Használjuk az eddigi jelöléseket és legyen f(x, y) a kezdeti függvényünk, ami

egy M ×N�es képet reprezentál.

1. A Fourier transzformált számolásánál a képet úgy tekintjük mint egy pe-

riodikus függvényt, ezért amikor a kép széléhez érünk, akkor az átellenes

értékek is belekerülnek a számolásba. Ez sokszor gondot okozhat, hiszen

lehet, hogy a kép peremei egyáltalán nem kapcsolódnak egymáshoz, és

így többszöri sz¶rés esetén a hiba még jobban fokozódna. Ezért szokták

alkalmazni a "Zero padding" szabályt, ami egyszer¶en annyit tesz, hogy
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a kép szélét kiegészíti 0�kal.

f(x, y) =

f(x, y), ha (x, y) ∈ {0, 1, . . .M − 1} × {0, 1, . . . N − 1}

0, ha M ≤ x ≤ (2M − 1)vagy N ≤ y ≤ (2N − 1)

2. Ezek után a transzformált centralizálásához alkalmazzuk az el®z®ekben

említett módszert és legyen

f(x, y)c = (−1)(x+y)f(x, y).

3. Kiszámoljuk a centralizált kép Fc(u, v) Fourier�transzformáltját.

4. Kiválasztunk egy számunkra megfelel® H szimmetrikus sz¶r®t, és elvé-

gezzük a frekvencia térben a sz¶rést, azaz a 2 mátrixot elemenként össze-

szorozzuk, így megkapva

Gc(u, v) = Fc(u, v)H(u, v)

új mátrixot, mely a sz¶rt képünk Fourier transzformáltja lesz.

5. Gc�re alkalmazva a kétdimenziós diszkrét inverz Fourier�transzformációt

megkapjuk gc(x, y) függvényt.

6. Számolási pontatlanságok miatt el®fordulhat, hogy gc(x, y) tartalmaz

komplex értékeket, ilyenkor ezeknek vegyük csak a valós részét.

7. Utolsó lépesben pedig decentralizálni kell a kapott képet, vagyis

g(x, y) = (−1)(x+y)gc(x, y),

lesz a visszatranszformált, feldolgozott képünk, melyet még méretre kell

vágni a zero padding miatt.
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4.3. Sz¶r®k fajtái

A továbbiakban megismerkedünk olyan alapvet® sz¶r®típusokkal, melyek tel-

jes sávokat vagy esetleg kisebb részeket távolítanak el a képek frekvenciatér-

beli alakjából. Ezek a frekvenciatartományban vannak de�niálva, és azonosak

a feldolgozandó kép méretével. A sz¶r®ket a jellemgörbéjük meredeksége fog-

ja megkülönböztetni, melyet a kép frekvenciasíkjának középpontjától, vagyis

(u, v) = (M/2, N/2)-t®l való Euklideszi távolság alapján fogjuk meghatározni.

Jelölje ezt D, azaz kép tetsz®leges (u, v) pontjára:

D(u, v) =
√

(u−M/2)2 + (v −N/2)2.

Notch sz¶r®

Ez a fajta sz¶r® eltér a többit®l, amiket kés®bb meg fogunk ismerni. A képek

transzformáltjában megjelenhetnek éles maximumok, melyek azt jelzik, hogy

azok a komponensek nagy súllyal jelen vannak. Ez valamilyen periodikusságra,

legtöbbször ismétl®d® zajra utal. Ha ezeket a frekvenciákat kisz¶rjük, akkor a

képen megsz¶nik a periódikus zaj. Ha egy u0, v0 középpontú, D0 sugarú körben

szeretnénk kisz¶rni a frekvenciákat, akkor a sz¶r®nk a következ®képpen adható

meg:

H(u, v) =

1, ha D1(u, v) ≤ D0 vagy D2(u, v) ≤ D0

0, különben ,

ahol

D(u, v)1 =
√

(u−M/2− u0)2 + (v −N/2− v0)2,

D(u, v)2 =
√

(u−M/2 + u0)2 + (v −N/2 + v0)2.

Alulátereszt® sz¶r®k

Mint ahogy azt már korábban is említettük, a transzformáltnál az origóhoz kö-

zelebbi együtthatók tartoznak az alacsony frekvenciás összetev®khöz, melyek
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a kép nagyobb, egybefügg® felületeiért felel®ssek, míg a kép széléhez közeled-

ve a fényesség hirtelen változásait kifejez®,magas frekvenciás térharmónikusok

együtthatói szerepelnek. Egy alulátereszt®, vagy más néven simító sz¶r® a ne-

véhez igazodva, az alacsony frekvenciás térharmónikusokat átereszti vagy meg-

er®síti, míg a magasak amplitúdóját kicsinyíti vagy teljesen kinullázza. Ezt a

fajta sz¶rést alkalmazva egy képnél a magas frekvenciás összetev®k csökkenése

miatt az eredmény egy lágyabb, zajtalanabb, viszont életlenebb kép lesz.

Az els® ilyen sz¶r®, melynek jellengörbéje a legmeredekebb az ideális alu-

látereszt® sz¶r® (ILPF).

H(u, v) =

1, ha D(u, v) ≤ D0

0, ha D(u, v) > D0,

ahol D(u, v) jelöli a középpontól való távolságot, D0 pedig a vágási frekven-

ciát. Értelmezve a képletet láthatjuk, hogy ha H-t alkalmazzuk a képünkre,

akkor a vágási frekvencia alatti komponenseket megtarja, a nála magasabb

frekvenciájúakat kinullázza.

Ennél egy kicsit lágyabb az n-edrend¶ aluláterszt® Butterworth sz¶r® (BLPF),

ahol a meredeksége csakis n-t®l függ, amit a sz¶r® rendjének nevezünk.
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H(u, v) =
1

1 + [D(u, v)/D0]2n

A rend növelésével a jellemgörbe meredeksége n® és ha n→∞, akkor a But-
terworth sz¶r® jellemgörbéje tart az ideális aluláterszt® sz¶r® jellemgörbéjéhez.

Ez a sz¶r® már nem csak érintetlenül hagy vagy kinulláz frekvenciákat, hanem

van, hogy az eredeti érték törtrészét engedi át. A vágási frekvenciával meg-

egyez® komponensek értéke mindig a felére csökken, hiszen ha D(u, v) = D0,

akkor

H(u, v) =
1

1 + [D0/D0]2n
=

1

2
.

A legsimább eredményt megvalósító sz¶r® aGauss alulátereszt® sz¶r® (GLPF).

H(u, v) = e
−D(u,v)2

2D2
0

A képen láthatjuk, hogy meredeksége D0 növelésével egyre jobban csökken.

Ennek hatására a sz¶rt képünkön kisebb mértékben történik lágyítás, mint a

többi sz¶r®nél.
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Felülátereszt® sz¶r®k

Mivel a gyors intenzitásváltozásokért a magas frekvenciás komponensek fele-

l®sek, ezért adódik, hogy ha élesíteni szeretnénk a képet, akkor ezeket kell ki-

emelnünk. Erre valók a felülátereszt® sz¶r®k, melyek levágják, vagy csökkentik

az alacsony frekvenciás komponenseket, míg a magasakat el®nyben részesítik.

Ezek használatakor a részletek, élek megmaradnak, azonban a kép egyre nehe-

zebben felismerhet®, hiszen a lassú változások törlésével az alapszín mindenhol

ugyanaz lesz. Az ilyen típusú sz¶r®k képletét egyszer¶en megkaphatjuk úgy,

hogy 1-b®l kivonjuk az azonos levágási frekvenciával elkészített alulátereszt®

párjukat:

HHPF = 1−HLPF ,

ahol HHPF jelöli az felülátereszt®, HLPF pedig az alulátereszt® sz¶r®t. Ennek

példájára nézzük meg az el®bb megismert sz¶r®típusok felülátereszt® párjait.

Ideális felülátereszt® sz¶r®

H(u, v) =

0, ha D(u, v) ≤ D0

1, ha D(u, v) > D0,

Butterworth felülátereszt® sz¶r®

H(u, v) =
1

1 + [D0/D(u, v)]2n
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Gauss felülátereszt® sz¶r®

H(u, v) = 1− e
−D(u,v)2

2D2
0

Hasonlóan az alulátereszt® sz¶r®khöz, az itt említettek közül a Gauss sz¶-

r® fogja a legjobb eredményt adni, aminek köszönhet®en a kép élei tisztán

megmutatkoznak.

Sávátereszt® sz¶r®k

Az alul-és felülátereszt® sz¶r®kb®l létrehozhatunk olyan újabb fajta sz¶r®ket,

melyek nem egy bizonyos határfrekvencia alatti és feletti komponenseket ke-

zelnek hasonlóan, hanem tartozik hozzájuk egy másik W paraméter is, mely

megmondja, hogy D0-tól milyen távol lév® pontok azok, amelyekre nekünk

szükségünk van vagy éppen nincs. Ezeket hívjuk sávátereszt® és sávzáró sz¶-

r®knek, melyeknél el®bbi a D0,W által képzett gy¶r¶n belüli frekvenciákat

átengedi, utóbbi pedig kisz¶ri.
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Ennél a típusnál is folytassuk a korábban megismert három fajta sz¶r®

sávzáró alakjával:

Ideális sávzáró sz¶r®

H(u, v) =


1, ha D(u, v) < D0 −W/2

0, ha D0 −W/2 ≤ D(u, v) ≤ D0 +W/2

1, ha D(u, v) > D0 +W/2,

Butterworth sávzáró sz¶r®

H(u, v) =
1

1 +
[

D(u,v)W

D2(u,v)−D2
0

]2n
Gauss sávzáró sz¶r®

H(u, v) = 1− e
− 1

2

[
D(u,v)2−D2

0
D(u,v)W

]2

A sávátereszt® sz¶r®ket pedig megkaphatjuk úgy, hogy ezeknek a sz¶r®knek

a leíró függvényét 1�b®l kivonjuk.

4.4. Sz¶r®k bemutatás példákon

A következ®ekben láthatjuk, hogy milyen hatása van az alulátereszt® sz¶r®k-

nek. Ahogy azt elvárjuk, el fogja mosni a képeket és az élek kevésbé lesznek

kivehet®ek. A képeken sorban láthatjuk az ideális, az els®rend¶ Butterworth,

a másodrend¶ Butterworth és a Gauss sz¶r®ket azonos levágási frekvenciával,

amely el®ször a kép eredeti méretének 10 százaléka, majd 20,50 és 70. Lát-

hatjuk, hogy az Gauss és Butterworth sz¶r®knél már a méret 50 százalákával

megegyez® levágási frekvenciánál is a feldolgozott kép szinte megegyezik az

eredetivel.

33



Eredeti kép

Alulátereszt® sz¶r®k hatása
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Felülátereszt® sz¶r®knél láthatjuk az élek kiemelkedését, melyek egyre tisz-

tábban megmutatkoznak a levágási frekvencia növekedésével. A képeken 10 és

50 százalékos levágási frekvenciával láthatjuk sorban az ideális, az els®rend¶

Butterworth és a Gauss sz¶r® hatását.

Felülátereszt® sz¶r®k hatása

Végül a legels®ként ismertetett notch sz¶r® hatását mutatom be egy olyan

képen, melyen periodikus zaj látható. A transzformált képen láthatjuk a ki-

magasló maximumokat, melyek jelzik, hogy mely frekvenciájú komponensek

ismétl®dnek sokszor. Ezeket kisz¶rve megszüntethetjük a zajt.

Az els® képen láthatjuk az eredeti kép transzformáltját, és hogy milyen

sz¶r®t alkalmaztunk rá, a másodikon pedig az eredeti képet és a sz¶rés után

kapott végeredményt.
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Az eredeti kép transzformáltja és a felhasznált notch sz¶r®

Az eredeti és a sz¶rt kép
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Összefoglalás

Dolgozatom célja az volt, hogy megmutassam az olvasónak a képfeldolgozást

egy olyan szemszögb®l, melyet kevesen ismernek. Amikor a kép egy teljesen új

formát ölt, és ebben a formában kerül feldolgozásra, majd visszakapja eredeti

alakját.

Az ehhez használt eszköz a Fourier�transzformáció volt. Segítségével meg-

ismerhettük a képet alkotó különböz® frekvenciájú komponensek együtthatóit,

láthattuk, hogy melyek azok a térharmónikusok, amik dominánsabbak. Az így

keletkezett képen a frekvenciasz¶r®k segítségével többféle problémát is tudunk

kezelni. Képesek vagyunk sz¶rni a periodikus zajokat, vagy akár kiemelni az

éleket, ha arra van szükség. Ezeken kívül több más olyan m¶velet van, melyet

kényelmesebb elvégezni a frekvenciatérben mint a képtérben, például a textúra

analízis vagy az alakfelismerés.

A dolgozat rávilágít arra, hogy a problémákat több irányból megközelítve

eljuthatunk egy olyan megoldáshoz, ami az elején nehezebbnek t¶nhet, de a

végére egy egyszer¶bben elérhet®, akár jobb végeredményt nyújthat.
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