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BEVEZETO

A csoportelmélet els6 eredményeinek altalaban Cauchy és Galois
1846-0s publikdcidinak anyagat tekintik. Annak ellenére, hogy az al-
goritmikus csoportelmélet féleg a 20. szazad kozepe és vége felé kez-
dett el egyre elismertebb és fontosabb szerepet betolteni a témakorben,
fontos eredmények mar a szazad els6 felében is sziilettek. A per-
mutaciécsoportok fogalma hamar megsziiletett, majd annak segitségé-
vel Galois bizonyitani tudta tételét az algebrai egyenletek gyokképlettel
valé megoldasardl. Innen eredeztethetd a csoportok absztrakt fogalma.
A csoportelmélet megalapozasiban Arthur Caleynek szerepét érdemes
még kiemelni, hiszen tole szarmazik a csoportok ma is hasznalt de-
finicidja, tovabba bizonyitotta reprezentacios tételét, mely szerint min-
den csoport izomorf egy permutaciécsoporttal. Ezekre épitkezve szamos
kival6 matematikus segitségével juthattunk el Charles Simshez, aki-
nek 1970-ben megjelent cikkében[3], a modern algoritmikus csoport-
elméletben megkeriilhetetlen fogalmak, illetve algoritmusok kertiltek
bemutatésra.[12]

A szakdolgozat célja, hogy Seress Akos mivének[1] segitségével be-
tekintésként szolgaljon a csoportelméletbeli algoritmusok és ezen beliil
is a permutacidcsoport algoritmusok alapjaiba. Tovabba ezekre épitve
bemutassa Eugene M. Luks[2] 1982-ben megjelent cikkét, melyben bi-
zonyitja, hogy a korlatos fokszamu grafok izomorfidja polinomidében
eldontheté. Ez az eredmény szolgdlt kiindulépontként Babai Lészlo
2015-ben publikalt eredményéhez[6], mely kimondja, hogy a graf izo-
morfizmus probléma kvazipolinomialis idében eldontheto.

A dolgozatban vizsgalt algoritmusokrél, azoknak a nem determi-
nisztikus valtozatairdl, illetve véletlenszertisitéssel valé javitasaikrdl
bévebben Seress Akos[l] konyvében, Eugene Luks[2] cikkében vagy
egyéb, a szovegben megjelolt miivekben lehet olvasni.



1. ELOZETES ATTEKINTES

A bevezetoben megfogalmazottak szerint grafok kozotti izomorfiakat
szeretnénk vizsgalni, a csoportelmélet segitségével. ElGszor is nézziik
meg, hogyan vezethetjiik vissza a kérdést algebrai problémara.

Legyen X7, Xy két Osszefiiggé graf, melyek izomorfidjat szeretnénk
eldonteni. Elegendé osszefiiggo grafokat vizsgalni, hiszen ha feltessziik,
hogy X1, X5 nem 0sszefiiggoek, és a kiilonallo graf komponensek szama
m, akkor a probléma visszavezethetd legfeljebb m? darab Osszefiiggd
grafpar izomorfidjanak vizsgélatara. Legyen tehat X = X; U X5 a
diszjunkt unidja a két grafnak. Ezek a grafok akkor és csak akkor
izomorfok egyméssal, ha létezik X-nek olyan automorfizmusa, melyre
teljesiil, hogy a két komponense teljes egészében megceserélodik.

Abban az esetben ha ismernénk X automorfizmus csoportjanak ele-
meit, elegendo lenne ellendrizni, hogy létezik-e ilyen tulajdonsagu elem.
Beldthaté, hogy amennyiben létezik ilyen o € Aut(X), akkor Aut(X)
tetszoleges generatorrendszerében is van legaldbb egy olyan elem, amely-
re igaz az, hogy megcseréli a két komponenst. Ezzel jelentésen csokkent-
hetjiik a vizsgdlandé automorfizmusok szamat, hiszen elegendé Aut(X)
egy tetszoleges generatorrendszerét eloallitani.

Ez a feladat tovabb redukalhaté més, elemibb problémakra, de ebben
a dolgozatban Luks[2] cikke alapjdn, a szin automorfizmus problémaéra
vezetjilk vissza.

Eloszor tehat tekintsiik a szin automorfizmus problémaét.

1.0.1. Probléma. Legyen A eqy tetszoleges szinezett halmaz, tovdibbd
legyen adott egy generdtorrendszere eqy G < Sym(A) csoportnak. Fel-
adat, hogy meghatdrozzuk G azon részcsoportjanak eqy generdtorrend-
szerét, amelynek elemei pontosan a szintarto leképezések.

A feladat, hogy Aut(X) egy generatorrendszerét el6allithassuk a
kovetkezoképpen vezetheté vissza a szin automorfizmus problémaéra:
Legyen az A halmaz olyan, amely egy n cstcsi graf pontjaibdl készitett
rendezetlen parokat tartalmazza. Szinezziik két szinnel az éleket, il-
letve a nem éleket. Definidljuk G-t mint egy, a graf pontjain haté
permutaciécsoportot, amelyre teljesiil az is, hogy G = Aut(A). Eb-
ben a specidlis esetben a szintarto részcsoport nem mas, mint a graf
automorfizmus csoportja. Alapvetéen G = S,, minden esetben megfe-
lel6 valasztéas, de ez nem sziikséges feltétel. Kiilonbozo tipusu grafok
esetén tobbféle visszavezetés is lehetséges, melyekhez més G < .S, cso-
port sziikséges. Példdul abban az esetben, ha az X grafban minden
csucs foka legfeljebb k, akkor Aut(X) minden kompoziciéfaktora izo-
morf S egy részcsoportjaval. Ezt a tényt Luks is kihaszndalja annak
érdekében, hogy az algoritmusa polinomidlis idében fusson le korlatos
foku grafok esetén.
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1.1. Primitiv és imprimitiv csoportok. A dolgozatban az Algebra
3 tantargy keretein beliil targyalt alapveto jeloléseken és fogalmakon tul
sziikség lesz még tovabbi definicidkra is.

A csoporthatas, orbit-stabilizator tétel, illetve a hiiséges vagy a tran-
zitiv hatas fogalmat ismertnek tekintjiik, de a tovabbiakban sziikség
lesz még a kovetkezd ismeretekre is.

Ezentil a dolgozatban 2 mindig egy véges halmazt jelol, valamint
G egy véges csoportot, amely hat az €2 halmazon. Tovabba ezen a
fejezeten beliil feltessziik azt is, hogy G hatasa €2-n tranzitiv.

1.1.1. Definicié. Egy g € G elem tartojinak nevezziik azt a részhal-
mazdt Q-nak, amely azon Q-beli elemekbdl dall, amelyeket g mozgat.
Formadlisan, supp(g) = {w € Q | w9 # w}.

Példaul egy permutacié tartdja konnyen megallapithato, hiszen ez
nem mas mint a komplementere a fixpontok halmazanak. A ciklusfel-
bontéasos alakban, minden elem amely egy egynél hosszabb ciklus része,
eleme a tartonak. A leképezéses alakban pedig azon elemek, amelyek
nem onmagukba képeznek, alkotjék a tartot.

1.1.2. Definicié. Legyen B < ) nem tres részhalmaz. FEkkor B-t
G-blokknak nevezziik, amennyiben teljesiil, hogy tetszoleges o, 7 € G-
re. 0(B) = 7(B) vagy 0(B) n17(B) = J. Azokat az eseteket, hogy
|B| = 1, vagy B = Q, trividlis blokkoknak nevezziik. A B blokkra
azt mondjuk, hogy minimalis, ha nem trividlis és nincs olyan legaldbb
kételemi; valodi részhalmaza, amely maga is G-blokk, illetve maximdalis
akkor, ha B # Q és az egyetlen B-t tartalmazo blokk az maga €.

Szemléletes példaként tekintsiink egy 2x2-es Rubik kockat. Az
halmaz élljon a kocka kis lapjaibdl, tehat €2 szamossaga 6 -4 = 24. Le-
gyen G < Sym(f2) az a csoport, amelyet a 6 lehetséges forgatdsunkkal
generalunk. Akar egyszeri prébalkozéas utjan is belathato, hogy ez a
hatas tranzitiv, hiszen tetszoleges kis kockat el tudunk juttatni barmely
masik kis kockaba, illetve egy kis lapkat konnyen atforgathatunk ugyan-
abban a kis kockaban egy maésik pozicioba. Lathatjuk tehat, hogy a
hatas tranzitiv, hiszen csupén egy orbit létezik. Ekkor latszik, hogy
barmely kis kocka szinezett lapkai alkotnak egy G-blokkot, hiszen két
tetszoleges forgatassorozat esetén, vagy kiillonboz6 pozicioba jutnak el,
ekkor tehéat a képhalmazok metszete az tires halmaz, vagy egy poziciéba
esnek, ekkor pedig a képhalmazok megegyeznek.

1.1.3. Definicié. Legyen B egy G-blokk. Ekkor a {c(B)|o € G} hal-
mazrendszert a G, B-t tartalmazo blokkrendszerének nevezziik 2-ban.
A blokkrendszert minimdlisnak nevezzik, ha minden blokk maximadlis.
Hasonloan mazximadlis akkor, ha minden blokk minimadlis.

Ezen feliil abbdl, hogy feltettiik, hogy G hatasa (2-n tranzitiv, nyil-
vanvaléan kovetkezik, hogy G egy blokkrendszer blokkjain is tran-
zitivan hat.



Az el6z6 példat folytatva, latszik, hogy az Gsszes kis kocka egyiitte-
sen blokkrendszert alkot G-ben. Az is belathatd, hogy a blokkok
miniméalisak, tehat a blokkrendszer maximalis. Ehhez azt kell észre-
venniink, hogy abban az esetben, hogy ha adott egy G < Sym(Q)
csoportunk, amelynek blokkrendszere By, ...By, akkor az egy egyenld
elemszamu particiét is alkot Q-ban, k|B;| = |Q2|. Kovetkezésképpen,
egy blokk mérete osztdja kell legyen a permutaciécsoport fokanak.
Tovabba ha B’ < B < Q is G-blokkok, akkor |B’| | |Bl-nek is tel-
jesiilnie kell. Ebbdl kovetkezik, hogy mivel a 3 primszam ezért minden
kis kocka egy minimalis blokkot hatdroz meg. Ebbdl pedig kovetkezik,
hogy a blokkrendszeriink maximalis.

Ugyanakkor ezek a blokkok maximélisak is, hiszen a tartalmazo blok-
kok csupan a 3 elemii blokkokbdl allhatnak Gssze, de az egész Rubik-
kockan kiviil nem tudunk mondani olyan maésik, legalabb kételemii
particiéjat a kis kockdknak, amely kielégitené a blokkra vonatkozé de-
finiciét. Ilyen modon tehat a blokkok maximalisak és blokkrendszertink
minimélis is.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ez az egyetlen nem trivialis blokkrend-
szere létezik a 2x2-es Rubik kocka csoportjanak.

1.1.4. Definicié. Tegyik fel, hogy az  halmazban nincsenek 1-nél
nagyobb elemszami G-blokkok. Ekkor azt mondjuk, hogy G primitiven
hat Q-n. FEllenkezd esetben a hatdst imprimitivnek szokds nevezni. Ha
G egy minimalis blokkrendszeren hat, akkor az a hatds primitiv.

Természetesen latszik, hogy a Rubik kockéas példankban a blokkok
3 elemiiek, tehat ez nem egy primitiv hatas. Ugyanakkor a blokkokon
mar primitiven hat, hiszen az elébb belattuk, hogy a blokkrendszer
minimalis.

2. ALAPVETO CSOPORT ALGORITMUSOK

Ennek a fejezetnek a célja, hogy néhany elemi, polinomialis futésideji
permutaciécsoport algoritmust bemutassunk. Ezek az algoritmusok
altalanos csoporthatasokra is miitkodnek, ennek ellenére jelenleg csupan
arra az esetre szoritkozunk, amikor a GG csoport, amely hat valamilyen
2 halmazon, egy permutaciécsoport, tehat G < Sym(£2).

A permutaciécsoportokat az algoritmusokban inputként és output-
ként is mindig egy generatorrendszerével adjuk meg. Erre azért van
szitkség, mert Q| = n esetén n! darab csoportelemet kellene térolnunk,
ami mar nem tul nagy n-re is megvaldsithatatlan, hiszen egy altalanos
permutécié tarolasahoz koriilbeliil nlog,(n) bit sziikséges. Ezzel szem-
ben egy S generdtorrendszer megadasahoz csupéan |S| n log,(n) nagy-
sagrendli tarhely mar elegendo. Ezt a konvencidt az is elGsegiti, hogy a
gyakorlatban el6fordulé esetekben |S| dltaldban kicsi. Ebbdl kifolyolag
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egy algoritmust, amely permutaciocsoportokkal dolgozik, akkor nevez-
hetiink polinomidlis futasidejliinek, ha valamely k pozitiv egészre az
algoritmus legfeljebb O(|S|¥n*) 1épésben leall.

2.1. Orbit kiszamité algoritmus. A tovabbiakban strtin eléfordul-
hat, hogy szeretnénk meghatarozni egy G-orbitot. Ebben az alfejezet-
ben azt a problémat szeretnénk attekinteni, hogy miként talalhatunk
megfelelé nagysagrendii futasidében orbitokat.

Szeretnénk tehdt kiszamitani valamely a € Q-ra, az a® := {a|g € G}
orbitot. A G csoportot egy S generatorrendszerével adjuk meg, amely
valamilyen részhalmaza () permutéacidinak. Ehhez elegendd, ha adott
b e Q) és s € S-re ki tudjuk szamitani a 5° képet, illetve, hogy €2 két
elemérdl el tudjuk donteni, hogy megegyeznek-e. Elofordulhat olyan
eset, hogy az utobbi nem magatdl értetdods. Példaként vizsgaljuk azt
az esetet, hogy G konjugdldssal hat az Q = {H | H < G} halmazon.
Ekkor ha H € 2 egy generatorrendszerével van megadva, akkor a H*' =
H? egyenl6ség eldontése tulajdonképpen azt a kérdést veti fel, hogy
permutacidk két halmaza ugyanazt a csoportot generdlja-e.

Az o orbit kiszamitasat visszavezethetjiik egy grafokon végzett al-
goritmusra, nevezetesen arra, amellyel meghatarozhatjuk grafok ossze-
fligg6 komponenseit.

2.1.1. Algoritmus. Definidljunk Q elemein egy D(S2,S) irdnyitott
grdfot ugy, hogy eqy B € Q-bol akkor megy €l v € Q-ba, ha létezik
olyan s € S generdtor elem amelyre igaz, hogy B° = 7.

Mivel G véges csoport, az is igaz, hogy D(2,S) komponensei erésen
osszefuggdek, hiszen ilyen s létezésekor valamely k-ra ’ysk = [ is tel-
Jesul.

Tegyiik fel, hogy G = {S), ekkor az o orbit az a legkisebb X rész-
halmaza Q-nak, amelyre o € X és mely zdrt az S elemeire nézve.
Az algoritmus sordn az o orbitot végeredményben a D(Q, S) grdf egy
szélességi bejardsdval kapjuk meg, ha a bejarast az a-bol inditjuk. Re-
kurzivan definidaljuk a csucsok részhalmazainak eqy Lo, L1, Lo, ..., L1
sorozatat, mely a tovabbiakban a bejards szintjeit fogja jelolni.

o Ly ={o}

e Minden tovdbbi i-edik szinten ) azon elemei taldlhatoak, melyek
nincsenek benne Lo u Ly U ... U L; 1-ben és végpontjai azoknak
az éleknek, amelyek kezdopontjai az elozo szinten szerepeltek.

Akkor dllitjuk meg majd az algoritmust, ha valamelyik szintre az tres
halmazt kapjuk, vagyis L,, = & valamely m € N. Formadlisan

LO = {Oé},Lm = @

Li:={yeQ|@Be Li)(B,7) € ENI\ [ JL;

J<t
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Ekkor az U L; dsszefiiggd komponens lesz az o orbit.
j<m
A kovetkezd pszeudokdd szemlélteti az orbit kiszamité algoritmust.
A bemenet tehat az S generatorrendszer, illetve az o elem, a kimenet
pedig az orbit témb, mely az o elemeit tartalmazza.

Pszeudokéd - Orbit kiszamité algoritmus

1: procedure ORBIT KISZAMITAS(«, S)
2 orbit «— «

3 generdtorok «— S

4: 17— 1

5: while i < hossz(orbit) do

6 for s e S do

7 if orbit[i]® ¢ orbit then

8 orbit « orbit + orbit[i]®
9 L1+ 1

10: return orbit

2.1.2. Tétel. Ha a G = {S) csoport hat az Q halmazon, akkor az
a € Q orbitjat O(|a||S|) kép kiszdmitdsdval megkaphatjuk. Tovdbbd a
futdsiddrdl megdllapithato, hogy
e ha ismert egy olyan A 2 o tartalmazé halmaz, mely szimdra
van elég szabad memoriaterilet, akkor az ossz futdsi idot do-
mindlja a képek kiszamitdsa
e ha nincs ilyen tartalmazd halmaz, akkor az idéigény O(Ja%[?|S|)
darab par osszehasonlitasahoz sziikséges idovel no

Bizonyitas. A tétel els6 felét abbdl az észrevételbol kapjuk, hogy az
osszefliggd komponens és az L; halmazok kiszamitasahoz minden 3 €
a%re ki kell szdmolnunk a 3%, s € S képeket, majd a masodik fele
a tételnek arra utal, hogy ezeket az L;-ket egy U témbben szeretnénk
tarolni, és az 1j képeket az U tomb elemeivel 6ssze kell hasonlitanunk,
hogy elofordultak-e mar az algoritmus soran.

Az els6 esetben foglaljunk egy |A| méretii T segédtémbot. Ebben
a tombben azt fogjuk jelolni, hogy az adott elem el6fordult-e mar U-
ban. Amikor 1ij elemet akarunk hozzaadni U-hoz, akkor csupan meg-
vizsgaljuk, hogy az éppen kiszamitott elem mar meg lett-e jelolve T-
ben, avagy sem.

A masodik pontban jobb hijan az Gjonnan kiszamolt elemet az Osszes,
mar megtaldlt elemmel ossze kell hasonlitanunk, amely O(|a%[?|S|)

osszehasonlitashoz sziikséges idétobbletet eredményez.
O
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A tételnek valgjaban van egy harmadik része is, amely azt mondja
ki, hogy amennyiben nincsen megfelel6 tartalmazé halmaz, de van egy
teljes rendezés (2-n, akkor az el6bb megéllapitott tobbletkoltség csupan
O(|a%|log?|a%||S|) par ésszehasonlitdsdra csokken. Tekintve, hogy per-
mutéaciécsoportok esetén az alaphalmaz, amelyen hatunk, altalaban
nem tuil nagy, tovabba a dolgozat soran hosszabb tavon a futasidére
szeretnénk polinomidlis fels6 becslést adni, ezért sok esetben alkalmaz-
hatjuk a tételben szerepld elsé lehetdséget. Ennek ellenére a masodik
opcié sem fogja elrontani a polinomialis futasidot, tehdt ez sem okoz-
hat gondot. Az els6 esetben A halmazt altaldban vélaszthatjuk (-nak.
Ekkor ez a |A| hosszi témb ) elemeit reprezentélja és azt jeldli, hogy
melyik elem keriilt mar kiszamitdsra az algoritmus soran. Tovabbi
képek eloallitasa utan pedig elegendo ellenorizni, hogy a tombben meg
van-e mar jelolve a megfelel6 elem.

El6fordulhat, hogy nem csak azt szeretnénk tudni, hogy valamely
v € Q benne van-e az a® orbitban, hanem szeretnénk megkapni egy
olyan g € G elemet is, melyre igaz, hogy af = . Az algoritmus amely
segitségével egy ilyen g elemet megkaphatunk, az orbit kiszamito eljaras
egy modositott valtozata.

2.1.3. Algoritmus. A 2.1.1-es Algoritmus csupdn ugy vdltozik, hogy
karban kell tartanunk még egy V tombot, amely a kovetkezd tulaj-
donsdggal rendelkezik. Minden i < |U|-ra teljesil, hogy ha Uli] = B
és VV[i] = g € G, akkor o = B. Egy ilyen V témbét az U tombbel
eqyidejilleg tudunk elddllitani, ha mindig, amikor az o eqy Uj elemét
megkapjuk B° alakban, ahol B = Uli] és s € S, akkor az U végéhez
flizziik p*-et, illetve V-hez pedig V'|i]s-et.

Ez plusz koltséggel jar memoridban, hiszen a V-ben tarolt permutéa-
ci6k memdriaigénye |a®||Q2] log |©2|, tovdbbd a V elemeinek meghatéro-
zasahoz sziikséges permutacié szorzatok kiszamitasa noveli a futasidot
is. Ezt megkeriilve, ha nem tul sok elemre vagyunk kivancsiak, a
gyakorlatban mutatokat hasznalunk. Egy 1j 8° elem U-ba torténd
felvételekor V]end + 1]-be az s generatorelem mutatdjat tessziik. Ez
azért lehet hasznos, mert sok esetben nincs sziikség minden 3 € a%-hez
meghataroznunk a megfelel6 g € G elemet, amelyre § = 9. Ele-
gendo6 csak specidlis $-khoz megtaldlni azokat, ezaltal a generatorok
szorzasait csupan akkor végezziik el, ha ténylegesen sziikséges. Ezt a
kovetkezd mdédon tehetjilkk meg. A kivalasztott 8 elemiinket megke-
ressiik U-ban, legyen ennek a helye i. Ekkor kiszdmoljuk, U[i]V[i] *-t,
majd i-t csokkentve megkeressiik, hogy ez az elem hol talalhaté U-ban,
ahol mar j. indexre szamoljuk ki az eléz6 szorzatot. Addig folytat-
juk amig a tomb elejére, a-hoz nem ériink. Ezaltal megtalaljuk azt a
generator sorozatot amely el6allitja a keresett [5-t.

Erdemes megjegyezni azt is, hogy nem csupan egy kezdeti a € Q2-ra
alkalmazhatdak a fentebb emlitett algoritmusok, hanem amennyiben
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U-t A-ként inicializéljuk, akkor tetszdleges A < ()-ra is kiszamithato
A% :={a9 |ae A, ge G}

2.2. Algebrai struktirak lezartja. Ebben a fejezetben olyan prob-
lémakat vizsgalunk, amelyek sordn egy GG csoporttal hatunk egy olyan
Q-n, amelyen adott valamilyen algebrai struktira. Ekkor az A < ()
halmaz G-lezartjanak nevezziik ()-nak azt a tartalmazasra nézve leg-
sziitkebb részhalmazat, amely tartalmazza A-t és zart a G hatdsara,
illetve az 2-n beliili mfiveletekre is. Jelolése (AS).

Az orbit-keres6 algoritmust egy kis modositassal hasznalhatjuk arra
is, hogy halmazok G-lezartjat meghatarozzuk. Ezen médositott algo-
ritmus akkor mikodik, ha feltessziik, hogy tartalmazasi vizsgalatokat
végre tudunk hajtani a mar meglévo alstrukturdkban, azaz T < €

és w € Q esetén, rendelkezésiinkre &ll egy jé algoritmus w & (T
eldontésére. Altaldban ilyen esetekben is csak egy generatorrendszerét
keressiik a lezartnak, nem feltétlen sziikséges felsorolni minden elemét.
Ezzel nagy elemszamu lezartakat is le tudunk {rni. Abban a specidlis
esetben, amikor G = () hat sajat magdn a konjugdlassal, ezt az al-
goritmust hasznalhatjuk normadlis lezart meghatarozasara is. Ekkor
egy A < G-bol kiindulva, az algoritmus a legkisebb, A-t tartalmazd
normalosztd egy generatorrendszerét adja meg.

2.2.1. Algoritmus. Az algoritmus inputja eqy S S G generdtorrend-
szer, illetve eqy A S Q részhalmaz. Az (A% halmaz generdtorait egy T
tombben taroljuk és A-ként inicializdljuk. Eqy dltaldnos lépésben min-
den tombben lévé t € T elemre kiszamoljuk a t°, s € S képeket, majd
hozzdadjuk a tombhéz azokat a t*-eket melyek nincsenek benne a {(T')-
ben. Ilyen mdodon minden 1uj elemet, kozvetve vagy kozvetleniil de vala-
milyen a?, a € A, g € G alakban dllitunk eld, tehdt a tomb dltal generdlt
részstruktira megegyezik (A% Y-vel. Az iddkritikus része az algoritmus-
nak dltalaban az uj elemek tartalmazdsdnak eldontése, ugyanis a legtobb
alkalmazdsban ) maga is eqy csoport, tehdt a tombhoz hozzdadando ele-
mek szama legfeljebb log|( AY).

Pszeudokdd - Algebrai struktirak lezartja

1: procedure LEZART KISZAMITAS(A, S)
2: T — A

3 generdtorok «— S

4: 1 «— 1

5: while i < hossz(T') do

6 for se S do

7 if T[i]* ¢ (T') then

8 T« T+TIi]*

9 i—i+1



10: return 7'

Ez az algoritmus segithet tovabbi problémék eldontésében is. Ha-
sonlé moédon mind a kommutator lanca, mind az alsé centrélis lanca
kiszamithato egy csoportnak. Tovabba meghatarozhato, hogy egy rész-
csoport szubnormalis-e. Ennek ellenére, ezeknek a feladatoknak a ne-
hézsége erosen fiigg attdl, hogy tudunk-e tartalmazasi kérdéseket meg-
valaszolni a futas folyaman.

3. BAZISOK ES EROS GENERATORRENDSZEREK

Ezen fejezet f6 célja a kovetkezé lemma bizonyitasa, mely fontos
részét képezi Luks[2] algoritmusanak is.

3.0.1. Lemma (Furst-Hopcroft-Luks). [9] Legyen G < S,,, tovdbbd
adott eqy S < G generdtorrendszer, ekkor polinomiddben eldonthetd,

o G rendjének meghatdrozdsa

o tetszdleges g € Sym(Q))-ra annak eldontése, hogy eleme-e a G =
(S) esoportnak

o G minden olyan részcsoportjahoz taldlhato generdtorrendszer,
amelyre igaz, hogy polinomidlisan korldtolt indexe van G-ben és
amihez van polinomidejd tartalmazdsi teszt

Ennek a problémanak a vizsgalatdban nyujtanak segitséget Charles
C. Sims|3][4][5] publikéciéi, melyekben olyan fogalmakat hataroz meg,
amelyeket még napjainkban is hasznalnak, tovabba alapul szolgalnak a
legtobb permutaciocsoportokkal kapcsolatos kérdés algoritmikus meg-
valaszoldsanak. Ebben a fejezetben bemutatdsra keriil a bézis, illetve
az erés generatorrendszer fogalma és ezek jelentosége. FEzen feliil a
legvégén az ugynevezett Schreier-Sims algoritmust vizsgaljuk, amely
polinomidlis id6ben, tetszoleges csoporthoz el6allit egy erds generator-
rendszert.

3.1. Bazis és erds generatorrendszer. A tovabbiakban feltehetd,
hogy az alaphalmazunk = {1,2,...,n} és G < Sym(Q2) permutécié-
csoport 2-n.

3.1.1. Definicié. A G csoport bazisa alatt egy olyan B = (B, ..., Bm), -
beli sorozatot értiink, amelyre teljesil, hogy ha eqy g € G pontonként
fixen hagyja B-t, akkor g csakis az eqység elem lehet.

A B bézis meghataroz egy
G = G[l] > G[Q] > .. > G[m] > G[m+1] =1,

részcsoport lancot, ahol Gl 1= G(s,,...,8:,) @ pontonkénti stabilizatora
a {B,..., Bi_1} halmaznak. Mas széval, GI1 fixen tartja B els6 i — 1
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elemét. Ezt a ldncot a B bézishoz tartozo, vagy B bézis altal meg-
hatarozott stabilizator lanc-nak nevezziik.
Amennyiben az is teljestil, hogy

G=GM>glls | >@gmls gt =1

vagyis G valédi részesoportja Gl-nek, minden 1 < i < m-re, akkor
B-t wrredundans bazisnak nevezziik.

Tekintstink erre is egy példat. Vizsgdljuk meg ismét a 2x2-es Rubik
kockankat. Valasszunk ki tetszoleges szamu lapkat tgy, hogy mar ne
tudjunk olyan forgatast vagy forgatassorozatot talalni, hogy barmelyik
is elmozduljon. Ekkor ezek a lapkdk a csoportunk egy bazisat fogjak
alkotni. Trividlis példaként valasszuk ki az Osszes lapkat, ez biztosan
bézis lesz. Ebbdl még szamos lapkat el kell hagynunk ahhoz, hogy
a megmaradoé lapkak irredundéans bazisat alkossdk a Rubik-kocka cso-
portjanak. Példaul, amennyiben minden kis kockardl kivalasztunk egy-
egy lapkat, az egy nyolc elemi béazist alkot. Valéjaban még ez a bazis
is redundans. Belathato, hogy még egy lapkéat elhagyva ezek koziil
kapjuk a 2x2-es Rubik-kocka csoportjanak egy hételemii irredundans
bazisat.

Ebbdl is latszik, hogy G csoportnak tobb kiilonbozo bazisa is le-
het, illetve a linearis algebra megszokott fogalméval ellentétben ezek
kiilonb6z6 méretliek is lehetnek. Az irredundans bazisoknak egyik
elonye az, hogy méretiik becsiilheto:

|G[z] . G[l+1]| > 27

61 Gl = |5

< n, Vie[l,m],

hiszen GU'*! szerint vett bal oldali mellékosztélyok Gl'-ben éppen a
BEM orbit elemeinek felelnek meg. Ekkor Lagrange tételét tébbszor is
alkalmazva kapjuk, hogy

G| = [IGH: gt
=1

Felhasznalva az als6 és felsé becslést kapjuk, hogy 2/°! < |G| < nl?/,
melybol mar adédik, hogy

log|G
log|G] < |B| < log|Gl.
logn

Ez az 0sszefliggés garantalja, hogy egyetlen irredundans béazis sem lehet
til nagy. A kovetkezo példa azt mutatja, hogy az irredundans bazisok

elemszaméra adhaté becslések altalaban nem javithatok.

3.1.2. Feladat. Seress Akos[1] 4.2 feladat. Adjunk meg egy olyan G <
Sy csoportot és olyan By, By < {1,2,...,n} irredundans bazisait G-nek,
melyekre |By| = [log|G|| és |Bs| = [“4E]] teljesiil.

logn
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Megoldas. A feladat kitlizésében segitségként volt adva, hogy G-t cél-
szert ciklikus csoportként keresni. Ezt a segitséget kihasznalva tehat
egy olyan G = (o) < S, ciklikus csoportot adunk meg, mely rendel-
kezik a kivant tulajdonsiggal. Vizsgédljunk eldszor egy meglehetdsen
egyszerl elemet, hogy jobban megérthessiik, milyen tulajdonsagot kel-
lene kihasznalnunk. Legyen o € S, egy olyan elem, melynek ciklus-
felbontasaban csupan egy nem trivialis ciklus van. Lathatjuk, hogy
a ciklusbdl tetszoleges elemet valasztva bazisként, azonnal fixaljuk a
tobbit is, hiszen onmagéval szorozgatva, vagy mindegyik mozog, vagy
egyik sem. Ennek két fontos kovetkezménye van a cél szempontjabol.

(1) Tetszbleges elem valasztasa mar irredundans bézis
(2) Csupan egyféle irredundans bazisunk létezik

Megjegyzésként elmondhato, hogy trivialis példaként mér egy ilyen

elem is megfelel6 lehet, hiszen tekintsiik egy olyan permutaciét mely-
nek ciklusfelbontdsa (k 1). Ekkor n > 2, és |G| pedig egy kételemil
részesoportja S,-nek. Legyen By = k és By = [. Ekkor |log|G|| = 1,
illetve [hffg—‘?] = 1, tehat készen vagyunk. Ennek ellenére olyan példat
is tudunk mutatni, amelyben |G| és n is tetszOlegesen nagy lehet.
Azt mar megallapitottuk, hogy erre a célra tobb ciklussal rendelkezo
permutaciét kell keresntink. A konstrukcié azzal a tulajdonsaggal is
rendelkezni fog, hogy a megfelel6 ciklusbdl valasztva egy elemet, irre-
dundans bazist kapunk. Tegyiik fel el0szor, hogy o két ciklussal ren-
delkezik. Amennyiben ezek hossza egyenl6, nem jutunk el6rébb, hiszen
egy elem mar bazis. Kiilonboz6 hosszok esetén két lehetéségiink van,
nevezetesen, hogy a ciklushosszok koziil valamelyik osztja-e a masikat,
vagy sem. Amennyiben egyik sem osztja a masikat elveszitjik azt a
kivant tulajdonsagot, hogy létezik egyelemii bazis, tehat most ne ezek-
kel foglalkozzunk. Oszthatdsag esetén azonban észrevehetjiik, hogy a
hosszabb ciklusbél vélasztva egy elemet mar béazist kapunk, ugyanak-
kor a rovidebb vélasztasa esetén, a hosszabb ciklus még nem ”tiinik” el,
a megmaradt elemek koziil tudunk még vélasztani egy elemet, amivel
egyiitt egy kételemii irredundans bazist kapunk. Ezutan tetszoleges k
pozitiv egészre eléallithatunk egy Gy = {(oy) < S, csoportot, melyre
o(op) = 2% és n = 2¥*1 — 1. Ehhez legyenek C; = (2¢,20 +1,..., 2071 — 1)
ciklusok, minden 1 < i < k-ra, és legyen o, = C7C5...C. Ekkor
By = {2',...,2%} és By = {2%} egyarant irredunddns bdzisa G-nek,
tovabbd |By| = k = |log |G| és |Ba| = 1 = [£%] s teljesiil.
3.1.3. Definicié. Legyen G < Sym(2), legyen B = (B4, ..., Bm) S 2
bazisa G-nek, illetve G, a B-hez tartozd stabilizdtor linca G-nek.
Tekintstik ekkor G eqy S generdtorrendszerét. Abban az esetben, ha
S-re teljesil, hogy

(SnGy =Gl vi1<i<m+1
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akkor az S-et a G erds generdtorrendszerének hiviuk (a B bdzisra
nézve).

Ezen generdtorrendszerek haszna abban rejlik, hogy a G csoport B
béazisdra nézve konnyen tudjuk szamolni a 50“1, ugynevezett funda-
mentalis orbitokat. Fzeknek a segitségével pedig azonnal addédik G
szdmossaga. Tovabbé kénnyen megkaphatunk egy, tetszbleges G -
GU+1hez tartozé R; transzverzalist. Hogyan tudjuk ezeket megtenni?

Tegyiik fel, hogy adott egy G csoportunk, ennek egy B = (54, ..., Bn)
bazisa, illetve egy S erés generatorrendszere a B bazisra nézve. Ekkor
B bézis altal meghatarozott stabilizator lancdban szereplé minden G
csoporthoz meg tudjuk adni annak 5; generatorrendszerét a kovetkezo
médon. S; == {se S | s(8;) = (8;) Vj <i}. ABE" 1 <i<m funda-
mentalis orbitokat ezek utan konnyen meghatarozhatjuk a 2.1.1-es or-
bit kiszamité algoritmus segitségével. Felhaszndlva az orbit-stabilizator
tételt, mely szerint |3 | = |GH : GIH| megkaphatjuk,

= i i - [i]
G| =[[I6": Gt =T 187
i=1 i=1

a G csoport rendjét. Ezzel visszavezettiik a 3.0.1-es Lemma els6 pontjat
er0s generatorrendszer keresésének problémajara, amely feladat meg-
oldésa a fejezet f6 célja.

Ezen felil a 2.1.3-as Algoritmust segitségiil hivva, felépithetiink egy
bal oldali mellékosztaly reprezentans rendszert G-ben.

3.2. Schreier fa adatszerkezet. Legyen G < Sym({2) csoport, an-
nak egy B bézisa, illetve egy S er0s generatorrendszere G-nek a B
béazisra nézve. Legyen ekkor a B altal meghatarozott stabilizator lanc
i. elemének generatorrendszere S; = S n G, Ekkor elkészithetjiik
G-nek az ugynevezett Schreier fa adatszerkezetét. Az adatstruktira
tulajdonképpen egy sorozat, ami az 6sszes f3;, 1 < i < m baziselemhez
tartozo (S;, T;) Schreier-faknak nevezett parokbdl all. Minden i-re,
T; egy olyan iranyitott fat jelol, melynek csticshalmaza a 3¢ " funda-
mentalis orbit, a gyokere pedig [3; baziselem. Minden éle a gyokér felé
iranyul és kap egy cimkét az S; halmaz elemei koziil. Ennek a cimkének
teljesitenie kell azt a tulajdonsagot, hogy ha egy tetszoleges él kezdo
és végpontja rendre v, §, akkor az élen az a h szerepelhet, melyre igaz,
hogy v = 6. Ez azt jelenti, hogy a fa tetszéleges pontjabdl indulva, ha
a cimkén 1évo permutaciokat osszeszorozzuk, azt az permutaciét kap-
juk, amely a kiindulé pontot a (; baziselembe viszi. Ezzel megkapjuk
az inverzeit egy G-ben GU+Y szerint vett mellékosztaly reprezentdns
halmaznak.

Ezzel a reprezentacidval csokkenthetjitk a memoriaigényt, hiszen O(n)
tarhely sziikséges ahhoz, hogy T; fakat tarolhassuk. Minden i-re egy
n hosszi témb elegendd. Tovabba az Si-beli permutécidkat O(|S;|n)
nagysagrendben tudjuk megoérizni.
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3.3. Szitalo eljaras. Ez az eljaras akar tekintheté a permutacio cso-
portok Gauss eliminalasanak. Az algoritmus soran tetszéleges g € G
csoportelemet felbonthatunk a kovetkezd alakban,

g ="TmVm-1...T1,7; € R;

ahol R; a fentebb emlitett G : G+ mellékosztély reprezenténs rend-
szer. Ez a felbontas rdadasul Lagrange tétele szerint egyértelmi.

3.3.1. Algoritmus. Amennyiben eqy g € G elemet szeretnénk a fen-
ti szorzatként felirni, meq kell keresniink azt az egyértelmi r1 € Ry
mellékosztdly reprezentdanst, melyre teljesil, hogy ] = pi'. Ekkor
legyen go = grit € GB, melyre megkeressiik o € Ry reprezentdns
elemet gy, hogy 55 = (552, és igy tovabb. Az m-edik lépés utdn, a
Gms1 = gri ‘..t mdr a B bdzis minden elemét fiven hagyja, tehdt

Im+1 = 1.

Pszeudokdd - Szitalas

1: procedure SZITALAS(g, B, {R1, R, ..., R.})

2: gz < g

3: felbontds «— 1

4 for i e {1,...,m} do

5 r; < REPREZENTANS ELEM KIVALASZTASA(S, ga,

6 o < gari '
7 felbontas < r;- felbontds
8: return felbontds
9

. procedure REPREZENTANS ELEM KIVALASZTASA(S, g, R)
10: for r € R do
11: if g = 9 then return r

3.3.2. Kovetkezmény. Adott G < Sym(Q)) és tetszbleges h € §) esetén
alkalmazzuk a szitdlo eljardst, probdljuk meg felbontani h-t. Ekkor, ha
a szorzatra bontds sikeril, abbol kovetkezik, hogy h € G. FEllenkezd
esetben két dolog kovetkezhet be, amelyek kovetkezménye az, hogy h ¢ G.
Eléfordulhat, hogy hy,1 = hrytrytor, birst # 1, dlletve az, hogy
hi := hry ey tr Y mdr nem tartja benn Bi-t a Bic[i] orbitban, valamely
1 < m-re.
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Az algoritmus tehéat alkalmas tartalmazasi kérdések eldontésére is,
vagyis a 3.0.1-es Lemma masodik pontjat is visszavezettiik erds ge-
neratorrendszer keresésének probléméjéara, cserébe nem a legoptiméli-
sabb memdria hasznalatban és futasi idében. A transzverzalisok szé-
moldsahoz és taroldsahoz egyardnt O(n?) idé és tdrhely sziikséges.

Ennek mas gyakorlati alkalmazésa is lehet. Amennyiben ismerjiik G-
nek egy bazisat és egy hozza tartozd erds generatorrendszerét, tovabba
képesek vagyunk egyenletes eloszlassal, véletlen elemet valasztani egy
listabdl, akkor G-nek is ki tudjuk valasztani egy véletlen elemét ugy,
hogy minden R;-bdl véletlenszertien egy elemet valasztunk, majd azo-
kat Osszeszorozzuk.

3.4. Schreier-Sims algoritmus. A Schreier-Sims algoritmus egy ha-
tékony modszert biztosit erds generatorrendszerek eléallitasara. Ennek
elofeltételeit, hatterét és 1épéseit vessziik sorra. A kovetkezd lemma O.
Schreiertol szarmazik.

3.4.1. Lemma. Legyen H < G = {S), tovibbd, R egy olyan H szerint
vett jobb oldali mellékosztaly reprezentdns rendszer G-ben, melyben az
eqységelem 1s szerepel. Ekkor H-t generdlja a kovetkezo T halmaz.

T ={rs(r5) '|re R, se S}

ahol tetszoleges g € G-re g € R az az elem, melyre Hg = Hg teljestil.
Ekkor T elemeit H-hoz tartozo Schreier generdtoroknak nevezzik.

Bizonyitds. A definiciobdl adédik, hogy T elemei mind benne vannak
H-ban. Elég tehat annyit beldtni, hogy T'wT ! valéban generélja H-t.
Megallapithat6, hogy T-! = {rs(rs)"!|r € R,s € S7'}. Tekintsiink
ekkor egy tetszoleges h € H elemet, amelyet felirhatunk, h = s155...5;
alakban, gy, hogy minden s; € S U S~1-bél vald, hiszen H < G.

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy T u T~! valéban generalja H-t, re-
kurzivan definidljuk a ¢t; € T'u T™! sorozatot és ehhez az rj,; € R
elemeket, amelyek teljesitik a h = t1ts...8;7415;41...5; egyenletet 0 <
J < k esetén. A j = 0 értékre az r; = 1 € R valasztassal teljesiil a
feltétel. Tegyiik fel, hogy valamely j < k-ra mar taldltunk megfeleld
t1,..,tj €T T ésrjy1 € R elemeket melyekre

h=t..4rj41841...5k
teljesiil. Ekkor a kovetkezo valasztasokkal
o tjp1 =181 (Taas) € TOT!
® rjtoi=T;115,41 € R
kapjuk, hogy t;117j4+2 = rj+15;41. Emiatt pedig,
h=t1..6(rj+15j41)Sj+2..5k = t1..0;(tj417j42)Sj42...k

szintén teljesiil. Végezetill, j = k-ra h = t1...tprp,1 adddik. Mivel
he H és tity...ty € (T) < H, ezért ry1 € H n R = {1}. Tehdt h e (T)
is teljestil. O
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3.4.2. Lemma. [4] Legyen B = {f1, ..., B} < Q, illetve G < Sym(£2).
Tegyiik fel, hogy az S; S G halmazokra teljesilnek a kovetkezo feltételek
minden 1 < j < k-ra.

. Sj = G(/Blw-ugjfl)’.

o (Sj) = {Sj11);

o« CLUS) és St = B
o (S8, = (Sj+1)

Ekkor B bdzisa G-nek, tovdbba S = U1<j<k; S; erés generdtorrendszere
G-nek B bdzisra nézve.

Bizonyitds. A lemmat ) elemszamara tekintett indukcioval bizonyit-
hatjuk. Legyen tehat Q* = Q\{f;}. Ekkor Gg,-nak természetes médon
megfeleltethetiink egy G* < Sym(Q*) csoportot a kdvetkezé médon.
G* = (S3) = Gp,. Ezen felil B* = B\{fi}-re, és az S, ..., Sk1-
re teljestilnek a tétel feltételei, tehat az indukciés feltevés szerint G*-
nak bazisa B*, tovabba S* erGs generatorrendszere G*-nak, B* bazisra
nézve. Vezessiik be a kovetkezo jelolést Gl .= Gai,...5,_1)- Végiil pedig
ellendrizniink, hogy az erds generatorrendszer kritériuma, vagyis hogy
Gl = (S A Gl teljesiil-e minden i-re, ha 1 < i < k+1. Azi = 1 esetre
trividlisan teljesiil, hiszen a tétel feltételei kozott adott, hogy (S1) = G,
amely halmazt tartalmazza S. Ezen felill az i = 2 esetre is teljesiil,
és azt kapjuk, hogy Gg, = (S2) < (S n Gp,), amely tartalmazasnak a
forditottja is igaz. Minden tovabbi i > 2-re ugy kapjuk az allitast, hogy
az indukcids feltevés értelmében, S* n GUl generdlja (S2)s,. 5 1)t
te%l]ét G[i] = <S(\G[i]> = <S* ﬁG[i]> = <SQ>(,32,---51'71) = (G,31)(/527~-ﬂi71) =
G, O

Most mar minden eszkoziink megvan ahhoz, hogy egy T' generator-
rendszerével megadott G < Sym(€2) permutédcidécsoportnak algoritmi-
kusan el6allithassuk egy bazisat és egy erds generatorrendszerét.

3.4.3. Algoritmus. Legyen G < Sym(2) permutdcidcsoport a T < G
generdtorrendszerével megadva. Az algoritmus sordn szdmon tartunk
hdrom listat. Az elsoben B-ben, a i, s, ... bdziselemeket tdaroljuk. A
mdsodikban, S-ben, a végeredményiil adodo erds generdtorrendszer ele-
meit gydjtjik. Az erds generdtorrendszert S = |JS; alakban keressiik,
ahol Sy, Sy, ... halmazokat rekurzivan definialjuk. A célunk, hogy a hal-
mazok teljesitsék a 3.4.2-es Lemma dsszes feltételét. Az utolsé tombben,
R = |J Rj-ben pedig minden j-re tdarolunk egy-egy (S;)s, szerint vett
R; jobb oldali mellékosztdly reprezentdns rendszert {S;)-ben. Tovdbbd
ismét haszndljuk a kordbban megismert GU := Gy, 5, ) jelolést,
amely B elsd j — 1 elemének stabilizdatorat jeloli G-ben.

Az algoritmusunkat a kévetkezdképpen inicializaljuk:



16

e B elsd eleme legyen eqy tetszdleges By elem, amelyre igaz, hogy
It e T Bt # By, tehdt létezik olyan generdtor elem, amely
mozgatja azt

¢ Sy :=T, ahol{T)=G

o Szdmitsuk ki eqy G, szerint vett Ry jobb oldali mellékosztaly
reprezentdnsrendszert a mdr korabban megismert modon, a 2.1.3-
as Algoritmus segitségével

Ahhoz, hogy az algoritmus eqy dltaldnos lépését vizsgaljuk, feltesszik,
hogy a futds sordn mdr elédllt eqy B = (B, ..., Bi) bdziselemek toémbje,
illetve G részhalmazainak eqy Sy = T,59,...,5;, Sic1 = & sorozata,
amelyekre igaz, hogy S; € GV tovdbbd (S;) = (Sjy1) minden j-re. Az
algoritmus futdsa akkor ér véget, ha (S;)p, = (Sjy1) teljesil minden j-
re, hiszen ekkor a 3.4.2-es Lemma minden feltétele teljesil, tehdt elértik
a célunkat.

A (S;)s, = (Sj+1) egyenldségeket a kévetkezd modon ellendrizhetjik.
A j = t-tdl csokkend indexeléssel haladunk. Tegyik fel, hogy ezt mdr
megtettik egészen l-ig. Fkkor | — 1-re a kovetkezoket tesszik. Ismét
a 3.4.2-es Lemmdt alkalmazzuk, mely szerint Uz.:l S; erds generdtor-
rendszere az (Sy) csoportnak a (B, ..., B;) bazisra nézve. Ekkor 2.1.3-as
Algoritmus segitségével megkonstrudlhatunk egy {Si_1)s,_, szerint vett
R, reprezentdnsrendszert S;_1-ben. Ennek segitségével kiszamithatjuk
az X = {rsts ' |re Ri_1, s € Si_1} Schreier-generdtorait az{S;_1)s,_,
csoportnak. Egyenként minden x € X Schreier-generdtorra ellendrizziik,
hogy eleme-e {S,,y-nek. Itt a 3.3-as Fejezetben leirtakhoz folyamodha-
tunk segitségért, hiszen az elébb dllapitottuk meg, hogy (S;)-nek Uz':l S
eros generdtorrendszere. Az ellendrzés sordan két eset lehetséges.

o Vx € X-re v € (S)), ekkor az algoritmust az | — 2 eset el-
lendrzésével folytatjuk, vagy ledll, ha | —1 = 1 wolt. FEkkor
a kimenet nem mds, mint S = Uj S
e dz e X, melyre x ¢ (S))
A mdsodik esetben a szitdlds sordn adédé b = xr; vt ..ryt € G ele-
met hozzdaadjuk az S; halmazhoz. Ebben az esetben djra kell szamitanunk
az Ry reprezentdnsrendszert is, majd ismét ellendriznink, hogy (Si)s =
{(Siy1). Amennyiben t = | esetben taldlunk ilyen elemet az azt jelenti,
hogy a B tombben tdrolt By, elemek még nem alkotnak bazist. Fkkor B-
hez egqy olyan B 1 € Q) elemet flzink, amelyre igaz, hogy h nem hagyja
fixen, tovdbbd Sy, o-t, mint tres halmazt definidljuk.

Pszeudokéd - Schreier-Sims algoritmus

1: procedure SCHREIER-SIMS(T)
2: S[l] ~ T
3: B « (3, amire 3t € T, Bt # B
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4: R[l] «— Rﬁ1

9: 11

6: while ¢ > 0 do

7: Schreier-generdatorok szitalasa

8: if V Schreier-generdtor € (S;y1) then

9: 1—1—1

10: else

11: Sli+ 1] < S[i + 1] + h (Schreier-generdtor szitdltja)
12: if hossz(B) = i then

13: Bli + 1] < Biy1, amelyre igaz, hogy B;11 # B4
14: R[i + 1] transzverzdlis tjraszamitdsa

15: te—1+1

16: return | JS[i]

3.4.4. Tétel. Tetszbleges G = {T)-nek, determinisztikus algoritmus
segitségével, vagy O(n*log®|G|+|T|n%log|G|) idd- és O(n?log|G|+|T|n)
memdriaigénnyel, vagy O(n’log®|G|+|T|nlog|G|) idé- és O(nlog?|G|+
|T'|n) memdriaigénnyel dllithatd eld egy erds generdtorrendszere.

Bizonyitds. Az algoritmus futdsido- és memoriakoltsége a kovetkezo
harom részbol all,

(1) Minden i-re a 5Z-<Si> orbit meghatérozasa;
(2) Minden i-re az (S, )s, szerint vett R; reprezentans rendszer meg-
hatérozasa {S;)-ben;
(3) Minden i-re az S;-b6l és R;-bél képzett Schreier-generatorok
szitalasa.
El6szor is vizsgaljuk meg, hogy mennyi (; baziselemiink lehet egyalta-
lan. A B bazisrdl elmondhatd, hogy irredundans bazis, hiszen csupan
h e G 4ltal nem fixalt elemet fiizhetiink hozza. Ez azt jelenti, hogy
a 3.1-es Fejezetben latott becslést alkalmazhatjuk, mely szerint k& =
|B| < log|G|. Tarolnunk kell tovabba az S; generdtorrendszereket is,
melyeknek a koltsége

S| = |S1] + ... +|Sk| < O(|T| + min(log? |G|, nlog |G|))

nagysagrenddel becsiilheté feliilrl, ahol n = |Q|. Ezt gy kapjuk,
hogy észrevessziik, hogy minden j-re S;-t egyesével noveljik, rdadasul
minden ilyen noveléskor az altala generalt csoport mérete is né. Ez azt
jelenti, hogy legfeljebb akkorak lehetnek, mint a leghosszabb szigortian
novekvo részcsoportlanc hossza G-ben. Ennek értéke nem lehet tobb,
mint min(log |G|, 3n/2)[11]. Tehat alkalmazva ezt, tovdabba haszndlva
a |B| becslését és azt, hogy S; = T', megkapjuk a fenti becslést.
Térjiink most rd az (1)-es pont becslésére. A 2.1.2-es Tétel elsd

esetét alkalmazva kapjuk, hogy a ﬁgsﬁ orbitok 6sszes memoaria koltsége
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O(n|B]|) < O(nlog |G|). Az id6igénynél segitséget nyijt az a tény, hogy
mivel a halmaz csupan novekszik ezért a megtalalt eredményeket nem
kell sosem eldobni, mindig csak az 1j elemeket kell vizsgalni. Ez azt
is jelenti, hogy minden f; orbit meghatérozasahoz O(n|S;|) sziikséges.
Ebb6l azt kapjuk, hogy az osszesitett idSigény O(|Bllog|G|n+|T|n) =
O(nlog?® |G| +n|T)).

A hatralevs pontok (2) és (3) esetén mar két esetet kell megkiilon-
boztetniink attdl fiiggden, hogy milyen médon kezeljik az R; repre-
zentanselem rendszereket. Az els6 esetben feltételezziik, hogy van elég
memoria ahhoz, hogy az | J; R; Gsszes elemét taroljuk. A mésodikban
a 3.2-es Fejezetben megismert moédon Schreier-fakban taroljuk azokat.

Nézziik tehdt a (2)-es pontot. Az elsé esetben tudjuk, hogy |R;| <
n minden i-re. Osszesitve minden i-re ez pontosan O(nlog|G|) da-
rab mellékosztdly reprezentdnst jelent, amelyet tarolni O(n?log|G|)
koltséggel tudunk. Az id6igény az orbit szamitas sordan adédoé per-
mutéacio szorzasokbdl adédik. Egy R; 0sszes elemének kiszamitasdhoz
elegend6 n darab ilyen miiveletet végezni, amely egyenként O(n) id6t
igényel, tehdt osszesen O(n?|B|) < O(n?log|G|). Schreier-fakat alkal-
mazva egy R; halmazhoz csupan O(n) memodria is elég, tehéat Ossze-
sen O(nlog|G]) tarhelyre van szitkségiink. A kiszamitasuk sordn nem
végziink permutacio-szorzasokat, tehat csupan a Schreier-faba valé be-
illesztésiik idSigényét kell szamolnunk, ami O(nlog |G|).

Végezetiil térjink ra az utolsé pontra, az s € S;-k és r € R;-k altal
meghatdrozott rs(Ts)™! Schreier-generatorok szitaldsara. Fontos meg-
jegyezni, hogy mar ellenérzott Schreier-generatorokat nem kell djra
Osszedllitani és szitdlni, tehat ez legfeljebb

OO ISi||Ri]) = O log |G|n + |T|n) = O(nlog* |G| + n|T))
% i>1

hivast jelent. Az elsé esetben a hivasokban egyenként legfeljebb | B| <
log|G| permutacio szorzast jelent amely mér az emlitett O(n) koltséggel
a O(n?log® |G|+ n?|T|log |G|) futasiddigényt eredményezi. Ezzel szem-
ben Schreier-fakat hasznalva R; elemeit nem taroltuk kozvetleniil, tehat
ezek kiszamitasat is meg kell tenniink. Ezek az elemek S; elemeinek
O(n) hossziségu szorzatokként allnak el6 a kovetkezé médon x — h =
artrl oyl Bz O(nlog |G) darab elem kiszamitését eredményezi
minden S;-t 6sszegezve. Fzt szorozva a permutécié szorzas koltségével,
tovdbba a hivdsok szaméval kapjuk az O(n®log® |G| + |T|n®log |G|)
futésidé becslést.

Osszegezve tehat a pontokat az elsé esetben:
Memoriaigény:
O(nlog|G|) + O(n*log |G| + |T|n) + O(n*log |G|)
= O(n*log |G| + |T|n)
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Id6igény:
O(nlog® |G| + n|T|) + O(n?log|G]) + O(n?log® |G| + |T|n?log|G|)
= O(n*log® |G| + |T|n*log |G|)

Ezzel szemben a masodik esetben:
Memoériaigény:

O(nlog|G|) + O(nlog? |G| + |T|n) + O(nlog |G|)
= O(nlog? |G| + |T|n)
Id6igény:
O(nlog? |G| + n|T|) + O(nlog |G]) + O(n®log® |G| + |T|n®log |G])
= O(n*log® |G| + |T|n*log |G|)
U

A Schreier-Sims algoritmussal most mar minden épitékockéank meg-
van ahhoz, hogy a 3.0.1-es Lemma harmadik pontjat is igazoljuk. A
kiindulé allitds tehat az, hogy G < Sym(2) csoport egy H részcso-
portjahoz tudunk polinomidlis idében talalni egy T' generatorrendszert,
amennyiben H-nak létezik polinomialis idejli tartalmazasi tesztje, illet-
ve a |G : H| indexe n = |Q] egy polinomjéval korldtozhatd.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy ezt belassuk tegyiik fel, hogy a Schreier-Sims
algoritmussal mar kiszamitottuk G-nek egy B = (0, ..., Bx) bazisat és
erre a bazisra nézve egy S erds generatorrendszerét. Az algoritmus
soran H generatorrendszere mellett eléallitunk egy H szerint vett X
mellékosztaly reprezentdns rendszert is G-ben. Legyen Gl = G4, 5.,
és S; = S n Gl a megszokott médon definidlva. Tudjuk tovabbé, hogy
Gl = (S, minden 1 < i < k esetén. Ekkor definidljuk a kovetkezd

Gz2H=H,>Hy,>..2H,=1

részcsoportlancot, ahol minden i-re, H; = HnGUH = H 81 By Eszre-
vehetjiik, hogy az 6sszes H;-re teljestilnek a kiindulo feltételeink, hiszen
G,-nek erés generatorrendszere S;, valamint egy g € G elem eldontése,

hogy H;-ben van-e, arra modosithato, hogy ¢ ¢ H, illetve, hogy sta-
bilizalja-e a [, ..., 8;_1 pontokat. Végezetiill a polinomialis index is
teljesiil, hiszen |G; : H;| < |Gy : Hy|. Tudjuk tovédbbé, hogy Hy = ().
fgy tehat a H = Hy, ..., Hy egy-egy generatorrendszerét rekurzivan el
tudjuk allitani.

Ezek segitségével feltehetjiik, hogy valamely i-re mar meghataroztunk
egy T; € H; generatorrendszert, tovabba egy ehhez tartozo X; mellék-
osztaly reprezentans rendszert is. Segitségiil hivjuk a Schreier-Sims
algoritmus soran kiszamolt G; szerint vett R;_; mellékosztaly repre-
zentans rendszert G; q-ben. Ekkor az X;R; 1 = {ar | x € X;, r €
R; 1} halmaz egy H; szerinti mellékosztaly reprezenténs rendszert ad
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G 1-ben. A H,; részcsoport tartalmazds tesztjének segitségével meg-
hatarozhatjuk az X; 1, H; i-ben vett H; szerinti mellékosztaly repre-
zentans elemeit, hiszen X, | = X;R;_1 n H;_;. Végezetil T; U X;_4
generatorrendszere H;_i-nek. O

A 3-as Fejezetet a kovetkezo két feladatmegoldassal zarjuk.

3.4.5. Feladat. A/llapz/tsuk meg a 3r3-as Rubik kocka legkisebb elem-
szamu bazisanak méretét

Megoldas. Tekintsiik a 3x3-as Rubik kocka szerkezetét. 20 darab ”moz-
g6” kisebb kockabdl all, amelybdl 8 darab sarokkocka, illetve 12 darab
élkocka. Konnyen belathato, hogy ha egy kis kockanak az egyik oldalat
fixaljuk, akkor azzal a tobbi oldala is rogziil. Ez azt jelenti, hogy min-
den kis kockardl valasztva egy oldalt mar garantaltan fixaltuk a kockat,
tehat kapunk egy bazist. Vajon ez a legkisebb béazis? Sziikséges mind-
egyik kis kockat kiilon rogziteni?

A végleges megoldasban nagy segitséget nyujtott a Schreier-Sims
implementaci6 (Fliggelék A), hiszen a Rubik kockardl nem sok el6zetes
tapasztalatom volt. FEl6szor is megmutatta, hogy eld lehet allitani
18 elemili bazist, melybdl 11 élkockardl vald, 7 pedig sarokkockarol.
Felmeriilt tehat a kérdés, hogy ennyi valéban sziikséges-e. Ennek el-
lenoOrzésére kicsit médositottam az algoritmust, hogy probaljon meg sa-
rokelembdl legfeljebb 6-ot vélasztani, illetve egy masik futéasnal pedig az
oldalelemek szamat korlatoztam 10-re. Mindketté esetben hibaba fu-
tott az algoritmus, nem tudott el6allitani bazist és erés generatorrend-
szert, de sikeresen adott egy olyan szitaltat amely megmutatta, hogy
adott két élkocka esetén van olyan eleme a Rubik kocka csoportjanak,
amely a két kockat helyben hagyja, de az oldalaikat megcseréli, il-
letve két megmaradé sarokkocka esetén, azokat is helyben hagyja de
ellenkez6 iranyba forgatja oket. Ebbol kovetkezik, hogy ahhoz, hogy a
sarokkockdkat fixaljuk legalabb 7-et ki kell valasztanunk koziiliik, mig
az élkockdk esetében ez a szam 11. Ebbdl azt kapjuk, hogy legalabb
18 elemtinek kell lennie egy bazisnak, amelyre mar kaptunk is példat.

3.4.6. Feladat. Seress Akos[1] 4.7 feladat (Sims[4])

Készitsunk eqy algoritmust, mely eqy meglévd erds generdtorrend-
szerbol kiindulva kiszdmit eqy olyan erds generdtorrendszert, amelynek
szamossaga legfeljebb log|G|, végiil vizsgdljuk meg a komplexitdsdt.

Megoldds. Segitségként meg volt adva, hogy a meglévé erds generator-
rendszert célszerii sorba rendezni, majd megvizsgéalni, hogy generalja-e
egy addig tekintett szlikebb részhalmaz.

Legyen tehat S egy erds generdtorrendszere G-nek, a B bazisra nézve,
azaz S; := S N Gl generdlja Gl-t minden i-re. Keressiik azt a T < S-
t, melyre |T'| < log|G|. Tudjuk, hogy X tetszéleges generatorrendszer
esetén ki tudunk vélasztani log |G| elemi részhalmazat X-nek, amely
még mindig generdlja G-t. Ezt ugy tudjuk megtenni, hogy tetszoleges
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sorrendben végigmegyiink az elemeken és kidobjuk azokat amelyek ben-
ne vannak a korabbi elemek &ltal generalt részcsoportban. Alkalmazva
ezt S-re azt is biztositanunk kell, hogy mikozben eldobunk egyes ele-
meket, T-nek fenn kell tartani azt a tulajdonsdgét, hogy (T)) = {(Sk),
ahol Ty := T n Sg. Legyen m = |B|, ekkor az el6z6 tulajdonsagot
ugy tudjuk garantélni, hogy S elemeit sorba rendezziik ugy, hogy S,
tovabb. Ezt a felsoroldst megtehetjiik a mozgatott baziselemek alapjan,
ahogy korabban lattuk. Ez O(|S|) id6ben megoldhatd, mert valéjaban
csak halmazokba rendeziink, az azon beliili sorrend nem szamit. Ek-
kor T,, részt kivélaszthatunk S,,-bdl tgy, hogy (T,) = {S,,). Ebben
a T,,-ben nincs egy olyan elem sem, amely benne lenne a tobbi elem
altal generdlt részcsoportban. Ezutéan S,,\S,,_1 elemek koziil vesziink
hozza 1jakat, amivel megkapjuk T),_i-et. Ezt folytatva eljutunk 7-
hez, melyre T N Sy, és (Ty = {(Siy = G minden k-ra, tehat T is
er0s generatorrendszer. Az elemek elhagyasat a kovetkezé mdodon te-
hetjiik meg. Tegyiik fel, hogy mar megtaldltuk Ty, Ty 1, ..., T), halma-
zokat, hogy minden i > k-ra teljesiil, hogy (T;) = (S;> = Gll. Ekkor
G = (S, 1Y = (Tj, Sp_1\Sky. Ekkor tetszdleges I részhalmazat
véalasztva Si_1\Sk-nak, {1}, u I} erés generatorrendszere (T}, U I)-nek.
Ez azt jelenti, hogy Sk 1\Sk-n tetszéleges sorrendben haladva egy 1j
elemek ellendrzésekor alkalmazhatjuk a szitalé algoritmust, tovabba,
ha az elemet hozza kell adnunk a 7; ; halmazhoz, akkor ujra kell
szamitanunk a mellékosztaly reprezentans rendszeriinket is. Ez tehat
osszesen legfeljebb |S| darab szitéldst jelent, ezen feliill minden i-re
ki kell szamolnunk a mellékosztaly reprezentans rendszereket. Eze-
ket a 3.4.4-es Tétel bizonyitdsa alapjan, O(|S|n|B|), illetve O(]|B|n?)
futdsid6vel tehetjiik meg. Tehdt 6sszesen azt kapjuk, hogy O(|S|n?|B|),
amely irredundéns bézis esetében O(|S|n?log |G]) id6t jelent.

4. BLOKKOK, BLOKKRENDSZEREK

Ahhoz, hogy a dolgozat elején felvetett grafizomorfiat vizsgaljuk,
Luks[2] megfogalmaz két lemmaét is.

4.0.1. Lemma. Legyen G < S,, egy S generdtorrendszerével megadva,
valamint eqy G-orbitot, B-t. Ekkor polinomiddben megtaldlhatunk egy
manimalis G-blokk rendszert B-ben.

A kovetkezd lemma szerint pedig gyorsan meghatarozhatjuk az el6z6
lemma alapjan megtalalhaté blokkrendszer stabilizatorat is.

4.0.2. Lemma. Tekintsik eqy S generdtorrendszerét a G < S, cso-
portnak, illetve eqy G-orbitot, B-t. Legyen tovabbd By, Bs, ..., By egy
G-blokk rendszer B-ben és H < G ezen blokkok stabilizatorainak met-
szete. Ekkor H eqy generdtorrendszere polinomiddben megtaldlhato.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan is tudunk ilyen blokk-
rendszereket eldallitani.



22

4.1. Adott részhalmazt tartalmazé legkisebb blokk. Egy tran-
zitiv csoport blokkjait meghatarozé algoritmusok fontos szerepet tolte-
nek be a permutaciécsoport algoritmusai kozott. Sok maéas feladat-
hoz fel lehet hasznélni, hogy a problémat visszavezesse primitiv per-
mutaciocsoportokra. M. D. Atkinson publikalt el0szor ilyen eljardst
1975-ben|[7]. Kiilonlegességéhez az is hozzatartozik, hogy egyike azon
kevés algoritmusoknak, amelyhez nem sziikséges egy erGs generator-
rendszer. Ennek hatterében az all, hogy a blokkok kiszamitasat, meg
lehet oldani egy koltségesebb orbit szamitasi feladatként.

Egy kozel linearis idében futé blokkokat szamité algoritmust részle-
tesen, implementaciéval Seress Akos[l] konyvének 5.5.1-es fejezetében
lehet olvasni. A kovetkezo alfejezetben egy olyan algoritmust vizsga-
lunk[8], mely egy részhalmazt tartalmazé legkisebb blokkot szamit ki.

Adott G = (S) = Sym(Q2), Q = [1,n] tranzitiv csoport, és egy
A < Q. Szeretnénk egy olyan X blokkrendszerét G-nek, melyre A
elemei ugyanabba a blokkba tartoznak.

4.1.1. Algoritmus. Az algoritmus futdsa sordn szikség lesz arra, hogy
szamon tartsuk C-nak eqy 11 particiojdat. Kezdetben I1 olyan alaki, hogy
benne van A tovabbd |Q| — |A| darab egyelemi részhalmaz. Az algo-
ritmus sordn, a II-beli halmazokat fogjuk egybevonni, ugy, hogy végig
megtartjuk azt a tulajdonsagot, hogy a pontok, amelyek eqy részhalmaz-
ban vannak I1-ben, azok a ¥-val jelolt G-blokkrendszerben egy blokkban
lesznek.

Elso lépésként megallapithatjuk, hogy amennyiben «, 5 € €2 ugyanab-
ban a 11-beli halmazban vannak, akkor tetszdleges s € S-re vett képuknek
is ugyanazon halmazba kell esnitik. Kovetkezményképpen Ay, Ay € 11
halmazokat Ay O As halmazra cseréljik a felosztasban, ha valamely
ugyanabba a halmazba esé o, € Q-ra és s € S-re igaz, hogy o® € Ay
de B° € Ay. Az algoritmust addig futtatjuk, mig Vs € S és VA € Il-re
AB € 11, amire A® = B, amely feltétel teljestlésekor 3 = II.

Pszeudokdd - Adott részhalmazt tartalmazé legkisebb blokk-
rendszer

1: procedure LEGKISEBB BLOKK(S, A)

2 II—Au{a}l,Yae Q\A

3 while 3A € II, 3s € S, melyre B € II, hogy A° = B do

4: if do, e Aés se S, melyre o’ € A;, de 8° € A;, then
6

return II
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Az algoritmus hatékony végrehajtasdhoz, egy kiilonleges, ugyneve-
zett Unio-Keresés adat struktirdt hasznalunk. Ebben fogjuk térolni a
[I-beli halmazokat. Minden A halmazt egy T4 gyOkeres faban tarolunk,
melynek cstcsait A elemeinek feleltetjiilk meg, mig a gyokér az egész
halmazra nézve is hordoz informaciot. Minden cstucs harom cellabdl all,
melyekbdl csupan kettét hasznalunk. Az elsé tartalmazza a tényleges
elemet, a masodik a cstcs sziil6jére mutat. A harmadik cellat csak a
gyokérnél hasznaljuk amely |A|-t tarolja. A gyokér masodik, sziilére
mutato celldija onmagéara mutat. Ezen az adat strukturan kétfajta
miiveletet definidlunk. Egy Kereso és egy Unié miveletet. Legyen
I, Ty-ban a gyokér és a-t Osszekotd ut hossza, ekkor a keresést O(1)
idében tudjuk lefuttatni. A keres6 miivelet egy « € €-bdl kiindulva
megtalalja azon T, fa gyoOkerét, melyre a € A, ugy, hogy a csiucsok
2. cellajaban levé mutatokon végiglépkedve kovetjiik az utat a-bdl az
Ot tartalmazo T4 gyokeréig. Sokszor megeldzo jelleggel még egyszer
végigfutunk a-tol a gyokérig és minden cstcs 2. cellajara rogton a mar
ismert gyokeret irjuk, hogy kés6bb megkonnyitsiik a keresést (Ossze-
omlasztjuk a fat). Ez nem valtoztatja meg az elébb emlitett futdsi idé
nagysagrend;jét.

Az Unid egy kétvéltozos mivelet, amely az A, B € II halmazokat
cseréli le az uniéjukra. Megkeressiik T4, T gyokereit és a cellakat gy
modositjuk, hogy az egyikiik gyokerét mostantol a masik gyerekének te-
kintjiik, tehat az egyik halmaz gyokerének masodik celldja a mésik hal-
maz gyokerére fog mutatni, ezzel a két halmazt 6sszevonjuk, az ijonnan
1étrejoveé nagyobb Ty p fa gyokerének 3. celldjaba pedig |A| + | B|-ot
frunk. Altaldban érdemes az ugynevezett silyozott unié szabalyt al-
kalmazni, vagyis |A| = |B| esetén az 1j sziil6 gyokér legyen Ty gyokere.
Az Unié miivelet koltsége tekintheto konstansnak.

4.1.2. Tétel. Legyen G = {(S) < Sym(R2), Q = [1,n] tranzitiv csoport
és A < Q. Ekkor azt a legkisebb blokkjat G-nek, amely tartalmaz-
za A-t, 2|S|n darab Keresés és kevesebb, mint n darab Unid mivelet
haszndlatdval ki tudjuk szamitana.

Bizonyitds. Kezdjik el II mar fentebb emlitett felosztasaval, és hoz-
zuk A-t gyokeres fa alakira, ugy, hogy tetszéleges elemét kijeloljik
gyokérnek és minden mas eleme ennek lesz a gyereke, igy kapunk egy
egy magassagu fat. Minden més részhalmaz egy csak gyokérbol allé
faként foghaté fel. Ahhoz, hogy két halmazt Gsszevonjunk sziikségiink
van arra, hogy két elemet 6ssze tudjunk hasonlitani, hogy képeik min-
den s € S-re ugyanazon halmazba esnek-e, ezért az algoritmus futésa
soran szikséglink van egy L listara amely tartalmazza az oOsszeha-
sonlitando6 parokat. Kezdetben A gyokerét hasonlitjuk 6ssze A minden
masik elemével. Az algoritmus addig fut, amig ez a lista ki nem firiil.
Minden listaelemet megvizsgalunk a kovetkezéképpen. Legyen {«, 5} a
sorra keriil6 elem. Ekkor a feltétel szerint meg kell vizsgédlnunk minden
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s € S -re, hogy o, B° egy halmazba esnek-e, igy mindkettore futtatunk
egy keresést. Ha az a-bdl, illetve S-bol induld keresések ugyanazt a
gyOkeret szolgédltatjék, elhagyjuk {a, B}-t és folytatjuk L feldolgozését.
Ha kiilonboznek, akkor futtatunk A, B € Il-re egy Unidt és a listahoz
adjuk azt az {ra,rg} péart, ahol r4 és rg, a Ty és Ty fék gyokereinek
megfelel6 2-beli elemek.

Vizsgaljuk meg A; € Ay < ... € A,,, A,, € II halmazsorozatot
amely valamely a € (-t tartalmazo, az algoritmus soran bovilé hal-
mazok lancolata. Vegylik ezeknek a halmazokhoz tartozo faknak az
(ra,, .., Ta,) gyokérsorozatat. Ebben a sorozatban, ha két egymést
kovetd elem nem egyezik meg, példaként legyen ra, # ra4,,,, az azt je-
lenti, hogy a fa gyokere megvaltozott, tehat Unié miiveletet hajtottak
végre a halmazon és egy masikon. Ennek kovetkezményeképpen, az
{ra,,ra,,,} par belekerill az L listaba. Tovabbd {ra,,a} is szerepel a
listaban, ha r4, # «, hiszen ez azt jelenti, hogy a kezdeti gyokér mel-
lett a halmaznak van egyéb eleme is, ami a II inicializalasa szerint csak
A-ra igaz és L listat pont az ilyen tipusi parokkal inicializaljuk. Ezek
miatt kijelenthetd, hogy Vs € S-re a® és 3 egy halmazba esnek. A I
0sszes halmazara ugyanezt elmondhatjuk, tehdt az algoritmus lealldsa
utan kapott II halmazait valéban permutéalja G.

Ennek értelmében szamoljuk ossze, hanyszor futtattuk le a miivele-
teket. Eleinte II halmazainak szama |Q2| — |A| + 1 volt, tehét legfeljebb
2] — |A] < n —1 Uniét futtathatunk le, illetve az algoritmus szerint
minden uniézasnal hozzaadunk egy elemet az L listankhoz tehat L
legfeljebb |Q2] — |A| elemmel béviilhet. Az L lista ezen felil |A] — 1
elemmel bir kezdetben, tehat |L| nem lehet tobb n — 1-nél.

O

Az algoritmus hasznalhaté arra is, hogy elemszamra tekintve ma-
ximalis G-blokkokat talaljunk. Ezt tugy tehetjik meg, hogy rogzitiink
egy w € ) elemet, majd minden ¢ € Q, { # w elemre megkeressiik
a legkisebb {(,w}-t tartalmazé G-blokkot. Amennyiben a hatds nem
primitiv mindenképp talalunk egy nem-trivialis G-blokkrendszert ilyen
modon. Ezutan folytassuk a folyamatot GG indukalt hatasaval ezen a
blokkrendszeren, ahol ugyanezeket a lépéseket tehetjiik, amig a vizsgalt
hatas nem lesz primitiv, ekkor a blokkrendszeriink minimalis. Ezzel a
4.0.1-es Lemmat belattuk.

A 4.0.2-es Lemmahoz nincs masra sziikségiink csupan segitségiil kell
hivnunk a 3.0.1-es Lemmat, melynek harmadik pontjat alkalmazva ké-
szen vagyunk. Legyen By, .., By egy G-blokkrendszer, és G = G; >
Gy > ... = G}, részcsoportok csokkeno lanca, ahol G; a By, ..., B; blok-
kok mindegyikét stabilizdlé elemek halmaza. Ekkor kiszamithatjuk
G1,Go, ... egy-egy generatorrendszerét polinomidében, hiszen minden

i-re, a g ¢ G, kérdést, a g(B;) = B; ellenérzésével konnyen eldont-
hetjiik. Rdadédsul |G; : G;11| < blokkok szama < n.
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5. KORLATOS FOKSZAMU GRAFOK IZOMORFIAJA

Ebben a fejezetben Luks[2] cikkének eredményét targyaljuk. Ahogy
az eredeti publikdciéban is szerepel, az alapotletet trivalens grafokon
ismertetjlik el0szor, majd az ebben szerzett tapasztalatokat, észrevé-
teleket altalanositjuk, hogy végiil elérkezziink a célhoz, és megadjunk
egy polinomialis futdsideji algoritmust, mely két tetszéleges korlatos
fokszamu grafrél eldonti, hogy izomorfok-e. Az elso alfejezetben rész-
letesen vizsgaljuk a trivalens eset meggondolasait, de a méasodikban az
altalanos esetet csupan vazlatosan ismertetjik.

5.1. A trivalens eset. Az alfejezetben olyan grafok izomorfidjat sze-
retnénk eldonteni, melyekrdl tudjuk, hogy pontjaik foka legfeljebb 3.
Els6 1épésként vizsgaljuk meg, hogy hogyan tudjuk a problémat le-
forditani a csoportelmélet nyelvére.

5.1.1. Allitas. Trivalens grafok izomorfiajanak eldontése polinomido-
ben visszavezethetd arra, hogy eqy X dsszefiiggd trivalens grdafnak, eqy
kitintetett e éléhez tartozé Aut.(X) automorfizmus csoport egqy gene-
ratorrendszerét meghatdrozzuk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, amely tetszéleges
X trivalens grafra és annak egy e élére kiszamitja Aut.(X) egy ge-
neratorrendszerét.

Tekintstink két trivalens grafot X-et és Xo-t. Felteheto, hogy X;
és X, Osszefiiggéek. Ekkor az élek segitségével megprébéljuk meg-
hatdrozni, hogy izomorfok-e. Rogzitsiink tehédt egy e; € FE(X;) élt
az elsé grafbol, majd vizsgaljuk meg X, Osszes e € F(Xs3) élére, hogy
létezik-e ej-et, es-re leképezd izomorfizmus. Az el6zetes attekintésben
megfogalmazott eljarashoz hasonléan, ezt igy tudjuk megtenni, hogy
készitiink egy kozos grafot a két graf diszjunkt uniéjanak kiegészitésével.
Jelen esetben a két grafot Gsszefliggdvé szeretnénk tenni, gy, hogy a
trivalens tulajdonsdg is megmaradjon. Induljunk ki X; és X, diszjunkt
unidjabol, majd osszuk ketté ej-et, illetve es-t egy-egy 1j csiccsal. Le-
gyenek ezek a cstucsok vy és vg. Ezt a két pontot kossiik ossze egy e éllel.
Jeloljik az igy kialakulé grafot X-szel, amelyrdl azt is tudjuk, hogy
Osszefiiggd és trivalens graf. A két eredeti graf kozott tehat akkor és
csak akkor 1étezik izomorfizmus, amely ej-et ex-be képezi, ha Aut,(X)-
nek létezik olyan eleme, amely megcseréli vi-et és vo-t. Tovabba igaz
az is, hogy ha létezik ilyen automorfizmus, akkor tetszoleges generdtor-
rendszerben lesz olyan elem amely teljesiti ezt kritériumot.

A feltevésiink szerint el6allithatjuk Aut.(X) egy generatorrendszerét.
Az elééllitott generatorrendszert megvizsgédlva, hogy létezik-e eleme,
amely felcseréli vi-et és vo-t, eldonthetjiik, hogy létezik-e olyan X; —
X5 izomorfizmus, mely ej-et es-be viszi. Az eljardst X Osszes élére
elvégezve eldonthetjiik, hogy X; és X, izomorfok-e. Osszesen |E(X5)| =
O(|X2|) alkalommal kell meghatdroznunk egy-egy X gréfra az Aut.(X)
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egy generatorrendszerét, ami polinomialis idejii visszavezetést jelent.

g

A kovetkez6 1épés tehdt nem méas, mint hogy egy tetszdleges X
Osszefliggd és trivalens graf kivalasztott e élére meg tudjuk hatarozni
Aut.(X)-et. Ezt a kovetkezé mddon tessziik. Definidljuk részgrafok

egy
XicXpocc...cX, =X

sorozatat. Minden r pozitiv egészre legyen X,, az e-t tartalmazé leg-
feljebb r hosszi utak uniéja. Ekkor X; csupan e-t és a két végpontjat
tartalmazza, valamint X,, = X mindenképp teljesiil az n = |V (X)|
véalasztdssal. Létszik, hogy Aut.(X) halmazként fixen hagyja mind-
egyik X,-et. Az X, grafok e-t fixen hagyé automorfizmusainak cso-
portjait jeloljik Aut.(X,)-el. Ezek a csoportok Gsszekapcsolhatdak a
kovetkezé homomorfizmusokkal,

T o Aute (X, 41) — Aute(X,)

ahol a 7, indukalt homomorfizmust gy definidljuk, hogy tetszoleges
o € Aute (X, 1)-re, legyen m,.(0), a 0 megszoritasa az X, < X, hal-
mazra.

Felismerheto, hogy X; automorfizmus csoportjat konnyen megad-
hatjuk, tehat a kisebb részgrafok feldl szeretnénk a nagyobb felé ha-
ladni, ezért a probléma soran Aut.(X,) generdtorrendszerének isme-
retét feltételezziik és ebbdl szeretnénk meghatérozni Aut.(X, 1) ge-
neratorrendszerét. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyen K. :=
ker(m,), a m, magja, valamint H, := Im(7,), a 7, képe. A célunk az,
hogy meghatarozzuk egy-egy generatorrendszerét K,-nek és H,.-nek.
Amennyiben rendelkeziink mar K,-nek egy S, generatorrendszerével,
tovabbda taldlunk egy T, < X,.; halmazt, amelyre teljesiil, hogy . (7))
generatorrendszere H,.-nek, akkor S, U T, generalja Aut.(X,,1)-et. Egy
ilyen 7T, halmazt konnyen megkaphatunk a H, generatorainak egy-egy
Aute (X, 41)-beli elemmé valé kiterjesztésével.

Ahhoz, hogy ezeket a halmazokat meghatarozhassuk, jobban meg
kell vizsgdlnunk két részgraf "hatarat”, vagyis V (X, 1)\V (X,)-t. Tri-
valens grafok lévén egy V(X,,1)\V(X,)-beli pont V(X,)-beli szom-
szédjainak a szama legaldbb egy, de legfeljebb hdarom lehet. Csopor-
tositsuk most a V' (X,41)\V(X,) halmaz pontjait a kovetkez6képpen.
Két pontot ikreknek neveziink akkor, ha a V(X,)-beli szomszédaik
megegyeznek. Harmas ikrek a fokszam korlatozas miatt nem létez-
hetnek. Eszrevehetjiik, hogy egy o1 € Aut.(X,.1)-beli elem az azo-
nos szamu V(X )-beli szomszédokkal rendelkez6é pontokat legfeljebb
egymas kozott cserélgetheti. Tovabba egy o, € K, permutacio, tudvan,
hogy X, minden elemét helyben kell, hogy hagyja, legfeljebb az ikre-
ket cserélgetheti egymas kozott. Az is vildgos, hogy X, i cstucsainak
minden olyan permutacioja, mely X, minden csicsat helyben hagyja,
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és minden V(X, 11)\V (X, )-beli ikerpart halmazként helyben hagy, ele-

me K,-nek, igy K,-et generaljak az egy-egy ikerpart felcserélo transz-

pozicidk. frjuk le ezeket az észrevételeket formalisan is. A szomszédsagi

kapcsolathoz el6szor is vezessiik be a kovetkezo fogalmakat, jeloléseket.
A szomszédsagi kapcsolatot a kovetkezd fiiggvénnyel irhatjuk le.

fr : V(XrJrl)\V(Xr) - Ar

fr) ={weV(X,) | (v,w) € E(X)}

ahol A, az a halmaz amely V(X,), egy-, két-, illetve haromelemii
részhalmazait foglalja magéba. A vy # vy € V(X,11)\V(X,) pon-
tok pontosan akkor ikrek, ha f,.(v1) = f,(v2). Tovabba egy tetszOleges
o1 € Aut (X, ;1) esetén teljesiil, hogy f.(o1(v1)) = o1(fr(v1)).

Ekkor tehat, v € V(X 1)\V(X,) és 0 € K, esetén, tudvan, hogy o
fixdlja X, minden elemét, f,.(v) = f.(0(v)), tehédt vagy v = o(v) igaz,
vagy v és o(v) ikrek.

Annak segitségével, hogy | Aut.(X,;1)| = |H,|-| K| indukciéval kap-
hatjuk Tutte kovetkezo allitésat.

5.1.2. Allitas. Minden r-re, Aut.(X,) egy 2-csoport.

Most, hogy K, egy generdtorrendszerét mar megtaldltuk, probaljuk
meg megtaldlni H, egy generatorrendszerét is. Induljunk ki megint
abbdl a ténybél, hogy o € Aut.(X,;1) és v € V(X,11)\V(X,) esetén
fr(c()) = o(f.(v)). Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden o € H,
stabilizélja A, azon a elemeinek halmazat, melyekre a = f,(v) egyetlen
v € V(X,11)\V(X,)-beli elemre teljestl. Hasonléan, stabilizdlja A,
azon a elemeinek halmazat, melyekre a = f,.(v) = f.(w) teljesiil egy
v, w ikerparra. Ezen felill stabilizalja azokat az éleket, amelyek V (X, )-
beli pontokat kotnek 6ssze, de csak X, 1-ben jelennek meg. Ez a harom
halmaz a kovetkezd,

(1) A ={ac A | e VX, n)\V(X,), a= f(v)}
(2) Ao ={aec A | a= f(v1) = fr(vy),v1 # va}
(3) AL = {{wr, wo} € A, | (w1, ws) € E(X, 11)\E(X,)}

Ezzel a megallapitassal megagyaztunk a kovetkezo allitasnak.

5.1.3. Allitds. A H, pontosan azon o € Aut.(X,.) elemek halmaza,
amelyek stabilizaljdk az A1, A2, A halmazokat.

Bizonyitds. Azt szeretnénk beldtni, hogy egy tetszbleges o € Aut,(X,)
kiegészithetd egy Aut, (X, .1)-beli elemmé abban az esetben, ha valéban
stabilizalja az A,;, A,2 A} halmazokat. Tekintsiik sorra, hogy mi a
teendonk az egyes halmazok esetében.



28

e Egy v pontot, melyre f,.(v) € A, 1, hozzarendeljik a o(f,(v))
egyetlen V (X, 1)\V(X,)-beli szomszédjahoz, hiszen o(f,.(v)) is
eleme A, ;-nek

e Egy v, v ikerpdr elemeit, melyekre f.(v) = f.(v') € Ao,
hozzarendeljik o(f,(v)), V(X,+1)\V(X,)-beli szomszédjaihoz,
valamilyen sorrendben, hiszen o(f,.(v)) is eleme A, 5-nek

o Al esetén nincs teend6nk, hiszen a stabilizdlési feltevésiink mi-
att automatikusan teljesiil a megfelel6 leképezés az ”1j” élek és
"régi” pontok kozott

g

A H, egy generatorrendszerének kiszamitasa még mindig nem megol-
dott, de az eddigi észrevételekkel mar vissza tudjuk vezetni a kovetkezo
problémara.

5.1.4. Probléma. Legyen A egy szinezett halmaz. Szeretnénk egy al-
goritmust, amelynek bemenete S eqy G < Sym(A) 2-csoport generdtor-
rendszere. Kimenetként pedig megkapjuk H < G generdtorrendszerét,
ahol H a G-beli szintarto leképezések részcsoportja.

Folytassuk a visszavezetést. A szinezett halmazunk természetesen az
A, halmaz lesz. Legyen A, o = A, \(A,1 U A,2). Ekkor meghatarozha-
tunk 6 diszjunkt részhalmazt A,-ben.

AT‘,O M A;; Ar,l M A;; A?",2 M A;, AT,O\A;w Ar,l\A;a Ar,2\A;=

Ezeket a halmazokat kiilonb6zo szinekkel szinezve, a H, megegyezik
ezen A szinezett halmaz Aut.(X,) szintart elemeinek halmazaval.

A tovabbiakban a célunk, hogy a csoport hatasat az A halmazon
rekurzivan feldaraboljuk kisebb problémakra orbitok, vagy tranzitiv
esetben blokkok mentén, igy allitva el6 végeredményben a kimenetet.
Ehhez az el6bbi problémat még tovabb kell altalanositanunk. Vezessiik
be a kovetkez6 jeloléseket.

(1) Legyen A egy n elemii szinezett halmaz. Az a, b € A esetén
jeloljik a ~ b-vel azt, hogy a szine megegyezik b szinével.
(2) Legyen B < A tovabba K < Sym(A). Ekkor legyen Cp(K) :=
{oe K |Vbe B, o(b) ~ b}
A Cp(K) halmaznak azonnal latszik a kovetkezé két tulajdonsaga.
L4 CB(K ) K’) = CB(K) ) CB(KI)
* Coop(K) = Cp(Cp(K))

Ezek segitségével felirhatjuk a probléma kovetkezo altalanositasat.

5.1.5. Probléma. Legyen A eqy szinezett halmaz. Keresendd egy olyan
algoritmus, amely bemenetként varja eqgy G < Sym(A) 2-részcsoport
eqy S generdtorrendszerét, eqy G-stabil B részhalmazdt A-nak, tovdabbd
egy tetszdleges o € Sym(A) permutdciot. Kimenetként pedig a Cp(cQ)
halmazt varjuk.
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Az eredeti 5.1.4. Problémat B = A, o = 1 valasztassal kapjuk vissza.
A feladatot megoldé algoritmustodl elvarjuk, hogy bemenetként elfo-
gadja egy csoport generatorrendszerét, illetve egy reprezentans elemet,
vagyis a bemenet lehessen mellékosztaly is. Hasonléan a kimenettdl is
megkoveteljiik ezt. A kovetkezd lemma biztositja, hogy Cp(oG) tényleg
megadhato ilyen modon.

5.1.6. Lemma. A Cp(0cG) vagy az tres halmaz, vagy egy bal oldali
mellékosztalya Cp(G)-nek.

Bizonyitds. Megéllapithaté, hogy Cp(G) egy részcsoportja G-nek. Ez
abbdl kovetkezik, hogy a problémafelvetésben feltettiik, hogy B egy
G-stabil halmaz. Ekkor tetsz6leges og € Cp(0G)-ra fenndll, hogy oG =
0oG, hiszen ha oq € Cp(cG) < oG, akkor oy € 09G N oG, tehat
00G = oG. Tovabba B minden elemére igaz lesz, hogy ha egy g cso-
portelemmel hatunk ré, akkor B-ben marad, vagyis g(b) € B minden
g € G-re és b € B-re teljesiil. Ezekbdl a megallapitasokbdl kovetkezik,
hogy gog(b) ~ g(b). Ebbdl pedig a oog € Cp(0oG) akkor és csak akkor
teljestil, ha g € Cp(G), tehét Cp(0oG) = 0oCr(G). O

Ezek alapjan bemenetként egy B © A szinezett részhalmazt, egy
G < Sym(A) 2-részcsoport egy generatorrendszerét illetve egy o €
Sym(A) elemet kapunk. Ekkor két eset lehetséges.

e B = By u By két G-stabil részhalmaz unidja
e (G tranzitivan hat B-n, ekkor a B = B; u By, két G-blokkra
oszthatd

Az els6, intranzitiv esetben nincs mas dolgunk mint rekurzivan tovabb
haladni a két részhalmazon, hiszen Cg(cG) = Cp, (Cp,(0G)).
Tranzitiv esetben sziikségiink lesz még a kovetkezd lemmara.

5.1.7. Lemma. Legyen P < Sym(A) tranzitiv p-részcsoport és |A| >
1. Ekkor P-blokkok eqy tetszdleges minimdlis rendszere pontosan p da-
rab blokkbol dll. Ezen felil arra a P' < P részcsoportra, amely stabi-
lizdlja egy minimdlis blokkrendszer elemeit, igaz, hogy |P : P'| = p.

Bizonyitds. [10] A P/P’ faktorcsoport egy primitiv p-csoportként hat
a blokkokon. Ebbél kovetkezik, hogy P/P’ rendje egyenl6 a blokkok
szamaval, p-vel. O

Azonban ebben az esetben nem tudjuk kozvetleniil kiszamitani a
Cg, (0G) halmazokat, hiszen a tranzitivitds miatt sem B, sem By nem
G-stabil. Ekkor segitségiil hivjuk a 4. Fejezet eredményeit, melyek
szerint egy G < S, és egy B-vel jelolt G-orbit esetén polinomidlis
idoben megtalalhaté egy B-beli G-blokkrendszer H stabilizatoranak
egy generatorrendszere.

Ekkor G = HuTtH tetszoleges T € G elemre, amely felcseréli Bi-et és
Bo-t (s6t 7 vélaszthaté a G generédtorrendszerébél). Tovéabba a Cp(K)



30

tulajdonsagait alkalmazva,
Cp(cG) =Cp(cH) v Cp(oTH) = Cp,(Cp,(cH)) U Cp, (Cp,(cTH))

Az 5.1.6-0s Lemma értelmében, ha a Cg(cH) és Cg(o7mH) mindketten
nem tires halmazok, akkor ezek egy-egy Cp(H) szerinti mellékosztélyok,
és az unidjuk egy Cp(G) szerinti mellékosztaly. Ekkor alkalmas g1, g2
elemekre,

Cp(cH) = ¢:Cp(H), Cp(ogH) = g:.Cp(H)

Cp(0G) = g1{Cp(H), g7 92)

Nem maradt mas hatra, mint 6sszegezni az algoritmust.

5.1.8. Algoritmus. Bemenetként tehdt kapunk eqy B = A szinezett
részhalmazt, eqy G < Sym(A), 2-részcsoportot, illetve eqy o € G ele-
met. Amennyiben B két G-stabil halmaz, B = By U By unidja, a
megoldast rekurzivan a két részhalmazon keressik tovdbb, melynek a
metszete lesz majd a kimenet. Amennyiben G hatdsa B-n tranzitiv,
négy rekurziv hivast hajtunk végre az orbit két G-blokkja, illetve az eze-
ket stabilizalo H részcsoport segitségével.
Amennyiben B halmaznak mdr csak eqy eleme van, felhaszndljuk azt,

hogy tudjuk, B = {b} és GB = B, ebbdl azt kapjuk, hogy

e Cp(0G) = oG, amennyiben o(b) ~ b

e Cp(0G) = &, amennyiben o(b) # b

5.2. Korlatos fokszamu eset. Az alfejezetben a részletek mell6zésé-
vel azokat a megfontolasokat vessziik sorra, amelyek ahhoz sziikségesek,
hogy a fenti gondolatmenetet korlatos t fokszamu grafokra is elmond-
hassuk. Els6 lépésként ebben az esetben is a grafokat vizsgaljuk.

A trivalens esethez hasonldan, itt is egy kiemelt e élt fixen hagyd
automorfizmusokat fogjuk tekinteni. Hasonléan definidljuk az X, graf-
sorozatot is, tehat ebben az esetben is a

7o Aute (X, 41) — Aute(X,)

homomorfizmusok magjat, illetve képét keressiik.

Az A halmazunk, amelyben korabban az egy-, két-, illetve haromele-
mi részhalmazait gytjtottitk V (X, )-nek, most V' (X,.) 6sszes, legfeljebb
t elemi részhalmazat magaba foglalja. Ezutan hasonléan definidljuk az

fr : V(XT+1)\V(XT) - AT‘
szomszédsagi figgvényt. Ekkor a K, mag izomorf a
X Sym(f(a))
a€A,

csoporttal, mivel a trivalens eset alapjan, most is a ”testvérek” kozotti
cserélgetések hagyjak fixen V(X)) minden pontjat.
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Az A, ; halmazokat hasonléan definidljuk, mint a trivalens esetben.
Avs=fac A | |fT =5 1<s<t—1}

, illetve

AT,O = Ar\( U Ar,i)
1<i<t—1
A V(X,) pontok kozott futé dj éleket ismét Al-rel jeloljiikk. Ez ismét
meghatéroz 2t darab halmazt, az A,; N A, és az A, ;\A! halmazokat.
Az észrevételt, miszerint ¢t = 3 esetben az automorfizmus csoportok
2-csoportok voltak, mar nem tudjuk alkalmazni, helyette mas tulaj-
donsagot szeretnénk kihasznalni.

5.2.1. Definicié. Minden i = 2-re, legyen I'; olyan G csoportok osztdlya,
mely kompozicio faktorai mind részcsoportjai S;-nek.

A kovetkezé harom lemma segitségével belathato, hogy a 7, homo-
morfizmusok magjai mind elemei I';_;-nek.

5.2.2. Lemma. Legyen N < G, ekkor G akkor és csak akkor eleme
['y-nak, ha N és G/N is az.

5.2.3. Lemma. Sy részcsoportjai mind elemei I'y-nak.

5.2.4. Lemma. Amennyiben G € I'y, akkor G tetszdleges részcsoportja
1s eleme I'y-nak.

A kiindul6 dllitdsunkat a Sym(f'(a)) = S; valamely j < ¢t — 1-re
észrevételbdl kapjuk. Ebbdl indukciéval kovetkezik, hogy Aut.(X,) €
4.

Vizsgéljuk tehéat a kovetkezo probléméat: I'y-beli csoportok szin auto-
morfizmus algoritmusa. A szinezett halmazok esetén ugyanigy jeloljiik

a” ~ 7 relaciot, valamint a Cp(0G) halmazt, mint a trivalens esetben.
Igy a probléma nem lesz mas mint,

5.2.5. Probléma. Adott bemenetként eqy A szinezett halmaz, eqy G <
Sym(A) permutdcidcsoport eqy S generdtorrendszerével megadva, egy
G-invaridns B < A részhalmaz és eqy o € Sym(A) permutdcio. Feltéve,
hogy G € Ty, keressiink polinomidlis futdsideji algoritmust Cg(ocG)
meghatdrozdsdra. A 5.1.6-os Lemmdt is figyelembe véve kimenetként
Cgr(G) egy generdtorrendszerét és egy oy € Cg(cG) elemet varunk, vagy
az ures halmazt.

Ismét két esetet kell megkiilonboztetni. Az elsében B diszjunkt
unidja két G-stabil részhalmaznak, By és Bs-nek, ekkor

CB(UG) = CBQCBl(O'G)
Ellenkez6 esetben B egy miniméalis G-blokk rendszerre bonthaté.

B=BiuByu. ubB,
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Sajnos egy ilyen felbontast nem tudunk konnyen meghatarozni. Helyet-
te inkdbb egy olyan P részcsoportot keressiink, melyre |G : P| < m¢
teljestil, illetve P hatédsa B-n, egy p-részcsoportjat indukalja Sym(B)-
nek.

Ezt a kovetkezo allitasok teszik lehetové.

5.2.6. Allit4s. Minden j pozitiv egészhez létezik olyan ¢ = c(j) csak
j-tol figgd konstans, hogy ha G eqy primitiv részcsoportja S,-nek és
eleme I'j-nek, akkor valamilyen p primre, G-nek létezik olyan Sylow
p-részcsoportja, amelynek indexe kisebb, mint n°.

Felmeriil a kérdés, hogyan is taldlhatunk ilyen részcsoportot tetszole-
ges csoportban, de szerencsére ez megoldhaté polinom idejl algoritmus
segitségével.

5.2.7. Allit4s. Tetszoleges fix c-re létezik olyan polinomideji algorit-
mus, amely G < S, csoportnak meghatdrozza eqy Sylow p-részcsoportjdt,
amennyiben G-re teljesil az, hogy |G| = pm, ahol m < n®.

A 5.2.6 Allitds segitségével belathato az is, hogy,

5.2.8. Allitas. Legyen G < Sym(A) és legyen G € Ty,. Ekkor valami-
lyen B, G-orbit esetén polinomdlis iddben taldalhatunk eqy minimalis G-
blokkrendszert B-ben, illetve egy olyan P részcsoportjat G-nek, amely
B-n p-csoportként hat és az indexe G-ben legfeljebb m*),

Felirva G-t a P szerinti bal oldali mellékosztalyainak unidjaként és
alkalmazva a Cp(K) korabban ismertetett tulajdonsagait, azt kapjuk,

hogy,
G = U TZ‘P

Cp(0oG) = U Cp(om;P).

Ezzel a Cp(0G) mellékosztaly meghatarozasanak feladatét, a Cp(o7; P)
mellékosztélyok meghatarozdsara redukéltuk. A |G : P|-re vonatkozé
korlat miatt, ha talalunk polinomidlis futdsideji algoritmust, akkor az
eredeti problémara is polinomidlis idejli eljarast kapunk, minden i-re
futtatva. Az algoritmust kétféleképpen bonthatjuk kisebb részekre. Le-
gyen B = {By, B, ..., B,,}, az 5.2.8-as Allitdsnak megfelelden megtaldlt
minimalis G-blokkrendszer B-ben. Tudjuk, hogy P egy p-csoportként
hat B-n. A tovdbbiakban P hatasat nem B-n, hanem B-n vizsgaljuk.
Tehat amennyiben B diszjunkt uni6ja a P-stabil B; és By halmazoknak,
akkor ezeken dolgozunk tovabb egyenként. Ellenkezé esetben megke-
ressiik B-nek egy minimalis P-blokk rendszerét, amelynek pontosan
p blokkja lesz, tovabba ezen blokkok P-beli stabilizatorainak indexe
P-ben is p lesz. fgy az eredeti probléma legrosszabb esetben is csak
p? problémdra esik szét. Ilyen médon haladva tovabb egyre csokkend
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méretii részhalmazokon, elébb-utébb eljutunk oddig, hogy valamelyik
eredeti B;-hez érkeziink. Err6l azonban tudjuk, hogy |B;| = |B|/m.
Tehét az eredeti problémat legfeljebb m? szdmu problémara bontjuk,
melyeknek mérete |B|/m, tehat az eredeti probléma legrosszabb eset-
ben, m¢ - m? részfeladatra bonthaté. Minden ilyen bontds n-ben poli-
nomialis, tehat az egész algoritmus is az marad.

Végiil felirjuk a két algoritmust formalisan is

5.2.9. Algoritmus. Cp(0G) kiszdmitdsa

Input: G < Sym(A) egy generdtorrendszere, A szinezett halmaz,
o€ Sym(A) és egy G-stabil B részhalmaz.

Output: Egy o9 € Cp(cG) és Cg(G) egy generdtorrendszere. (A
tovabbiakban az egyszeriiséq kedvéért ehelyett Cp(oG)-t irunk.)

e Ha B = {b}

Cp(cG) =& hao(b) #b
Cp(cG) =0G hao(b) ~b

e Ha B két G-stabil halmaz diszjunkt unioja
Legyen Cp(0G) = Cp,Cp, (0G)

e Ha G tranzitiv B-n és |B| > 1, akkor az 5.2.8-as Allitdsnak
megfeleléen keresink eqy B = {By, Bo, ..., By} minimdlis G-
blokkrendszert, és eqy P < G részcsoport eqy generdtorrend-
szerét, amelyre teljesil, hogy P dltal B-n indukdlt permutdci-
desoport eqy p-csoport, illetve teljesil az is, hogy |G : P| <
me®) . Keresiink tovdbbd a P szerint vett T, mellékosztdly rep-
rezentdnsok egy rendszerét G-ben. Ekkor,

Clo@G) = U Cs(oT;P)

5.2.10. Algoritmus. Cz(cP) kiszamitdsa
Input: P < Sym(A) egy generdtorrendszere, A szinezett halmaz,
o € Sym(A) és egy P-stabil B halmazrendszere A-nak, amelyre P p-
csoportként hat. Output: Cg(oP).
e Ha B = {By}, legyen Cs(cP) = Cp,(c P)
e Ha a B diszjunkt unidja a P-stabil By és By halmazrendszerek-
nek,

Cp(oP) = Cp,Cp, (0 P)

e Ha P tranzitiv B-n és |B| > 1, keressiink egy minimdlis P-
blokkrendszert B-ben

B=Bv..ub,
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Megkeressiik a B; blokkok kézos P’ stabilizatordt. Szedjik szét
P-t,

P
P=|JnP.
i=1
Ekkor
P
Cp(oP) = UCB(OTiP,).
i=1

Az algoritmusok valéjaban egyiittesen alkotnak egy rekurziv eljarast
Cp(0@G) kiszamitasara. A futds az 5.2.9-es Algoritmussal indul, amely
egy esetben hivhatja onmagat kisebb B; és By halmazokra sorban, vagy
megallithatja a rekurziét. Tranzitiv hatdas esetén azonban kiszamit
egy B minimalis B-beli G-blokkrendszert, illetve a B-n, p-csoportként
haté P < G kis indexti részcsoportot, tovabba a P-hez tartozé {r;}
mellékosztaly reprezentéans rendszert. Ez tobb hivast eredményez a
5.2.10-es Algoritmusba, a ¢’ := o7;, B, P bemenetekkel. Ez az algorit-
mus alapvetéen onmagat hivja, vagy kisebb csoportokra, vagy kisebb
halmazrendszerekre, azonban egyelemi B esetén ismét az 5.2.9-es Al-
goritmust hivjuk, By, o, P paraméterekkel.
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FUGGELEK A. SCHREIER-SIMS IMPLEMENTACIO

A fiiggelékben egy egyszerii Schreier-Sims algoritmus taldlhaté 3.7-es
Python verzioban implementélva. A fejezet végén példakdd is talalhato.

# AR
# #HdRH#H#E Class definition for permutation groups #############
#HHHE
class PermutationGroup:
# constructor method, accepts list of permutations, sets it as generators
# also sets the set to act on to the identity element
def __init__(self, perm_list):
if not isinstance(perm_list, list):
raise ValueError("Input is not a list")
if any(not isinstance(elem, Permutation) for elem in perm_list):
raise ValueError("Input is not a list of permutations")
self.generators = perm_list
self.acting_on_set = list(range(l, len(perm_list[0])+1))
self.subgroup_chain = SubgroupChain(self)

# printing the class shall be shown as a list of lists (the generators)
def __str__(self):

return str([generator.symbols for generator in self.generators])

# get identity element
def get_identity(self):
return Permutation(list(range(1l, len(self.generators[0])+1)))

# define the set to act omn
def acting_on(self, input_set):
if len(input_set) != len(self.generators[1]):
raise ValueError("Input is not with right length")
if not isinstance(input_set, list):
raise ValueError("Input has wrong class")
self.acting_on_set = input_set

# calculate orbit of element(s) in the list
def get_orbit(self, input_list):
i=0
orbit = input_list
elements = [self.get_identity()]*len(input_list)
while i + 1 <= len(input_list):
for gen in self.generators:
image = gen.get_image(orbit[i])
if image not in orbit:
orbit.append(image)
elements.append(elements[i] *gen)
i+4=1
return orbit, elements

def is_element(self, permutation_in):
if not self.subgroup_chain.structure_valid:
self.get_base_and_strong_generating_set()
permutation = permutation_in
for i in range(len(self.subgroup_chain.base)):
transversal_element_found = False
for j in range(len(self.subgroup_chain.transversals[i])):
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def

def

if permutation.get_image(self.subgroup_chain.base[i]) ==
self.subgroup_chain.transversals[i] [j]. \
get_image (self.subgroup_chain.base[i]):
permutation = permutation * \
self.subgroup_chain.\
transversals[i] [j] .inverse()
transversal_element_found = True
break
if not transversal_element_found:
return False, permutation
if permutation == self.get_identity():
return True, permutation
else:
return False, permutation

get_cardinality(self):

if not self.subgroup_chain.structure_valid:
self.get_base_and_strong_generating_set()

cardinality = 1

for tvers in self.subgroup_chain.transversals:
cardinality #*= len(tvers)

return cardinality

get_base_and_strong_generating_set(self):
def sift_schreier_generators(generators, transversals, base):
def get_rep_elem(perm, transversal_list, base_pt):
for transversal_elem in transversal_list:
if transversal_elem.get_image(base_pt) ==
perm.get_image (base_pt):
return transversal_elem.inverse()
subgroup = PermutationGroup(generators)
subgroup.subgroup_chain.transversals = \
transversals[1l:len(transversals)]
subgroup. subgroup_chain.base = base[1:1len(base)]
subgroup.subgroup_chain.structure_valid = True
for gen in generators:
for tvers in transversals[0]:
elem_f, siftee = subgroup.is_element(
tvers*genx \
get_rep_elem(tvers*gen,
transversals[0],
base[0])

if not elem_f£:
return siftee
return self.get_identity()
# algorithm init
self.subgroup_chain.reset (self)
self . subgroup_chain.base.append(

(self.generators[0] .get_cycles()).cycles[0] [0])
orbit, elements = self.get_orbit([self.subgroup_chain.base[0]])
self .subgroup_chain.transversals.append(elements)
i=1
while i > O:

sifted_element = sift_schreier_generators(
self.subgroup_chain.generator_chain[i-1],
self.subgroup_chain.
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transversals[(i - 1):
len(self.subgroup_chain.transversals)],
self.subgroup_chain.base[i-1:
len(self.subgroup_chain.base)])
if sifted_element == self.get_identity():
i-=1
else:
if len(self.subgroup_chain.generator_chain) == ji:
self.subgroup_chain.generator_chain.append([sifted_element])
else:
self.subgroup_chain.generator_chain[i].append(sifted_element)
if len(self.subgroup_chain.base) == i:
cycles_notation_of_siftee = sifted_element.get_cycles()
new_base_found = False
for cycle in cycles_notation_of_siftee.cycles:
for elem_moved in cycle:
if elem_moved not in self.subgroup_chain.base:
self.subgroup_chain.base.append(elem_moved)
new_base_found = True
break
if new_base_found:
break
# recomputing transversals
temp_grp = PermutationGroup(self.subgroup_chain.generator_chain[i])
orb, elems = temp_grp.get_orbit([self.subgroup_chain.base[i]])
if len(self.subgroup_chain.transversals) == i:
self.subgroup_chain.transversals.append(elems)
else:
self.subgroup_chain.transversals[i] = elems

i+=1
sgs = []
for subgroup_gen in self.subgroup_chain.generator_chain:
for gen_elem in subgroup_gen:
if gen_elem not in sgs:
sgs.append(gen_elem)
self.subgroup_chain.strong_generating_set = sgs
self.subgroup_chain.structure_valid = True
return sgs

print_group_elements(self):
elements = self.group_elements()
print (str([element.symbols for element in elements]))

# very naive implementation for getting elements, extremely slow
# only left here for occasional debug purposes later

def

group_elements(self):
elements = self.generators.copy()
i=0
while i < len(elements):
for j in range(len(self.generators)):
if elements[i] * self.generators[j] not in elements:
elements.append(elements[i] * self.generators[j])
if self.generators[j] * elements[i] not in elements:
elements.append(self.generators[j] * elements[i])
i+=1
return elements
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# R
# Y Class definition for permutations ##########H#IHH
#
class Permutation:
# constructor for the permutations
# the input is required to be a list consisting
# of the integers from 1 to the length of the list
def __init__(self, perm_in):
if isinstance(perm_in, CycleNotation):
perm_in = self.cycles_to_map(perm_in)
else:
# casting data type to list
if not isinstance(perm_in, list):
perm_in = list(perm_in)
# throw error if the content of the list is
# different as it is expected
for i in range(len(perm_in)):
if i+1 not in perm_in:
raise ValueError("Wrong input")
self.symbols = perm_in

# printing the value shall be shown as a list
def __str__(self):
return str(self.symbols)

# overloading len() operation
def __len__(self):
return len(self.symbols)

# overloading "==" operator to test equality of permutations
def __eq__(self, other):
self . _operator_input_check(other)

return self.symbols == other.symbols
# overloading !'= operator -> "not =="
def __ne__(self, other):

return not self == other

# overloading the ’*’ operator to allow two
# variables of permutation class to be

# "multiplied"

def __mul__(self, other):

self._operator_input_check(other)
return Permutation([other.symbols[i - 1] for i in self.symbols])

# overloading the ’**’ operator to allow
# permutations to be raised to the nth power
def __pow__(self, pwr):
# checking for data type
if not isinstance(pwr, int):
raise ValueError("Power is not an integer")
# checking for data validity
# power is -1 -> return inverse
if pwr == -1:
return self.inverse()



# power is O return identity
if pwr ==
return Permutation(list(range(1l, len(self)+1)))
# power is 1 -> return self
if pwr ==
return self
# power is higher -> multiply it accordingly

temp_perm = self
for i in range(pwr-1):

temp_perm = temp_perm * self
return temp_perm

# get order of permutation
def order(self):
# least common multiple of a list
def lcm(a):
if len(a) == O:
return 1
elif len(a) ==
return al[0]
elif len(a) == 2:
n = int(al[0])
m = int(a[1])

if n > m:
c=n

else:
c=m

while ¢ 4 n !'=0or c % m !'= 0:
c += max(n, m)

return c

else:

return lcm(al0:-1])
# calculate the length of the cycles
cycles_len = [len(cycle) for cycle in self.get_cycles().cycles]
# return the lcm of the cycle length
return lcm(cycles_len)

# get inverse of permutation
def inverse(self):
# temporary list
temp_list = [0] * len(self)
# assembling the inverse
for i in range(len(temp_list)):
temp_list[self.symbols[i] - 1] =i + 1
return Permutation(temp_list)

# getting the length of the permutation
def length(self):
return len(self.symbols)

# check input for operators
def _operator_input_check(self, other):
# checking for data type
if not isinstance(other, Permutation):
raise ValueError("Data type mismatch")
# checking for permutation length
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if other.length() != len(self):
raise ValueError("symbols length mismatch")

# get cyclic form of permutation
def get_cycles(self):
cycles = []
for i in range(len(self)):
if not any(self.symbols[i] in cycle for cycle in cycles) \
and self.symbols[i] != i+1:
cycle = [i+1, self.symbols[i]]
while self.symbols[cycle[-1]-1] != cycle[0]:
cycle.append(self.symbols[cycle[-1]-1])
cycles.append(cycle)
return CycleNotation(cycles, len(self))

@ staticmethod
def cycles_to_map(cycles_in):
perm = list(range(1l, cycles_in.domain_size + 1))
for i in range(len(cycles_in.cycles)):
for j in range(len(cycles_in.cycles[i])):
if (j+1) < len(cycles_in.cycles[i]):
perm[cycles_in.cycles[i] [j1-1] = cycles_in.cycles[i] [j+1]
else:
perm[cycles_in.cycles[i] [j1-1]
return perm

cycles_in.cycles[i] [0]

def get_image(self, point):
return self.symbols[point-1]

e e
# ###HHH R Class definition for cycles #################HH
2 S
class CycleNotation:
def __init__(self, cycles_in, domain_size_in=0):
def sort_length(var_in):
return len(var_in)
if not isinstance(cycles_in, list) and \
any([not isinstance(cycle, list) for cycle in cycles_in]):
raise ValueError("Input cycles are not list of lists")
elif not isinstance(domain_size_in, int):
raise ValueError("Input domain size is not an integer")
elif domain_size_in < O:
raise ValueError("Input domain size is not positive")
self.cycles = cycles_in
self.cycles.sort(key=sort_length, reverse=True)
if domain_size_in ==
self .domain_size = max([max(cycle) for cycle in cycles_in])
# elif domain_size_in < max([max(cycle) for cycle in cycles_in]):
# raise ValueError ("Wrong input for permutation domain size")
else:
self.domain_size = domain_size_in

def __str__(self):
return str(self.cycles) + "\n" + str(self.domain_size)



L 2 S S s s s s s s s s
# #HHRRRnHAEE Class definition for subgroup chain ##############H
LR S s s s s s s s s s s s s s s s s s s s T

class SubgroupChain:
def __init__(self, permutation_group):
if not isinstance(permutation_group, PermutationGroup):
raise ValueError("Input is not of class PermutationGroup")
self.generator_chain = [permutation_group.generators]
self.transversals = []
self.base = []
self.strong_generating set = []
self.structure_valid = False

def reset(self, permutation_group):
self.__init__(permutation_group)

#
# ### Example for Rubik’s cube ###
#HHHEEHEERHEEEHEEEHEEEEE

# intended as a separate file
from PermutationGroup import *

right = [[3, 12, 21, 30], [6, 15, 24, 33],
[9, 18, 27, 36], [46, 52, 54, 48], [49, 53, 51, 47]]

left = [[1, 10, 19, 28], [4, 13, 22, 31],
[7, 16, 25, 34], [39, 45, 43, 371, [42, 44, 40, 38]]
back = [[1, 46, 27, 37], [2, 47, 26, 38],

[3, 48, 25, 391, [34, 36, 30, 28], [35, 33, 29, 31]]
front = [[7, 52, 21, 43], [8, 53, 20, 44],
[9, 54, 19, 451, [10, 12, 18, 16], [11, 15, 17, 13]]
top = [[10, 52, 36, 39], [11, 49, 35, 42],
[12, 46, 34, 451, [7, 9, 3, 11, [8, 6, 2, 4]]
bottom = [[16, 54, 30, 37], [17, 51, 29, 40],
[18, 48, 28, 431, [19, 21, 27, 25], [20, 24, 26, 22]]

right = Permutation(CycleNotation(right, 54))
left = Permutation(CycleNotation(left, 54))
back = Permutation(CycleNotation(back, 54))
front = Permutation(CycleNotation(front, 54))
top = Permutation(CycleNotation(top, 54))
bottom = Permutation(CycleNotation(bottom, 54))

rubik = PermutationGroup([right, left, back, front, top, bottom])

print("Cardinality:")

print (rubik.get_cardinality())
print("Lenght of base:")

print (len(rubik.subgroup_chain.base))
print("Base of the Rubik cube’s group")
print (rubik.subgroup_chain.base)

# O HEHEEEEEEEE
# ### Output ###
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# HEHERH S

Cardinality:

43252003274489856000

Length of base:

18

A base of the Rubik cube’s group

3, 1, 4, 2, 8, 7, 24, 26, 9, 31, 15, 22, 13, 18, 16, 25, 6, 17]
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