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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Szényi Tamasnak, hogy segitett a témava-
lasztasban, és hogy tanacsadasaval, utmutatasaval hozzéasegitett a dolgozatom elkészité-

séhez. Koszonom csaldadomnak a sok tdmogatast amit az évek soran téliikk kaptam.

El6szo

A matematikai problémamegoldés soran gyakran eléfordulnak kiillonbo6zé Osszegzések,
melyek egyszertibb alakra hozésa adhatja a megoldéas kulcsat. A matematika torténelme
soran tobb ilyen feladat vezetett hatékony modszerekhez altaldnos Gsszegek leegyszertisi-
tésére.

Szakdolgozatom célja ezen modszerek egy részének ismertetése, kiilon figyelemmel
a szamitogéppel, szimbolikus programcsomagokkal automatizalhaté modszerekre, ezek

hasznalatanak bemutatasara.
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Jelolések

A szakdolgozatban talalhato kevésbé elterjedt jelolések gytijteménye a konnyebb értel-
mezhetdség céljabol, ahol lehet a Konkrét Matematika |GKPIS| jelolésrendszerét kovetik.

Jelolés Leirds
" novekvs faktorialis hatvany, x!/(z — n)!
s csokkend faktorialis hatvany, I'(x — n)/T'(z)

S f(x)dox hatarozatlan osszeg

Yy f(z)dx  hatarozott Gsszeg

z) hipergeometrikus fiiggvény

(2" f(2) f(z) 2" tagjanak egyiitthatoja
[m = n] 1, ha m = n, egyébként 0
[ } elséfaji Stirling-szam
m
{ } masodfaju Stirling-szam
m
{nJ Lah-szam
m
H., Harmonikus szam, H, =1+ % +--- 41

*Altalanosan barmilyen S logikai allitasra [S] kifejezés értéke 1, ha S igaz, 0 kiilonben
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1. Diszkrét Kalkulus

1.1. Alapfogalmak

A folytonos fliggvények vizsgalatdnal megszokott fogalmak, mint a derivalas és az in-
tegralas "természetes" megfelelGi diszkrét fliggvények esetén is értelmezhetdek, és érdekes
eredményekhez vezetnek. Ebben a fejezetben ezeket vizsgaljuk, Graham, Knuth és Patash-
nik Konkrét Matematika [Concrete Mathematics] [GKP98| konyvének 2.6 és 6.1 fejezetei
alapjén, azok bizonyitasait néhol jobban részletezve, vagy mas tipusi bizonyitést adva az
allitasokra.

Az egyik ilyen analizisbél megszokott fogalom a D derivalasi operator, amelyet

flx+h) = f(x)
h

Df(z) = lim

h—0

definial; a megfelelGje pedig a

Af(z) = flz+1) - f(z)

altal bevezetett A differencia-operator, ez a diszkrét kalkulus alapkéve. D és A opera-
torok, vagyis fiiggvényeket fliggvényekbe képeznek. Folytonos esetben valds valtozos f
fiiggvény esetén sziikséges targyalni D operator értelmezhetségét, ezzel szemben A min-
den valos fliggvényre értelmezett.

A derivalas targyalasakor hamar figyelmet kapnak az f(x) = 2™ alaki egész kitevds
hatvanyfiiggvények, ugyanis D egyszerd modon hat rajuk: D(z™) = ma™ 1. Sajnos ez a

A operatorra nem igaz, ugyanis példaul:
A(z") = (v + 1)* — 2" = 42 + 62° + 42 + 1,
viszont létezik egy maésfajta egyszerd fiiggvény, amelyet A egyszeriien transzformaél,

ezt pedig az

m tényezd
o\

xm:;(x—l)...(:zz—m—l—l), ahol m > 0 egész

egyenlGség definialja, és csokkend faktoridlis hatvanynak nevezziik. Hasonléan definialt az

an. novekvd faktoridlis hatvany, az alabbi egyenl&séggel:

m tényezd
7\

xm:;(x—l—l)...(x—l—m—l;, ahol m > 0 egész.

0

Az m = 0 esetben 2° = 2% = 1, mivel a 0 tényezds szorzat értéke 1.

1.1.1. Allitas. A(2™) = ma™=L,



Bizonyitads.
A(z™) = (z 4+ 1)™ — 2™
=@+lz...(e—m+2)—z...(x —m+2)(z—m+1)

=mz(z—1)...(x —m+2) = ma™=L

A(z™) = m(z +1)™ 1 hasonloan belathato.
A folytonos kalkulus [ integral-operatorahoz mint a D operétor inverzéhez hasonloan
bevezethetd A inverze, a ¥ anti-differencia (vagy szumma-) operator.

Az analizisbdl megszokott definicio:
[o@dz = @)+ ¢ £ g@) = Ds (o)
ehhez hasoléan pedig:
Sg(e)or = f(a) + C &5 gla) = Af(a),

ahol Xg(z)dx a g(x) hatarozatlan Gsszege, azaz azon fliggvények osztélya, melyek diffe-
rencidja g(x).
Ezek alapjan fab g(z)dz = [f (x)]z = f(b)— f(a) Osszefiiggéshez hasonloan értelmezhetd

g(x) hatarozott Osszege:

o g(x)dx = [f(2)], = f(b) — f(a).

Ez nagyon szép analogiat vezet be, kérdéses még, hogy hogyan fligg 6ssze a megszokott
Osszegzéssel. Ehhez vizsgaljuk meg hogyan viselkedik speciélis esetekben. Legyen g(x) =
Af(z) = f(x+ 1) — f(x). Ekkor b = a esetén:

S g(x)dx = f(a) — f(a) = 0.
Ha b = a + 1, akkor:
et g(a)dz = fa+1) — f(a) = g(x),

altalanosan pedig, ha b 1-el né:

S g(x)dx — 30 g(a)ox = (F(b+1) — f(a)) — (F(b) — f(a))
= f(b+1) — f(b) = g(b).

Mindezekbdl indukcidval kévetkezik, hogy:

b—1
S g(x)dx = Zg(k) = Z g(k), b > a egészek.
k=a a<k<b



A bevezetett fogalmak hasznossaganak leellendrzésére vezessiink le egy jol ismert Ossze-

get. Ehhez vegyiik észre, hogy k? = k2 4 kL. Ezzel:

3 2

Zk2 S RZ 4 klok = =+ =

32
_ 2n(n—1)(n —2)+3n(n — 1) _ n(n —1)(2n — 1).

6 6

Ebbe n helyére n+ 1-et helyettesitve levezettiik az els6 n négyzetszam Osszegére ismert
képletet. A kovetkezs két részben felépitjiik a leszalld és a szokasos hatvanyok kozotti
attérés modjat, és ezzel az itt kialakitott elméletiink képes lesz barmilyen polinommal
kifejezett Osszegzés egyszertsitésére.

Ezzel az alapfogalmakat bevezettiik, itt felsorolas szintjén kovetkezik néhany egysze-
riibb osszefliggés, amik hasznosak kiilonbo6z6 dsszegek kezelésénél, ezek részletei [GKPIS|

2.6. fejezetében vannak kifejtve.

(x+1)...(x+m)

PR = ™ (x — m)™

Sa=tdr=H

A2% = 2% ¢és altalanosan Ac” = (¢ — 1)c”
Tovabba az E f(x) = f(x + 1) operator bevezetésével

A(uv) = uAv + EvAu
S ulAv =uv — > EvAu

1.2. Stirling-szamok

A tetszGleges hatvanyok kozotti attéréshez be kell vezetniink az elsé- és masodfaju
Stirling-szamok fogalmét, és megvizsgélni ezek néhany tulajdonsagat.

Az els6faju Stirling-szamokra a m jelolést hasznaljuk, és azt szdmolja, hogy n elemet
hanyféleképpen tudunk £ diszjunkt ciklusba rendezni. A ciklusokra hasznaljuk az [abcd]
jelolést, ekkor [abed] = [dabc] = [edab] = [beda). [!] értéke nyilvan 1, [[] értéke pedig
(n — 1)!, pozitiv egész n-ekre.

A binomiélis egytitthatokhoz hasonléan az elsfaji Stirling-szémokra is 1étezik rekur-

ziv formula, ami a kovetkezs:



1.2.1. Allitas.

n n—1 n—1

HEC i
Bizonyitds. Ennek igazolasahoz meg kell gondolni, hogyan adhatjuk hozzéa az n. elemet az
el6z6 elemekbdl allo ciklusokhoz hogy 1j ciklusokat kapjunk. Ezt két esetre bontjuk. Az
az eset, amikor ez az elem 6nmagaban alkot egy ciklust, [Z:ﬂ -szer torténik meg. Ha pedig
a méasik esetben egy mér meglétez6 [ hosszu ciklushoz akarjuk hozzatenni, tigy tiinhetne,

hogy | + 1 valasztasunk van, de valojaban ha a legels6 helyre tessziik ugyanazt a ciklust

kapjuk, mint ha a legutolséra tennénk. Példaul [ = 3 esetben: [ a b c_|
[dabc] = [abed), [adbc], [abdc]

Mivel az el6z6 elemekbdl allo ciklusok Gsszhossza n — 1, igy megkaptuk az (n — 1) [”;1}

tagot is. ]

Ehhez hasonlbéan, a masodfaju Stirling-szamokat {Z} jeloli, jelentésiik pedig azm hogy
n elemet hanyféleképpen tudunk %, halmazba rendezni. (A jelolést konnyt sszekapcsol-
ni az értelmezéssel, ha meggondoljuk, hogy a halmazok jelolésére is kapcsos zardjeleket
hasznélunk.) Nyilvanvalo, hogy {7} és {"} értéke is 1.

Ezekre is létezik rekurziv képlet, ami a kévetkezs:

-

Bizonyitds. Nézziik meg, hogy hogyan tudjuk hozzaadni az n. elemet az el6z6ekbdl Gssze-

1.2.2. Allitas.

allitott halmazokhoz. Amikor ez az elem 6nall6 halmazt alkot, kiad {Zj} esetet. Amikor
egy masik halmazhoz tessziik hozzé, azt annyiféleképpen tehetjiik, ahany halmazunk van,
azaz k féleképpen. Mivel Osszesen {”;1}—féle ilyen halmazunk van, ezzel megkaptuk az

els6 tagot is. O

1.3. Attérés a szokvanyos és a faktorialis hatvanyok ko-

zott

Az el6z6 részben vizsgalt els6- és masodfaja Stirling-szamok megfelel§ eszkozoket ad-
nak szamunkra, hogy szokvinyos hatvanyokrol attérjlink faktorialis hatvanyokra, és hogy
ezzel az els6 részben targyalt modszerekkel konnyedén Osszegezziink polinomokbol allo

kifejezéseket.

A vizsgalt (1.2.1)) és (1.2.2) rekurzios formulak lehetdséget adnak a kovetkezs formu-

14k indukcios bizonyitasara. Fzek targyalasa [GKPIS8| 6.1 fejezetében szerepel. Ehelyett itt



kombinatorikus, bijektiv bizonyitasok kovetkeznek, Katona, Recski és Szabo A szdmitds-
tudomdny alapjai [KRSO7] konyvének 7.2 fejezetében és Lovasz Kombinatorikai problémdk
és feladatok |Lov08| 1. fejezetében targyaltakhoz hasonléan. Ezzel belatjuk Sket x minden
pozitiv egész értékére, és mivel mindkét oldalon polinomok szerepelnek, ezért ezek minden

valos x értékre teljesiilni fognak.

1.3.1. Allitas.

" = Z {Z}xk, n >0 egész.
k

Bizonyitds. A bal oldalon x elem ismétléses permutacidinak szama all. A jobb oldali
Osszegzésben % azt szamolja, hogy x elembdl k darabot hanyféleképpen tudunk elrendez-
ni, majd {Z} megadja, hogy ebbdl az elrendezésbdl hogyan csinalunk n hossza ismétléses
permutéaciot. Az {Z} altal meghatarozott halmazokat tekinthetjiik a legkisebb elemiik sze-
rint rendezettnek, és ekkor az ¢. halmaz azt hatarozza meg, hogy az . kivalasztott elemet

mely helyekre irjuk be az n-bdl. O]

1.3.2. Allitas.

— Z {Z] ¥ n >0 egész

k
Bizonyitds. A bal oldalon ™ azt jeloli, hogy hanyféleképpen tudunk n elemet z darab
listdba rendezni, ahol a listak kozti és a listakon beliili sorrend is szamit, és lehetnek iires
listdk. Ez azért van, mert ha a j. elemet akarjuk elhelyezni, akkor pontosan (z + j — 1)
darab hely koziil valaszthatunk.

A jobb oldalon egy tag azt jeldli, hogy pontosan k listaba hanyféleképpen tudjuk el-
rendezni az elemeket, ugy hogy egyik lista sem lehet iires. A k darab ciklust vehetjiik
a legkisebb elemiik szerint rendezettnek, és ezeket z* féleképpen oszthatjuk be az egyes
listakhoz. A listdkon beliili sorrendet pedig ugy kapjuk meg, hogy vessziik a ciklusfelbon-
tasaval kolesonosen egyértelmd permutéaciot, és minden listdban a hozza beosztott ciklusok

elemeit vessziik csak figyelembe. O]

A forditott egyenlGségekhez irjunk x helyébe —z-et, és hasznaljuk ezt a két Osszefiig-

gést:



Ezekkel az Osszefiiggésekkel szabadon jarhatunk at x™ és o™ tipusu kitevék kozott, és
az 2" és x™ tipusi kitevsk kozott is. Ezt felhasznalva at tudunk térni az 2™ és 22 tipusi
kitevSk kozott is, indirekt modon, x"-en keresztiil. Erre az atvaltasra viszont 1étezik egy
direkt modszer is, a Lah-szamok segitségével. Ezek targyalésa kovetkezik itt, Petkovsek és
Pisanski ,Combinatorial Interpretation Of Unsigned Stirling And Lah Numbers” [PP07|

cikke nyoman.

1.3.3. Definici6. Jelolje \_ZJ azt, hogy n elemet hanyféleképpen tudunk pontosan k darab
nemdires listaba rendezni, ahol a listakon beliili elemek rendezése szamit, de a listdak kozotts

nem. Ezeket hivjuk Lah-szamoknak.

A rekurziv kiszdmitasukat a kovetkezs Osszefiiggésekkel kapjuk:

HEEE
K Rl

Ennek belatasara ismét az n. elem beszurasat vizsgaljuk, és ezt ismét két esetre bont-
juk: Els6 esetben a k£ — 1 listdba rendezett n — 1 elem mellett egy 1j listat inditunk,
masodik esetben pedig a k listaba rendezett n — 1 elemhez illesztjiik be barmelyik elem
mogé (n — 1 hely), vagy barmelyik lista elejére (+k hely).

A kétfajta Stirling-szamokkal ellentétben, ezeket ki tudjuk fejezni egyszertien (Z) se-
gitségével. ElGszor rendezziik az n elemet egy listaba, majd ezt osszuk fel & darabra a

lehetséges n — 1 vagas koziil k — l-et kivalasztva. Igy minden felosztéast k! alkalommal

-6

1.3.4. Allitas. Ezen szamok segitségével az aldbbi kifejezés igaz a novekvd és a csokkend

kaptunk meg. Osszesitve tehat

faktoridalis hatvanyok kozdott:

" = Z {ZJ xk, n >0 egész.

Bizonyitds. A korabbiakhoz hasonloan, az egyenléség bal oldala n elem legfeljebb x darab
listaba valo rendezését szamolja. A jobb oldalon pedig ugyanezt tessziik, szétvalasztva az
eseteket k, azaz a nemiires listdk szama szerint.

El6szor ugyanis U;J féeleképpen kivalasztjuk hogy az elemek hogyan fognak szerepelni
a listakban, majd az x darab lista koziil kivalasztunk mindegyiknek egy-egy helyet, amit

o% féleképpen tudunk megtenni. O



D {R} (=[]
H {i}
™ i y
\_/

()

1. abra. Egyiitthatok a kiilonb6z6 hatvanyok kozotti attéréskor.

A korabbi behelyettesitést és atalakitdast hasznélva ennek az Osszefiiggésnek is meg-

kapjuk az inverzét:

Az attéréseket az[l] abra foglalja Gssze.
Erdekes osszefiiggést kapunk a Lah-szamok és a Stirling-szamok kozott, ha osszevetjiik
a faktorialis hatvanyok kozotti direkt atlépés formulajat a szokasos hatvany kdzbevevésével

kapott formulaval.

i
Lz

Ebben a csokkend faktorialis hatvany egytitthatoit osszevetve azt kapjuk, hogy

HEMiHs

Ez az 0sszefliggés kombinatorikusan is igazolhat6. Bal oldalt azt szémoljuk, hogy hany-
féleképpen tudjuk k darab listaba rendezni az n elemiinket, jobb oldalt pedig el6bb ki-
valasztunk egy j ciklust permutéaciot belsliikk, majd kivalasztjuk hogy melyik ciklusok

keriiljenek egy listaba, és tessziik ezt minden j-re.



2. Generatorfiiggvények

Az el6z6 részben leirt fogalmak Osszetettebb modszerek felépitését is tamogatjak, de
ezek targyalasa el6tt ebben a részben a generatorfiiggvényekkel foglalkozunk. A genera-
torfiiggvényeket el6szor Abraham de Moivre vezette be ([Knu97|), az altalanos linearis
rekurziok problémainak megoldasara. Késébb tobbek kozott James Stirling és Leonhard
Euler talalt szamukra tovabbi érdekes felhasznalasi modokat.

Dolgozatom ezen részének célja a generatorfiiggvények bemutatasa Wilf generating-
functionology [Wil06| kényve alapjan, és kiilonosen azon modszereik targyalasa, melyek

alkalmazasaval Osszegek egyszertisitésére kapunk eszkozoket.

2.1. Definicidk, értelmezés, miiveletek

2.1.1. Definicié. Egy (a,) sorozat (szokdsos) generdtorfigguényének az alabbi formdlis

hatvdanysort hivjuk:

G(x) = i anx".
n=0

Ez a definici6 6nmagaban érdektelennek tiinik, azonban az ezen részben targyalt mod-
szerek ravildgitanak a hasznossagara. Ennek titka abban rejlik, hogy lehet&séget ad arra,
hogy a sorozat elemeit egyszerre manipuléljuk, Herbert Wilf analogiajat hasznélva: "fel-
segit minket, amelyen bizonyos miiveleteket elvégezve atalakithatjuk a sorozatunkat.

Mivel a generatorfiiggvény fenti alakja nem mindig vezet ilyen felirashoz bizonyos
sorozatok vizsgalata sorén, ezért tobbféle valtozata is hasznalt. Ezek koziil szamunkra

még az (a,) sorozat exponencialis generatorfiiggvénye érdekes, ami a kovetkezd:

o0

EG(z) = ; %x”.

Ha a fenti definicioban G-re fliggvényként tekintiink, akkor felmeriilhet a sor konver-
genciajanak kérdése. Erre konnyedén kitérs valaszt adunk: nem fliggvényként tekintiink
ra! Ahogy a definicioban is szerepel, formalis hatvanysoroknak tekintjiik 6ket, melyekben x
nem azonositandd semmilyen konkrét szaimmal. Ez mindaddig nem okoz semmilyen prob-
léméat, amig nem kivanjuk a sorozatunk valamilyen aszimptotikus tulajdonsagét targyalni,
mely esetben ez kiilon vizsgalatot igényel analitikus eszkozokkel.

Itt ezen gyakorlat helyességének belatasa kovetkezik, a generatingfunctionology [Wil06|
maéasodik fejezete alapjan. A formélis hatvanysorok elméletébe Niven ,Formal power se-

ries” [Niv69] cikke, és Hajnal Osszeszdamldldsi problémdk |Haj97| konyvének 1. fejezete



ad mélyebb betekintést, itt csak a generatorfiiggvények modszereihez kapcsolodo részeket
targyaljuk.

Nyilvan megengedett miivelet a hatvanysorok Osszeadésa és kivonésa:
Z apx’ + Z b’ = Z(an + b, )x".
n n n
Tovabba Gsszeszorozhatdak a Cauchy szorzat szabélyai szerint:

Zanx”ana:” = ZZakbn,kx". (2.1.1)
n n n k

Ez az 6sszefiiggés ad lehetGséget tobb kombinatorikai feladat megoldaséara, mivel gyak-
ran ilyen szorzat formajaban tudunk elGallitani kombinatorikai objektumokat. A konkrét
generatorfliggvény-tipus valasztasat az is motivalja, hogy ez a szabaly milyen alakot olt
azt a tipust vizsgalva. Ez exponencialis generatorfiiggvények esetében a kiévetkezSkép-

pen moédosul: amennyiben (a,) generatorfiiggvénye f, (b,) sorozaté pedig g, akkor fg a

(=()-)

Ennek levezetése (2.1.1]) alapjan a kovetkezo:

kovetkezd sor generatorfiiggvénye:

Tz )

r4+s=n

" nla, by
(X )

n>0 r+s=n

_ RZZO % (Z (Z) arbw> .

r

A (2.1.1)) szabalyt kovetve a kévetkezot vessziik észre:
1—z)14+z+2®>+2°+---)=1.
Ekkor azt mondhatjuk, hogy a két hatvanysor egymas reciproka.

2.1.2. Allitas. Egy formdlis hatvinysornak (f = > n>0 @nZ™) pontosan akkor van recip-

roka, ha ag # 0. Ekkor ez a reciprok egyértelmi.



Bizonyitds. Keressiik f reciprokat 1/f =37 ., b,2" alakban. Ekkor f(1/f) =1 és (2.1.1)
miatt ¢g = 1 = agby, ami csak ag # 0 esetén teljesiilhet. Tovabba szintén (2.1.1)) miatt

¢ =0=>", arb,_i, melybdl a kovetkezd Osszefiiggést nyerjiik:

b, = <;—01) > agbax (n>1),

k>1

ami egyértelmiien meghatarozza by, bs, ... sorozatot. O

Az ezekkel a miiveletekkel ellatott formalis hatvanysorok halmaza gytirtit alkot, mely-
ben az invertalhat6 elemek pontosan a nemnulla konstanstak. Ezeken feliil t6bb mtveletet
is hozzajuk rendeliink, melyek a kalkulus miiveleteit igyekeznek imitalni, limeszek hasz-
nalata nélkiil.

Az egyik ilyen mivelet az f = > a,2" formalis hatvanysor derivéltja, ami az f' =
>, na,x"t sor. Ez koveti a kalkulus 6sszegekre, szorzatokra és tortekre vonatkozo dssze-
fiiggeéseit.

Egy masik gyakran hasznalt mivelet a vizsgalt sorunk indexének eltolédsara alkalmas.
Legyen (a,) generatorfiiggvénye f, és ez alapjan keressiik (a,.1) generatorfiiggvényét.
Ehhez tegyiik a kovetkezét:

és igy az (a,41) sorozatra kapott generatorfiiggvénytiink (f — ag)/x. Ezeket a lépéseket
tobbszor megismételve (a,, ) sorozatfiiggvényére a kovetkezst kapjuk:

F(x) —ag — a1x — agx® — -+ — ap_12%!

G(z) =

ok
A kovetkezs részekben szereplS levezetések egyszertisitése végett vezessiink be egy

jelolést z™ egyiitthatojara f(x)-ben.
2.1.3. Definici6. Ha f(z) =), a,a”, akkor
("] f(x) = ap.

Ennek a jelolésnek egy fontos tulajdonsaga, hogy

[2"]a™ f(z) = [2"7"] f ().

2.2. Példak

Itt az ideje par generdtorfiiggvény megkeresésének. ElGszor vegyiik észre, hogy az 1.
részben mar megtalaltunk két (egyszeri) generatorfiiggvényt. Valoban, az . abra x"-

be mutaté nyilai a kévetkez6 generatorfiiggvényeket adjak az elséfaju Stirling-szamok n.
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sorara:

A mértani sor jol ismert formuldjabol megkapjuk egy tjabb generatorfiiggvény egy-

1 n_ .n
1_a$:2ax.

n>0

szerd alakjat:

Ez azért is hasznos, mert ha megkapjuk egy sorozat generatorfiiggvényét, és az polino-
mok hanyadosa, akkor annak parcialis tortfelbontasaval egzakt formulat kapunk a sorozat
elemeire. Ezt a kovetkezs, a Fibonacci-szamokon véghezvitt példa mutatja be.

El6szor is, meg kell hataroznunk a szamsor generatorfiiggvényét. Ehhez vizsgéljuk az

azt definialé rekurziot:
Fopwn=F,+F,1 (n>1,F,=0,F =1).

Keressiik a generatorfiiggvényt F'(z) = > o F,2" alakban. Szorozzuk meg a rekurzio
mindkét oldalét x"-el, és Gsszegezziik n > 1-re, ekkor baloldalt a kévetkezét kapjuk:

F —

jobb oldalt pedig:
(Fiz + Fox® + F32® + -+ ) + (Fox + Fia® + For®) = F(z) + oF ().

Ezzel a kovetkezdt kaptuk:
F(z) —
Fla) =« = F(z)+zF(x).
x
A két oldalt atrendezve megkapjuk a keresett generatorfiiggvényiinket:
x
F(z) = —
(z) 11—z —2?

1+/5

Legyen ry = , ami a nevezdében szerepl6 méasodfokd polinom két gyoke. Ekkor a

nevezore a kovetkezd gyoktényezds alakot kapjuk:
l—2z—2°=(1—ary)(1 —ar).

Ezt felhasznalva a parcialis tortfelbontas a kovetkezs:

T i

l—2z—22 (I—ar))(1—ar))

B 1 1 1
Corp—r_\l—ary 1—ar_

1
— E <Z ria — Z r’ix”) .

n>0 n>0
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+x2) kiolvashato6, és azt kapjuk, hogy

Ebbdl z™ egyiitthatoja, azaz [‘Tn]<1—a:

Fo=—(} —1r") n € N-re.

V5

Ujabb példanak pedig keressiik meg [Wil06, 18. oldal| alapjan {Z} azon generator-

fiiggvényét, amelyben k-t fix paraméternek tekintjiik. Ezt a kovetkezd forméban keressiik:

Ehhez (1.2.2)) rekurziés formulajanak mindkét oldalat szorozzuk meg z"-el, és Ossze-

gezziik n szerint. Ekkor:

SR e T S

melybdl a kovetkez6t kapjuk a keresett generatorfiiggvényre az n-tdl fiiggetlen tagok ki-
emelésével:

Bi(z) = xBy_1(x) + kxBg(z) (k> 1,By(z) =1).
Ezt atrendezve a kovetkezét kapjuk:

x
1—kx

Bk(l’) = k_1(l’) (lf > 1, Bo(x) = 1)7

amibdl egyszerten kiolvashatd a kévetkezd eredmény:

k

Bi(x) =) {k}l" T (-2 —20)(1—32) (1= ka)’

n

Ekkor ennek parcialis tortfelbontésat megtalalva egzakt formulat kaphatunk a masodfaja

Stirling-szamokra. Fzzel a keresett alak a kdvetkezd:

k

(1—2)(1—2x)(1—3x)-- (1 —kx) Zl—]jx'

Az a-k megtalalasahoz rogzitsiink egy r-et, 1 < r < k, szorozzuk meg mindkét oldalt

1 — rz-el, és vegyiik ezt © = 1/r-ben. Ekkor a kovetkezst kapjuk:

1
T2/ (= -/ (r+ )/r) (L= k/r)
=0 i

12



Ezek alapjan az alabbi azonosségot kapjuk:

R S =

n—k 1
[="] (1—x)(1—2:1:)---(1—/m)}
- [In_k} Z 1 i(rrx

r=1

k
1
o n—=k
- Z ar [:z: } 1—rx
r=1
k
= E a,r"F
r=1

k k—1
ED Xt i vy
k; n
- ;(_1)k_TT!(k3T— r)! (n, k= 0)

Es mindezzel egzakt formulat kaptunk a masodfaju Stirling-szamokra.

Egy sorozat generatorfliiggvényének meghatarozasara szamtalan (csak esetenként si-
kerre vezetd) modszer van, ezekbdl tobb targyalasa Wilf generatingfunctionology [Wil06|
konyvében talalhatdé meg. Tovabba a szdmokat alkotd kombinatorikus struktirak elemzé-
sébdl is lehetséges a generatorfliggvények felépitése, erre alkalmas modszerek és alkalma-

zésaik Flajolet és Sedgewick Analytic Combinatorics [FS09] konyvében talalhatoak.

2.3. Osszegzések, Sarkanyfti modszer ("Snake Oil met-
hod")

A generatorfiiggvények jelenleg szamunkra azért érdekesek, mert jol alkalmazhatoak
bizonyos Osszegek leegyszertsitésére. Két modszert targyalunk, melyek erre alkalmasak.

Az els6 modszer akkor hasznalhato, ha ismerjiik (a,,) sorozat szokvanyos generatorfiigg-
vényét F(x)-et, és meg szeretnénk kapni elsé n tagjanak 6sszegét. Ekkor szerint,

és felhasznélva hogy ﬁ =), 2", a kivetkez6t kapjuk:

F(x) - n
11— = :Z<;ak>x .

n

Ezzel kiilonosebb faradalom nélkiil meghataroztuk az elsé n tag Osszegének generator-

fiiggvényét, innentdl pedig ezt elemezve juthatunk hozzéa a képletiikhoz is.
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Keressiik most a Fibonacci-szdmsor els6 n tagjanak Osszegét, és ezt jelolje S, =

>, Fr Ekkor az (S,,) sorozat generatorfiiggvénye

(1—z—2?)(1—2)

G(z) =

Ezt parcialis tortfelbontassal (amit elvégezhetiink kézzel, vagy a részben targyalt szé-

mitogépes modszerekkel) a kovetkezs alakra tudjuk hozni:

Gla) = T 1 1

T l—x—22 1—z—22 1-—g

melyben az els6 két tort [2"|G(x)-ben egy F, + F,11 = F,.2 tagot ad, a harmadik pedig
egy —1 tagot. Igy azt kaptuk, hogy

Y Fi=Fup— L
k=1

Hasonléan, kereshetjiik a harmonikus szamok, azaz H, = 1 + % + % + -+ % gene-
ratorfliggvényét. Ehhez szitkségilink van az (1/n)$° reciprokok sorozatanak generatorfiigg-
vényére. Ennek derivaltja a korabbi formaélis definiciot alkalmazva 1/(1 — x), igy ez nem

lehet mas mint — log(1 — z). Ezzel a harmonikus szamok generatorfiiggvénye:

- 1 1
"= 1 )
;an 11— Og(l—m)

Ennek segitségével kereshetiink az elsé n harmonikus szam 0Osszegére is egy képletet.

Jelolje ezt S,,. Most a generatorfiiggvény nem irhato fel parciélis tort alakban, de egy kis

tritkkel mégiscsak sikerre jutunk. A vizsgalandé Gsszegiink generatorfiiggvénye:

S(z) =) Spa" = ﬁbg(lix).

Ebben ha az ﬁ és a —log(1 — x) tagokat vizsgaljuk mint generatorfiiggvények,
akkor az utobbi tagjait épp kordbban hataroztuk meg, az el6bbi pedig épp 1/(1 — )
derivaltja, és igy

1 n

n>0

Ekkor (2.1.1)-et alkalmazva a kovetkezot kapjuk:

s@ =% %(n 11—k = 3 (0 + V)H, — n)a”,

n>1 k>1 n>0

melybdl S, = [2"]S(z) = (n+ D)H, —n = 1, He.
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A masik, generatorfiiggvények altal tamogatott modszer 6sszegek kezelésére a Herbert
Wilf altal "Snake Oil" modszernek nevezett eljaras [Wil06, 124. oldal|. Erre a dolgozat
tovabbi részében a Sarkinyfi modszer elnevezést hasznalomP]

A szokésos modszerekkel ellentétben, melyekben az Gsszegeken beliili atalakitasokat
végziink ismert identitasok alapjan, a Sarkanyfd modszer alkalmazéasa soran alig sziik-
séges az Osszeg belsejére koncentralnunk. Azokkal szemben itt csak egy szabad valtozo
meghatarozasa idejéig kell a belss résszel foglalkoznunk, majd az Osszeget atalakitva ab-
ban generatorfiiggvényeket keresniink.

A pontos lépések a kovetkezsk:

A Sarkanyfid modszer ("Snake oil method") 1épései

1. A szabad véltozonk megkeresése, azaz azé a valtoz6é, amitsl az Osszegiink fiigg.

Nevezziik a keresett Osszeglinket f(n)-nek.
2. Legyen F(z) a szokvanyos generatorfiiggvény, melyre [2"]F(x) = f(n).

3. A keresett f(n) Osszeget szorozzuk be x"-el, és Osszegezziik n szerint. Ekkor kife-
jeztik F'(x)-et egy kettGs Osszeggel n és az f(n) kifejezésében hasznélt Osszegzési

paraméter felett.

4. A két valtozo szerinti Osszegzés felcserélése, és az igy kapott bels§ Osszeg egysze-
riisitése. Ehhez hasznos ismert generatorfiiggvények egy gytjteménye, melyek koziil
néhany megtalalhato [Wil06| 2.5 fejezetében.

5. A kapott generatorfiiggvény egyiitthatoinak kifejezése, hiszen ez adja meg a keresett

Osszegiinket.

A modszer sikeressége a 4. és 5. 1épések elvégezhetGségétdl fiigg. Ami meglepd az az,
hogy ezek igen gyakran sikerrel végezhetGek el.
Itt megemlitjiik a gyakorlati alkalmazasban a két leghasznosabb generédtorfiiggvény

zart alakjat:

> @ 2 = ﬁ (k> 0). (2.3.1)

r>0

3 (7:) 2" = (1+2)" (2.3.2)

T

Ezek koziil az utobbi nyilvan a binomialis tétel egy alakja.

2A modszer eredeti neve és a forditasa is allitolagos csodaszerekre utalnak, melyek az eladéik szerint

barmit meggyogyitanak, vagy éppen megvédenek a sarkanyoktol. A forditas eredetéért lasd |[Csu80).
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A modszer megértéséhez a kovetkezd két példa ad segitséget. Ezek kozil az els6 egy
példa végigkovetése |Wil06| 4.3. fejezetébdl, a masodik pedig az ugyanitt talalhato 11d)
feladat egyéni megoldasa.

El6szor keressiik a kovetkezd Osszeget:
k
> (n_k> (n=0,1,2,...).
k>0
Ebben a szabad valtozo n, igy
k
=3 (,5,)
k>0
Ezt z"-el megszorozva és n szerint Osszegezve a kovetkezdt kapjuk:
N k
=Yy ()
n k>0

Az Osszegeket felcserélve pedig:

Ezt kiértékelends, emeljiink ki egy a* tagot a belsd 6sszeghdl a kiils6be. Ezzel a belss
Osszeghen Osszeegyeztettiik a binomidlis egyiitthatd alsé tagjaval x kitevGjét, és igy ezt

egy 1j paraméterrel jelolve a kovetkezot kapjuk:

Fa) =Y Y <n b k)w By (’“)m

k>0 n k>0 n

igy a belss Osszeget (2.3.2)) szerint ki tudjuk fejezni, és az alabbi eredményre jutunk

Flo) =Y ah(1+ 2 = 3 (0 + a2 = ——

1—z— 22’
>0 k>0

ami pedig a korabbi levezetés alapjan éppen F), . generatorfiiggvénye, tehat a kivetkezs

Z(nﬁ,g =F (n=0,12...).

k>0

eredményt kaptuk:

A masodik példaban a kovetkezs zart alakot akarjuk belatni:
2n+1\ (fm+k 2m +1
= ) 2.3.3
S ) () - () 259
Jelolje a bal oldali Gsszeget f(m). Ezzel m-et valasztottuk a szabad paraméternek, ezen
valasztas oka hogy csak egy helyen szerepel az Gsszegben, n-el ellentétben. Mivel tud-

2m+1

juk, hogy a kivant végeredményben 2m + 1 szerepel, ezért ™ helyett x -el szorozva

egyszertibb levezetéshez jutunk.
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Igy a Sarkanyfd modszer 4. lépéséhez érve a kovetkezd alakot kapjuk:

Z p2mtl Z <2”2‘]: 1) o2kl Z (m2+ k) p2m+2k
n
k

m>0 m>0

B 2n+1\ o r oy
=2 () (o) e
k m>0
Ezzel ([2.3.1]) szerint atirva a bels6 Osszeget, és kiemelve a k-tol nem fiiggs tagokat ezt
kapjuk:

l,4n+1

o= 3 (M)

amiben a jobb oldali 6sszeget atalakitjuk (2.3.2]) szerint:

l,4n+1

_ —1\2n+1
- (1 _ x2)2n+1 (1 +z ) ’

ezt tovabb egyszertsitve pedig az alabbi alakot kapjuk

x?n

(1 _ x)2n+1’

melyben (12.3.2)) szerint [2™]F(z) = (2”21:1), amit bizonyitani akartunk.

A modszer sikere attol fligg, hogy tudunk-e talalni egy szabad valtozot, ami az 6sszeg-
zésben csak egyszer szerepel. Ha igen, akkor az Osszegek felcserélése utan egy egyszerd
hatvanysort kapunk, melynek generatorfiiggvényének beazonositasara van reményiink.

Bizonyos esetekben akkor sincs gond, ha elsére nem taldlunk ilyen valtozot. Ez azért
van, mert gyakran a vizsgalt egyenlGség egy altaldanosabb Osszefliggés specialis alakja.

Példaképpen, ha a fenti (2.3.3)) egyenléségben n helyére n + m-et irunk, az alabbi alakot

kapjuk:
p 2k on+2m)  \2n+2m)’
melyre ilyen formaban nem alkalmazhat6 a Sarkanyfd modszer.

A kovetkezo fejezetben targyalt modszerek szamitogéppel is konnyen implementélhato

eljardsokat adnak az tgynevezett hipergeometrikus tagok dsszegének megkeresésére, azaz
>t
k

meghatéarozasara, melyben t;1/t; két k-beli racionélis egyiitthatos polinom hanyadosa.
Ez nem jelenti azt, hogy a Sarkanyfd modszer hirtelen hasztalanna valna ettsl. Ennek

leirdsdban sehol nem volt sziikségiink ilyen kitételre, igy ez olyan esetekben is reményt ad

zart alak talalasara, amelyben az 6sszegzendé tagok nem hipergeometrikusak, de genera-

torfiiggvényiik meghatarozhato. Erre egy példat [Wil06, 129. oldal] ad.
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3. Hipergeometrikus fliggvények

Ebben a részben a korabban bevezetett fogalmakra épitve bizonyos értelemben teljes
valaszt adunk arra, hogy egy fiiggvényt mikor tudunk hatarozatlanul 6sszegezni. Ehhez a
hipergeometrikus fiiggvények osztalyat kell vizsgalnunk, ami a gyakorlatban alkalmazott
fiiggvények nagy részét lefedi. Ezeken beliil egy algoritmussal megmondjuk, hogy van-e
zart alakban antidifferencidja, vagy bizonyitjuk hogy nincs; tovabbé igenls valasz esetén
meg is adja ezt az alakot. Az algoritmus leirasa Petkovsek, Wilf és Zeilberger A = B

[PWZ96| kényvének 5. fejezetét koveti, sajat példak kidolgozasaval.

3.1. Definici6

Vezessiik be a hipergeometrikus fiiggvényeket, |GKP98| mintajara.

3.1.1. Definicidé. Az dltaldnos hipergeometrikus sorok az alabbiak:

GE...CL
Z) =2 bE.ob

k>0

Zk

ai, ..., Qm

b, ..., b,

EESIEEY

Ez z-beni hatvdnysor, a; €s b; o0sszesen n+m paraméterekkel, annyi megkotéssel hogy

a nulldval valo osztds elkeriilése végett eqyik b; sem lehet nulla vagy negativ egész.

A szamlaloban taldlhato a-kat felsd paramétereknek, a nevezében el6forduld b-ket also
paramétereknek, a z-t pedig argumentumnak nevezziik. Ezen fogalom fontossagat az adja,

hogy szémos fontos fiiggvény adodik ki a specialis eseteibdl. Példaul:
1 1
F = b= :
() -Z#-

k>0
A fenti példaban furcsanak tiinhet hogy nincs alsé paraméter, de ezt konnyen elkeriil-

1

. Altaldnosan nem

hetjiik hogyha feliilre és alulra is irunk egy-egy 1-est: F <1’11 'z) =
valtoztatunk a fliggvényen ha barmilyen az alsé paraméterekre adott kikotésnek megfelel
szamot alulra és feliilre is befrunk.

Egy masik specialis esete:

C-Ea T )

k>0
Fontos még tobbek kozott a 0 paraméteres eset, ami pedig:

F( z) :ZZ—T:&.




A generatorfiiggvényekhez hasonloan itt is felmeriilhet a konvergencia kérdése, és ha-
sonldan a formalis hatvanysorok elméletét ([Niv69|) kovetve kikeriilhetjiik. Ezt részletei-
ben akkor sziikséges vizsgélni, ha z helyére egy konkrét értéket akarunk irni.

A k = 0 tagot vizsgalva megfigyelhetjiik, hogy mind a felszallo faktoridlis hatvany
paraméterek, mind a 0!, és a z° tag is egyet ad, igy elvards minden hipergeometrikus
fiiggvénnyel szemben, hogy a konstans tagja 1 legyen, vagyis z = O-ban az 1 értéket vegye
fel.

Kérdéses, hogy milyen egyéb feltételeknek kell teljesiilni a hipergeometrikus repre-
zentacio létezéséhez, és hogy milyen moédon kaphatunk ilyet ha létezik egy tetszGleges

fiiggvénybdl. Ehhez a hipergeometrikus tagok arédnyat sziikséges vizsgélni.

k: k k
ai, ... . ...amz
() m T e

Ebben -t hivjuk a hipergeometrikus tagnak, melybdl ¢y = 1, a tébbi hanyadosa pedig:

ther aythooialtto R b’fbﬁﬂ
Y= A | & E 2k

 (ktar) .. (B tan)
T ktb).. (kb (k1)

Ez k-ban egy racionalis fliggvény, azaz k polinomjainak hanyadosa (z-t paraméter-
nek tekintve). Az algebra alaptétele alapjan a komplex szamtest felett minden racionalis

fiiggvény faktorizalhato és ilyen alakba vihetd.

Példaul vizsgaljuk a sin z fliggvényt, melynek ismert a sinz = z — g—? + ‘Z—? —... felirasa.
Ezt atirva:
S
sinz =z
k>0 2k + )
melybdl
by ( 2D 2k + 1)1 1 —2?
te 2k+3) 22 (k+1)(k+3) 4

Igy sin z hipergeometrikus fiiggvénnyel valo kifejezése:

)

Eszerint a hipergeometrikus alakban valo feliras 1épései a kovetkezdek: Az adott f

1
3
1, -2

sin z :zF(

fliggvényt olyan végtelen sorként irjuk fel, amelynek konstans tagja nem nulla, majd
felirjuk a tagok hanyadoséat. Ha ez k-ban nem egy racionélis fiiggvény, akkor a fiiggvény
nem hipergeometrikus. Ha igen, akkor faktorizalassal és a szorzok kiemelésével megfelels

alakra hozva megkapjuk a keresett paramétereket és az argumentumot.
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3.2. Gosper algoritmusa

Most a hipergeometrikus tagok antidifferenciajanak kérdésére adunk teljes valaszt,

vagyis a kovetkez6 egyenlGségben keressiik s,,-t:

b—1
Sp = ZZ tkék‘ = Ztk
a=0
ahol t; egy n-t6l fliggetlen hipergeometrikus tag, azaz

racionalis fiiggvény k-ban. A keresett s,-t zart alakban szeretnénk megkapni, ami jelenleg
azt jelenti, hogy szumma jel nélkiil, hipergeometrikus fiiggvények segitségével.

A keresett s, megegyezik t,, egy antidifferenciajaval, hiszen
Sna1l — Sp = tn. (3.2.1)

Erdemes s,-t szintén hipergeometrikus alakban keresniink. A korabbi feladatot eszerint

atfogalmazva, a kovetkezd egyenletet vizsgaljuk:
Ay, ..., Qm Al,...,Am

F =cF
2 (bl,...,bn Z> ¢ <Bl,...,Bn

ahol ay,... am, by,... by, és zadottak, ¢, Ay,..., A, By, ..., By, és Z pedig keresendGek.

Gosper algoritmusa |Gos78| megtalalja ezeket az ismeretleneket, vagy bizonyitja hogy
nem léteznek. Most ennek a targyalasa és levezetése kovetkezik.

Amennyiben s, egy hipergeometrikus tag mely teljesiti a (3.2.1)) dsszefiiggést, akkor

S (3.2.2)

Zn41
t, Sn+1 — Sn = - 1

egy racionalis fliggvény n-ben. Tehat kereshetjiik s, = y(n)t, alakban, ahol y(n) egy
megkeresendd racionélis fliggvény. Ezt behelyettesitve (3.2.1])-be a kovetkezst kapjuk:

r(n)y(n+1) —y(n) = 1. (3.2.3)

Ezzel visszavezettiik a probléméat egy elsérendi linearis rekurziora, racionalis egytitt-
hatokkal és konstans jobb oldallal. Igy a feladat leegyszertisodott hipergeometrikus
megoldésainak keresésérdl racionalis megoldasainak keresésére.

Az altalanosabb, tetszoleges rendi, racionalis egyiitthatos, konstans jobboldala re-
kurziok megoldasara Marko Petkovsek fejlesztett ki egy algoritmust [Pet92]. Ebben az
egyszeriibb esetben viszont Gosper tovabbi egyszertsitésre talalt lehetGséget, mellyel elég

csak polinomiélis megoldéast keresniink egy masik elsérendd rekurziora.
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Keressiink r(n)-re egy kovetkezd formaju felirast:

_a(n)c(n+1)

= —= 3.2.4

) = Gy L, (3:2.4)
ahol a(n),b(n), c(n) n polinomjai, melyekre teljesiil, hogy

Inko(a(n),b(n+ h)) =1, Vh € N-re. (3.2.5)

Az algoritmus elsé 1épése egy ilyen alak megtalalasa, ennek targyalasa késébb kovetke-
zik, el6bb ez alapjan a megoldéas megkeresését targyaljuk. Gosper észrevette, hogy emellett

a felbontas mellett érdemes az (3.2.3)) megoldésat ebben az alakban keresni:

o) — b(n — 1)z(n)
y(n) )

ahol z(n) egy ismeretlen racionélis fiiggvény. Behelyettesitve (3.2.4)-t és (3.2.6])-t (3.2.3))-

ba x(n)-re a kévetkezs Osszefiiggést kapjuk:

(3.2.6)

a(n)z(n+1) = b(n — 1)z(n) = c¢(n). (3.2.7)

3.2.1. Tétel (|Gos78|). Legyenek a(n), b(n) és c(n) polinomok melyekre (3.2.4]) teljesiil.
Ekkor ha x(n) egy raciondlis figgvény n-ben, melyre teljesil (3.2.7), akkor x(n) n-ben

polinomidlis.

Bizonyitds. Legyen x(n) = f(n)/g(n), ahol f(n) és g(n) relativ prim polinomok n-ben.
Ekkor (3.2.7)) atirhato a kovetkezd alakba:

a(n)f(n+1)g(n) —b(n —1)f(n)g(n +1) = c(n)g(n)g(n + 1). (3.2.8)

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy x(n) nem polinom, és ebbdl kovetkezden g(n)
egy nem konstans polinom. Ekkor legyen N a legnagyobb olyan pozitiv egész, melyre
Inko(g(n), g(n + N)) egy nem konstans polinom (azaz g(n)-nek és g(n + N)-nek létezik
kozos gyoke). Nyilvanvaloan N > 0.

Legyen u(n) egy nem konstans irreducibilis k6zos osztoja g(n)-nek és g(n + N)-nek.
Mivel u(n — N) osztja g(n)-t, ezért (3.2.8)-bol kévetkezik hogy

u(n — N) | b(n — 1) (n)g(n + 1).

E kozil a harom tag koziil u(n — N) nem osztja f(n)-t, mivel g(n)-t osztja és ezek relativ
primek. Szintén nem oszthatja g(n+1)-et, mivel ekkor u(n) kozos osztdja lenne g(n)-nek és
g(n+N+1)-nek is, ellentmondva N maximalitdsanak. Kizarasos alapon u(n—N) | b(n—1)
és igy u(n+1) | b(n+ N).

Szintén (3.2.8)-bdl kovetkezik, mivel u(n + 1) | g(n + 1), hogy

u(n+1) [ a(n)f(n+1)g(n)
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Az eléz6ekhez hasonloan, u(n + 1) nem osztoja f(n + 1)-nek mivel az relativ prim
g(n+ 1)-hez. Szinten nem osztoja g(n)-nek, mert ekkor nem konstans kozos osztoja lenne
g(n — 1)-nek és g(n + N)-nek, ellentmondva N valasztasanak. Igy u(n + 1) | a(n).

Ekkor viszont u(n + 1) egy nem konstans osztdja a(n)-nek és b(n + N)-nek, ellent-
mondva feltételének. Ezzel belattuk, hogy g(n) konstans, és igy x(n) n-ben poli-

nomialis u

Igy az eredeti probléméank, hipergeometrikus megoldas keresése —ben ekvivalens
az polinomiélis megoldasanak keresésével. Ha x(n) egy ilyen nemnulla polinomialis
megoldés, akkor

L b(n ;(i))x(n) "
egy hipergeometrikus megoldésa (3.2.1))-nek és forditva.

Osszefoglalva, a Gosper algoritmus egy hipergeometrikus tagot var bemenetként, és
megadja annak antidifferenciajat hipergeometrikus tagokkal kifejezve, amennyiben ez le-
hetséges, vagy belatja hogy nem lehetséges. A két {6 1épése alakjanak megha-
tarozasa, és az ez alapjan kapott rekurzié megoldasa. Ezen két 1épés targyalésa
kovetkezik.

El6szor vizsgaljuk meg megoldéasanak modjat. Ha ismernénk z(n) polinom fokat
(ezt jeldlje d), vagy legalabb egy felss korlatjat, akkor (3.2.7)-bol felirhatnank a polinom
egylitthatoira egy linearis egyenletrendszert. Valoban tudunk ilyen tippet mondani d-re,
s6t, legfeljebb két lehetséges értékre tudjuk lesziikiteni az értékét. Két esetet kiillonbozte-
tiink meg.

1. eset: dega(n) # degb(n) vagy a(n) és b(n) f6egytitthatoja kiillonbozs

Ekkor bal oldalan a fétagok nem ejtik ki egymast. Igy a bal oldal foka d +
max{dega(n),degb(n)}, a jobb oldalé pedig degc(n), és igy

d = deg c(n) — max{deg a(n),degb(n)}

lesz egy nemnulla z(n) egyetlen lehetséges foka.
2. eset: dega(n) =degb(n) és a(n) és b(n) fGegyiitthatoja A
Ekkor bal oldalan a fétagok kiejtik egymaést, és két alesethez jutunk.
(2a) A fétagok utani legnagyobb kitevsji tagok nem ejtik ki egymast. Ekkor

d = degc(n) — dega(n) + 1.
(2b) Ha ezek a tagok kiejtik egymast. Jelolje

a(n) = Anf + An*1
bin —1) = nF + BnFt + .
z(n) = Con® + Cin®' + ...
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ahol Cy # 0. Ekkor az (3.2.7) bal oldalanak tagjait kifejtve a kovetkezSket kapjuk:

z(n+1)
a(n)z(n+1)
b(n —1)x(n) =
)=

a(n)x(n+1) —b(n —1)z(n

Con® + (Cod + Cy)n
Coan® + (M\(Cod + Cl) + AOO)nd—1
Con® + (Cod + Cy)n?
Co(Ad + A — B)pFtt ¢ (3.2.9)

-1
-1

Mivel ebben az alesetben feltételeztiik hogy nf+t4-1 egyiitthatoja (3.2.9)-ban elttinik,

ezért

Igy a 2. esetben a keresett polinomunk két lehetséges foka degc(n) — dega(n) + 1 és
(B—A)/\. Nyilvanvaloan csak a nemnegativ egész eseteket sziikséges vizsgalnunk. Amikor
mindkét eset lehetséges, a nagyobbikat valaszthatjuk felss korlatnak x(n) fokara.

Hatra van még az elsé 1épés targyalésa, azaz (3.2.4)) alak megtalaldsanak algoritmusa.
Legyen r(n) = f(n)/g(n), ahol a szamlalo és a nevezs egymashoz relativ prim polinomok.
Ha f(n) és g(n) mar teljesitik a feltételt, azaz Inko(f(n), g(n+h)) = 1 minden nemnegativ
egész h-ra, akkor a(n) = f(n),b(n) = g(n),c(n) = 1 valasztéssal meg is van a keresett
alak.

Kiilonben, legyen wu(n) egy nemkonstans kozos osztoja f(n)-nek és g(n + h)-nak,

valamilyen nemnegativ egész h-ra. A célunk az ilyen tagok kiemelése c(n)-be. Legyen

f(n) = f(n)u(n) és g(n) = g(n)u(n — h). Ekkor

f(n) _ F(n) u(n)
g(n) ~ gln) u(n—h)’

melybdl az u(n)/u(n — h) tagot szeretnénk kifejezni ¢(n + 1)/c(n) alakban. Ehhez meg-

r(n) =

szorozzuk a szamlalot és a nevezot is egy u(n — Lu(n —2)--- (n — h + 1) taggal:

u(n)  umun —u(n —2)---uln—h+1)
u(n —h)  wun—Du(n—2)---u(n—h+ Duln —h)’ (3.2.10)

Eszerint vessziik f és g helyett f-et és g-t, c(n)-t pedig megszorozzuk nevezo-
jével, és ezt a 1épést addig ismételjiik, amig meg nem kapjuk a kivant —nak eleget
tevd felbontast. Mivel a polinomoknak véges sok gyoke van, ezért ez az eljaras véges sok
lépés alatt leall.

Kérdéses még hogy hogyan tudjuk ellenérizni teljesiilését, illetve hogy hogyan
tudjuk megtalalni az azt sérté h értékeket. Legyen f(n) és g(n + h), mint n-beli po-
linomok rezultansa R(h), amely h-ban polinom. Ekkor R(«) = 0 pontosan akkor, ha
Inko(f(n),g(n + «)) nem konstans polinom. Igy a —et sérté h értékek pontosan
R(h) nemnegativ egész gyokei.
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Ezek lehetséges értékeit végessé sziikithetjiik, ha felszorozzuk R(h)-t egytitthatoinak
nevezGjével, mellyel a gyckok nem valtoznak, és ezen polinom konstans tagjanak osztoit
vizsgaljuk. Ez a tag nem lehet nulla, mivel kikotottiik hogy f és g relativ prim polinomok.
A racionéalis gyokteszt alapjan pedig csak ezek lehetnek a lehetséges pozitiv egész gyokok.

A modszer megértéséhez elkeriilhetetlen egy példan valo szemléltetése, itt ez [GKPIS|

5.33 feladatanak megoldésan keresztiil torténik. A kovetkezs hipergeometrikus tagot ke-

ressiik:
1
%= 1ok
amelyben ¢, = . Ebbdl t’“t—:l = % Mivel ez mér gyoktényezss alakban

van, elkeriilhetjiik a rezultansszamitést. A tagokat Osszehasonlitva h = 1 esetén talalunk
problémat, a szamlaloban levé (k + 1) és a nevezében levs k tag miatt.

Ezeket kiemelve a kévetkezs felbontést kapjuk:

a(k) = (k+1),

b(k) = (k +2),
c(k) =k.

Ez pedig z(k)-ra a kovetkezs Gsszefiiggést adja:

(k — Da(k + 1) — (k + Da(k) = (k).

Ebben a féegyiitthatok megegyeznek, igy a 2. eset szerint kell vizsgalnunk. A 2a esetben
d = 1-hez jutunk, a 2b esetben pedig d = # = 2. Igy x(k)-t egy altalanos mésodfoku

polinomként felirva a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk ré:
(k= D(ag(k +1)* + a1 (k + 1) +a0) — (k + 1)(ask® + a1k + ap) = k.
Ezt felbontva az
(—CLl — ag)k‘ — 2&0 — Q] —ag = k

osszefiiggést kapjuk. Ebbdl az egyiitthatokra a kovetkezd egyenletrendszert adodik:

—al—CLQ:]_

—2a0 — a1 — Qg =0.

Ebb6l ao-t nullanak vélaszthatjuk, és a megoldasunk a; = —1,a9 = 1/2, a kapott
antidifferencia pedig:
(k+1)(-k+3) 1 T —k

Sk: —=

k -1 k(k—1)




3.3. WZ parok és bizonyitékok

Ebben a részben egy meglep&en rovid modszert targyalunk kombinatorikus egyenls-
ségek helyességének igazolasara, Petkovsek, Wilf és Zeilberger A = B [PWZ96| 7. fejezete
alapjan. Ezt a modszert alkalmazva egy egyenlGség bizonyitéka pusztéan egyetlen egy ra-
cionélis fliggvény lesz. Ez az eljaras az el6z6ekben targyalt Gosper algoritmusra épiil, &m
azzal ellentétben nem alkalmas egy kivant 0sszeg meghatérozasara, viszont az alkalmazasa
soran az oliinkbe hull par, az eredetileg vizsgalttal 6sszekapcsolodd egyenlGség.

Tekintsiik a kovetkezd egyenl@ség bizonyitdsanak problémajat: >, F(n,k) = r(n).
Ekkor ha a jobb oldali r(n) nemnulla, akkor leoszthatunk vele, hogy a kovetkezs alakot
{0}

r(n)

k

kelljen bizonyitanunk:

Ezutan tekinthetjiik ugy, hogy ez az F(n, k)/r(n) tag volt az eredeti 6sszegzends tagunk.

Ekkor pedig az eredeti 0sszegiink bizonyitésa a kovetkez6 alak bizonyitasara modosul:

ZF(n, k) = konstans.
K

Ebben nevezziik a bal oldalt f(n)-nek, és igy azt szeretnénk bizonyitani, hogy f(n) =
konst. minden n értékre. Ennek egy modja az lenne, ha be tudnank latni, hogy f(n+1)—
f(n) = 0 minden n-re.

Ehhez pedig elég lenne hogyha talalnank egy kovetkezét teljesité G(n, k) figgvényt:
Fn+1,k) — F(n,k) =G(n,k+1) — G(n, k), (3.3.1)

Ekkor ha G(n, k) tart nulldhoz ahogy k tart too-hez, akkor belathato hogy ebbdl ko-
vetkezik hogy f(n + 1) — f(n) = 0. Ennek részletes targyalasa késsbb kovetkezik, el6bb
vizsgaljuk meg hogy hogyan tudunk ilyen G(n, k)-t talalni.

Jelolje D = F(n+ 1,k) — F(n, k) a differenciankat. Ez n-t6l és k-tol is fligg, és ha
F(n, k)-ban szerepelt valamilyen paraméter, akkor természetesen attol is. Jelenleg tekint-
siik n-et az egyik ilyen paraméternek, és gy gondoljunk D-re mint k-beli fiiggvény, azaz
jelolje D(k).

Adjuk meg ezt a D(k) fliggvényt az el6z8 részben téargyalt Gosper algoritmusnak.
Ekkor ha lehetséges, ez visszaad eredményiil egy g(k) fiiggvényt, melyre D(k) = g(k+1)—
g(k). Ekkor természetesen g(k)-ban n szerepelni fog, mint paraméter, és igy atnevezhetjiik
g(k)-t G(n, k)-ra. Ekkor ez a G(n, k) teljesiti az (3.3.1)) egyenletet, éppen amit elvartunk
téle.

Ekkor azt mondjuk, hogy (F,G) egy WZ-part alkot. Tovabba mivel R = G/F egy ra-
cionélis fiiggvény miatt, és azt mondjuk, hogy az R fiiggvény F WZ-tanusitvanya.
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Ez altalaban egyszertibb alakban leirhat6, mint G és F', és igy elég ezt megadnunk bizo-
nyitéknak a vizsgalt egyenlGségilink helyességére.

Fontos megjegyezni, hogy teljesen lehetséges hogy Gosper algoritmusa nem ad pozitiv
eredményt D(k)-ra. Ez annak ellenére is lehetséges, hogy >, F(n, k) = konst. teljesiil.
Petkovsek, Wilf és Zeilberger [PWZ96| 133. oldal] megfigyelései viszont arra engednek
kovetkeztetni, hogy a gyakorlati esetek ttulnyomoé tébbségében nem titkéziink ebbe a prob-
léméba, és a Gosper algoritmus sikeresen, G(n, k) kapott formulaval tér vissza.

Kovetkezzen a modszer helyességének targyalasa.
3.3.1. Tétel. Tegyiik fel a kovetkezdket

e (F1) Minden k € Z-re
fr = lim F(n,k)

n—oo

létezik és véges.

e (G1) Minden n € N-re
lim G(n, k) = 0.

k—ro0
o (G2)limy 0 ) ,50G(n,—L)=0.

Ekkor ha (F,G) eleget tesznek (3.3.1)-nek, a kovetkezdk igazak:

Z F(n,k) = konst. (n=0,1,2,...) (3.3.2)

S Gk =Y (f;—F0,). (3.3.3)

n>0 j<k—1

A tétellel nem csak a bizonyiték hasznalhatosagat igazoljuk, hanem (3.3.3]) formajaban
kapunk egy 1j ajandék azonossagot minden bizonyiték mellé. Ennek a hattérben levs oka,
hogy F' és G nagyban szimmetrikus szerepet tolt be (3.3.1)-ben, és ezért varhato, hogy

F-hez hasonléan G-hez is tartozik egy azonossag.

Bizonyitds. A A differencia operatorunkhoz irjunk hozza egy valtozot, jelolends hogy
mi szerinti differenciat vessziik éppen. Osszegezziik (3.3.1) mindkét oldalat —L-t6l K-ig.
Ekkor:

An{ > F(n, k)} = > {AG(n,k)}

k=—L k=—L

=G, K +1) — G(n,—L).

Vizsgaljuk ahogy K, L — oo. Ekkor (G1) miatt azt kapjuk, hogy A, >, F(n, k) =0, azaz
hogy >, F(n, k) figgetlen n-t6l, amibdl kovetkezik ((3.3.2)
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Ha (3.3.1)-et 6sszegezziik n = 0-t6l N-ig, azt kapjuk hogy

F(N +1,k)—F(0,k) = Ak{z G(n,k)}.

Ebbe k helyére k'-t irva, osszegezve k' = —L-t6l k' = k — 1-ig, és L — oo-t nézve (G2)
alapjan megkapjuk (3.3.3)-at, ezzel befejezve a bizonyitést. ]

Mivel a modszer példakon valé bemutatasa nem mutatna til sok kiilonbséget a Gosper
algoritmus példaitol (hiszen lényegében az a 6 lépése), ezért a kézzel valo levezetések

helyett ezeket a [1.3] részre hagyjuk, ahol egy szimbolikus programcsomag segitségével
keriilnek bemutatésra.
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4. A modszerek szamitogépes hasznalata

A koréabbi moédszerek targyaldsa nem lenne teljes a szamitdgépes hasznélatuk bemu-
tatasa nélkiil, hiszen a szépségiik tobbek kozott ebben az automatizalhatosagban rejlik.
A korabban hivatkozott [PWZ96] és [Wil06] kényvek tartalmaznak rovid ismertetst a
benniik leirtak alkalmazasara Mathematica és Maple szoftverek hasznalatéval.

Itt a SymPy |Sym| eszkozeinek targyalasa kovetkezik. Ez egy tisztan Python alapu
szimbolikus programcsomag, melynek célja hogy teljesértékii komputeralgebra rendszert
nyudjtson egyszeri és konnyen kiterjeszthetd nyilt forrasa kodbazissal.

A koéd bemutatasara Jupyter Notebook rendszert hasznélok, ez lehetévé teszi kod-
kodrészletek, majd alattuk azok kimenete van feltiintetve, kozbeszurt magyarazatokkal.
Ezek egy eredeti notebook fajlbol gépi segitséggel lettek atalakitva IXTEX forméatumba.

A hasznalt szoftverek verzioi:

Python 3.8.2

SymPy 1.5.1

jupyter core 4.6.1

jupyter-notebook 6.0.2

Egyes példak mellet kommentben feltiintetve azok forrasa is szerepel.

4.1. SymPy hasznalata generatorfiiggvények kezelésére

Ebben a blokkban a késébbiekben bemutatott fiiggvények és a hasznalt valtozok név-

térbe valo felvétele torténik, hogy hasznalhassuk Gket.

from sympy import sequence
from sympy import simplify, apart

from sympy.abc import n, x

Sorozat megadasara a sequence fliggvény nyijt lehet&séget, ami egy formulat vagy
egy szamsort var el bemenetként. A find linear recurrence(n) metoédusa megkeresi a
legegyszeriibb linearis rekurziv képletet, amit az els6 n elem teljesit, és ha megadunk neki

egy valtozot akkor a sorozat generatorfiiggvényét is visszaadja.

res = sequence(l).find_linear_recurrence (3,gfvar=x)
print (res)

display(res[1])
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([1], =1/(x = 1))
1

r—1
Miutan megtalaltuk egy sorozat generatorfiiggvényét, és az polinomok hényadosa,

megkaphato egy egzakt formula is a sorozat elemeire, a generatorfiiggvény parcialis tortfel-
bontasa segitségével. Ehhez az apart fliggvény ad segitségét, melynek alkalmazasa utéan
mar leolvashatoak az egyiitthatok.

Bizonyos esetekben fontos lehet a full =True paraméter és a .doit() hasznalata, me-
lyek nélkiil csak racionalis gyokok esetén kapunk eredményt, viszont jelentGsen gyorsabb

a futasids a hattérben futoé szétvalasztasi algoritmus leegyszeriisédése miatt.

F = sequence((0,1,1,2,3)).find_linear_recurrence (5,gfvar=x) [1]
display (F)

H = apart(F,full=True) .doit ()

display (H)

X
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Szerencsére még a kiolvasassal sem kell faradnunk, a beépitett rational algorithm
fliiggvény ezt is megteszi helyettiink, kezelve az Osszetettebb eseteket is. Eszrevehetd, hogy
ez nem egyezik meg a Fibonacci-sor szokvanyos formuldjaval, ennek oka az apart fiigg-

vény eltérg eredménye a szokéasos felbontastol. Mindenesetre az eredmény helyes.

from sympy.series.formal import rational_algorithm as ra
formula = ra(F,x,n,full=True) [0]

display(formula)

print ([simplify (formula.subs(n,k)) for k in range (10)1])

VAN AR N AN A
BN NERNY

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34]

A programcsomagba be van épitve egy eljaras, amely megprobalja megtippelni egy
sorozat generatorfliiggvényét az els6 néhany tagja alapjan. Ennek elénye hogy tébb tipusta

generatorfiiggvény megtalaléasara is alkalmas.

from sympy.concrete.guess import guess,guess_generating_function as
— ggf
display(ggf([1, 1, 2, 3, 5, 8])["ogf"])

1
—?—z+1
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display(ggf ([5, 8, 13, 21, 34, 55])["ogf"])

3z + 5
—x?2—x+1

display(ggf ([1, 1, 3, 11, 53])["egf"]) # Ezponencialtis
— generatorfuggveny OEIS 4000255

—X

(&

(¢ —1)°

display(ggf([1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]1))

{7ogf7: 1/(x*%2 — 2xx + 1),
lgf 7 1/(x + 1),

"hlgf’: 1/(1 — x),
"lgdogf 7 2/(1 — x),
"lgdegf 7 (x + 2)/(x + 1),
Tegf 7: (x + 1)xexp(x)}

Ez a tobbféle tdmogatott generatorfiiggvény-tipus. Ezek koziil az érdekesebbek az ‘ogf’

szokvanyos generatorfiiggvény, az ‘egf’ exponencialis generatorfiiggvény és az 1gf’ logarit-

mikus generatorfiiggvény. A tobbi fiiggvénytipusrol és az implementacio részleteirsl ggf??

hasznalataval kaphatunk tobb informéciot.

4.2. SymPy hasznalata hipergeometrikus fliggvények ke-

zelésére

Itt is a bemutatott fiiggvények és a hasznalt valtozok deklardlaséval kezdjiik.

from sympy.concrete.gosper import gosper_sum, hypersimp
from sympy import hyper, hyperexpand

from sympy.abc import n, k, m, r, a, b, z

from sympy import simplify, binomial, factorial, combsimp

A hipergeometrikus fliggvények dbrazolasara a hyper python-fiiggvény alkalmas, mely

két listdban varja az felsé majd az als6 paramétereket, majd az argumentumot. A hyperexpand

fliggvény pedig megprobalja szebb alakra hozni a megadott fliggvényt, és még a bonyo-

lultabb esetekben is gyakran sikeres.
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f = hyper((1,1),(1,),2)
display (f)
display (hyperexpand (f))

1,1
QPH z
1

1—-=2

# ConcMath 5.78

f = hyper((la)’(b’l)’z)
display(f, hyperexpand(f))

)
1P§ z
b, 1

21730, 1 (2v/2)T(D)

A hyperexpand konkrét szam argumentumok esetén is miikodik:

# ConcMath 5.82

f = hyper((1,-n),(-n-r,),1)
display (f)

display(simplify (hyperexpand (£f)))

1,—n
oI 1
—n—r

n+r+1
A programcsomagban Gosper algoritmusa a gosper sum filiggvénnyel érhetd el. Be-

r+1

menetként az 6sszegzends tagot kéri és azt, hogy mi szerint és mettdl meddig 6sszegezzen.
Ha masodiknak csak egy szimbolikus valtozot adunk meg, akkor a hatédrozatlan problémét
oldja meg (antidifferenciat keres), az also és felss korlatok megadaséaval pedig a hatéarozott
feladatra ad valaszt.

Amennyiben az algoritmus futésa soran azt kapja, hogy nem lehet 0sszegezni a tagot,
None értékkel tér vissza.

Az alédbbi példa a Konkrét Matematika korabban kézzel is megoldott feladatanak el-
lendrzése. A kapott valasz eltér a konyvben megadott megoldastél, de kis vizsgalattal
ellendrizhets hogy csak egy konstans tagban térnek el, ami az antidifferencia keresésénél
nyilvan megengedett. Ennek az eltérésnek az az oka, hogy a programcsomag az egyiittha-

tokra kapott egyenletrendszer megoldasa soran méasik valtozot valasztott nullanak.
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# ConcMath 5. fejezet 33. feladat

term = 1/(k**x2-1)

display(term)

t = gosper_sum(term, k)

display (t)

display(simplify (t.subs(k, k+1)-t))

r = (1-2xk)/(2xk*x(k-1)) # 4 megadott megoldas
display(r)

display(simplify(r.subs(k, k+1)-r))
display(simplify(t-r))

1

k2 —1
2k% — 1
2%k(k — 1)
1
K2 —1
1— 2k
2k(k — 1)
1

k2 —1
-1

Az alabbiakban két példa kovetkezik a hatarozott esetre az ,A=B” konyvbdél. Ezek

eredményei kis atalakitas utdn konnyen 6sszehozhatoak a megadott megoldasokkal.

A masodik példa ramutat a programcsomag egyszertsitési eljarasanak kis hidnyossaga-

ra, mivel nem kezeli az abban szerepl6 exponencialis tag egyszertsitését. A . rewrite ( factorial )

metodus hasznalata ahhoz sziikséges, hogy a Gamma-fiiggvény helyett faktorialis segitsé-

gével irja ki a kapott eredményt

# AdeqB 5.7 2a

term = n**2*a*xx*n
display(term)
t=gosper_sum(term, (n,0,m))

display(simplify (t))

n, 2
an
a(—a+ a™m? + 2a™m + a™ — 2a™ ' m? — 2a™m + @™ + a™Pm? — 1)
(a—1)°
# AdegB 5.7 24
term = n*(n+a+b)*axxn*xb**xn/(factorial (n+a)*factorial (n+b))

display(term)
t=gosper_sum(term, (n,0,m))

display(simplify(t).rewrite(factorial))

32



a"b"n(a+b+n)

(a+n)!l(b+n)!
em log (a)+mlog (b)a|b' 1

(@ —Dla+m)lb—Dib+m)l  (a=D=1)!

4.3. WZ-bizonyiték gyartasa

A programcsomag dokumentacidja alapjan nem tartalmaz beépitett eljarast WZ-tantsitvanyok
gyartasara, am ez az alabbi révid programmal konnyedén orvosolhatd. A gosper sum
fliggvény hivasanal fontos a combsimp fiiggvény hasznalataval valdé egyszertibb alak-
ra hozas, enélkiil nem képes minden esetben hipergeometrikus tagként felismerni a neki
megadott differenciat.

Az eljaras bemenetként egy fiiggvényt és a két valtozojat varja. Az eljaras kimenete

az r WZ-bizonyiték egyszertsitett alakban.

from sympy import symbols, combsimp

def forward_diff (f, n):

return f.subs(n, n+1) - f

def WZ_certificate(f, n, k):
k1 symbols ("k1")
df = forward_diff(f, n)

t = gosper_sum(combsimp(df), (k, 0, k1))
if t:

r = (t.subs(kl, k-1)/f)

g = (rxf)

return combsimp(r).rewrite(factorial)
else:

return None

Az alabbi példék az ,A=B” konyvbdl szarmaznak.

Az els6ben sikeresen egyszeri eredményhez jutunk.

# deqB 7.5.2
x = symbols ("x"

f = kxbinomial (n+1,k)*binomial(x,k)/((n+1)*binomial (x+n, n+1))
display (£)

r = WZ_certificate(f, n, k)

display (r)

kG (")

(n+ 1)
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k(k—1)

(k—n—-2)(n+x+1)
A masodik és harmadik példdban a kapott bizonyiték sajnos nem egyezik meg a konyv-

ben adott megoldassal, ami szintén par egyszertsitési hianyossagnak rohato fel. Szeren-

csére a differenciak ellenérzésével megbizonyosodhatunk az eredmény helyességérsl.

# degB 7.5.1

f = (2*%x(k+1)*(k+1)=*xfactorial (2*xn-k-2)*factorial(n))\
/(factorial (n-k-1)*factorial (2%*n))

display (f)

r = WZ_certificate(f, n, k)

display(simplify(r))

g = rx*f

display(simplify(forward_diff (f,n)/forward_diff(g,k)))

25 (| + 1)n!(—k + 2n — 2)!
@2n)!(=k+n—1)!
k(k—2n+1)I(n+1)
Ak —n)'(n+3)

# degB 7.5.3

f = factorial(n)**4/(factorial (k)**2xfactorial (n-k)**2*xfactorial (2%
<~ n))

display (f)

r = WZ_certificate(f, n, k)

display(simplify(r))

display(simplify(forward_diff (f,n)/forward_diff (r*f,k)))

nl?

E2(2n)/(—k + n)!?
k*(2k —3n —3)I'(n + 1)
A(k —n—1)°T(n+3)

1

34



Irodalomjegyzék

[FS09)

[GosT8|

[GKP9S]

[Hajo7]

[KRSO07]

[Knu97]

[Lov08]

[Niv69)

[Pet92]

[PPO7]

[PWZ96]

[Sym]
[Wil06]

[Csu80]

P. Flajolet és R. Sedgewick. Analytic Combinatorics. 1. kiadas. USA: Camb-
ridge University Press, 2009.

R. W. Gosper. , Decision Procedure for Indefinite Hypergeometric Summati-
on”. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of
America 75.1 (1978), 40-42. oldal.

R. L. Graham, D. E. Knuth és O. Patashnik. Konkrét Matematika [Concrete
Mathematics/. Forditotta F. Sandor és méasok. Budapest: Miiszaki Konyvkiado,
1998.

P. Hajnal. Osszeszdamldldsi problémdk. Polygon Jegyzettar, 1997.

G. Y. Katona, A. Recski és C. Szabo. A szdmitdstudomdny alapjai. Budapest:
Typotex Kiado, 2007.

D. E. Knuth. The art of computer programming. Vol. 1. Fundamental algo-
rithms, Third edition [of MR0286317|. Addison-Wesley, Reading, MA, 1997.

L. Lovasz. Kombinatorikai problémak és feladatok. Budapest: Typotex Kiado,
2008.

[. Niven. ,,Formal power series”. Amer. Math. Monthly 76 (1969), 871-889. ol-
dal.

M. Petkovsek. ,, Hypergeometric solutions of linear recurrences with polynomial
coefficients”. J. Symbolic Comput. 14.2-3 (1992), 243-264. oldal.

M. Petkovsek és T. Pisanski. ,,Combinatorial Interpretation Of Unsigned Stir-
ling And Lah Numbers”. Pi Mu Epsilon Journal 12.7 (2007), 417-424. oldal.

M. Petkovsek, H. S. Wilf és D. Zeilberger. A = B. Wellesley, MA: A K Peters,
Ltd., 1996.

SymPy. URL: https://www.sympy.org (elérés datuma 2020. 05. 13.).

H. S. Wilf. generatingfunctionology. Third. Wellesley, MA: A K Peters, Ltd.,
2006.

I. Csukas. Ststi, a sdrkdany. Budapest: RT'V-Minerva Kiado, 1980.

35


https://www.sympy.org

	Diszkrét Kalkulus
	Alapfogalmak
	Stirling-számok
	Áttérés a szokványos és a faktoriális hatványok között

	Generátorfüggvények
	Definíciók, értelmezés, műveletek
	Példák
	Összegzések, Sárkányfű módszer ("Snake Oil method")

	Hipergeometrikus függvények
	Definíció
	Gosper algoritmusa
	WZ párok és bizonyítékok

	A módszerek számítógépes használata
	SymPy használata generátorfüggvények kezelésére
	SymPy használata hipergeometrikus függvények kezelésére
	WZ-bizonyíték gyártása

	Irodalomjegyzék

