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Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Grolmusz Vince tanar
urnak az érdekes témafelvetést és azt, hogy felkeltette érdeklGdésemet a gépi tanulas
agygrafokon vald alkalmazasa irdnt. Koszonom a rendszeres konzultacidkat, az
irdnymutatast, a jo otleteit és tanacsait. Szeretném megkoszonni kutatotarsamnak,
Keresztes Laszlonak a témahoz valé mindig lelkes és motivalo hozzaallast, a
kozos kutatéasainkba fektetett munkat és a rengeteg segitséget. Végiil szeretném

megkoszonni a csaladomnak és barataimnak a tdmogatasukat és biztatasukat.



1. Bevezetd

A természettudomanyok szdmos teriilete foglalkozik olyan objektumokkal, amelyek
adatokbol és a kozottiik fennallo kapcsolatokbol éllnak. Az ilyen objektumok
szerkezete leirhato grafokkal: a grafok csticsai kisebb objektumokat jelolnek, a graf
élei pedig az ezek kozott 1évs kapcsolatokat reprezentéljak. Sok esetben igaz az,
hogy ha két objektumhoz két olyan graf tartozik, amelyek valamilyen szempontbol
hasonléak, akkor a két objektum is hasonlit egyméshoz bizonyos tulajdonsagot
tekintve, vagy ha két cstcs kozel van egymashoz a grafban, akkor az altaluk
reprezentalt objektumok kozott is van kapcsolat. Példaul a kémiaban a molekulak
szerkezete leirhato grafokkal, ahol egy molekulaban jelen 1évé atomok tekinthetdk a
graf csicsainak, az atomok kozotti kotések a graf éleinek. Ha két molekula szerkezete
hasonlé, akkor bizonyos tulajdonsigaikat tekintve a két molekula hasonloan
viselkedik. Egy masik példaként megemlithetGek az agygrafok, ahol a graf cstcsai
agyteriileteket jelolnek, a graf élei pedig az ezen teriiletek kozotti kapcsolatokat.
Korabbi kutatasok bebizonyitottak azt, hogy az egyének egyes tulajdonsigai
Osszefliggésben vannak az egyén agygrafjaval. Az interneten 1évé weboldalak is
tekinthetSk egy graf cstcsainak, az oldalak kozotti hivatkozéasok a graf éleinek. Ha
két cstics egymaéashoz kozel helyezkedik el ebben a grafban, akkor jo eséllyel az altaluk
jelolt weboldalak hasonlé témajuak. A mérnoki tudomanyok teriiletén példaul
az objektumfelismerésben az objektum alakjahoz bizonyos modszerekkel grafot
rendelnek hozza (skeletonization), ezutédn két graf hasonlosagabol kovetkeztetnek
az objektumok alakjanak hasonlosagara. A gyakorlatban altaldban az adatok graf
reprezentacioit mar ismerjiik, és a kihivast az jelenti, hogy az eltérolt hasonlosagra
hogyan joviink réa. Ilyenkor gyakran érdemes a gépi tanulds eszkozeihez fordulni,
melyeknek koszonhetGen tanitéadatok segitségével prediktalhatjuk az tdjonnan
érkezd graf szerkezetd adatok altal eltarolt objektumok egyes tulajdonsagait.
Altalaban két esetet kiilonboztethetiink meg: egy grafon belill a cstcsok
kozelségébdl vagy a cstcsok hasonld szerepébdl kovetkeztetiink a cstucsok altal
reprezentalt objektumok hasonlésagara, vagy pedig két graf hasonlosédgabol torténik
ez a kovetkeztetés. Az elss esetben egy grafon beliil kell a graf cstucsait klasszifikalni,

vagy pedig a graf cstucsaihoz értéket rendelni, vagyis az input egyetlen grafbol all.



Ezen beliil is megkiilonboztethetiink még eseteket: ha a feladat az, hogy a graf
csticsaihoz diszkrét cimkéket rendeljiink, ahol az input graf néhany cstcsénak a
cimkéjét ismerjiik, és ezekbdl a cimkékbdl és a graf szerkezetébdl kell kovetkeztetni
a tobbi cstiics cimkéjére. ElSfordulhatnak olyan esetek is, amikor az input graf
néhény csicsahoz un. feature vektorok vannak hozzarendelve, a feladat pedig a
tObbi csticshoz tartozo vektorok kiszamitasa. Az ilyen jellegii alkalmazésok teriiletén,
amikor az input egyetlen graf, rendkiviil erds eszkozok a graf konvolicios halok és
a graf neurdlis halok [1, 2|. Az ilyen esetekben sokszor csak kevés cstcs cimkéjének
vagy feature vektordnak ismerete is elég ahhoz, hogy magas pontossagot érjen el az
adott halo a tobbi csticshoz tartozo értékek predikcidjaban. A szakdolgozatomban
az utobbi esetet fogom részletesebben targyalni, ezek koziil is azt az esetet, amikor
klasszifikacié a feladat, vagyis amikor egy gépi tanuldsi médszer tobb grafot kap
inputként, és ezeket a grafokat kell ketté vagy tobb osztalyba sorolni. Ezt a
problémat tobbféleképpen meg lehet kozeliteni. Egy lehetséges megkozelités az,
hogy a grafokat bedgyazzuk R%be, ezutan ezekkel a d dimenzidés vektorokkal
dolgozunk tovabb, ugyanis a gépi tanulasi modszerek tulnyomorészt valos vektorokat
kapnak inputként és ezekkel dolgoznak. A természetes nyelvfeldolgozas (natural
language processing - NLP) teriiletén hasznalatos, szavakat vagy akar egész
dokumentumokat d dimenziés térbe beagyazd algoritmusok otletébsl kiindulva
késziiltek mar algoritmusok, melyek grafokat &gyaznak be szavak helyett. A
szavakat beagyazo algoritmusok mogott az a gondolat all, hogy ha két sz6 gyakran
hasonlé kontextusban szerepel, akkor a jelentésiik is hasonld lehet, igy az R%
be val6 bedgyazéasaiknak is kozel kell lenniiik egymashoz. Ha két dokumentum
hasonlo szavakbol épiil fel, akkor a két dokumentum beagyazasaval kapott vektorok
tavolsaga legyen kicsi. A grafbedgyazd algoritmusok {6 Otlete az, hogy ahogyan
az NLP teriiletén hasznalt algoritmusokkal a szavak beagyazésabol megkaphato
egész dokumentumok beagyazasa, ugy egy graf bedgyazasa is megkaphatd a benne
gépi tanulasi modszerek kozott népszertiek a mesterséges neuralis halok (artificial
neural network - ANN) és a szupport-vektor gépek modszere (Support-Vector

Machine — SVM)[4]. Ha valamilyen moédszerrel a grafokat méar beagyaztuk R?-be,



akkor konnyen felépithetiink egy neuralis halot, amely a bedgyazott vektorokat
klasszifikdlja. Ha az adatok két osztélyba sorolhatok, akkor az SVM moddszernél
megprobalunk keresni egy olyan hipersikot, amely elvalasztja R%ben a két osztaly
elemeit. Ezt a feladatot fel lehet irni egy optimalizalasi feladatként, melyben az
optimalizaland6 fliggvény az ismert cimkéji adatok paronkénti skalarszorzatait
tartalmazza. El6fordulhat azonban, hogy nem létezik olyan hipersik, amely
elvilasztja a két osztalyt. Ilyenkor azt a hipersikot akarjuk megkeresni, amely a
lehetd legkevésbé klasszifikdlja félre a megadott pontokat. Mivel nem létezik minden
esetben tokéletesen szeparald hipersik, megprobalkozhatunk az tun. kernel triikkel
[4, 5]. Ez azt jelenti, hogy nem R%ben probaljuk egy hipersikkal szétvalasztani
a két osztalyt, hanem egy maésik térben. Ilyenkor egy leképezéssel a megléve
adatainkat egy masik skalarszorzatos térbe képezziik, és az optimalizéalasi feladatban
az adatok paronkénti skalarszorzatait lecseréljilk az 1j térben vett paronkénti
skalarszorzataikra. Gyakran magat a leképezést, amely az 1j térbe képezi a meglévs
adatainkat, nem kell kiszdmolni, anélkiil is ki tudjuk szamitani az adataink
képeinek skalarszorzatat. Kernelfiiggvényeknek nevezik azokat a szimmetrikus,
kétvaltozos fliggvényeket, melyek az 1j térben vett skalarszorzatot adjak vissza. A
kernelfiiggvényekre tgy is gondolhatunk, hogy valamilyen szempontbdél az adatok
hasonlosagat fejezik ki egy valds szammal.

A dolgozatomban olyan kernelfiiggvényekkel fogok foglalkozni, amelyek grafokon
vannak értelmezve. A 3.2.-es fejezetben sz6 lesz arrol, hogy milyen tulajdonsagokkal
kell rendelkeznie egy fiiggvénynek, hogy az a valds szam, amelyet két grathoz
hozzarendel, egy skalarszorzatos térben a két graf képének skalarszorzata legyen.

A dolgozat 9. fejezetében agygrafok klasszifikicidjaval fogok foglalkozni, erre
kernelizalt SVM-et fogok hasznélni. Az agygrafokat réviden a 2. fejezetben mutatom
be. Az agygrafokat bioldgiai nem szerint sorolom két osztalyba. Korabbi kutatasok
ravilagitottak arra, hogy a férfi és a néi agygraf szamos grafparaméterben eltér
egymastol [6, 7. A dolgozatban 1évé klasszifikdcio az agygrafstruktira (kiillonbozs
élek megléte/nemléte) alapjan torténik.

Az ez utani fejezetekben grafok alatt mindig véges grafokat kell érteni. Néha

iranyitott, maskor iranyitatlanok lesznek a gréafok, ezt egy adott kernelfiiggvény



targyalasa el6tt mindig megemlitem. Ha irdnyitott grafokrol van szé egy kernel
esetén, de az adataink irdnyitatlan grafokat tartalmaznak, akkor egy irdnyitatlan él
megduplazasaval és kétféle megiranyitasaval készithetd irdnyitott graf az iranyitatlan
grafbol. Sok esetben a graf cstcsai vagy élei meg lesznek cimkézve, ugyanis az
alkalmazasokban is tobbszor eléfordul, hogy a grafok csiicsai vagy élei kiilonbozé
csoportokba oszthatok. Példaul a kémiai alkalmazasokban, ahol a grafok molekulédkat
reprezentalnak, a csucscimkék jelolhetnek kiilonb6zd§ atomokat, az élcimkék pedig a
kotések fajtait. Az élek rendelkezhetnek még egyéb szamszerd attribitumokkal is,
példaul hosszusagokkal vagy mas élstulyokkal. Ha egy kernelfiiggvény targyalasanal
van egy olyan feltétel, hogy a csiicsok és az élek rendelkeznek cimkékkel, viszont a
mi adatainkban, amelyekre a kernelt alkalmazni szeretnénk, nincsenek megcimkézve
a grafok csicsai vagy élei, akkor minden csticshoz hozzarendelhetjiik ugyanazt a
cimkét (példaul egy ‘0’ cimkét), ugyanigy az élekhez is hozzarendelhetiink egyforma
cimkéket. Ha szerepel olyan feltevés, hogy az élek sulyozva vannak, viszont az

adataink nem rendelkeznek élsilyokkal, akkor minden él vehets 1-es sullyal.



2. Az agygrafok

Az agygraf tekinthet6 az emberi agy egy makroszkopikus modelljének, ahol
a graf csicsai agyteriileteket jelolnek, a graf élei pedig ezen agyteriiletek
kozotti kapesolatokat. Az agygrafok diffizios MRI felvételek alapjan késziilnek, a
traktografia nevii modszer alapjan a FreeSurfer program segitségével. A diffazios
MRI arra épiil, hogy az agyban 1évé vizmolekulak &aramlésabol feltérképezziik
az agy sziirkeallomanyanak teriiletei kozott huzodo axonkotegeket. Az agy
sziirkedllomanyaban a vizmolekulak nem rendelkeznek konkrét aramlési irannyal,
viszont konnyebben dramlanak a fehérallomanyt alkot6é axonok mentén, ami lehetévé
teszi az axonkdtegek feltérképezését a vizmolekuldk aramlésanak megfigyelésébdl.
Tulajdonképpen az agygrafok esetén nem lényeges az, hogy ezek a kotegek
hogyan helyezkednek el a fehérallomanyban, minket csupédn az érdekel, hogy
a sziirkeallomany mely teriiletei vannak Osszekotve. Igy egy él két cstcs
kozott megfeleltethetd annak, hogy a két agyteriilet kozott létezik-e kozvetlen
informéaciocsere, mig az axonkotegek szdma megmutatja, hény ilyen kiilénbo6zé
kozvetlen kapcsolat van két agyteriilet kozott, ami egyszersmind a kapcsolat
erGsségét is jelzi.

Az altalam hasznalt adathalmaz 1064 egyén agygrafjat tartalmazza, ebbdl 489
ferfi és 575 n6i agygraf. Minden egyén MRI felvételébdl 5 kiilonbozs felbontasu
agygraf is késziilt, ezen 5 felbontas esetén a graf csiicsszamai rendre 83, 129, 234, 463,
1015. Ezek mind az agy sziirkeallomanyanak valamekkora felbontéasat jelentik, pl. 83
cstcs esetén 83, nagyjabol azonos méreti agyteriiletre bontjuk a sziirkedllomanyt.
Az agygrafban a csicsoknak ezek az agyteriiletek felelnek meg, mig két cstcs
kozott pontosan akkor megy él, ha a két csticsnak megfelels agyteriilet kozott halad
idegrostkoteg.

Minden felbontasban a cstcsok a kovetkezd attributumokkal rendelkeznek:
(x,y,z) térbeli koordinatak; a régié neve, amelyet jelol; a cstics kéregbeli vagy
kéregalatti. Természetesen kiilonbozé grafok azonos indext csticsai ugyanazt az agyi
régiot jelolik. Minden felbontas esetén az éleknek a kovetkezé attribtitumai vannak:
idegrostok szama; idegrostok atlagos hossza; az atlagos fractional anisotropy (FA),

mely a diffazi6 iranyban haladasat méri.



3. Szupport-vektor gépek (SVM)

3.1. A linearis SVM

A gépi tanulds témakorében az SVM egy népszertd, gyakran alkalmazott tanulési
moédszer. A linearis SVM alapfeladata: Adott n pont Ré%ben, ezek 1, zo, ... z,,
valamint adott ¥, y2, ... ¥n, ahol minden i esetén (i = 1..n) y; = 1 vagy
y; = —1. A feladat az, hogy talaljuk meg R%ben azt a hipersikot, amely a lehetd
legjobban elvalasztja az x; (y; = 1) pontokat az z; (y; = —1) pontoktol. Két esetet
kiilonboztetiink meg: 1étezik olyan hipersik, mely elvalasztja a két pontosztalyt,
vagy nem létezik szeparalo hipersik. Ezen esetek targyalasakor a [4]-ban bemutatott

modszert kovettem.

3.1.1. 1. eset: létezik szeparalé hipersik

Ha létezik olyan hipersik, amely szeparalja a két pontosztalyt, akkor a feladatunk
az, hogy azt a hipersikot keressiik meg, amely esetén a hipersikhoz legktzelebb esé
pontok tavolsaga maximalis. Ezt a tavolsagot margonak szoktak nevezni, jeloljik a
margét m-mel. Mivel a két pontosztaly szeparalhato, vildgos, hogy az optimaélis
szeparalas mellett mindkét osztaly azon pontjai, melyek legkdzelebb vannak a
hipersikhoz, m/2 tavolsagra lesznek a szeparald hipersiktol. A cél az, hogy az m
margot maximalizaljuk. Ez a feladat optimalizalési feladatként irhato fel. Jeloljiik
w-vel egy adott szepardld hipersik esetén a sik normalvektorat, b-vel azt az értéket,
amelyre a w-x+b = 0 egyenlet a hipersik egyenletét adja. Mivel a hipersik elvalasztja

a két osztaly pontjait, teljesiil a kovetkez6:
w-x; +b>a>0,
hay; =1 (i=1..n), és
w-xj+b< —a <0,

ha y; = —1 (j = 1...n). A hipersik w és b paramétereit skalazhatoak ugy, hogy a-t

1-nek tudjuk valasztani.



Tudjuk, hogy egy z* pont w - x + b = 0 egyenletd hipersiktol vald tavolsdga

|w-z*+b|
[[wl]

a skalazas miatt a hipersikhoz legkozelebb esé pontokat ebbe behelyettesitve

. Ha most az optimalis szeparal6 hipersik paramétereit w* és b* jeloli, akkor

lw*-x+b*| 1
[[w*[| [[w*]]”

_2
[fw*||*

minimalizélasaval tudjuk maximalizalni m értékét.

vagyis a marg6 hossza m = Vagyis a szeparal6 hipersik euklideszi normajanak

Tehat a feladatunk az, hogy minimalizaljuk az m(w,b) = %w -w célfiiggvényt,
ahol a feltételeink azok, hogy az egyik pontosztaly a hipersik egyik oldalara, mig a

mésik pontosztéaly a hipersik masik oldalara essen, azaz (i, j = 1,2,...n)
w-r; +b>1
minden olyan 7 indexre, ahol y; = 1, és
w-(—z;)—b>1
minden olyan j indexre, ahol y; = —1. Egyszeriibben irva:
y(w-z;,+0)—1>0

minden | = 12,..n indexre. Igy megkaptunk egy kvadratikus
optimalizalasi feladatot. Azokat az x; vektorokat, melyek az optimalis
hipersiktol ~ vett  tavolsaga  minimalis, szupport-vektoroknak  nevezziik.

A feladat Lagrange-dualisa:
L(w,b, o) = gl|w|]* = 327 e (yi(w - 2+ b) = 1),

ahol «; > 0. A Karush-Kuhn-Tucker-tételt és a dualitastételt felhasznélva a felirt

optimalizaléasi feladat helyett nézhetjiik a kovetkezs optimalizalasi feladatot:

max(320 ) o — 5 200y DT Oy )

A korlatozo feltételek pedig:



Az SVM modszer a duélis feladatot oldja meg, hogy megtaldlja a maximalis margoju
szeparal6 hipersikot.
Elsfordulhat olyan eset, hogy a kiindulasi pontrendszeriink nem szeparalhato

linedrisan egy hipersikkal. Ekkor a kovetkezSképpen jarunk el:

3.1.2. 2.eset: nem létezik szeparal6é hipersik

Uj valtozokat, un. slack valtozokat vezetiink be (2;, @ = 1..n), melyekkel a
felreklasszifikalast mérjiikk. Megadunk egy C' stlyt is, amivel biintetjiik azt, ha nem

jol klasszifikalunk egy-egy pontot. A minimalizaland6 célfiiggvény:
min(;w - w+ O3, 2)
A korlatozo feltételek (i = 1,2...n):
yi(wxr; —b) > 1— 2z
z; >0
A feladat Lagrange-dualisanal az optimalizalando6 célfiiggvény:
max(321 o — 5 200 DT 0y )
A korlatok:
Yoy =0

ési=1,2..nre



3.2. Kernelizidlt SVM

Ha az adataink nem szeparalhatok linearisan, akkor felmeriilhet az a kérdés, hogy
ha egy ¢ fiiggvénnyel egy maésik térbe képeznénk Gket, akkor ott el tudnénk-e
valasztani a két pontosztéalyt. Az elzGekben lattuk, hogy ha egy szeparal6 hipersikot
szeretnénk talalni, akkor egy olyan optimalizalasi feladatot kell megoldanunk,
amely felirdsdban az adataink (z;-k) egymassal vett skalarszorzatai szerepelnek.
Ha egy ¢ leképezéssel egy F Hilbert-térbe képeznénk az adatainkat, akkor
megprobalkozhatnank egy F-beli szepardld hipersik megkeresésével. Ehhez elég a

mar emlitett

max(321 o — 5 300y D YY)

optimalizalasi feladatban az z; - z; skalarszorzatokat lecserélni a ¢(x;) és ¢(x;)
vektorok JF-beli skalarszorzatara. Vegyiik észre, hogy itt a konkrét ¢ leképezést
nem kell kiszamolnunk, elég ismerni minden ,j péarra a ¢(x;) és ¢(z;) vektorok
skalarszorzatat.

A [5] irodalomban talalhaté péar definicio és allitas, amelyek segitségével
egyszertien meg lehet mondani, hogy milyen tulajdonsigokat kell teljesitenie egy
szimmetrikus, kétvaltozos k fliggvénynek ahhoz, hogy k(z,y) egy valamilyen Hilbert-

térben 1év§ skalarszorzatot jelentse. Legyen x nemiires halmaz, legyen F Hilbert-tér.

3.1. Definicié. A ¢ : x — F tipusi leképezéseket feature fiigguényeknek

(jellemzdfiigguényeknek) nevezziik, az F tér neve feature tér (jellemzdtér).

3.2. Definici6 (Gram-matrix). Legyen adott eqy szimmetrikus k : x> — R fiiggvény,
€s 1, ...k € X. Ekkor az m x m-es K mdtrizot, ahol K;; ‘= k(x;,x;), az x1, ...y,

pontok k fiigguényre vonatkozo Gram-mdtrizdnak nevezzik.

3.3. Definicio (Pozitiv szemidefinit méatrix). Az m X m-es valds és szimmetrikus
K mdtriz pozitiv szemidefinit, ha ), ;Cici Ky > 0 barmely ¢;, c; valds egyitthatok

eseten.

3.4. Definicié ((Pozitiv szemidefinit) kernel). Egy szimmetrikus k : x X x — R
fligguényt kernelfiiggvénynek neveziink, ha minden m € N és x1,...x,, € X esetén a

K Gram-mdtriz pozitiv szemidefinit.



3.5. Allitas. Teqyiik fel, hogy k : x x x — R kernelfiigguény. Ekkor létezik olyan
F Hilbert-tér (feature tér) és ¢ : x — F leképezés, hogy minden x;,x; € x esetén
k(z;,z;) = (p(xi), d(x;)) 7, ahol (.,.)5 az F-beli skaldrszorzatot jeléli. Forditva is
igaz: tetszdleges F Hilbert-tér és ¢ - x — F leképezés esetén a K = (p(x;), o(z;)) F
mdtriz pozitiv szemidefinit, vagyis a k : x X x = R, k(z;,x;) = (¢(z;), o(z;)) 7
fiigguény kernelfiigguény.

3.6. Megjegyzés. Kernel trikknek nevezziik azt, amikor eqy algoritmus eqy k
kernelfiggvényt haszndl, és létrehozunk egy mdsik algoritmust gy, hogy az elsd

algoritmusban a k fiiggvényt lecseréljiik eqy mdsik k' kernelfiiggvényre.

A kernelizalt SVM-ben is ezt a kernel triikkot alkalmazzuk, ugyanis a kozonséges
skalarszorzatot cseréljiik le egy méasik k kernelre. A kovetkezd fejezetekben lesz sz6

ezekrdl a k fiiggvényekral.
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4. Cimkeparokon és cimkesorozatokon alapul6

grafkernelek

Ebben a fejezetben a [8] cikkben ismertetett kerneleket mutatom be. Ebben a részben
graf alatt cimkézett, iranyitott, parhuzamos élek nélkiili grafot értsiink, élsulyokkal
most ne foglalkozzunk. Egy adott graf esetén az A méatrix adjacenciamatrixot jelol.
Tegyiik fel, hogy a grafok cstucscimkéi az £ = {l1,ls, ...l )z} véges halmazbol valok.
egy adott G = (V, E) graf esetén az L egy matrix, mérete |L| x |V| és L;; = 1
pontosan akkor, ha a v; cstics cimkéje /;, més esetben L;; = 0. Kénnyen ellendrizhetd,
hogy az LLT matrix atlojaban az i-edik elem azt mutatja, hogy az [; cimke az
adott graf hany csicsanak a cimkéje. Ismert, hogy egy graf adjacenciamétrixédnak
hatvinyai a graf csticsai kozott mend, adott hosszisagu sétak szamat taroljak, azaz
A7 elem a v;-bdl vj-be mend n hosszt sétédk szama. Ebbdl konnyen adodik, hogy
az (LA™LT),;; elem azt mondja meg, hogy hany olyan n hosszt séta van a grafban,

melynek egyik végpontja [; cimkéjd, a masik [; cimkéjd.

4.1. Cimkeparokon alapul6 grafkernel

Tegyiik fel, hogy a grafokban csak cstucscimkék vannak, élcimkék nincsenek.

Egy G graf esetén jelolje W,,(G) az 6sszes G-ben el6fordulo n éli sétat. Legyenek
a A1, A2, Az... szamok nemnegativ valos szamok. Ha w € W,,(G), akkor [;(w) jeldlje a
w séta elsd csiucsanak cimkéjét, 1,41 (w) pedig az utolso csics cimkéjét. Leképezhetjiik
a grafokat egy ¢ leképezéssel egy |£|* dimenzios F feature térbe a kovetkezképpen:
minden (I;,1;) cimkeparhoz tartozzon egy |£]* dimenzios v, ;) egységvektor ugy,
hogy a v, 1) vektor egy koordinataja 1-es, a tobbi 0, és kiilonbozé (I;,1;) parokhoz
kiillonb6z6 egységvektor tartozzon. Minden G graf esetén ¢(G)-t ezen vektorok
linedris kombindacijaként irjuk fel. Ebben a linearis kombinécioban a v, ;) vektor

egylitthatoja legyen
> onet Al{w € Wi(G) - li(w) = I Alnga (w) =1}

A (-, )5 skalarszorzat legyen a szokasos skalarszorzat. Ekkor egy grafkernel

definialhat6 a kovetkezd modon:
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4.1. Definicié (Cimkeparokon alapulé grafkernel). A fenti jelolésekkel a Gy és Gy
grdaf esetén a cimkepdrokon alapulo k grdifkernel: k(G1,G2) = (o(G1), p(G2))r =
(Li(3o2y NAYD LT, La(307 NADLLY, ahol a mdsodik (.,.) skaldrszorzat alatt azt
kell érteni, hogy az azonos méretd mdtrizok megfeleld elemeit dsszeszorozzuk, majd

a kapott szorzatokat 0sszeadjuk.

Ha itt a \; nemnegativ valos szamokat tigyesen valasztjuk meg, akkor a .2 A A
sor konvergens lesz és az 6sszeget konnyen ki lehet szamitani. Ha példaul A; = 1/il,
akkor ismeretes, hogy az emlitett sszeg e alakban irhaté. Ha viszont megfelels A
vélasztassal minden i-re \; = A, akkor az dsszeg (I — AA)™L.

Ha az el6forduld cimkék szama (vagyis |L£|) kicsi, akkor F dimenzidja is kicsi,
igy nem biztos, hogy elég hasznos lesz az alkalmazésokban ez a grafkernel. A
kovetkezoként emlitett grafkernel esetében mér végtelen dimenzios lesz az F feature

tér.

4.2. Cimkesorozatokon alapulé grafkernel

Ebben a részben tegyiik fel, hogy a csticsok és az élek is cimkézve vannak. Ha
a grafadathalmazunkban nincsenek cstucscimkék, akkor minden csticshoz rendeljitk
hozza a 0’ cimkét, ha nincsenek élcimkék, akkor minden élhez rendeljiik hozza az
1" cimkét.

Jelolje S,, az Osszes lehetséges cimkesorozat halmazét, amely egy n éld séta soran
el6fordulhat. Ha s € 5, akkor s; a séta els6 cstucsanak cimkéje, sy az ezt kovets él
cimkéje, s3 a masodik cstucs cimkéje, ... s9,11 a séta utolsod csucsanak cimkéje. Egy
G graf esetén W, (G) jelentse ugyanazt, mint az el6bb. Ha w € W, (G), akkor w-re
ugy tekintiink, mint a séta n + 1 csticsanak és n élének valtakozo felsorolasa. Az F
feature tér végtelen dimenzios lesz, minden n € N-re .S, minden eleméhez kiillénb6z6,
0-1 koordinataja egységvektorok fognak tartozni. Legyen \; > 0 (i € N). Ha s € S,,,
S = §159...5941, akkor egy G grafra a kovetkezSképpen definidljuk az s-hez tartozo

feature értéket (vagyis az s-hez tartozo egységvektor egytitthatojat):
0s(G) = VA [{w € W, (G), Vi : l;(w) = s},

ahol [;(w) a w-ben elsfordulo i. cimke.
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Ha Gy = (Vi,E;) és Gy = (Vs Ey) két graf, akkor tobbféleképpen is
definidlhatjuk a direkt szorzatukat. Ebben a részben érdemes a kdvetkezd definiciot
nézni: a direkt szorzatuk egy Gy = (Vi, Ex) graf, ahol V, = {(vy,v5) € V] x V5 :
l(v1)) = l(vg)} és Ex = {((ug,v1), (ug,v2)) € V2 : (ug,v1) € Ey A (ug,v9) €
Ey A (I(u1,v1) = l(ug,v9))}, ahol I(v) a v cstcs cimkéje, [(u,v) pedig az (u,v) él
cimkéje. A direkt szorzat graf is cimkézett: G egy v = v; X vy csuicsanak cimkéje
az 6t definidlé vy és vy cimkéje (a definicié miatt a kettd ugyanaz). Hasonloan G
egy élének cimkéje az 6t definiald két él cimkéje.

Nem nehéz latni, hogy ha tesziink egy n élbdl allo w sétat G«-ben, akkor tudunk
tenni egy olyan n élbdl allo sétat Gi-ben és Ga-ben is, mely esetén a cstcsokon
és az éleken valtakozva el6forduld cimkék pontosan ugyanazok, mint amelyek w-ben
fordulnak els, és ugyanez forditva is elmondhat6. Az is konnyen adodik, hogy s € .S,

esetén

Hw € W, (Gx),Vi: lj(w) = s} = {w € W,(G1),Vi: l;(w) =s;}|{w €
Wo(G9), Vi : l;(w) = s;}].

Si H

Most értelemszertien G és Go esetén a (G1, G9) 7 skalarszorzatot ugy kapjuk, hogy
G és G5 megfelels feature értékeit 6sszeszorozzuk minden lehetséges s cimkesorozat

esetén, és a kapott szorzatokat osszeadjuk. Ekkor a kovetkezs grafkernelt kapjuk:

4.2. Definicié (Cimkesorozatokon alapuld grafkernel). A fenti jelolésekkel a
G1 €és Gy grdf esetén a cimkesorozatokon alapuld k grifkernel: k(Gi,Gs) =
(0(Gh),0(Ga))r = Z%ﬂl[zzozo)\nA’;]ij, ahol A, a direkt szorzat grif

adjacenciamdtrizdt jelols.

Megfelel6 \; egytitthatok megvalasztasaval a fenti » - A, A% sor konvergens

lesz és a sorOsszeg egyszeriien kiszdmolhato.
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5. Véletlen sétakon alapulé grafkernel

Ebben a részben a [9] cikkben ismertetett kernelekrdl lesz szo.

5.1. Jelolések

Ebben a részben iranyitott grafokkal foglalkozunk, feltessziik még, hogy a grafok
er6sen oOsszefliggbek. V. = {vy,vq,..0,} véges halmaz jeloli egy adott graf
csucshalmazat, E C V x V jeloli a graf iranyitott éleinek halmazat, (v;,v;) € E
pontosan akkor, ha a grafban vezet él v;-b6l v;-be. Feltessziik még, hogy a grafokban
nincsenek hurokélek vagy parhuzamos élek. Ha iranyitatlan grafokkal is szeretnénk
dolgozni, akkor egy élet vegyiink be két kiilonboz6 iranyitassal, vagyis (v, v;) € E
pontosan akkor, ha (v;,v;) € E. Gyakran olyan grafokkal dolgozunk, amelyek élei
stlyozva vannak, w;; > 0 jelolje a (v;, v;) él stlyat. Ha nincs (v;, v;) él, akkor legyen
w;; = 0. Ha egy grafban nincsenek élsulyok, akkor az A matrix az adjacenciamatrix
transzponaltjat jeloli, vagyis /Lj =1 & (vj,v;) € E, egyébként flij = 0. Ha
a graf élei silyozottak, akkor 1l-esek helyett a megfelel stlyt (wj;) irjuk /L-j-be.
Az A métrix jelolje az A matrix olyan normalizalt valtozatat, melyre A minden
oszlopaban 1 lesz az elemek Gsszege. A := AD™!, ahol D egy diagonalis matrix,
melyben Dj; = >, flm Ezentil a w;; szamok mar ennek a normalizalt métrixnak

az elemeit jelolik.

5.2. Véletlen sétak

Az A normalizalt matrix elemeire tekinthetiink gy, mint valoszintiségekre. Nézziink
véletlen sétékat a grafokon. Kezdetben adott egy py n magas oszlopvektor (n az adott
graf cstcsainak szama), melynek i-edik eleme annak a valoszintiségét tartalmazza,
hogy a véletlen séta a v; cstucsbol indul. Ha nincsenek elGzetes ismereteink pg-1ol,
akkor minden koordinataja legyen 1/n. Tegyiik fel, hogy a véletlen sétank elss k

csucsa a vy, Uy, ..U, csicsok. Ekkor w;,, ;, mondja meg annak a valosziniiségét,

k
hogy a v;,,, cstcs lesz a séta kovetkezd cstcsa. A p, == A'py vektor azt mondja meg,
hogy egy t éld séta esetén mekkora a valészintisége annak, hogy az egyes csticsok

lesznek a séta (¢ + 1)-edik pontjai, vagyis a p; i-edik koordinatidja adja annak a
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valészintiségét, hogy egy t éld séta utols6 pontja v;. A grafkernel definidlasakor
minden csicshoz fog tartozni egy megallasi valészintiség is. Jelolje ¢ azt az n
magas oszlopvektort, mely az egyes cstcsokhoz tartozé megallasi valoszintiségeket
tartalmazza, vagyis a j-edik koordinata annak a valdszintisége, hogy ha a véletlen
séta a v; ponthoz ért, akkor ott befejezédik. El6zetes ismeretek nélkiil itt is, mint po-
nal, lehet minden koordinata 1/n. Ekkor ¢%p; lesz annak a valészintisége, hogy egy
véletlen séta ¢ 1épés utan megall. Ha ¢ minden koordinatajat 1/n-nek valasztjuk,
akkor ez az érték minden ¢ esetén ugyanaz lenne, ezért ilyenkor a kernelértékek

kiszamitasakor az A méatrix D~ 1-zel val6 normalasat nem végezziik el.

5.3. Grafkernel definialasa

Ebben a részben cimkézett grafok alatt csak élcimkével rendelkezé grafokat értsiink,
cstuicscimkékkel most ne foglalkozzunk. Legyen £ az élek cimkéinek halmaza. Minden
n csucst grathoz tartozik egy n x n-es L cimkemétrix, ahol L;; € £ és L;; a (vj,v;)
él cimkéje. Feltehets, hogy van L-nek egy specidlis eleme, £, és ha a grafban nincs
(vj,v;) €l, akkor L;; = ¢&.

Tobbféleképpen is definialhato két graf direkt szorzata. A [9] cikk szerzsi egy
olyan definiciét hasznalnak, ahol nem veszik figyelembe a grafok élcimkéit. Ha G, =
(Vi, Ey) és Gy = (Va, E5) két graf, akkor a direkt szorzatuk egy G, = (Vi, Ex) graf,
ahol Vi, =V} X Va és Fy = {((u1,v1), (ug,v2)) € V2 : (uy,v1) € By A (ug,v3) € Ea}.
Ha A, jelsli a G, graf adjacenciamatrixanak transzponaltjat, A, pedig a Gy grafét,
akkor a direkt szorzat graf adjecenciamatrixanak transzponéltja a kovetkezéképpen
irhato fel: A~X = /L ® Ag. Ha A egy a; X as-es matrix, B egy by X bs-es, akkor az

A ® B matrix egy a1b; X asbs-es matrix lesz, és
AllB AlgB R AlagB
A® B := : : :
A1 B Au2B ... AuB
Az A ® B matrixot az A és B matrixok Kronecker-szorzatanak nevezik. Ugyanez

igaz a normalt matrixokra is: ha A; az Al normaltja, Ay az 142 norméltja, akkor a

G grathoz tartozo A, igy irhato fel: A; ® As.
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A cél egy olyan kernel definidlasa, mely két graf hasonlosagat a rajtuk
végrehajtott véletlen sétak hasonlosagaval méri. Ezt meg lehet gy tenni, hogy
Gi-en és Go-n is véletlen sétakat generdlunk, és ezutdn megszémoljuk, hogy hany
séta van, amely mindkét graf esetén elGjott. Ha adottak a pg; és poe kezdeti
valoszintiségek, melyek azt mutatjak, hogy egy véletlen séta Gi-ben és (Ga-ben
mekkora valoszintiséggel indul az egyes cstucsokbdl, akkor G, grafra ez a py
valoszintiség a kovetkezSképpen irhatd: py = por ® poe. Ugyanez elmondhaté a
megallasi valoszintségekre is: ¢« = ¢1 ® ¢o.

Ha van egy pozitiv szemidefinit &£ kernel, mely az £ x £ halmazban 1év6
cimkeparokhoz rendel valés szamokat, akkor jelolje F a kernelhez tartozé feature
teret, ¢ : L — F pedig a feature leképezést. Feltessziik, hogy a ¢ leképezés az L
halmaz specialis £ eleméhez F nullelemét rendeli. Ha adott egy G graf és a hozzéa
tartozo L cimkematrix, akkor a ¢(L) matrixot G feature matrixanak nevezziik, ahol
[6(L)];; az az F-beli elem, ahova az L;; elemet képezi a ¢ leképezés.

Legyen adott két élcimkézett graf: G és (9, a hozzajuk tartozo cimkemétrixok

Ly és Ly. A Gy direkt szorzat grathoz definidlhato egy silymatrix:

Wy = ¢(Ly) ® ¢(Lo),

ahol a ¢(Ly) és ¢(Ls) matrixok elemei F-beli elemek, és a Kronecker-szorzat

Ha nincsenek élcimkék, akkor nézhetjiik azt az egyszert esetet, amikor ¢(L) = A.
Ekkor W, = A,. Ha pedig ¢(L) = A, akkor W, = A,. Ha vannak élcimkék,
L ={ly,ls,...1,}, akkor a ¢ leképezés definialhato gy, hogy az [; cimkét az r magas

e; egységvektorba viszi. Ilyenkor egy adott G' graf esetén a ¢(L) méatrixot érdemes

=1
=7

diagonélis matrix i-edik diagonalelemét. A ¢(L) méatrix tbbi eleme legyen 0. Igy a

normalni is, vagyis ha L;; = I, akkor ¢(L;;) ek, ahol d; jeloli a mar definialt D
W, matrix egy eleme akkor nem lesz 0, ha mindkét grafban létezik a megfelels ¢l
és ugyanaz a cimkéjiik. Bevezethets egy ujfajta jelolés: minden [ = 1,2, ...r esetén
jelolje A®) azt a matrixot, mely i-edik sordnak j-edik eleme A;; pontosan akkor, ha
L;; = li,, egyébként pedig 0. Ekkor a W, matrix igy is felirhato: >, Agi) ® Agi).
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Nem nehéz latni, hogy ha két graf direkt szorzat grafjaban tesziink egy véletlen
sétat, akkor az a séta megfelel egy-egy sétanak mindkét grafban. Felhasznalva azt,
hogy Ay = A; ® Ay, A¥ minden eleme egy olyan szdm, amely azt mutatja, hogy
mekkora a valoszintisége annak, hogy egyszerre tehetiink meg egy-egy k éli véletlen
sétat G1-ben és Ga-ben, ahol az egyik séta (G; két rogzitett csucsa kozott megy, a
masik pedig G2 két rogzitett csticsa kozott.

Wy-re és a hatvanyaira tekinthetiink tgy, hogy a GG és G5 grafok hasonlésagat
a benniik végrehajthato, kiilonb6z6 hosszusagn véletlen sétdkban mérik. Ha a py és
qx kezdeti és megallasi valoszintségek adottak, akkor egy grafkernelt definialhatunk

a kovetkezsképpen:

5.1. Definici6  (Véletlen sétakon alapulo grafkernel). k(Gy,G2) =
St o (k)X WEpy, ahol minden k-ra a w(k) > 0 egyitthatokat gy kell

megudlasztani, hogy a sor konvergens legyen.

Ha a definiciéban szerepld sor konvergens, akkor egy pozitiv szemidefinit kernelt
kapunk. Ennek belatasahoz el6szor érdemes bevezetni a vec(.) jelolést: ha A egy
p X g-as matrix, akkor vec(A) egy pq magas oszlopvektor lesz, melyet ugy kapunk,
hogy A els6 oszlopaval kezdve egymés ala pakoljuk A oszlopait, vagyis

Aa
vec(A) == o
Ay
ahol A,; az A matrix j-edik oszlopa. Be lehet latni, hogy ha A, B, C matrixok,

méreteik olyanok, hogy az ABC szorzés értelmes, akkor
vec(ABC) = (CT @ A)vec(B).
Teljes indukcioval belathato a kovetkezo:
Whpy = vec|p(L1)"pr(¢(La)Fp2)T].

TWEp,. Ha gy helyett ¢ @ go-t frunk, W¥p,-re alkalmazzuk a masodik

Nézziik ezt: g3,
tulajdonsagot, akkor ezt kapjuk:

GEWEp. = (@1 ® q2)"vec[d (L) p1(o(La)*pa)"].
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Ismert, hogy (X ®Y)? = XT®@Y7T. Ezt a tulajdonsiagot és a fenti elsé tulajdonsagot

alkalmazva

WDy = (@1 ® q2)"vec[d(L1) p1(d(La) pa2)"| = veclqg d(La)*pa(d(Ly)fp1) q1] =
(a1 (L1)*p1)" (a3 ¢(L2)"p2).

Ha most pp(G) = ¢T¢(L)p, akkor a kapott kifejezés pp(G1)T pr(Go)-vel egyenld,
ez pedig pozitiv szemidefinit. Felhasznélva azt, hogy pozitiv szemidefinit kernelek
nemnegativ linedris kombinéciéi és pontonkénti limeszei is pozitiv szemidefinit
kernelt eredményeznek, a k(G1,Gz2) = > oo u(k)gxWEpy kernel valoban pozitiv
szemidefinit, ha a sor konvergens. (hivatkozas)

Ha a p(k) egyiitthatokat tgy valasztjuk meg, hogy u(k) = A* olyan A > 0-ra,

amely esetén a sor konvergens, akkor a fenti kernel igy irhato:
k‘(Gl, GQ) = qz([ — /\Wx)flpx.

A [8] cikkben bemutatott kernel is megkaphato alkalmas (k) egytitthatok mellett.
Ha |V(G1)| = n1, |[V(Ga2)| = ne, az emlitett kernel a kévetkezs alakban irhato:

k(le G2) = Z:L:ll Z;Lil ZZO:o )‘k[Ali]ij-

Ha most u(k) = Mg, p1 és po megfelels méret oszlopvektorok, melyek minden
koordinataja 1/nq, illetve 1/ny (ekkor py és gy is olyan niny magas oszlopvektorok,
melyek minden koordinataja 1/(ning)), valamint a ¢ leképezést a fent emlitett

modon ugy valasztjuk, hogy W, = Ay, akkor az ebben a részben definialt kernel
1

a mar emlitett cimkesorozatokon alapul6 grafkernel w2ny-Szerese. [tt is ugyanugy,
mint a cimkesorozatokon alapul6 grafkerneleknél, megfelelen valasztva a p(k)
egyiitthatokat, megkaphatd a geometriai vagy az exponencialis sordsszeg is.

A konkrét megvalositasban, ha az 5.1.-ben definidlt kernelt szeretnénk
kiszamolni, és feltessziik, hogy mindkét graf n csticsi, akkor a W, matrix mar n?xn?-
es lesz, és az invertalas miatt O(n%) id6be telik kiszamolni a k(G1, G) értéket (ha
nem szamolunk azzal, hogy egy n X n-es matrix invertélasara ismert O(n¢) ideji
algoritmus, ahol ¢ < 3). A 9] cikkben bemutatnak néhany otletet ennek hatékony
kiszamitasara. Egyik otlet az, hogy felhaszndlhatjuk az X = SXT + X, alaku

egyenlet megoldasara szolgalé hatékony algoritmusokat. Itt az S, T, X, méatrixok
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adott n X m-es valdés maétrixok, az X n X n-es valdés maétrixot keressiik. Sok
programcsomag rendelkezik olyan metodussal, amely ezt az egyenletet O(n?) id6ben

meg tudja oldani. A cikkben levezették, hogy a fenti 5.1.-ben latott kifejezés felirhato
igy:

qLvec(X) = qL (I — A\Wy ) py,

ahol X egy olyan nxn-es matrix, mely egy X = SXT+ X, alakt egyenlet megoldasa,
vec(x) pedig azt jelenti, hogy az X matrixbol elkészitiink egy n? magas oszlopvektort
gy, hogy X oszlopait egymasra pakoljuk. Igy tulajdonképpen O(n®) id6 helyett
O(n?)-ben ki lehet szamolni a grafkernelt.

Egy masik lehetséges megoldas az, hogy olyan programcsomagot hasznélunk,
mely az Mx = b egyenletrendszert gyorsan meg tudja oldani, ha M teljesit par
feltételt. Ilyenek az an. conjugate gradient metdédusok (CG methods), amelyek
gyorsan megoldjak a fenti egyenletrendszert, ha az M matrixnak kevés kiilonbo6zé
sajatértéke van, vagy ha az M matrix ritka. Egy ilyen metodussal el6szor megoldjuk
az (I — A\Wy)x = py egyenletrendszert, majd az eredményt balrél megszorozzuk a
q% sorvektorral.

Ha nem toreksziink arra, hogy a kernel pontos értékét szamoljuk ki,
modszerrel kozelithetjiik az értéket. Ebben az esetben az x = py + AW, x megoldasat
akarjuk kozeliteni. Legyen xg = px és x41 = px + AWy ;. Ha M-t kellGen kicsinek

valasztjuk, akkor x; konvergalni fog a megoldashoz.
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6. A Weisfeiler-Lehman-kernel

Ebben a fejezetben a [10] cikkben bemutatott Otletet fogom ismertetni. Egy
olyan gréafkernelrdl lesz sz6, amely az egydimenzids Weisfeiler-Lehman-algoritmuson
alapszik. Ez az algoritmus azt probalja eldonteni, hogy két adott graf, G; és
G5, izomorfak-e. A grafizomorfia eldontése altalanos grafok esetén nem egyszerd
a feladat. A probléma NP-ben van, de nem bizonyitott, hogy NP-teljes lenne és
polinomiélis algoritmus sem ismert a megoldasara [10]. Az egydimenzios Weisfeiler-
Lehman-algoritmus két graf izomorfidjat a grafok cstucsainak Kkiszinezésével
(megcimkézéséevel) szeretné eldonteni. Ez t6bb iteracioban torténik, minden
iteracioban frissitjiikk az Gsszes cstcs cimkéjét, viszont eléfordulhat, hogy egy cstcs
cimkéje egy iteracié utan nem valtozik meg. Ha a két grafban el6forduld cimkék
halmaza nem egyezik meg valamelyik iteraciéo utén, akkor az algoritmus megall.
Ekkor ugyanis biztos az, hogy a két graf nem izomorf. Ha ez nem torténik meg, akkor
az algoritmust egy el6re meghatarozott szamu iteracioig futtatjuk (ez gyakran n, ahol
n a graf csucsainak szama - feltehetd, hogy a két graf csticsainak szama azonos, hiszen
ha ez nem teljesiil, akkor biztosan nem izomorf a két graf), vagy pedig az iteraciokat
addig ismételjiik, amig a cstcsok particioja nem véltozik (két csics akkor kertil egy
osztalyba, ha ugyanaz a cimkéjiik). Ha az algoritmus végén a két grafban elfordulo
két cimkehalmaz nem azonos, akkor nem izomorfak a grafok. Ha ezek a halmazok
megegyeznek, akkor vagy izomorf a két graf, vagy pedig az egydimenzios Weisfeiler-
Lehman-algoritmus nem tudta megkiilonboztetni 6ket. A [10] szerint legtobb esetben
ez az algoritmus jo teszt az izomorfia eldontésére. Vannak azonban grafok, ahol ezzel
az algoritmussal nem lehet eldonteni két grafrol, hogy izomorfak-e.

Ebben a részben tegyiik fel, hogy iranyitatlanok a grafjaink és van egy [
fiiggvénytlink, amely a graf minden cstcsédhoz egy véges halmazbol hozzarendel egy
cimkét. Feltehetd, hogy ez a halmaz egymast kovets természetes szamokbol all. Ha
cimkézetlen grafokkal szeretnénk dolgozni, akkor ez az [ fliggvény rendelje hozzé
minden cstcshoz az '1’-est. A grafot gyakran a (V) E, ) harmassal jeldljiik, ahol V'

és F a graf csics- és élhalmaza.
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6.1. A Weisfeiler-Lehman-algoritmus egy iteracidja

Kezdetben mindkét graf cstucsaihoz hozzéarendeljik azt a cimkét, amelyet az
[ fiiggvény hozzarendel. Egy iterdcioban az torténik, hogy minden cstucshoz
hozzarendeliink egy multihalmazt. Ez a multihalmaz az adott cstcs szomszédainak
cimkéit tartalmazza. Ezutdn minden multihalmazban névekvé sorrendben rendezziik
az elemeket, majd ezt egy stringgé flizziik O0ssze. Ezutan minden cstcs esetén a
cstcshoz tartozo multihalmazbol képzett string elé beszurjuk az adott cstics cimkéjét.
Most sziikségiink van egy f fiiggvényre, amely minden cstcs esetén tomoriti a
cstcshoz tartozo stringet és elkésziti a csticsok 1j cimkéit. Ennek az f fiiggvénynek
injektivnek kell lennie, vagyis két cstcs csak akkor kapjon megegyezd 4j cimkét, ha
a hozzajuk tartozo stringek is megegyeztek. Ilyen f-et konnytd konstrualni: elgszor a
csticsokhoz tartozo multihalmazokbol képezett stringeket rendezziik lexikografikus
sorrendben. Legyen egy szamlalonk, amelyben azt szamoljuk, hogy f hany kiilonbo6zé
stringet tomoritett mar. Ha egy iteracioban f-nek egy olyan stringet kell tomoritenie,
amilyet méar kordbban tomoritett, akkor ezt a stringet f tomoritse tugy, hogy a
szamlalo aktualis értékét rendeli hozza. Ha egy olyan string jon, amelyet korabban
még nem tomoritettiink, akkor a szamlalot noveljiik meg 1-gyel és ez az érték legyen
a string tomoritése. Mivel a stringek rendezve vannak, igy az azonos stringek egymas
utéan jonnek, igy az f ugyanazt az értéket rendeli hozzajuk, viszont két kiillonbo6zé
string nem kapja ugyanazt a tomoritést, hiszen a sorrendben késébb kdvetkez6hoz
egy nagyobb szamot rendel f. Ha f-fel minden stringet tomoritettiink, akkor a

csucsok 1j cimkéi legyenek ezek a tomoritések.
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Algorithm 1 One iteration of the 1-dim. Weisfeiler-Lehman test of graph isomorphism

1. Multiset-label determination
e Fori =0, set M;(v) :=Io(v) = £(v). ?

e For i > 0, assign a multiset-label M;(v) to each node v in G and G’ which consists of the

multiset {/;_1 (u)|u € A[(v)}.
: Sorting each multiset
e Sort elements in M;(v) in ascending order and concatenate them info a string s;(v).
e Add/;_1(v) as a prefix to s;(v) and call the resulting string s;(v).
: Label compression
e Sort all of the strings s;(v) for all v from G and G’ in ascending order.

o]

(¥ 8]

e Map each string s;(v) to a new compressed label, using a function /' : Z* — Z such that

f(s:(v)) = f(s;(w)) if and only if 5;(v) = s;(w).
4: Relabeling
e Set [;(v) := f(s;(v)) for all nodes in G and G'.

A Weisfeiler-Lehman-algoritmus egy iteracioja [10].

Jelolje [; azt a csticscimkézd fiiggvényt, amely egy graf csicsaihoz hozzarendeli
azokat a cimkéket, amelyekkel a Weisfeiler-Lehman-algoritmus i-edik iterécidja utan

rendelkeznek. [y legyen a kezdetben is adott [ fliggvény.

6.1. Definicio. Egy G = (V, E,l) grdf i mélységi(magassigi) Weisfeiler-Lehman-
grdfjanak nevezzik o G; = (V,E,l;) grifot. Eqy G grdf h-mélységii Weisfeiler-

Lehman-grifsorozatanak nevezziik a Gy, G, ...Gy sorozatot, ahol Gy = G.

6.2. Definicio. Legyen k tetszdleges grafkernel (ez lesz az alapkernel). A h iterdcios

Weisfeiler-Lehman-kernelt a kévetkezoképpen definidljuk:
ks (G.G) = k(Go, Gy) + K(C1,Gy) + -+ (G, G,

ahol Gy, G1,...G), és GB,G;,...G;L a G-hez és G -hoz tartozé Weisfeiler-Lehman-

grdfsorozatok.
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Ha a k alapkernel pozitiv szemidefinit, akkor tetszéleges h-ra a k‘(,}[ﬁ)L grafkernel

pozitiv szemidefinit. Ugyanis ha r jeloli azt a fiiggvényt, amelyre G;11 = r(G;),

c stz

/

a k kernelhez tartozo feature-leképezést, akkor k(G;, G;) = (0(Gy), o(G))) =
(p(r'(@)), p(r'(G))). Ha ¢ = ¢ o ri, akkor k(G;,G;) = (¢ (G), ¢ (G")), vagyis
k(G;,G) pozitiv szemidefinit. Mivel k:‘(,’[ﬁ)L(G, G') ilyenek Gsszegébol adodik, ezért
k:(Gj,G;)—k tetsz6leges nemnegativ linearis kombinécioit is nézhetnénk. Igy kicsit
altalanosabb pozitiv szemidefinit kernelt kapnank.

Jelolje 3; a Weisfeiler-Lehman-algoritmus i-edik iteraciéja utan G-ben és G -
ben el6forduld csticscimkék halmazat, Y jelolje a kezdetben el6fordulé cimkékét.
Feltehetd, hogy ezek a ¥; halmazok paronként diszjunktak. Feltehetd még, hogy a >;
halmazok rendezve vannak, vagyis ¥; = {01, 02, ...04x, |} Legyen ¢; : {G, G IxY%; —
N az a fiiggvény, melyre ¢;(G, 0;;) a 0;; cimke el6fordulasainak a szama a G grafban.
Definialhato egy kernel, amely megszamolja G és G esetén a grafokban eléfordulo
kozos cimkéket, miutan h iteraciot elvégeztiink a Weisfeiler-Lehman-algoritmussal.

A kovetkezd kernel pontosan ezt teszi:

6.3. Definicié (Szamlalo Weisfeiler-Lehman-kernel). A kordbbi jeléléseket haszndlva

a G és G grifok esetén a grifkernel
kl(/}[;)[/count(G7 Gl) = <¢§/}[ﬁ)[/count(G)7 g;)Lcount(Gl»i
ahol

A (G = (oG, 001), s oG Toisg))s s (G ), oy (G sy )

0 oG = (co(G,001), - 0 ( G T0ps0))s s (G T11)s oo (G sy )
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7. A Tanimoto- és a minmax-kernel

Ebben a fejezetben a [11] cikkben ismertetett kernelekrdl lesz sz6.

Iranyitatlan grafokkal foglalkozzunk csak, és tegyiik fel, hogy a csicsok és az
élek cimkézve vannak. Az A = {I{,13,...[3} halmaz jeldlje a csticscimkék halmazat,
a B ={I4,15,...1'} halmaz pedig az élcimkék halmazét. Jelolje P(d) az Gsszes olyan
cimkesorozatot, amely olyan utat kodolhat, amely legfeljebb d éld, vagyis P(d)
elemei olyan legfeljebb 2d + 1 hosszu sorozatok, melyek hossza péaratlan, minden
paratlanadik tagja A-beli elem, minden parosadik tagja B-beli.

Legyen d rogzitett. Legyen G graf, p € P(d) esetén legyen ¢,(G) az a fiiggvény,
amely 1-et vesz fel, ha van G-ben legaldbb egy olyan legfeljebb d éld ut, amely
cimkézése a p cimkesorozatnak felel meg, egyébként 0-t. A ¢ leképezés rendeljen

minden G grathoz egy vektort a kovetkezGképpen:

A(G) = (6p(G))peria)-

Hasonloképpen definialhato egy ¢ leképezés is, amely megszamolja, hogy P(d) egyes
elemeit hanyszor kapjuk meg G-beli cimkézett utakként. A ¢,(G) fiiggvény legyen az
a fliggvény, amely egy G graf esetén k-t vesz fel, ha pontosan £ kiilonbo6zd, legfeljebb
d éli ut van G-ben, amely megcimkézése a p € P(d) cimkesorozatot allitja els. A )

leképezés a kovetkezd vektort rendeli hozza egy G gréathoz:

A(G) = (0p(G))per(a)-

Ezeket a leképezéseket felhasznalva megadhatd két grafkernel a kovetkezSképpen:
k(G7 Gl) = <¢(G)7¢(G/)> = ZpEP(d) ¢p(G)¢p(Gl)7
K(G,G) = (6(G), )(G) = 3 e pray 90(G)p(G).

Koénnyen lathato, hogy ezek pozitiv szemidefinit kernelek. A k és k kernelek

segitségével definidlhaté még a kovetkezs két kernel:

7.1. Definicié (Tanimoto-kernel). : A fenti k kernel segitségével a G és G' grdfok

esetén a Tanimoto-kernel értéke a kovetkezd:

| N [i(eXed)
ktammoto(Ga G ) T RGA)+R(G,GH-K(G,G "
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A Tanimoto-kernel szdmlalojaban azon P(d)-beli elemek szama all, amelyek
G-ben és G'-ben is elsfordulnak legfeliebb d hosszi utak cimkesorozataként, a
nevezében pedig azon elemek szama all, amelyek G és G koziil legalabb az egyikben

eléfordulnak.

7.2. Definicié (Minmax-kernel). A fenti ¢, leképezés segitségével a G és G grafok
S pe ) Min($p(G),dp(G))

esetén a minmaz-kernel értéke a kivetkez6: kpminmaz (G, G') = = YA
peP(d) p(&):Pp

A [11] cikk szerint a Tanimoto-kernel és a minmax-kernel pozitiv szemidefinit

kernelek.
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8. Legrovidebb utak kernele

Ebben a részben a [12] cikkben bemutatott Otletet fogom ismertetni. Most is
irdnyitatlan és Osszefiigg6 grafokat tekintsiink. A grafok élei rendelkezhetnek
sialyokkal, azonban ezek a stulyok most valamilyen tavolsagot fejezzenek ki, ezért
legyenek pozitivak. Ha a grafokban nincsenek élsulyok, akkor minden él silya legyen
1. A grafok cstcsai rendelkezhetnek valamilyen véges halmazboél szarmazo cimkékkel.

Legyen adott két graf, G; és Go. Jelolje P(G1) a G grafban elgforduld olyan
sétdk halmazat, amely esetén egy sétdban nem ismétlédnek élek, P(Gs) jelolje
ugyanezt a G, graf esetén. Tegyiik fel, hogy mar definialtunk egy cstucskernelt és
egy élkernelt, melyek két cstcshoz, illetve két élhez rendelnek egy értéket. Legyen
k, egy kétvaltozos pozitiv szemidefinit fiiggvény a P(G1) és P(G3) elemein, melyre
p1 € P(Gh) és po € P(Gs) esetén a k,(py, p2) értéket a pi-ben és po-ben eléforduld
cstucsokon és éleken kiszamolt cstcskernel, illetve élkernel értékeinek szorzataként

definidljuk. Ezutan definidlhato a kovetkezd grafkernel:

(G Ga) = 30 e pic) 2opmep(Gn) FoP1sP2);

vagyis a G1 és G grafokban el6forduld, citeélismétlédést nem tartalmazo sétékra
paronként ki kell szamitani a k, értékét, majd ezt Osszegezni.

Be lehet bizonyitani, hogy ez a kernel pozitiv szemidefinit. A bizonyitas otlete az,
hogy a fenti k kernel felirhatd tgy is, mint egy tugynevezett pozitiv szemidefinit
R-konvolucios kernel [13]. A dolgozatban az R-konvolicios kernelekrsl nem lesz sz0,
ezért a bizonyitas részleteit sem irnam le most.

Bar a fent definialt kernel pozitiv szemidefinit, a kiszamitasdhoz meg kell hatarozni
az Osszes utat Gi-ben és Go-ben, az pedig ismert, hogy egy NP-nehéz probléma.
Emiatt érdemes lehet a fenti kerneldefiniciot moédositani tgy, hogy ne az Gsszes
élismétlédést nem tartalmazd sétara menjen az Osszegzés. Mivel feltettiik, hogy
pozitivak az élsilyok, a Floyd-Warshall-algoritmussal polinom idében (O(n?)
idében, ahol n az adott graf cstucsainak szama) meghatarozhatd egy grafban az
Osszes cstcspar kozott mend legrovidebb 1t hossza. Igy felvetddhet az az 6tlet, hogy
modositsuk a fenti k kerneldefiniciot agy, hogy csak a legrovidebb utakra menjen az

Osszegzés. Ehhez elGszor érdemes kiszamitani minden G grafhoz a legrévidebb utak
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grafjat, mely egy teljes graf, cstucsszama megegyezik GG cstucsszaméval és minden

él stlyozva van, mégpedig egy uv él sulya a G gratban 1év6 legrovidebb uv Gt hossza.

8.1. Definici6 (Legrovidebb utak kernele). Legyen Gy és Gy két grdf, S1 = (Vi, Ey)
és Sy = (Va,8) pedig ezen grifokbol képezett legrovidebb utak grdafjai. Ekkor a

legrovidebb utak kernele Gy és Gy esetén a kiovetkezd értéket veszi fel:

klegrévidebb utak<G1> Gy) = ZeleEl Ze2eE2 ke(er, e2),

ahol k. eqy pozitiv szemidefinit kernel az éleken.

A fenti klegrévidebb utak kernel pozitiv szemidefinit. A bizonyitas étlete ebben
az esetben is az, hogy erre a kernelre tekinthetiink tgy, mint egy R-konvolicios

kernelre.

Az alkalmazasokban gyakran definialjak a k. kernelt a kovetkezSképpen: ha e;
és ey hossza nem egyezik meg, akkor k.(e1, ) értéke legyen 0. Ha a két hossztsag
megegyezik, és a grafok csicsai nincsenek cimkézve, akkor a k.(e1, e5) érték legyen
1. Ha a cstcsok rendelkeznek cimkékkel, akkor a k.(eq,es) érték akkor legyen 1, ha
e1 két végpontjanak cimkéi megegyeznek e; két végpontjanak cimkéivel, kiilonben ez
érték legyen 0. Vagyis ekkor cimkézetlen esetben az ugyanolyan hosszt legrévidebb
utparok szamat hatarozzuk meg Gi-ben és Go-ben, cimkézett esetben pedig az
ugyanolyan tipusi csticsparok kézott mend, azonos hosszusagu legrovidebb utparok

szamat.
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9. Eredmények

A bemutatott kerneleket a gyakorlatban is kiprobaltam az agygrafokon. A 83 és
129 csicsu felbontéast adatokkal dolgoztam. Szamoltam kerneleket az egész grafokra
és redukélt grafokra is. A redukalas ugy tortént, hogy négy agyi lebeny koziil
(homloki lebeny - frontalis; falcsonti lebeny - parietalis; halantéki lebeny - temporalis;
nyakszirti lebeny - occipitalis) az Gsszes lehetséges modon kivalasztottam kettét, és
az agygrafok azon éleit tartottam meg, amelyek mindkét végpontja a kivalasztott
két lebeny egyike. A 129-es felbontasban olyan redukélast is elvégeztem, amelyekben
csak egy lebeny csiicsait és a lebenyen beliil halad6 éleket hagytam meg.

A kernelizalt SVM-et kétosztalyu klasszifikiciora hasznaltam, az alanyok neme
szerint osztélyoztam az agygrafokat. A kerneleket 240 grafra szamoltam ki, ezekbdl
120 férfi és 120 néi agygraf. A kiszamolt kernelek koziil egy kernel (a véletlen sétakon
alapulo grafkernel) figyelembe veszi az élsulyokat, ha vannak. Ennél a kernelnél
a grafok élattributumai kozil a number of fibers nevd sulyt, vagyis az idegrostok
szamat hasznaltam. A csicscimkéket figyelembe vevs kernelek esetében az agygrafok
azonos agyteriiletet jelols cstucsainak cimkéi megegyeztek, a kiilonboz6 agyteriiletet
jelold csiicsok cimkéi is kiilonboztek.

Minden esetben két részre osztottam az adatokat: tanitéadatokra és
tesztadatokra. A tanitdadatokon betanitottam egy kernelizalt SVM modellt, majd
a tesztadatokon megnéztem a predikcids képességét, vagyis megnéztem, hogy a
tesztadatok valodi osztalyai és a betanitott modell altal prediktéalt osztalyok hany
szazalékban egyeznek meg. Minden esetben 10 teszt pontossaganak atlaga adta
a végsd predikcios pontossagot. Mindig 60 adatot hasznaltam tesztelésre (30 ndi,
30 férfi), tobbi adatot tanitasra hasznaltam. Minden esetben a 60 tesztadatot
véletlenszertien vélasztottam ki az Osszes adatbol. A kernelizalt SVM-nek van
egy C hiperparamétere. Ezt a hiperparamétert mind a 10 esetben a tanitdéadatok
segitségével, 10-es cross validation hasznalataval hataroztam meg.

A kernelizalt SVM-en kiviil megnéztem az egyszerd linearis SVM predikcios
képességét is. Itt minden agygrafot egy d-dimenzios vektorral reprezentaltam, ahol d
a 240 agygrafban el6forduld kiilonbozé élek szama. Két esetet vizsgaltam: silyozott

és sulyozatlan esetet. A silyozott esetben a d-dimenzids vektorok koordinatéi a
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megfelels élek number of fibers értékei, a stulyozatlan esetben minden koordinéata 0
vagy 1, annak megfelel6en, hogy az adott él jelen van-e a vektor altal reprezentélt
agygrafban.

A kernelizalt és linearis SVM-hez a Python Scikit-learn programcsomagjéat és a
[14]-ben feltiintetett Github repository-t hasznaltam.

9.1. A kernelizalt és linearis SVM o0sszehasonlitasa

A kovetkezo négy téablazat a linearis SVM és a kernelizalt SVM altal elért predikcios
pontossagokat tartalmazza a két felbontasban. A Data nevii oszlop a két lebeny latin
nevének kezdébetiit tartalmazza (homloki lebeny - frontalis (F); falcsonti lebeny
- parietalis (P); halantéki lebeny - temporalis (T); nyakszirti lebeny - occipitalis
(0)). Az all nodes nevii mezd azt jeloli, hogy az agygrafokat nem redukaltam. A
kernelizalt SVM eredményeit tartalmazé tablazat érték nélkiili mezdi arra utalnak,
hogy az adott kernel kiszamitasi ideje nagyon hosszii volt az adott esetben, vagy
pedig a kernelizalt SVM modszer nem kezdett konvergalni 15 percen belil. A
tablazatban talalhato kernelek: random walk - véletlen sétdkon alapuld grafkernel;
WL - Weisfeiler-Lehman-kernel; minmaxz - minmax-kernel; sp - legréovidebb utak

kernele; lab.seq - cimkesorozatokon alapuld gréafkernel; tanimoto - Tanimoto-kernel.

9.1.1. 83-as felbontas

A kovetkezd két tablazatbol kideriil, hogy ennél a felbontésnal az élsilyokat hasznalo
linedris SVM és az élsiilyokat nem hasznal6 kernelek koziil a kivalasztott lebenyektél
fiiggGen hol az egyik modszer, hol a masik médszer teljesit jobban, viszont néhany
esetben ezek a modszerek sokkal jobbak az élstulyokat nem hasznalé lineéris SVM-nél

és az élsulyokat hasznalo, véletlen sétakon alapul6 kernelnél.
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Data Number of features Weighted acc. Unweighted acc.
FT 312 0.733 0.583
FP 315 0.781 0.653
FO 221 0.726 0.628
OoP 141 0.691 0.618
TO 179 0.730 0.630
TP 224 0.753 0.585
all nodes 1749 0.802 0.747

1. tdblazat. Linearis SVM a 83-as felbontéast agygrafokon

random walk

Data WL minmax sp lab.seq tanimoto
FT 0.526 0.721 0.693 0.743 0.678
FP 0.598 0.720 0.708 0.728 0.72
FO 0.53 0.738 0.738 0.763 0.748
OP 0.651 0.651 0.658 0.672 0.665
TO 0.588 0.643 0.628 0.658 0.617
TP 0.623 0.648 0.63 0.678 0.631
all nodes 0.751 0.748

2. tablazat. Kernelizalt SVM a 83-as felbontasu agygrafokon
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9.1.2. 129-es felbontas

Ebben a felbontasban az élsilyokat hasznalé kernelizalt SVM szerepelt a
leggyengébben, a tobbi hdrom koziil pedig a lebenyek valasztasatol fiigg, hogy melyik

modszer pontosabb.

Data Number of features Weighted acc. Unweighted acc.
F 446 0.748 0.692
T 199 0.705 0.731
O 57 0.610 0.521
P 251 0.726 0.650
FT 737 0.758 0.733
FO 579 0.780 0.710
FP 1050 0.821 0.740
TO 432 0.746 0.745
TP 679 0.748 0.736
OoP 497 0.773 0.673
all nodes 3622 0.822 0.763

3. tablazat. Linearis SVM a 129-es felbontést agygrafokon
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Data random walk WL  minmax sp lab.seq

F 0.545 0.723 0.728 0.659 0.741
T 0.586 0.741 0.721 0.679 0.713
O 0.546 0.497

P 0.573 0.751 0.69 0.616 0.697
FT 0.753 0.755 0.695 0.755
FO 0.65 0.751 0.751 0.723 0.74
FP 0.667 0.736 0.678 0.66
TO 0.627 0.741 0.763 0.77  0.75
TP 0.655 0.738 0.726 0.681 0.717
OP 0.667 0.673 0.696 0.613 0.685
all nodes 0.713 0.782

4. tablazat. Kernelizalt SVM a 129-es felbontasi agygrafokon

9.1.3. Abrak a 83-as felbontasrol

A kovetkezs két abra egy alany redukalt agygréafjat abrazolja, kiilonbo6zé szinekkel
jelolve a lebenypéarok altal feszitett részgrafokat. Mindkét abran sziirkével vannak
jelolve azok az élek, amelyek az egyes lebenyeken beliil haladnak, a szines élek pedig

olyan élek, amelyek végpontjai kiillonb6z6 lebenyekben vannak. A szinek jelentése a
kovetkezd: kék - FT; zold - FP; piros - FO; barna - TP; lila - TO; sarga - OP.
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10. Osszefoglalas

A dolgozat végén agygrafok nem szerinti klasszifikacidjat végeztem el, erre csupan
a grafok strukturdjat hasznaltam. A gépi tanulds egy eszkozével, a kernelizalt
SVM-mel mértem meg azt, hogy tanitéadatok segitségével mekkora pontossaggal
lehet a korabban még nem latott agygrafok nemét prediktalni. A kdvetkezs
grafkernelekre tortént a kiértékelés: cimkesorozatokon alapuld grafkernel, véletlen
sétakon alapuld kernel, Weisfeiler-Lehman-kernel, Tanimoto- és minmax-kernel,
illetve a legrovidebb utak kernele. A 83 csiicsu és a 129 cstucsi agygrafokon,
illetve az ezekbdl készitett redukalt grafokon végeztem el a kisérleteket, és a kapott
eredményeket 6sszehasonlitottam az egyszert linearis SVM-mel elért eredményekkel.
Az el6z6 oldalakon latott tablazatokbol kiolvashatd, hogy a 83-as felbontés esetén
a legjobb predikciot az élsulyokat hasznalo linearis SVM adta, ez koriilbeliil 80%-
os pontossagot jelent, viszont vannak lebenypérok, amelyek kernelizalt SVM-mel
vagy linearis SVM-mel 72%-os pontossagnal jobb eredményt értek el, vagyis méar a
lebenypérok szintjén felfedezhetd kiilonbség a két nem agygrafjainak struktarajaban.
A nagyobb, 129-es felbontasnal tobb lebeny vagy lebenypar pontosabban tudja
prediktélni a biol6giai nemet, mint a kisebb felbontasnal. Egyik esetben egy kicsivel
jobbnak bizonyul a siilyozott linearis SVM, masik esetben a kernelizélt SVM.

Az élsulyokat figyelembe nem vevs grafkernelek eredményei minden esetben
jobbak, mint az élsulyokat figyelembe vevs grafkernelé, ezért a kernelizalt SVM-nek
egy elénye az, hogy elég csupan a grafokban az egyes élek meglétét vagy nemlétét
ismerni, az élsulyokkal nem kell foglalkozni. A nagyobb felbontéasban az élstlyokat
nem hasznalo kernelizalt SVM jobb eredményeket ér el (néha akar 10%-kal is jobbat),
mint az élsulyokat nem hasznal6 linearis SVM.

Az élstlyokat nem hasznélod kernelizalt SVM és az élsilyokat hasznald linearis
SVM pontossagai kozott nincs igazan kiillonbség. Alkalmazasbeli kiilonbség azonban
van: a kernelizalt SVM alkalmazasa joval bonyolultabb, mint egy (stulyozott) linearis
SVM-¢é, ugyanis a grafok paronkénti kernelértékeinek kiszamitasa sok esetben igen
sok id6t vagy memoriat vesz igénybe, illetve az Gjonnan érkezé adatokhoz is sok

kernelértéket kell kiszamolni, hogy el tudjuk végezni rajtuk a klasszifikiciot. Ezzel
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szemben az egyszer( linearis SVM-hez képest atlagosan nem ér el jobb eredményeket
nem szerinti osztalyozasban. A linearis SVM egy oriasi el6nye, hogy kénnyen és
gyorsan alkalmazhato, elég az optimalis hipersik normélvektoranak koordinatait és
a b értéket ismerni ahhoz, hogy az 1j adatokra is prediktalni tudjuk a biologiai
nemet.

A dolgozat ravilagitott arra, hogy az agy barmely két lebenye ko6zott van
eltérés a férfi és a néi agygrafok kozott. A silyozott linedris SVM eredményeibdl
kovetkeztethetlink arra, hogy ez a lebenyparonkénti eltérés jobban megnyilvanul
az idegrostok szaménak eltérésében, mint az élek elhelyezkedésének eltérésében. A
kernelizalt SVM (nagyobb felbontasban elért) eredményei pedig arra utalhatnak,
hogy sok esetben a lebenyek vagy lebenyparok izomorfidja, a csicsparok kozott
haladé silyozatlan utak vagy sétak szerkezetei is eltérnek a két nem agygréfjai
kozott.
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