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1. Bevezetés

E szakdolgozat témédja egy olyan egyenlet vizsgdlata, amely tobbek kozott félveze-
ték mikodésének matematikai leirdsasban tdnik fel (1d. [8], 197. oldal), természete-
sen az itt targyalt formdjanal joval komplikaltabb kontdsben. A szakdolgozat célja
a Hilbert-térbeli alapok éttekintése utdn a megoldds 1étezésének és egyértelmiisé-
gének levezetése, majd a numerikus megoldas vizsgdlata a megfelel6 Szoboljev-
térben. A gradiens- és Newton-tipusu iteracié konvergencidjanak igazoldsa mellett
cél e két mddszer 6sszehasonlitdsa is.

A kovetkezdkben legyen Q c R", n = 1,2, 3 korldtos tartomény. A szakdolgozat
soran az alabbi egyenletrdl lesz sz6:

—div(pie(ug, ur) - Vuy) = k(uy, up)(1 — €"™*2)  ahol

e1 = ei(ug,uy) = 1710

Itt u = (uo, uy, up) az ismeretlen, ahol ug az elektrosztatikus potencial, u; és u; alyu-
kak valamint az elektronok elektrokémiai potencidljai, f € L*°(Q2) az un. "szennye-

s

zések" stirdiségeloszlasanak fliggvénye, k pedig egy pozitiv folytonos fiiggvény,
amely az elektronok és a lyukak djrageneralasanak mértékét fejezi ki, u; € L*(Q)
pedig a lyukmobilitas.

Az alabbi kikotéseket tessziik :
— k, p1, up éllando, uy ismert, legyen y := 2

— Uy = Uj

ekkor a kovetkezd alakot kapjuk:

k-
—Au1+—y-e“‘=—

H1 H1

Tegyiik fel, hogy IL—T—nek olyan mértékegységet adunk, hogy 1 lesz az értéke,
valamint f := #&1 innen u1-re kapjuk, hogy

—Auy + " = f.



2. Normalt terek

A normdlt tér egy olyan specidlis algebrai struktira, ahol egy vektortér elemeihez
rendelliink nemnegativ valds szdmokat. Ha rdnéziink a fejezet els6 definicidjara,
lathatjuk, hogy a fliggvény kisértetiesen hasonlit a valds szdmokon értelmezett
abszolutérték-fiiggvényhez, és nem is tévednénk nagyot, ugyanis a norma valahogy
a vektorhossz éltaldnositdsdnak foghat6 fel. A normaélt terekre azért lesz sziiksé-
giink, hogy a kapott kozelit6 megoldas €s az igazi megoldas kozotti "tdvolsag"-ot
vizsgéljuk, ezzel mérve, hogy mennyire jarunk kozel a keresett fiiggvényhez.

2.1. Definicié. Legyen X vektortér K felett, ahol K = C vagy R. Egy ||-||: X = R*
fliggvényt normdnak neveziink, ha teljesiti az aldbbi axiémadkat:

(i) minden x € X esetén ||x|| > 0,és||x||=0 & x =0;
(ii) minden A € K és x € X esetén ||Ax]|| = |4]| ||x|;

(iii) minden x, y € X esetén ||x + y|| < ||x|| + ||y|l.
Ekkor az (X, || - ||) part normdlt térnek nevezzik.

A példédk felsoroldsa eldtt bevezetjiik a kompaktabb jelolés érdekében az Gn. mul-
tiindexeket.

2.2. Definicio. Egy a multiindexen egy nemnegativ «; szdmokbdl 4ll6 vektort
értiink, @ = (@, ..., an), ahol N pozitiv egész szam. A multiindex abszoliit értéke
vagy rendje |a| = a; +...+an

2.3. Definicié. Legyen & = (a1, ..., ay) multiindex. Ekkor 4% := " ... 3",
azazegy f: RN — R elég sima fiiggvényre 0% f := 9" ... 03" f.

Néhany példa normalt térre, mely a szakdolgozatban tobbszor eld fog keriilni:

— Legyen Q c R* (n > 1) tetsz6leges korlatos nyilt halmaz, k > 0 egész
szam. C*(Q) jelentse az Q halmazon k-szor folytonosan differencidlhat6
f:Q—-K (K=R,vagyC) fiiggvények Osszességét, vagyis minden olyan
folytonos fiiggvényt, melynek minden legfeljebb k-adrendd parcidlis deri-
véltja 1étezik és folytonos az € halmazon.

Jeldlje C(Q) az Q halmazon értelmezett valés értéki folytonos fiiggvények
vektorterét. Ekkor C¥(Q) (0 < k < o) azon f: Q — R fiiggvények

vektortere, melyre f € C*(Q), tovdbba minden |a| < k multiindex esetén



8 f € C(Q), pontosabban a 4 f-nek 1étezik folytonos kiterjesztése Q-ra.
Ekkor az

I£ll:= ), max]a®f]
0<lal<k <

normat definial.

Az LP(Q)-terek, ahol Q c R”" adott Lebesgue-mérhetd halmaz, 1 < p <
< oo. Tekintsiik azokat a f: Q — R mérhetd fliiggvényeket, melyekre || f||.r
véges, ahol

1
()
17 =Y intsup 1£1: ¥ € @ nullmérieka}  hap = + o0
O\N
pontosabban:

2.4. Definicié. Az LP(Q) tér azon Lebesgue-mérhet§ fiiggvényekbdl all,
melyekre || f||Lr < oo beleértve, hogy két fiiggvényt azonosnak tekintiink,
ha majdnem mindeniitt (azaz egy nullmértékd halmaz kivételével) egyen-
16k. (Igy fog csak teljesiilni az elsé normaaxiéma, ui. a Lebesgue-integrl
érzéketlen a nullmértékd halmazon valé6 modositasra.)

A mértékelméletrsl és a Lebesgue-integral elméletérdl preciz és kielégitd
leirast ad a [10] jegyzet.

Az tn. Szoboljev-féle fiiggvényterek: Legyen tovdbbra is  C R™ korlatos
tartomany, k > 1 egész szdm, 1 < p < oo és tekintsiik azokat az f € C*¥(Q)
fliggvényeket, melyekre

> /Q|8"f|” <o

|| <k

Ezek a fiiggvények az
1
=Y, [ 1o
lal<k 7€

normdval normadlt teret alkotnak, amelyet ha teljessé tesziink, kapjuk az
WkP(Q)-val jelslt fiiggvényteret. Itt 8 mindenhol tn. disztribiicié-értelemben
vett derivéltakat jelol. (BSvebben 1d. [2], 3. Fejezet)



2.5. Definicié. Ha egy normadlt térben minden Cauchy-sorozat konvergens, akkor a
teret teljes normalt térnek vagy Banach-térnek nevezziik.

Példak Banach-terekre Az Osszes fent emlitett normalt tér Banach-tér a bevezetett
normaval.

2.6. Definicié. Legyenek X,Y vektorterek a K szamtest felett. Az A: X — Y
leképezést linedrisnak nevezziik, ha barmely x,y € X és @, B € K esetén A(ax +
+ By) = aA(x) + BA(y). Jelolésben: Ax := A(x).

2.7. Definici6. Egy A: X — Y leképezést korldtosnak neveziink, ha létezik olyan
C > 0 élland6, hogy
[|Ax]| < C||x]| (Vx € X).

2.8. Tétel. Egy linedris leképezés pontosan akkor folytonos, ha korlatos.
2.9. Definicié. Jelolje B(X,Y) az A: X — Y korlétos linedris leképezések halma-

zat.

A B(X,Y) halmaz természetes médon vektorteret alkot a leképezések pontonkénti
Osszeaddsaval és szimmal vald szorzasdval. Most normat is definidlunk ebben a
térben.

2.10. Definicié. Ha A € B(X,Y), akkor legyen
||A[| := {sup ||Ax]|[: x € X, [|x|[ < 1}
Ezt a menyiséget szokds operdtornormdnak nevezni.

2.11. Allitas. A fent definidlt operdtornorma normdt definidl.

Ha tehat X és Y normalt terek, akkor B(X,Y) is normalt tér az operdtornormaval.

2.12. Tétel. Legyen X normdlt tér, Y Banach-tér. Ekkor B(X,Y) Banach-tér.

A bizonyitdshoz 1d. [5], 1.46 Tétel.

2.13. Definicié. Egy szamértéki linedris leképezést, azaz egy ¢: X — K linedris
leképezést, ahol X vektortér és K = R vagy C szadmtest, linedris funkciondlnak
neveziink.

Legyen a tovabbiakban X normalt tér. A (2.8) tétel funkciondlokra is érvényes,
igy egy ¢: X — K linedris funkciondl pontosan akkor folytonos ha korlatos, azaz
létezik M > 0 4llandd, hogy

lox| < M||x[]|  (Vx € X).

A korlatos linedris funckionalok tere B(X, K).



2.14. Definicié. Legyen (X, || - ||) normalt tér. A B(X, K) teret az X dudlis terének
nevezziik és X*-gal jeloljiik.

A (2.12) tétel szerint tetszSleges normalt tér dudlisa Banach-tér.



3. Hilbert-terek

A Hilbert-terek olyan specidlis Banach-terek, amik valamilyen értelemben hason-
litanak az euklideszi terekhez, nevezetesen abban, hogy értelmezhetd benniik ska-
larszorzat, ezaltal két elem merdlegessége és a vetités fogalma.

3.1. Definici6. Legyen H vektortér C felett. Egy (., :): H x H — C leképezést
skaldrszorzatnak neveziink, ha barmely x, y € H esetén

(i) az x — (x, y) leképezés linedris

(i) (y.x) =(xy)

(iii) {(x,x) > 0, kivéve ha x = 0.

Norma értelmezése a skaldrszorzattérben: ha x € H, akkor legyen

[lx[] := v{x, x),

ezt nevezik a skaldrszorzat altal indukdlt norménak. Ez az euklideszi hossz megfe-
lelGje. A normatulajdonsdgok igazoldsdndl csak a hdromszog-egyenlStlenség nem
lesz trividlis; ennek bizonyitdsdhoz olyan segédéllitasra van sziikségiink, amely
onmagdban is a Hilbert-terek egyik technikai alapeszkoze.

3.2. Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlGtlenség). Minden x,y € H ese-
tén

1< < Hlxl] Iyl
3.3. Allitas. A ||x|| := \/(x, x) képlet valéban normdt definial H-n.

3.4. Definicié. A (H, (-, -)) skalarszorzatteret Hilbert-térnek nevezziik, ha H az
indukalt norméval teljes.

Példak Hilbert-terekre

— R" R feletti valos Hilbert-tér a szokasos

n

(xy) = D Xy

i=0

skaldrszorzattal. Az indukdlt norma éppen az eulideszi norma, amivel R
valéban teljes.



— C" C feletti komplex Hilbert-tér a

n
<Z, W) = ZZi Wi
i=0

skaldrszorzattal, ennek teljessége ekvivalens R>" teljességével.

- L*(Q) = {f: Q — C Lebesgue-mérhetd: fQ|f|2 dl < oo} , azaz egy
Q c R”" tartomdnyon négyzetesen Lebesgue-integrilhato fiiggvények tere
Hilbert-tér a

(Fohie = [ fzan
skalarszorzattal. A teljességhez 1d. ([5], 1.3.1 Szakasz)

- A HKQ) = Wr2(Q) = {u € L*(Q): 9% f € L*(Q) disztribiicié értelemben
(V|a| < k)} tér az

(f. & = 7 f) - (0°g)
8/)H lé}(/ﬁ 8

skaldrszorzattal. A teljességhez Id. ([2], 4.1. Szakasz).
— Legyen HS (Q) = {u € H(Q): u|sq = 0 nyom-értelemben}, és legyen

(u,v)H(; = '/QVM'VV

Beldthatd, hogy ez zart linedris altere H'(Q)-nak, igy maga is Hilbert-tér.
3.5. Allitas. Ha A € B(H) onadjungalt, akkor
[[A]] = sup{[(Ax, x)|: [|x|| = 1}.
3.6. Tétel (Riesz reprezentacids tétele). Legyen H Hilbert-tér. Ekkor minden ¢: H —
C folytonos linedris funkciondalhoz egyértelmiien létezik olyan y € H, hogy
ox =(x,y) (Vx € H).

3.7. Definicidé. Legyen X normadlt tér. Egy (x,,) C X sorozat gyengén tartegy x € X
vektorhoz, ha minden ¢ € X* esetén ¢x,, — @x. (Jelolésben: x, — x)

Ha x,, — x erGs értelemben, azaz normdban, akkor a folytonossag miatt px, — @x
minden ¢ € X* esetén, azaz az er8s konvergencidbdl kovetkezik a gyenge (ezért
is nevezziik igy), forditva viszont éltaldban nem teljesiil, pl. egy H Hilbert-térbeli
teljes ortonormalt rendszer nem is Cauchy-sorozat, tehat nem is konvergalhat. Igaz
azonban a kovetkezd tétel.

3.8. Tétel. Reflexiv Banach-térben minden korldtos sorozatnak van gyengén kon-
vergens részsorozata.
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4. Nemlinearis operatorok

A nemlinedris operdtorok fontos szerepet jatszanak mindennapjaink fizikai prob-
1émait leiré nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet(rendszer)ekben. Alljon itt
néhdny hiresebb példa a teljesség igénye nélkiil :

1. Burgers-egyenlet:
ou ou d%u

ar  Mox T axr
ahol u(t, x) folyadék, hang, gaz, de akar kozati forgalom terjedését irja le, v
pedig az un. diffizids egyiitthato.

2. Korteweg-de Vries (KdV) egyenlet:

ou N u N ou
ot 0x3 ax
ahol u(r, x) sekély hullamok terjedését irja le.

3. Navier-Stokes egyenlet (egyszertsitett alak):

0
pa—ltl+prou—/1Au=—Vp+F,
V-u=0.

Itt u a folyadék sebessége, p a sdrlisége, p a nyomds, F pedig a folyadékra
hat¢ kiilsé erd.

4. Azun. p-Laplace-egyenlet:
v. (|vu|P-2vu) -0,
amelyet példdul nemlinedris rugalmassdgtanban haszndlnak.
Tovéabbi példdk taldlhatok [11]-ben, [3]-ben, [4]-ben, illetve az abban hivatkozott

mivekben. A kovetkezGkben nemlinedris operatorok tulajdonsagait ismertetjiik,
valamint a veliik megadott egyenletek megoldhat6sdgirdl szolunk.

4.1. Gateaux-derivalt

4.1. Definicié. Legyenek X, Y normélt terek. Egy F': X — Y (nemlinedris) operator
Gateaux-derivalhato az u € X pontban, ha

11



(i) barmely v € X esetén létezik

8, Fu) = lim F(u+1tv)— F(u) :
t—0 t

(ii) av - 8, F(u) hozzarendelés folytonos linedris operator X-bél Y-ba.

A masodik tulajdonsdg szerinti operatort F’(u)-val jelolve
F'(uyy =0,F(u) és F’'(u) € B(X,Y).
Jelolés: haY =R, azaz B(X,Y) = X*, akkor (®, v) := Ov.

4.2. Definici6. Legyen X normalt tér, u, v € X. Ekkor

1) [u,v]={u+t(u—v):te]0,1]} az u-t és a v-t 6sszekots szakasz;
(ii) ha®: X — R, akkor ¢y, : [0, 1] = R, ¢, (t) := O(u + (v — u)).

4.3. Definicié. Legyenek X, Y és Z normadlt terek, A: X — B(Y, Z) leképezés. Azt
mondjuk, hogy

(i) A hemifolytonos, ha minden u,v € X és minden w € Y esetén at — A(u +
+ tv)w leképezés folytonos R-bdl Z-be.

(ii) A bihemifolytonos, ha minden u, v,w € X,z € Y esetén az (s,t) — A(u+1v+
+ sw)z leképezés folytonos R2-bsl Z-be.

4.4. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen ®: X — R Gdteaux-derivalhato,
u,v € X. Ekkor létezik olyan ¢ € [u,v], hogy ®(u) — ®(v) = (D'({), v — u)

Bizonyitas Legyen ¢ = ¢,,,, ekkor ¢: [0, 1] — R differencidlhatd, és

Bt +h) — §(0) _
h
o Ou+tv—u)+h(v—u)—-ou+t(v—u))
= lim =
h—0 h
=0p_u®u+t(v —u) = (D' (u+t(v —u)),v—u)

¢'(1) = lim

A valos fiiggvényekre vonatkozé Lagrange-kozépértéktétel szerint 1étezik olyan
n € [0, 1], hogy ¢(1) — ¢(0) = ¢'(n). A ¢ := u+n(v —u) valasztassal a kivant allitast
kapjuk. m
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4.5. Tétel (Masodrendd Taylor-formula). Legyen ®: X — R kétszer Gateaux-
derivalhato, u,v € X. Ekkor létezik olyan { € [u,v], hogy

D)~ (1) = (@) v~ 1) + 3@~ ) v~ )

s

Bizonyitas Az el6z8ekhez hasonldan beldthatd, hogy ¢ = ¢, , kétszer differencidl-
hat6 és ¢”(t) = (®”(u+t(v—u))(v—u), v—u). A masodrendd valés Taylor-formulat
¢-re felirva kapjuk, hogy ¢(1) — ¢(0) = ¢’(0) + %¢3”(n), ahonnana ¢ :=u+n(v—u)
vélasztassal addodik az allitds. m

4.6. Tétel. [Newton-Leibniz] Legyen ®: X — R, u,v € X.

(1) Ha ® Gateaux-derivalhato és @' hemifolytonos, akkor
1
Ov) - O(u) = / (D' (u+t(v —u)),v—u)ydt.
0
(2) Ha ® kétszer Gateaux-derivalhato és ®" hemifolytonos, akkor

1
O'(v) — @' (u) = ./0 Q" (u+t(v—u) (v—u)dt

amin azt értjiik ,hogy minden z € X esetén
1
(D(v) — D(u), z) = / (O (u+t(v—u)(v—u),z)dt.
0
Bizonyitas

(1) Legyen ¢ = ¢,,.,,, azaz ¢(t) = O(u + t(v — u)), akkor a (4.4) tétel bizonyitdsa
alapjan ¢’(t) = (®'(u + t(v — u)),v — u) . Itt ®" hemifolytonossdga miatt
¢’ folytonos, emiatt érvényes a kozonséges Newton - Leibniz szabaly. Azaz
o(1) — ¢(0) = /01 ¢’ (¢)dt, ami éppen a kivant egyenlGtlenség.

(2) Legyen z € X is rogzitett és yr,, ., : [0, 1] = R, y(?) := (D' (u + t(v — u)), 2).
Ekkor a fentihez hasonléan ¢/’ (¢) = (®” (u+t(v—u)) (v—u), z). Ittt — O"(u+
+1t(v — u)) (v — u) folytonos, mert @’ hemifolytonos, ezért ¢’ is folytonos.
Igy a fentihez hasonléan ¢ (1) — ¢(0) = fol W' (t)dt, vagyis

(D(u) = D(v), 2) = (P(u), 2) = (P(v), 2) =

1
= / (D'(u+tlv—u)(v—u)z)dt. =
0
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4.2. Konvex funkcionalok és monoton operatorok

4.7. Definicio. A ®: X — R funkcional

(i) konvex, ha ¢, , konvex minden u,v € X esetén;
(ii) szigorhan konvex, ha ¢,,, szigordan konvex minden u, v € X esetén;

4.8. Allitas. Ha ®: X — R konvex és Gateaux-derivalhaté, akkor minden u,v € X
eseten O(v) — ®(u) = (D' (u), v — u).

Bizonyitas Legyen ¢ = ¢,,,. Mivel ¢ konvex, ezért ¢(1) — ¢(0) > ¢’(0), ami a
kivant egyenlStlenséget adja. m

4.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F: X — X*
(i) monoton operator, ha

(Flu)— F(v),u—v) >0 (Vu,v € X)

(ii) szigoriian monoton operator, ha

(Fu)— F(v),u—v) >0 (NMu#veX)

(iii) egyenletesen monoton operator, ha létezik olyan m > 0 dllandd, hogy

(Fu)— FOv),u—v) > mllu—v|]*> (Yu,v € X).

Ez utébbit motivalja a valés fliggvények monotonitdsa:
¢: R — R monoton névekedd = (¢(x) — o(¥))(x —y) =0 (Vx,y € R)

4.10. Allitas. Legyen @ kétszer Gateaux-derivalhaté. Ekkor az aldbbi hdrom dllitds
ekvivalens :

(i) © konvex;
(ii) ®": X — X* monoton operidtor;

(iii) ®”(u) = 0 minden u € X-re, azaz {®”(u)h, h) > 0 minden h € X-re.
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Bizonyitas (i) = (ii): Legyen u,v € X rogzitett és ¢ = ¢, ,, ami a feltétel
szerint konvex, igy ¢’ monoton novS. Ebbdl ¢’(1) — ¢’(0) > 0, ami azt jeleti, hogy
(D) — O(u),v —u) > 0.

(ii) = (iii) A definiciokbdl, v := u + th mellett

(@ (wh, hy = (3" (u), h) = }if%<q)'(” . ”? )

s hy =
: 1 ’ ’
= hrré ;(CD (u+th)— D' (u),h) =
t—
1
= liI% t—2<CD'(u +th)— @ (u),(u+th)—h) >0
t—
(iii) = () Legyen u, v € X tetszleges, €s legyen ¢ = ¢, ,,, ekkor 1étezik ¢" és
¢"(t) = (Pu+t(v—u) (v—-—u),v—u) >0

a feltétel szerint. Igy ¢”” konvex, amibdl kovetkezik, hogy @ is konvex. m

4.11. Megjegyzés. A fenti tételhez hasonldan igazolhatdk a kovetkezd allitasok is:

— @ pontosan akkor szigordan konvex, ha ®’: X — X* szigortian monoton
operator

— ®’: X — X" pontosan akkor egyenletesen monoton operdtor, ha @’ egyen-
letesen pozitiv, azaz létezik m > 0, hogy (®”(u)h, h) > m||h||*> (u, h € X).
Ilyenkor @ -t egyenletesen konvexnek nevezziik.

Az (i) és (ii) tulajdonsagok ekvivalencidjidhoz elég, ha ® egyszer Gateaux-derivalhat6.

4.3. Potencidloperatorok

4.12. Definicié. Legyen X Banach-tér. Egy A: X — X* (nemlinedris) operatort
potencidloperatornak neveziink, ha létezik olyan J: X — R Gateaux-derivalhaté
funkciondl, melyre J' = A, azaz minden u € X esetén J'(u) = A(u) teljesiil. Ekkor
a J funkciondlt A potencidljanak nevezziik

4.13. Megjegyzés. Példa potencidloperatorra: ha f € X* tetszSleges elem, akkor az
A(u) = f leképezésnek a J(u) = (f,u) (Yu € X) (azaz J = f) linedris funkciondl
potencidlja.

Valéban,

=(f.h).

(J"(u), ) = 04 () = lim M _ i fou ke th) = (fou)

t—0 t
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4.14. Tétel. Legyen A: X — X* Gdteaux-derivalhaté és A’ bihemifolytonos. Ekkor
A pontosan akkor potencidloperdtor, ha A’ szimmetrikus, azaz

(A"(u)v, hy = (A'(u)h,v) (Yu,v,h € X).

Bizonyitas

@

(ii)

Tegyiik fel, higy A potencidloperator, legyen J egy potencidlja. Legyenek
u, v, h € X adott vektorok €s vezessiik be a

G:R> SR G(s,1):=Ju+sh+1v)

fiiggvényt. Ekkor J kétszer Gateaux-derivdlhat6, hiszen a J' = A opera-
tor Gateaux-derivdlhat6, emellett J”” = A’ bihemifolytonos. Igy G masodik
parcilis derivaltjai is léteznek, specidlisan

0:0,G(s,t) = (J"(u+sh+tv)hv) = (A" (u+ sh+1tv)hv)

és ugyanigy  950;G(s,t) = (A’(u + sh + tv)v, h), valamint G masodik par-
cidlis derivéltjai folytonosak is, ezért igaz a Young-tétel, vagyis

(A" (u)h,v) = 8,0,G(0,0) = 950,G(0,0) = (A’ (u)v, h).

Legyen A’ szimmetrikus, meg kell mutatnunk, hogy A potencidloperator.
Erre van képletiink (a Newton-Leibniz formula), ugyanis ha J potencidl,
akkor

1 1
J(u) = J(O)+/O (J'(0+t(u—0)), u—0) dt = J(O)+—/0 (A(tu),uy dt  (u € X).

Itt J(0) nulldnak vélaszthatd. Legyen tehat

1
J(u) :=/0 (A(tu),uy dt (u € X) (1)

ésigazolnunk kell, hogy J potencidlja A-nak, azaz (J'(u), v) = {(A(u), v) (Yu,v
e X).
Legyenek u, v € X adott vektorok, és vezessiik be a

K:R> SR, K(s,1):=J(su+tv)
fliggvényt. Ha J’ = A, amit szeretnénk, akkor

K'(s,1) = (0sK(s,1), 0:K(5,1)) = ((J'(su+ tv),u), {J'(su+1tv),v)) =
= ((A(su+tv),u), (A(su+1tv),v)) = k(s,t) (s,t €R)
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Megforditva, ha K’ = k, akkor specidlisan
0K (1,0) = kx(1,0), azaz (J'(u), v) = (A(u), v)

Igy J/ = A pontosan akkor, ha K’ = k minden u, v esetén. Megmutatjuk,
hogy az utébbi igaz. Itt k-nak van primitiv fiiggvénye, mivel a feltevésbol

O ki(s,t) = 0:ki(s,t) = (A(su+tv)v,u) =
= (A(su+ tv)u,v) = 0skp(s,t) = 01k (s, 1)

(Vs,t € R). S6t, ekkor a primitiv fliggvények megadhat6k k-nak (egy rogzi-
tett pontbdl a valtozé pontba haladé gorbe menti) vonalintegraljaként, ahol
a gorbe tetszGleges lehet. Ha (s, 7) adott pont, akkor tehat egy primitiv fiigg-
vény elGall a (0, 0) pontbdl (s, t)-be hiizott szakaszon vett vonalintegralként,
melynek értéke

1 1
/ k(rs,rt) - (s,t)dr = / (A(r(su + tv)), u), (A(r(su+tv)),v)) - (s, t)dr =
0 0
= /1 (A(r(su +tv)), su+tv)dr = J(su +tv) = K(s,1),
0

azaz K valdban primitiv fliggvénye k-nak. Tehat, mint lattuk, a (1)-ben defi-
nidlt J potencidlja A-nak. =

4.15. Allitas. Legyen X reflexiv Banach-tér és tegyiik fel, hogy ®: X — R Gdteaux-
derivalhato, konvex és lim||,;||-co ®(u) = oo . Ekkor ®-nek létezik minimuma.

Bizonyitas Legyen @ = infx ® > —oo . Ekkor van olyan (u,) C X sorozat, hogy
®(u,) — a.Emiatta (®d(u,,)) sorozat feliilrSl korlatos, amibdl kovetkezik, hogy (u;,)
korlatos sorozat. Ugyanis ha nem lenne az, akkor ||u,|| sem lenne az, azaz lenne
egy végtelenhez tart részsorozata; erre a részsorozatra ®(u,) — « teljesiilne,
ellentmondva a lim ), || - ®O(u) = oo feltételnek.

A 3.8 Tétel miatt kivalaszthat6 gyengén konvergens részsorozat, azaz létezik (u,, ) C
C (uy) részsorozat és u™ € X, hogy (¥, un, ) — (Y, u*) minden ¢ € X* esetén.
Specidlisan (®’(u*), un, ) — (P'(u*),u*) , ahonnan ® konvexitdsat felhaszndlva
kapjuk, hogy

O(up, ) — Pu*) > (D'(u"), up, —u™) =0

amibdl kovetkezik, hogy ®(u*) < @ = inf @ , vagyis ®(u*) =min®. m

4.16. Megjegyzés. Ha a fenti allitasban @ szigortian konvex, akkor a minimumbhely
egyértelmd.
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4.4. Variacios elv

Ha az adott A operator potencidloperator, akkor az A(u) = b egyenlet megoldha-
tésdga atfogalmazhat6 a potencidllal, és ez gyakran hasznosnak bizonyul. Legyen
tehat A: X — X potencidloperator és legyen J: X — R egy potencidlja: J'(u) =
= A(u) (Yu € X). Vezessiik be a

O: X >R, DO(u):=Ju)-{bu) (2)
funkciondlt. Ez potenciélja az u — A(u) — b leképezésnek, azaz
®'(u)=Au)—b (VYue X).

Ez azt jelenti, hogy azok a pontok, ahol @ derivéltja 0, megegyeznek az A(u) = b
egyenlet megoldasaival. Sok esetben a @ funkciondl minimumhelyeire van sziikség,
példaul ha @ energia jellegli mennyiséget ir le. Ha #* minimumhelye ®-nek, akkor
@’ (u*) = 0, igy u* megoldasa az egyenletnek: A(u*) = b. Monoton operatorok
esetén ekvivalencia fogalmazhat6 meg:

4.17. Allitas. Legyen A: X — X* monoton potencidloperdtor,J egy potencidlja,
valamint ®© pedig a (2)-ben definialt funkciondl. Az u* € H vektor pontosan akkor
megoldasa az A(u) = b egyenletnek, ha minimumhelye ®-nek.

Bizonyitas Legyen elGszor A(u*) = b, azaz ®’(u*) = 0. Itt A monotonitésa, a 4.10
Allitds és a 4.11 Megjegyzés alapjan J konvex és mivel a u > (b, u) leképezés
linedris, ezért @ is konvex. A 4.8 allitdsbol igy @ (u) — @(u*) > (O’ (u*),u —u*) =0,
vagyis #* minimumhely. A mdsik irdnyt az el6bb lattuk. m

4.18. Tétel. Legyen H valos Hilbert-tér, A: H — H adott operdtor. Tegyiik fel,
hogy

(i) A Gateaux-derivdlhato és A’ bihemifolytonos,
(ii) minden u € H esetén A’(u) € B(H) onadjungdlt,
(iii) létezik m > 0 dllandé gy, hogy

(A"(w)h, h) > m||h|)> (Yu,h € H)

Ekkor barmely b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmiien létezik u* € H
megoldasa
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Bizonyitas Az 4.14 Allitas alapjn az elsG két feltétel biztositja azt, hogy A po-
tencidloperator. Legyen ®: X — R, ®(u) = J(u) — (b,u) , ahol J' = A. Ekkor
@' (u) = A(u)—b. Mivel @ kétszer Gateaux-derivalhato, ezért a 4.5 Taylor-formmula
szerint minden u € H esetén

O(u) = O(0) + (D'(0), u) + %(CD”(Ou)u, u)

alkalmas 0 € [0, 1] esetén, amibdl a (iii) feltétel, valamint ®”* = A’ felhasznaldsaval
kapjuk, hogy

D(u) 2 D(0) — [[D"O)]] - [Jul] + % lull? =
= O(0) + [[ul|(D(0) + % “[lull) = oo, ha [Juf| — co

Masrészt (iii) és a4.10 Megjegyzésbdl kovetkezik, hogy @ szigorian konvex. A 4.15
Allitds és a 4.16 Megjegyzés alapjin ®-nek egyértelmtien 1étezik minimumbhelye,
és ez a 4.17 Allitas alapjan pontosan akkor igaz, ha A(u*) =b. m
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5. Iteracios modszerek

5.1. Definicié. Egy iteraci6 linedrisan konvergdl, ha 1étezik olyan 0 < ¢ < 1 éllan-
dé, hogy az &, hibatagokra €,,1 < &,4 teljesiil (Vn € N; ekkor e, < &gy - ¢" Vn €
€ N), illetve kvadratikusan konvergdl, ha van olyan ¢ > 0 dllandd, hogy &4 <
<c-&2(VneN)éseg, — 0.

5.1. Gradiens-moédszer

Legyen X Banach-tér, ®: X — R adott funkciondl. Szeretnénk meghatirozni @
egy lokélis minimumhelyét. Ennek természetes médja egy olyan iterdcid, melynek
minden Iépésében a legnagyobb csokkenés irdnyaban 1€piink tovabb (emiatt szokds
az ilyen eljarast a leggyorsabb ereszkedés médszerének is hivni). Formadlisan ez a
kovetkezS8képp irhatd le: tegyiik fel, hogy minden u, v € X esetén 1étezik a 9, F (u)
irdnymenti derivalt. Definidljuk a kovetkezd sorozatot:

— Legyen ug tetszdleges

— Han € N és mér tudjuk u,-et, akkor legyen
Uptl '= Up + AnVp,
ahol @, > 0 konstans, és a v,, € X eleget tesz a
Oy, F(uy,) = min{0, F(un): v € X, ||v|| = 1}

feltételnek. Itt v, 1€tez€sét is feltessziik.

Ha X éppenséggel egy H Hilbert-tér és ® Gateaux-derivalhatd, akkor

Oy F (un) = (D" (un), v) = =10 ()| - Iv]],

és itt akkor van egyenl@ség, ha v, = —%, tehdt a legjobb ereszkedés ira-
nya —®’(u,,) szdmszorosa. Végeredményben ilyenkor a gradiens-mddszer iterdcids
1épése

Unl = Up — Iy - (I),(un) (3)
A gradiens-mddszert legtobbszor olyankor hasznéljak, amikor egyértelmden 1étezik
®-nek minimumhelye, és megfeleld feltételekkel elérhets, hogy u, ehhez tartson.

Késdbb létni fogjuk, hogy ez ® egyenletes konvexitdsdnak lesz koszonhetd. Legyen
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H valos Hilbert-tér és A: H — H olyan operator, amelyre teljesiilnek a 4.18 Tétel
feltételei. Legyen f € H és keressiik az

Au) = f “4)

egyenlet megolddsat. A 4.4 szakaszban leirtak szerint létezik olyan ®: H — R
egyenletesen konvex funkcional, amelyre ®'(u) = A(u) — f, vagyis ® minimaliz4-
16 funkciondl, amelynek egyetlen minimumhelye megadja (4) megolddsét. Erre a
funkciondlra szeretnénk felirni a gradiens-moédszert. Mivel ® Gateaux-derivalhat6,
ezért (3) alapjan a gradiens-mddszer a kovetkezd:

— Legyen u tetszSleges

— Han e N és tudjuk u,-et, akkor
Up+l = Uy — Iy - cI),(Mn) =Up — Iy (A(un) - f)

Itt csak #,, = ¢ dlland6 1€péskozzel foglalkozunk. A konvergencia igazoldsahoz a

2o 2

4.18 tétel (iii) feltétel fels6 megfeleljét is fel kell tenniink.

5.2. Tétel. Legyen H valos Hilbert-tér, A: H — H adott operdtor. Tegyiik fel, hogy

(i) A Gateaux-derivdlhato és A’ bihemifolytonos,
(ii) minden u € H esetén A’(u) € B(H) onadjungdlt,
(iii) léteznek olyan M > m > 0 dallandok gy, hogy
ml||hl[* < (A’()h, h) < M||h||* (Yu,h € H)

Legyen f € H ésu* € H a(4) egyenlet megolddsa. Ekkor tetszdleges uy € H esetén
a

2
Upyl = Up — m (A(un) = f)

sorozat a

1 M —-m\"
—ufll < =1lA —
l|lun —u II_mII (uo) fII(M+m)

hibabecslés szerint konvergdl u*-hoz.
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Bizonyitas A 4.6 Newton-Leibniz-tétel segitségével
1
q)l(un+l) = (D,(un) + / (D”(un + t(un+1 - un))(unﬂ - un)dt =
0

/7 2 1 144 ’/
= " (up) - M—+m,/0 O (up + t(Ups1 — un))P (up)dt =
=: L, ®'(u,),

ahol @’ = A’ miatt L,,: H — H az alabbi operator:

L,x:=x

1
/ At + Htnst — ) x dt
0

_M+m

Itt L, linedris operator, s6t korlatos is, ugyanis (iii) feltétel miatt | |A"(u)|| < M (Vu €
€ H), igy

2 re
Il < 1+ e [ 1A G+ s = ) 151 <
2M
S(l+ )||x|| (Vx € H)
M+m

A (ii) feltételt felhasznélva kapjuk, hogy

2 t,
(Luxo3) = (509) = g |+ 1t = ) 5.9) di = (5 L),
+m Jo
azaz L, 6nadjungalt is. Innen ||L,|| = sup [{L,x, x)|. It a (iii) feltétel miatt

[1x]]=1
2
m||x||> < (A" (up + t(uns1 — un)) X, x) < M||x||?,

ezért ha ||x|| = 1, akkor

M-m 2M 2 !
- (1= 5 = P = 5 [ <
M+m M+m M+m J

2 1
< (Lo, x) < 131 - —/O x|l =

M+m
M+m M+m

igy tehét ||L,|| < K. Emiatt

1D ()| = [ Ln® ()] < KD (un)ll,
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ezt a becslést n-szer elvégezve
1 (un)ll < K™|®"(uo)l] = K"||A(uo) — bl  (Yn € N).
Végiil a (iii) valamint a 4.11 Megjegyzés alapjan @’ egyenletesen monoton, innen

1D ()| V= u*[| = (D (un )yt — u*) =

= (@' (up) = O ("), tp — ) = m| |y, = u*||?,

amibdl kovetkezik, hogy

M —m\"
M+m| =

iy =11 210G, < - 1AGo) = 71

5.2. Newton-modszer

Az el6z6 szakasz linedrisan konvergens médszereinél sokkal gyorsabb eljardst ad a
nevezetes Newton—Kantorovics-mddszer, lépésenként egy-egy linedris segédegyen-
let megolddsa drdn. A Newton—Kantorovics-médszer kozvetleniil ltaldnositja a
klasszikus egyvaltozés Newton-mddszert, ahol adott f: R — R differencidlhaté

fiiggvény esetén az f(x) = 0 egyenlet megoldésat keressiik az alébbi iterdcidval:

— xp € R tetszdleges,

~ el = X = R

A fenti iterdci6 alkalmas altaldnositdsa Banach-térre, ha az f’(x,)-nel valé osztas
helyett formdlisan az F’(x,,) operatorok inverzét alkalmazzuk ; a megfelel§ feltételek
teljesitése esetén ekkor is igaz a masodrendid konvergencia. A tételt Banach-terekre
mondjuk ki, és ebbdl kovetkeztetiink Hilbert-térbeli alkalmazdsara. Legyenek tehét
X, Y Banach-terek, valamint F': X — Y nemlinedris operator. Keressiik az

Fu)=0 (5)

egyenlet u* € X megoldasat. A jobboldal ilyenkor szokdsos O voltat az egyvalto-
z0s analdg helyzet (zérushelykeresés) motivélja, de ez nyilvdnvaléan nem jelent
megszoritdst, hiszen egy A(u) = f tipusu feladat esetén csak az F(u) := A(u) — f
operatorra kell attérniink. Tegyiik fel, hogy F': X — Y Fréchet-derivalhat6 (azaz

JA € B(X,Y) folytonos linedris operator, hogy lim|;||—0 IF (”+h)|T]f| l(”)‘Ah” = 0).
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A madsodrendd konvergencia kulcsa F’ Lipschitz-folytonossaga, azaz hogy 1étezik
L > 0 4llandd, hogy

[F'(u) = F'O)Il < Lllu =l (Yu,v € X)

Ezaltal ugyanis az F operatort az iterdcio 1épéseiben elsGfoku Taylor-polinomjaival
linearizalhatjuk, és a maradék mdsodrendben kicsi lesz. Itt garantdlhat6 az egyér-
telm( megoldds, mégpedig az aldbbi tétel segitségével:

5.3. Tétel. [9] Legyenek X,Y Banach-terek, F : X — Y Fréchet-derivdlhato, melyre
barmely u, h € X esetén F'(u): X — Y bijekcio és

[[F’)h|| = ml|All, (6)

ahol m > 0 fiiggetlen u, h-tol. Ekkor barmely b € X esetén az F(u) = b egyenletnek
egyértelmiien létezik u* € X megoldasa.

5.4. Megjegyzés. A fenti egyenlStlenség
(i) kovetkezménye az aldbbi becslés:

IF' @)l < = (YueX)

3|~

(ii) elégséges feltétele X =Y = H Hilbert-tér esetén:
(F'(u)h, hy = m||h|[> (Yu,h € H)

5.5. Tétel. Legyenek X,Y Banach-terek, F: X — Y Fréchet-derivalhato. Teljesiil-
jon (6), valamint legyen F’ Lipschitz-folytonos L konstanssal. Ha ug tetszéleges,

akkor az
Up+l = Up — F/(”n)_lF(un) (n € N)

iterdciora az aldabbiak teljesiilnek :
() IF eIl < 2 1Pl (n € ).
(2) Ha ug olyan, hogy
L
q:= wHF(MO)H <1 (7)

akkor I3
mllup — || < ||[Fun)l] € == ¢*" — 0.
2m
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5.6. Megjegyzés. A megadott iteracios 1€pés az alabbi alakba irhaté at:

{ F'(un)pn = —Fuy),

Up+l = Up + Dn,

és ezt is fogjuk haszndlni.
Bizonyitas [az 5.5 tétel bizonyitasa]

(1) A 4.6 Newton-Leibniz tétel alapjan
1
F(un+1) = F(un) +/ F’(un + H(ne1 — un))(Uns1 — uy) dt =
0
1
= _F/(”n)]’n +/ F/(un +1py)pn dt =
0

1
- /0 ("t + 1) — F(un))p i

Itt [|F’'(u)~']| < % minden u € H esetén. Ebbdl és felhasznélva F’ Lipschitz-
folytonossagat,

1
1l < [ G 1) = PGl il e <
1
L L. .,
< [ Lol P dr = S11pulP = S11F ) Fun)IP <
0
L 2
< 35I|

(2) Alkalmazzuk a fenti becslést n-szer:

2
L L L
[|F ()| < ﬁHF(un—l)Hz < e (ﬁ) ||F(un_2)||* =
1+2 142422
L 2 L 3
= (ﬁ) |F(uns2)|* < (2—mz) |F(un-3)||* <
142422+, 42171 2]
L n L n
<...< (ﬁ) || F(uo)|*" = (ﬁ) |IF(uo)l >
azaz
2m? (L ' om? on
F <= (= |IF =
1Pl < = (2m2|| (M0)||) 4

Ha (7) teljesiil, akkor g < 1 ésigy ||F(un)|| = 0. m
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5.7. Megjegyzés. A 5.4 megjegyzésben lattuk, hogy Hilbert-térben a (6) feltétel
garantdlhat6 pl. az
(F'(wh, hy = m||h|[*  (Yu, h € H)

egyenlétlenséggel. Ekkor a (5) egyenlet megoldhatésagahoz még feltessziik vagy F’
bihemifolytonossagat s onadjungaltsagat, vagy F (lokélis) Lipschitz-folytonossagat,
viszont a Fréchet-derivdlhatésdg helyett elég a Giteaux-derivdlhatésdg. Konnyen
lathat6, hogy az 5.5 tétel bizonyitdsdban is elég a Gateaux-derivdlhatosag.

5.3. Newton-tipusi moédszerek

A kovetkezdkben az in. Newton-tipust mddszereket ismertetjiik, a tételek bizonyi-
tasai megtaldlhatok ([5], 18.3. szakasz) alatt. Az el6z6 szakaszban definidlt

Uyl = Uy + Py, ahol
F,(un)pn = _F(”n)

iterdcié a gyakorlatban két okbdl is mddositdsra szorul. Egyrészt a linedris se-
gédegyenletet csak kozelitSleg tudjuk megoldnai, masrészt a konvergencia csak
lokélisan, azaz elég jo kezdeti kozelités esetén teljesiil. A linedris segédegyenletek
kozelit6 megolddsaval felirt iterdciét inegzakt Newton-moédszernek hivjuk. Itt tehat
pn-et valamilyen el6irt hibahatdron beliil szamitjuk ki, vagyis az

F'(un)pn + F(un) =0

egyenldséget a
||F/(un)pn + F(up)|| < 0nl|F(upn)l]

egyenlStlenséggel helyettesithetjiik, ahol ¢,, el6re megadott relativ hibahatér.

5.8. Tétel. (Inegzakt Newton-mddszer) Teljesiiljenck a (5.5) Tétel feltételei, és legyen
u* € X az (5) egyenlet megolddsa. Ekkor van olyan & > 0, hogy ha ||ug — u*|| < &
és tekintjiik az alabbi sorozatot :

Unsl = Uy +pn  (Vn e N), ahol
F'(un)pn + F(un)l| < 0n - [|[F(un)l|  és 0<6, <60 <1

akkor u, — u* a (6,) sorozattdl fiiggd rendben. Espedig, ha 6, < c||F(u,)||”
valamely 0 < v < 1 és ¢ > 0 konstansok mellett, akkor a konvergencia rendje
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1+y:
IF uns)l| < c1 - [|F )" (n € N)
é M=l < Gl < dy - (e )
(ahol 0 < g < 1, ¢y, dy alkalmas allandok)
A kovetkezd mddositds az un. csillapitott Newton-médszer, melyben a globalis
konvergencia érdekében a p,, vektorokat alkalmas 7,, € (0, 1] dllandékkal szorozzuk.

5.9. Tétel. (Csillapitott Newton-modszer) Teljesiiljenek a (5.5) Tétel feltételei, és-
legyen u* € X a (5) egyenlet megolddsa. Legyen ug € X tetszdleges és tekintsiik az
alabbi sorozatot :

Upil = Uy +Typn  (Yn e N), ahol
, P . 2
F'(u,)pn = —F(u,) ést1,=min {1, m} .
Ekkor :
lfun = u*[| < =[|F(un)|| = 0
m
monoton csokkenden és lokdlisan mdsodrendben, azaz alkalmas ny € N index utdn
IF (uns)l] < €1 - [IFun)l* (n 2 no)
. . 1 n
és  lup—u ||SZ||F(un)||§dl‘q2 (n €N)
(ahol 0 < g < 1,c1,dy > 0).
Az 1n. csillapitott inegzakt Newton-mddszer az el6z6 két mdédszer kombindlasa,

amely globdlis konvergencidt nyujt a segédegyenletek kozelitd megolddsa mellett
is.

5.10. Tétel. (Csillapitott inegzakt Newton-modszer) Teljesiiljenek a (5.5) Tétel fel-
tételei, és legyen u* € X a (5) egyenlet megolddsa. Legyen uy € X tetszdleges és
tekintjiik az alabbi sorozatot:

Upil = Uy + Typn  (Yn e N), ahol
[|F'(un)pn + F(un)|| < 6, - ||F(un)l] és 0<6, <6y < 1, valamint

. 1-82 2
Tn:mln{l, 1+6,21 m}
Ekkor 1
llun = ]l < —J1Fup)ll = 0
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monoton csokkenden, a (6,) sorozattél fiiggé rendben. Espedig, ha 6, < c||F(u,)||”
valamely 0 < y < 1 és ¢ > 0 konstansok mellett, akkor a konvergencia rendje
lokalisan 1 + vy, azaz alkalmas ny € N index utdn

F@ns)l| < c1 - [|Fua)|]” (1 > no)
. . 1 n
és Nl —u'll < —|IF(un)|| < dy g (n > np)

(ahol 0 < g < 1,c1,dy > 0 alkalmas dllandok)
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6. Maximum-elv és a feladat atfogalmazasa

A kovetkezdkben [6] alapjan beldtunk egy tételt, mely segitségével az egyenletben
szerepld e* tagot "lecserélhetjiik” egy olyan fliggvényre, amelyre az fog teljesiilni,
hogy ami az eredetinek megolddsa volt, az ennek is, de ez a fiiggvény rendelkezni
fog olyan tulajdonsagokkal, melyek a késébbieknek szerepet kapnak.

Legyen Q c R” korlatos tartomany. Tekintsiik a BevezetSben vazolt egyenletet
homogén peremfeltétellel !

{ -Au+e'=f 8)

upa =0

Most bevezetjiik az egyenlet Un. gyenge alakjit. Szorozzuk az egyenletet egy v €
€ H& (Q) tn. tesztfligvénnyel, majd integraljunk mindkét oldalon és alkalmazzuk a
Green-formulat, valamint a homogén peremfeltételt !

/—Auv+e“v=/fv
Q Q

‘/Q—Auv+/ge”v=‘/gfv
/QVM-VV+—/Qe”v='/va 9)

Most beldtjuk, hogy ha u teljesiti (8)-at, akkor max u < 0.
Q

6.1. Tétel. Legyen a (8) feladat gyenge megolddsa C'(Q) N C(Q)-beli. Ha
fx) <1, mm xe€Q

akkor .
u<0 Q-on (10)

Bizonyitas Legyen

e—1

€ — h 0
r(u) =4 aun

1 hau=0

Ekkor r folytonos, valamint r(u) > 0 (Yu € R)-re. Vegyiik a feladat gyenge
alakjanak mdédositdsat:

/Vu-Vv+/r(u)uv=/fv, (1T)
Q Q Q
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ahol f(x) = f(x)—1 (Vx € Q). Vezessiik be a szakaszonként C'-beli
v := max{u, 0}

fiiggvényt. Ekkor v > 0, illetve v|aq = 0, valamint u(x) = v(x) minden x € Q-ra,
kivéve ha v(x) = 0. Erre a v-re (11) jobb oldaldra

/vaSO

mivel a feltétel miatt / < 0. A bal oldalra

/Qvu-er/Qr(u)uv=/§2|Vv|2+/gr(u) v > 0.

A kettSt 0sszevetve kapjuk, hogy

/Q|Vv|2+/gr(u)v2=0

Innen |Vv| = 0, és v nemnegativitisdbdl kovetkezik, hogy v = ¢ > 0. Ha ¢ > 0,
akkor a v|gq = 0 feltétel miatt ellentmondésra jutunk. Azaz

c=0=max{n,0} =0 (Vxe€Q) =u<0 m
6.2. Megjegyzés. Ha 1 nem ennyire sima, hanem csak Hé (Q)-beli, akkor max
helyett ess sup # < 0 jon ki.

Q

Ezek utdn vezessiik be az aldbbi fiiggvényt:

) e~ hax <0 (12)
x =
1 x+1 hax>0.

Ekkor ¢ € C!'(R), valamint ¢’(x) < 1 (Vx € R).

A 6.1 tétel miatt e* értékét csak u < 0 esetén kell figyelembe venni, ezért az eredeti
egyenlet ekvivalens a kovetkezdvel:

{ —Au+q(u)=f (13)

upa =0,

ahol a kovetkezdk teljesiilnek :
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(i) ¢: R — R folytonosan differencidlhaté R-en.
(i) ¢ monoton novekedd és ¢’ korlatos, mégpedig

0<q'(u)<1 (Yu€eR) (14)

(iii) ¢ és ¢’ Lipschitz-folytonos 1 konstanssal.
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7. A gyenge megoldas létezése és egyértelmiisége

Az el6z6 fejezetben bevezettiik a gyenge megolddsét. Felmeriilhet a kérdés, hogy
erre miért volt sziikkség? A gyenge sz0 itt mindig azt jelenti, hogy valamilyen, a
fliggvénnyel szemben tdmasztott feltételt gyengitiink. Példdul (8)-ban adott jobb
oldal esetén u € C3(Q)-nak (f € C(Q)) vagy u € H*(Q)-nak (f € L*(Q)) kell
teljesiilnie. Az integrdlds annyit segitett, hogy a gyenge alakban u-nak mér csak az
els6rendd parcidlis derivéltjai szerepelnek, ezért 6t elég Hé (Q)-ben keresni.
Egy tétel kimondaséval kezdiink, amely tobb becslésnél is hasznunkra lesz.
7.1. Tétel (Poincaré-Friedrichs-egyenlGtlenség). Legyen Q C R™ korldtos tarto-
many. Ekkor

el ) 2 Al gy (Vu € Ho(Q), (15)

ahol A1 a —A operdtor legkisebb sajdtértéke H*(Q) N Hé (Q)-n.

A bizonyitashoz 14sd ([5], 8.27. Allitds). Egyszerd becslés A;-re:
nn?

Al 2 —., 16
! diam(Q)? (16)
ahol 7 a tér dimenzidja és diam(Q) egyenld Q atmérgjével.

Vegyiik észre, hogy a gyenge alakban e* helyére tetszSleges olyan fiiggvényt irhat-
tunk volna, amelyre az integrdl véges, és értelmes kifejezést kapnank. Ez motivilja
azt, hogy ugyanezt g(u)-ra is eljitsszuk. Az "4j" gyenge alakot hasonléképpen az
elsd emlitéshez, a kovektezGképpen adjuk meg:

/Q—Auv+q(u)v='/gfv

'/Q—Auv+—/gq(u)v=—/gfv
‘/QVu-Vv+/Qq(u)v=/va 17)

7.2. Definicié. Egy u € H(} (Q) fiiggvényt az (13) egyenletrendszer gyenge megol-
ddsdnak neveziink, ha kielégiti (17) -et Vv € Hy(Q)-ra.

Most a célunk az lenne, hogy taldljunk egy olyan F': H& Q) — Hé (Q) operitort,
melyre

(F(u),v) = /QVM - Vv +—/Qq(u)v (Vv e Hé(Q)) (18)
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7.3. Lemma. Legyen f € L*(Q) rogzitett fiiggvény, @: H(%(Q) — R a kovetkezd
funkciondl :

Dy = / fv (v € Hy(Q))
Q

Ekkor @ folytonos linedris funkciondl.

Bizonyitas A linearitds nyilvanvalo, a korlatossag pedig a kdvetkez6kbdl adédik :

|1/ 1]z
Vgt
Ml
A lemm4bdl, valamint a Riesz-féle reprezenticios tételbdl adddik, hogy egyértel-
mien létezik b € H(} (Q2), melyre

ov] < /Q vl < ANz vl <

/ fr=bvig (Yve Hy(Q)).
Q
Ha tehat l1étezik a (18)-ban kivant F', akkor
(F@), vy = (bv)gy (7 € Hy(Q)

ami ekvivalens az
Fu)=»>

operatoregyenlettel Hé (Q)-ban.
7.4. Allitas. A (18) egyenlet egyértelmilen meghatdroz egy F: H& Q) — Hg (Q)

operdtort.

Bizonyitas Legyen u € H(} (Q) rogzitett és legyen vy, : H(} (Q) — R a kovetkezd
funkcional :

Yu(v) = /QVM - Vv + q(u)v.

Ekkor v, linedris, valamint
] s/Q|vM-Vv|+/Q|q<u>v|s||Vu||Lz||Vv||Lz+

il = (192 + L0 o,

tehat v, korlatos is. (A becslésben a Minkowski-, CBS-, valamint a Poincaré-
Friedrichs-egyenlétlenségeket hasznéltuk fel). Itt ||g(u)||; > végessége abbdl kovet-
kezik, hogy |q(u)| < |u| + 1, és u L*(Q)-beli. Vagyis ekkor egyértelmtien létezik
olyan ii € Hé (Q), melyre

v,V = (i, V>H(§ (Vv e Hg(Q)).

33



Jeloljiikk F-fel azt a leképezést, mely u-hoz i-t rendel, ami az eddigiek szerint
joldefiniélt. Erre az F-re

(F(u),v) = (ii, v) = y,v = / Vu-Vv+ / qu)y (Vv e Hé(Q)). [
Q Q
7.5. Allitas. F Gateaux-derivilhaté, és (F'(u)h, v)H& = /Q Vh-Vv+q' (u)hv
Bizonyitas Legyen u € H(; (Q) tetszSleges. Rogzitett h, v € H& (Q) esetén
1 1
lim —(F(u+th)—F(u), v) = lim - / V(u+th)-Vv+qg(u+th)yv—
t—0 t 0 =01t Jo

1
—/ Vu-Vv—qg(u)yy=lim— [ tVh-Vv+][g(u+th)—qu)lv =
Q t—=01 Jo

= lim Vh.Vva
t—0 Jo t

Vegyiik észre, hogy ha a legutolsé tagndl az integralds és a limeszképzés felcserél-
hetG, akkor készen vagyunk, igy ha d;, F(u) 1étezik, akkor

(O F(u), V>H01 = (D(h, u), V>H01 = ‘/QVh Vv +q (whv (Vv h € Hy(Q))

Itt adott u € HS(Q) esetén D(h,u) € Hé(Q) 1étezését a Riesz-tétel garantdlja,
ugyanis az integrdl jobb oldala folytonos linedris fukcionalja v-nek: |¢’(u)| <
< 1 becsléssel egylitt az integral (||h||H(; + ”%2 )“V“H(} -gyel becsiilhet§ feliilrSl.

Ahhoz, hogy D(h, u) = 0, F(u) legyen, az alabbinak kell teljesiilnie:

1
lim II;(F(u +1h) = F(u)) = D(h, u)||g1 =0
t—
Itt a 3.5. Allitas alapjan
1
lim II;(F(u +1h) = F(u)) = D(h, u)l|y) =
t—

=lim sup (%(F(u +th) — F(u)) — D(h,u),v) =

=0 V1111
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1
=1lim sup / ?(V(u +th)-Vv+qg(u+thyy —Vu- Vv — g(u)v)—

=0y, 1=1

q(u+th) — q(u)

; —q'(u)h)v <

—(Vh-Vv+q' (u)hv) = hm sup /Q(

120 [p),1=1
Hy

glu+1h) = g(u)

<lim sup || g’ Whl|2 ]l <
=0 vy, 1! !
) qu+th)—qu)

< lim || —q'(u)h||p>.

=0 4/ 44 t

Itt az L>-norméban olyan integral szerepel, ahol az integrandus ¢ € C' miatt pon-
tonként tart az azonosan 0 fiiggvényhez m.m., illetve az integrandus a Lagrange-
kozépérték-tétel, valamint a 6. Fejezetben emlitett (iii) tulajdonsag alapjan tetszd-
leges t esetén

4+ th) - q(u) q(u) .o
()h‘ ’ C(u+thy—u qwh =

= |[q"(u + 6th) - Q(u)] ? < 2hy

q(u+1h) —qQu)
t

-tel becsiilhet§ feliil, ahol 6 € (0,1). Itt A € H,(€2) miatt a jobb oldal L'-beli.
Innen a Lebesgue-tétel (1d. [10], 3.5.5. Tétel) alapjan az integral is 0-hoz tart, azaz
D(h,u) = 0p F(u). Mar csak a h — 0y, F(u) leképezés folytonossagat kell belatnunk.
Ehhez vegyiik észre, hogy

||6hF(u)||H1 = N sup  [{OnF(u), v)H1| = sup | [ VhA-Vv+q (w)hv| <

Vil vl

i

< sup /IVh Voehvl < sup (VAT + Il bl <
(vl . (vl

< "y h 1 ! h

< sup vl + == | Wllgy = {1+ 1Al m

[v]l 41
Hy

7.6. Allitas. Bdrmely f € L*(Q) esetén a (13) egyenletnek egyértelmiien létezik
u* e HO1 (Q) gyenge megolddsa.

Bizonyitas A 4.18 Tételt szeretnénk haszndlni. Az el6bb lattuk, hogy értelmes a fenti

F: H(} Q) — H& (Q) éltalanositott operdtor, valamint hogy F Gateaux-derivéalhat6.
Hasonl6an ldthaté be az is, hogy F’(u) bihemifolytonos. A Gateaux-derivaltbol
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azonnal leolvashato, hogy F’(u) 6nadjungélt Vu € Hé (Q)-ra (ne felejtsiik el ugyan-
is, hogy valésban az Onadjungéltsidg szimmetrikussdgra médosul). A harmadik
feltételhez:

(F'(wh, b)) = /Q IVA* + g’ (w)h* > /Q |Vh|2=||h||§lol (Yu,h € Hy(Q)). =

7.7. Kovetkezmény. f < 1esetén a (8) egyenletnek is egyértelmten létezik H& (Q)-
beli gyenge megoldésa.
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8. Numerikus megoldas

Egy végtelen dimenzios térben felirt operdtoregyenlet kozelité megoldasanak ter-
mészetes alapgondolata, hogy az alapteret véges dimenzids altereivel helyettesitjiik,
és az eredeti egyenletet megfelel§ értelemben vetitjiik erre a térre. A kapott véges
dimenzios feladat ugyanis mar a numerikus analizis médszereivel megoldhat6, az
alterek megfeleld sorozatdnak vilasztidsdval pedig a kozelité megolddsok az erede-
tihez tartanak. A Ritz—Galjorkin-mdédszer ezt az elvet valésitja meg.

8.1. A Ritz-Galjorkin-mddszer altalanos felépitése

Legyen H val6s Hilbert-tér, F: H — H adott nemlinedris operdtor, melyre az
alabbiak teljesiilnek:

8.1.1. Feltételek.
Léteznek 0 < m < M dllandok, hogy

(i) F egyenletesen monoton:
(F(u)— F(v),u—v) > m||lu— v||2 Vu,v € H);
(ii) F Lipschitz-folytonos:
[|F(u) — FOW)|| < Mllu—-v|| (Vu,v € H). (19)
Teljestiljenek az 5.2 tétel feltételei. Tekintsiik az
Fu)=»>

egyenletet, melynek a 4.18 Tétel miatt egyértelmden létezik u* € H megoldasa.
Irjuk fel az egyenlettel ekvivalens tesztfiiggvényes alakot:

(F(u"),v) =(b,v) (Vv €H). (20

Minden n € N-re jelolje H,, := span{¢<1"), (,0(2"), .., @™} € H alterek (n € N), ahol

minden n-re a go(ln), <p(2"), ..., @™ elemek linedrisan fiiggetlenek és barmely u € H
esetén

dist(u, Hy) = min{||u — vu||: v, € H,} - 0 han — co. (21)

Ha ez nem okoz félreértést, akkor az 90](:) helyett ¢x-t haszndlunk. Az eredeti
egyenlet megolddsa abbdl 4ll, hogy a véges dimenzids altérben megoldjuk az

(F(up),v) =(b,v) (Vv € Hy) (22)
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egyenletet, és azt szeretnénk, hogy u,, — u* teljesiiljon.

n
Az u, kozelit6 megoldast Z c;p; € H, alakban keressiik. Ezt az alakot, valamint
i=1
av = ¢ fliggvényeket helyettesitsiik be (22)-be:
n
(FQY cigdr) = (o) (k=12....n).
i=1
Vezessiik be az

Fi: R > R, Fi(o) = (F i) ox)
i=1

valos fliggvényeket és legyen Br := (b, o) Az ezekbsl Osszerakott F : R" — R”
fliggvény, valamint a § € R" vektor segitségével u,, egyiitthatéit az

Fle)=p

nemlinedris egyenlet megoldasaval kapjuk. A (20) és a (22) egyenletek alapjan
vildgos, hogy

azaz F(u*) — F(u,) L H, (ezt hivjuk Galjorkin-ortogonalitisnak.) A modszer
konvergencidjiahoz

8.1. Tétel (nemlinedris Céa-lemma). Bdrmely n € N* esetén

M .
[l —unl| < Emln{Hu* = Vall: vu € Hp}.

Bizonyitas . A (19) és a (23) sszefiiggésekbdl Vv, € H, esetén
m||u* = un||* < (Fu") = F(up) u* = up) = (Fu") = F(uy ), u* = vy) <
S|F@®) = Fun)l| u® = vall < M|u™ = upn|| [[u" = vall,
igy |lu —upl] < H|[u* —vp||. m

8.2. Kovetkezmény. Ha teljesiil a (21) feltétel, akkor ||u* — u,|| — O.

Miel6tt tovdbb haladnank, 1dssuk be, hogy az e szakasz elején emlitett tulajdonsdgok
teljesiilnek a 7.4 Allitdsban meghatdrozott operdtorra.

8.3. Allitas. A 7.4 Allitdsban meghatdrozott operdtor egyenletesen monoton, vala-
mint Lipschitz-folytonos.
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Bizonyitas Az egyenletes monotonitashoz Vu, v € Hé (Q)-ra
(Fu) = F),u—v) = (F(u),u) = (F(v),u) = (F(u),v) + (F(v),v) =

=/QVu-Vu+q(u)u—/QVv-Vu+q(v)u—‘/QVu-Vv+q(u)v+
+/QVV~Vv+q(v)v =‘/Q|V(u—v)|2+(q(u)—q(v))(u—v) >

2 2
> [ 9= = llu - viE,
Q 0

felhaszndlva, hogy ¢ monoton novd fiiggvény. A Lipschitz-folytonossdghoz

|F(u) = F)I[ = sup (F(u) = F(v),z) = sup /QV(M—V)'VH(CI(M)—Q(V))ZS

=1 Al 1=1
IIZIIH(; IIZIIH(;
< sup /V(u—v)-Vz+|(u—v)z|£ sup /lV(u—v)-Vz+(u—v)z|£
IIZHH(}=1 Q IIZIIH5=1 Q
1
S||V(u_v)||L2||VZ||L2+||M_V||L2||Z||L2SHM_V||H(;+/1_1||”_V||H&,

azazm = 1é M =1+ % megfelelGek, ahol A, a Laplace-operdtor legkisebb
sajatértéke -n homogén peremfeltétellel. m

8.2. Végeselem-modszer

A kovetkez§ szakasz [4] alapjan késziilt. A Ritz-Galjorkin-féle projekciés mddszer
hasznélata ma leginkdbb az dn. végeselem-mddszerben valdsul meg, amelynek
széleskord haszndlata miatt irodalma rendkiviil gazdag (1d pl. [1], [7]). A médszer
Iényege a kovetkezG: a tartomdnyt felosztjuk véges sok kis egyszertibb résztarto-
madnyra, Gn. "elemekre" (innen a név), amelyek 2D-ben majdnem mindig hdrom-
szogek, illetve téglalapok, 3 dimenzidban pedig tetraéderek, valamint téglatestek.
A kivant véges dimenzids alterek olyan fiiggvényekbdl dllnak, amelyek leszdkitései
egy-egy ilyen elemre valamilyen megadott fokd polinomok, melyek az egész tar-
tomdnyon folytonosak, vagy bizonyos esetben folytonosan differencidlhatéak. Az
alterek jelolése n € N* helyett a A, Gn. "rdcsparaméter”lesz, ez jeloli az elemek "4t-
mérgjét", illetve a rdcs finomsdgét, viszont a kozelité megoldds jelolésére tovabbra
is az u, jelolést haszndljuk. Ezek utdn a mdr latott H, alterek helyett V), alterekkel
dolgozunk, ahol

Vi={ueC"Q):ul;, e P, Vi=12,...,n},
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ahol k,m > 0 és n > 1 egészek, P, jeloli az m-edfokd polinomok halmazat,

Ty, ..., T, pedig az elemeket. A legegyszeriibb, de rendkiviil elterjedt eset, amikor
az elemek hiaromszogek/teraéderek, k = 0, m = 1, azaz szakaszonként linedris
polinomok alkotjdk Vj,-t. Mivel az ilyen kozelitd megolddsok nem differencidlhatéak
az egész tartomanyon , ezért a gyenge megoldasbdl kiindulva konstruéljuk meg Gket.

8.3. Elméleti algoritmusok

Mint a dolgozat elején emlitettem, eme dolgozat célja a gradiens- és a Newton-
moédszer konvergencidjanak 6sszehasonlitdsa. Nézziik most meg, hogy épithets be
a szamitégépes alkalmazdsokba az elméleti megvaldsitas.

8.3.1. Gradiens-modszer

Roviden emlékeztetiink a gradiens-mddszer algoritmusdra és konvergenciabecslé-
sére.
Legyen H val6s Hilbert-tér, F: H — H adott operator. Tegyiik fel, hogy

(i) F Gateaux-derivédlhaté és F’ bihemifolytonos,
(i) minden u € H esetén F’(u) € B(H) 6nadjungilt,
(iii) léteznek olyan M > m > 0 allanddk ugy, hogy
m||h||> < (F'(wh, hy < M||R> (Yu,h € H),

valamint legyen b € H. Ekkor az F(u) = b operatoregyenlet u* € H megoldasidnak
megtaldldsdra az alabbi sorozatot definidltuk:

(i) Legyen ugy € H tetszSleges

(ii) ha n € N-re u,, ismert, akkor

(F(un) - b)

Upyl = Up —

M+m

Ekkor az u,, sorozat konvergencidjara az aldbbi becslés irhat6 fel:

M—m)”

1
—u*l] < —||F(up) = b
It = '] < —[1F (o) ||(M+m
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Ezzel viszont egy baj van: se F-et, se b-t nem ismerjiik expliciten, ugyanis a Riesz-
féle reprezentacios tétel csak egzisztencidra ad feltételt, képletet nem ad. Ezért a
kovetkezd triikkot alkalmazzuk (most mar a mi feladatunkra):
Legyen

Zn = F(up) — b,

vagy a vele ekvivalens alakban
<Zn’ V)H& = <F(l/tn) - b’ V>H(}’

itt viszont a jobb oldalt mar ismerjiik. Ezaltal a fenti algoritmus a kovetkezSként
modusul :

(i) Legyen ug € H tetszbleges

(ii) ha n € N-re u,, ismert, akkor z, € H& () megolddsa az alabbi egyenletnek :
/ Vz, - Vv = / Vi, - Vv+(q(u,)— f)v (Vv e Hé(Q))
Q Q

. 2
(iii) wp41 :=up — Mamin

Ezen feliil még egy egyszerdsitést is tehetiink annak érdekében, hogy ne kelljen
az u, gradiensét haszndlni, nevezetesen legyen w, := z,, — u,, ekkor az iterdcié a
kovetkez6:

M+m-—-2

Upsl = U, — w,,, ahol
" M+m " M+m "

[wwnwv= [ =y (e @)
Q Q

8.3.2. Newton-modszer

Hasonldéan az el6z8 szakaszhoz, az F operdtor explicit ismerete nélkiil a Newton-
mddszernél is a gyenge alakot kell majd haszndlnunk. A konstrukci6 az aldbbi:

() up € Hé (Q) tetszdleges; ha n € N-re u, ismert, akkor

(i) pn € Hg () megoldasa a kovetkezd egyenletnek :
(F'(un)pn: Vg = =((F(un) = b). vy (Vv € Hy(Q)), vagyis

(iii) /;2 Vpn - Vv +q'(un)pnv = - /é Vu, - Vv +(qu,) = f)v (Vv e H(; (Q))
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(iv) Ups1 :=up + pp

Itt is hasonl6 egyszerdsitéseket hajthatunk végre, mint a gradiens-mdédszernél. Ha
a Vy-t tartalmazé integrdlokat egy oldalra vissziik és az alacsonyabbrendi tagot
kiegészitjiik, akkor a kovetkezét frhatjuk:

/ Viner - Vv + @' (un)uns1v = ‘/(q,(un)un + f—qun))v (Vv e H(; (Q),
Q Q

vagyis az egyenletrendszert megoldva egybdl u,,,| egyiitthat6it kapjuk.

8.4. Racsfiiggetlen konvergencia

A fejezet a kovetkez8k alapjan fog haladni. El6szor tetszSleges H Hilbert-térben
megfogalmazott végeselemes diszkretizaciés feladatra belatjuk mind a gradiens-
moddszer, mind a Newton-iterdcio racsfiiggetlen konvergencidjit, majd ezekbdl ko-
vetkeztetiink a kit(izott feladatra felirt kozelitd médszerek racsfiiggetlen konvergen-
cidjéra.

Legyen H val6s Hilbert-tér, F: H — H adott operator. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek
az aldbbiak:

8.4.1. Feltételek.

(i) F Gdteaux-derivdlhato és F' bihemifolytonos,
(ii) minden u € H esetén F'(u) € B(H) onadjungdlt,
(iii) léteznek olyan 0 < m < M dllandok gy, hogy
ml|h|[* < (F'(u)h, hy < M||I[* (Yuh € H),
(iv) Létezik L > 0 dllando, hogy

I1F'() = F'O)Il < Lllu=vl| (Yu,v € H)

Tekintsiik az F'(1) = b egyenletet, aminek a 4.18 Tétel alapjan egyértelmden 1étezik
u* € H megoldasa.

A feladatot két 1épésben oldjuk meg. El&szor diszkretizédljuk a feladatot, vagyis
véges dimenzids feladattal megfelelGen kozelitjiik, ami egy nemlinedris algebrai
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egyenletrendszerre vezet, majd ezt az egyenletrendszert iteraciés modszerekkel
megoldjuk. A diszkretiz4cidra a fent emlitett Ritz-Galjorkin-mddszert alkalmazzuk.

Legyen rogzitett h-ra
Vi = span{e1,....,on} CH

adott altér, ahol a ¢; fliggvények linedrisan fliggetlenek. A 8.1 Szakasz alapjdn az
n

up € Vi, megoldést uy, = Z cip; alakban keressiik ugy, hogy teljesiiljon az

i=1
(F(un),v) =(b,v) (¥v € Vp) (24)

vetiileti egyenlet. Ezeket a ¢; egyiitthatokat az Fj(c¢) = by nemlinedris egyenlet-
rendszerbdl kapjuk, ahol

N

Fp:R" > R, Fi(c) = {(F(Z Cipi)s 90k>}
i=1

k=1
Lattuk, hogy ha teljesiil a (21) feltétel, akkor ||uy, — u*|| — 0.

Legyen
Fr: Vo = Vi, Fp:=PyoPFly,

ahol P: F — Vj, a 'V}, altérre mer6leges vetités operatora.

8.4. Lemma. Fj, teljesiti a 8.4.1 Feltételeket

Bizonyitas Mivel barmely u € Vj, esetén F(u) — Fy,(u) = F(u) — P, F(u) L Vj,, igy
(Fu(u),v) = (F(u),v) (Yu,v € Vi)

Konnyen lathaté, hogy az (i) feltétel teljesiil Fj,-ra, hiszen Py, folytonos €s linedris,
igy F)(u) = PpF'(u)lv, . Ebbdl

(Fwz,v) = (F'(wz,v)  (Yu,v,z € Vp),

ebbdl nyilvanvaldan kovetkezik Fj,-ra az (ii) és az (iii) feltételek ugyanazokkal az
m és M korlatokkal, mint F'-re. Hasonldan,

1F, ) = Fy(WIl = sup [{(Fj(u) = F,(")z, )| = sup {(F'(u) - F'(v))z,2)| <

ZGVh ZGVh
llz]|=1 llz]|=1
< sup K(F' () = F' )z, ) = [IF'w) = F'WI < Lllu=v|| (Yu,v €V;). =
i 4S
llz]]=1
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8.4.1. Gradiens-maddszer altalanos esetben

Legyen uy € H adott, ennek Vj,-ra vett vetiilete ug. Irjuk fel az ezzel a kezdGvektorral
a (24) Feladatra a gradiens-modszert :

(Fn(un) — bp) (25)

Up+l = Up —

M+m

8.5. Tétel. Ha teljesiilnek a 8.4.1 Feltételek koziil (i) - (iii), akkor tetszbleges kez-
ddértékre a (25) iterdcio a

It = ]| < —1Fi(a) = | (M+m)

hibabecslés szerint konvergadl u*-hoz.

Bizonyitas A bizonyitashoz elég igazolni, hogy Fj, teljesiti az 5.2 Tétel feltételeit.
Azonban a 8.4 Lemmadban éppen ezt lattuk be. =

8.4.2. Newton-modszer altalanos esetben

Legyen uy € H adott, ennek Vj,-ra vett vetiilete ug. [rjuk fel ezzel a kezd6vektorral
a (24) feladatra a Newton-iteraciot:

un,+1 = Uy, + pn, ahol (26)
Fh(un)pn = —(Fn(un) — bp).
8.6. Tétel. Ha teljesiilnek a 8.4.1 feltételek, akkor
(D) Fi(ttnsr) = bill < 555 11Fi(un) = Bl (1 € M)
(2) Ha ug olyan, hogy:
L
q3=ﬁ(IIF(O)—bII+Mlluo|I)<l, (27)
m
akkor
2m2 on
mlfun = upll < |1Fiy(un) = bull < ——4q° — 0. (28)

Mindkét becslés allandoi Vi, -t6l fiiggetlenek.
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Bizonyitas A fenti megfontoldsban lattuk, hogy a 8.4.1 feltételek 6roklGdnek a
(26) feladatra is, igy a 5.7 megjegyzés alapjén teljesiilnek a 5.3 tétel feltételei. Igy
érvényes a 5.3 tétel az Ay (1) := Fj,(u)— by, operatorbdl szarmaztatott (26) sorozatra,
h-tdl fiiggetleniil ugyanazon m és L dlland6kkal. A 5.3 tétel (1) pontja erre az esetre
egybeesik a fentivel, igy utébbit belattuk.

A 5.5 tétel (2) pontja most azt allitja, hogy ha ué‘ olyan, hogy

L
an = 5 |1Fi(ug) = ball < 1, (29)
akkor ,
2m= sn
mllun = unll < 11Fiaen) = bull < =43 = 0.
Most
[En () = bl < |1Fn(0) = byl + || Fn(uf) — Fr(0)]].
Ttt
[|1Fn(0) = bpll = sup [{Fn(0) = by, z)| = sup [{(F(0)—b,z)| <
ZEVh ZEVh
[lz]]=1 llz]|=1
< sup [{F(0)—b,z)| = ||F(0) - b],

zeH
llz|]=1

valamint hasonlé médon, és az ||F’(u)|| < M becslésbdl
1 (ug) = FuO)] < [IF(uf) = FO)I| < Mllugl] < M]luoll.
Ezekbdl a becslésekbdl
[1Fin(ug) = ball < 11F(0) = bl + MlJuol|
azaz qp < q.Ezt (29)-vel 6sszehasonlitva kapjuk, hogy ha g < 1, azaz teljesiil (27),

akkor gy, is kisebb 1-nél, ezért igaz (28) is. Tehat (2)-t is belattuk. m

8.4.3. Alkalmazas a gyenge alakra

Nézziik, hogy tudjuk a fentieket felhasznalni a vizsgalt egyenlethez. Emlékeztetdiil
a vizsgélt probléma:

(30)
upa =0,

{ —Au+q(u)=f
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ahol

) e~ hax <0
X) =
g x+1 hax>0.

A tulajdonsiagok, amelyekre sziikségiink lesz:

i € CY(R), valamint ¢ monoton névé és ¢’ korlétos, specidlisan
q q q p

0<q'(x)<1 (VxeR)

(ii) g és g’ Lipschitz-folytonos L, = 1 egyiitthatéval;

(iii) feL*(Q)és f<1.
A 7.6 Allitasban belattuk, hogy a (30) feladatnak egyértelmiten létezik u* € H& (Q)
gyenge megolddsa, vagyis az el§z8 szakasz eredményeit felhaszndlva szeretnénk vé-
geselemes diszkretiz4ciot alkalmazni, és a kapott nemlinedris algerai egyenletrend-

szert Newton-modszerrel megoldani, valamint ennek a racsparamétertdl fiiggetlen
kvadratikus konvergencidjit bizonyitani.

Legyen V), C H(} (Q) megfelel§ véges dimenzids altér ¢y, . . ., ¢, bazissal. Az u; €
€ Vj, kozelit6 megoldast Gigy keressiik, hogy teljesiiljon az

P )y = by = [ 17 (v evi)
Q
vetiileti egyenlet, azaz

/Qvuh-VH/Qq(uh)v=/va (Vv € Vp).

Py

Itt Fj, €s F,, definici6jat az el6z8 szakasz alapjdn igy kapjuk, hogy rendre F €és F’
definici6jaban HS (Q)-tkicseréljik Vi,-ra. Vagyis Fy,: Vi, — Vj,illetve Fy : Vi, = V),
a kovetkezdk :

(Fp(u),v) = / Vu-Vv+ / qgu)y (¥v eVp), (31)
Q Q
valamint

(F )z, v)p = / Vz-Vv+ / q'(w)zv (Yz,v € V). (32)
0 Q Q
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8.7. Lemma. Legyen

1
L(Q) = —
V2
ahol diam(Q) a tartomdny dtmérdje. Ekkor a (31)-ben definidlt F, operitor teljesiti
a (8.4.1) Feltételeket m =1és M =1 + /lll-gyel, a Lipschitz-folytonossaghoz n = 2
esetén L(Q) vdlaszthato.

T

( diam(Q) )2

Bizonyitas A 7.5 Allitasban és a 7.6 Tételben belattuk F Géateaux-derivalhatsagat
és bihemifolytonossdgat, valamint F’(u) 6nadjungaltsagat és 8.4.1 (iii) alsé becslé-
sét. A fels6hoz:

1
’ 2 2 2 2 2 1
(F (u)h,h>s/9(|wl| +12) = |IAl 3, +11A17 < (1+A—1)||h||,,01 (Vh € H)(Q))

ahol a Poincaré-Friedrichs-egyenlStlenséget hasznaltuk. Lassuk be most, hogy F’
Lipschitz-folytonos. Itt

((F )~ ')z 2] =| /Q (@) - ¢ ()2 < /Q =122 < Yl = vl 112l

ahol az dltalanositott Holder-egyenlGtlenséget hasznaltuk az % + }1 + le = 1 felbontés

mellett (1d. [5], 1.23 M;j). Itt z tényleg L*(Q)-beli, a Szoboljev-féle bedgyazasi
tételnek koszonhetSen: Hogyha Q € RY (d < 4), akkor

Hy(Q) c LY(Q), és FK4 > 0 dlland6, hogy ||v]|;+ < K4 IVl (Vv e H)(Q)

(bGvebben1d. [3], 11.Fejezet, A2 Szakasz). Ezt, és a Poincaré-Friedrichs-egyenlGséget

felhasznalva 5

K
K(F'(u) = F'(v))z, 2)| < \/—;_lllu - VllH(;IlZII?{é,
innen
K3
|F'(u) = F' Dl = sup (F'(w) = F'(")z, )| < —=Ilu = vl|g,
Ho el gy =1 v Ho

2
azaz F’ Lipschitz-folytonos L := % konstanssal. Erre a K4 konstansra megfeleld

Q c R? esetén él a kovetkezd becslés:
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ebbdl, valamint a (16) becslésbdl n = 2-t helyettesitve :

. 2

L< ﬁ < 1 (dlam(Q)) ‘
SR )

A 8.6 Tétel alapjan teljesiil (35) és (36)is. m

T

Lassuk el&szor a gradiens-médszert a fenti feladatra!

Legyen ugy € Hé(Q) tetszGleges, a vetiilete Vj,-ra pedig u’(}. Irjuk fel az ezzel a
kezddvektorral adott gradiens-mddszert a fenti feladatra:

1 21
Up+1 = mun - Mﬁwn, ahol (33)
Jo VW - Vv = [(q(un) = flv (Yv € Vi)

8.8. Tétel. A (33)-ban meghatdrozott iterdciora a kovetkezd becslés teljesiil :

1 Ly
i — gy < (||F(0)_b||H01+(1+Z)||u0||HOI)(2/11+1) '

A becslés allandoi Vy,-tol fiiggetlenek.

Bizonyitas A 8.5 Tétel bizonyitdsa megismételhet§ H helyett Vj,-val, ugyanis a fennt
definidlt Fy, operator 6rokli az eredeti F operdtor tulajdonsdgait a rdcsparamétertdl
fliggetleniil, ahogy azt a 8.7 Lemmédban beldttuk. A 8.5 Tétel az

M—-m\"
M+m

1 h
[ln = unll < —1Fin ) = bl (
becslést adta, ahol a || F}, (ug) —bully : tagot a (8.6) Tétel masodik részében szerepld

1F(u) = bullyy < (I1FO) = bl + Mllully

egyenlStlenséggel, valamint a 8.7 Lemma eredményeit felhasznalva kapjuk a tétel-
beli allitdst. m

Most a feladatra megfogalmazott Newton-iterdcidra bizonyitjuk a racsfiiggetlen
konvergenciat.

Legyen up € Hé(Q) tetszlleges, a vetiilete Vj,-ra pedig ug. [rjuk fel az ezzel a
kezd&vektorral adott Newton-iterdciot a fenti feladatra:

u ‘= u, + p,, ahol
{n+1 n T Pn (34)

CELn)pm vy = ~((Futn) = ba) vy (Vv € Vi),

Itt a (34)-ben 1€v6 linedris egyenlet az alabbi alakot Olti:

/ Vitner - Vv + ¢ (U itms1v = / (@ itn + = qun))y (¥ € V).
Q Q

48



8.9. Tétel. 2 dimenzioban a konvergencidra a kovetkezd becslés adhato :

(1) (e = bullgy < Z52 0 FCan) = bally,, - (1 € 10,
(2) Ha ug olyan, hogy:

L Q 1
EE (0= oty (1 7wl ) <1 9
1

akkor

2 o
i = el gy < 1VFCam) = Bl gy < Frga”™ = 0. (36)

Mindkét becslés allandoi Vi, -t6l fiiggetlenek.

Bizonyitas A 8.7 Lemma alapjan teljesiilnek a 8.6 Tétel feltételei, amelybdl kovet-
kezik (35) és (36)is. m

8.10. Kovetkezmény. Nagy a kisértés, hogy ug-t az azonosan 0 fiiggvénynek va-
lasszuk, mert ez kiveszi a becslésekbél a ||ug ||, 1= tagokat, amelyek A, -es szorzékat
tartalmaznak, amelyeket amugy is csak becsiilni tudunk, pontos értékét nem ismer-
jlik. Ekkor mér csak az || F(0) - bl| 5 g értéket kell valahogy tgy becsiilniink feliilrdl,
hogy az szdmolhato legyen. Ehhez vegyiik észre, hogy

IFO) =bllyy = sup [KFO=bvygyl= swp | [ o= [ -

VIl =1 V1131
= sup I/(1 = fivl < sup |(1 vl < sup [T = fll2lvllpe <
V=1 IV l1p=1 [Vllp=1

- - 1 fll,> diam(Q
< sup (” f”L2) ||V||H(§ = 1= fllz2 < I S1lz2 diam( )’
W=t VA v Vi

felhaszndlva a (16) becslést, a Poincaré-Friedrichs-egyenl&tlenséget, valamint azt,
hogy f € L.
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9. Szamitégépes program és futtatasok

A fent targyalt iterdcidkat egy-egy programban implementdltam, melyeket kiilon-
b6z6 f jobb oldallal és ug kezdvektorral futtattam. Tartoméanynak az Q = [0, 1]?
egységnégyzetet vdlasztottam, ebbdl fakadéan a fenti becslésekben diam Q = V2,
valamint A; = 7 vehetS. A végeselemes altér konstrukci6jahoz a négyzet olda-
lan ekvidisztans felosztast vettem, majd a meghatdrozott négyzetrics négyzeteit
ugyanolyan irdnyud atlékkal egyenlS szard haromszogekre osztottam. Az altér a
folytonos,az ezekre a hdromszogekre megszoritva linedris fiiggvények lesznek. A
lenti tdblazatokban taldlhatok a futdsi id6k. A program dbrazolja a kapott megoldést,
valamint a fliggvény gradiensmezejét is.

1. Program. A gradiens-moédszer kodja

function num_grad ()
% Adatok megaddsa

n=20; h=1/(n+ 1); % osztépontok szama a tengelyek ira-—
nydba, rdcstdvolsag

xx = h#[1l:n]; yy = xx; % oldalak felosztdsa

[x, y] = meshgrid(xx, yy); % a rdcspontok koordindtdinak

eltdroldsa
u_h = S5%ksin(pi*x).xsin(piky);

u_h = reshape(u_h, n”*2, 1); % a kezdovektor

u_temp = ones(n”2, 1);% segédvaltozd; mivel az iterdcidban
u_h értékeit frissitjik, ezért az n. megolddst ebben ti-
roljuk

f = 0.9%ones(n); % az egyenlet jobb oldala
f = reshape(f, n*2, 1);

% A diszkretizdciés miatrix konstrukcidja
I = speye(n);

E = sparse(2:n,1:n—-1,1,n,n);

D = E+E'-2x%1;

A = —kron(D,I)-kron(I,D);

tic % inditjuk a beépitett stopperdrdt
while norm(u_h — u_temp, inf) > le—15 % Az iterdcio
u_temp = u_h;
b = (exp(u_temp) — f) % h”"2; % az egyenlet jobb oldalda—
nak megaddsa
w = A\b; % Az egyenletrendszer megolddsa
% Az iterdcids 1épés
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u_h = (u_temp — 2 *x pi”2 % w) / (2%pi2 + 1);

end

run_time = toc; % ebben a vdltozdban tdroljuk az iterdcio
sebességét

u_grid_in = reshape(u_h, n, n); % megolddsvektor visszalaki
tdsa matrixssza

u_grid = zeros(n + 2, n + 2); % itt vesszik hozzd a

peremfeltételt
u_grid(2:n + 1, 2:n + 1) = u_grid_in;

% A haromszogek konstrukcidja a hozzdjuk tartozdé csucsokbol

triangular_mesh = [0 O O];
for i=1:(n + 1)x(n + 2)
if mod(i, n + 2)~=0
triangular_mesh (length (triangular_mesh (:, 1))+ 1,:)
=[i, i + 1, i +n+ 2];
triangular_mesh (length (triangular_mesh (:,1))+1,:)=
[i+1, i+ 1+n+ 2, i+n+ 2];
end
end
triangular_mesh (1,:) = [];
[x_0, y_0] = meshgrid(0:h:1,0:h:1);
[u_x, u_y] = gradient(u_grid, h);

% Az eredmények dbrdzoldsa

subplot(1, 2, 1)

% A végeselemes megoldds dbrdzoldsa
trisurf (triangular_mesh, x_0, y_0, u_grid)
axis ([0, 1, O, 1, =0.1, 0])

xlabel ('x', 'FontSize ',12)

ylabel('y', 'FontSize ',12)

title ([ 'Az egyenlet gradiens-médszerrel adott megolddsa. '],
"FontSize ',12)

subplot(1, 2, 2)

% A megoldds gradiensének dbrdzoldsa
quiver(x_0, y_0, u_x, u_y)

axis ([0, 1, O, 1])

xlabel ('x', 'FontSize ',12)
ylabel('y', 'FontSize ' ,12)
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title ([ 'A megoldds gradiensének vektormezeje.'], 'FontSize'

, 12)

% Az iteracidé idotartama

X = ['Az iterdcid ', num2str(run_time), ' mdsodperc alatt
konvergdlt. '];

disp (X)

2. Program. A Newton-modszer kodja

function num_newton ()
J%Adatok megaddsa

n=20; h= 1/(n + 1);% osztépontok szdma a tengelyek irdny
dba, rdcstdvolsdg

xx = h*[1l:n]; yy = xx;% oldalak felosztdsa

[x, y] = meshgrid(xx, yy); % a rdcspontok koordindtdinak
eltdroldsa

u_h = S5%xsin(pi*x).xsin(pikxy);

u_h = reshape(u_h, n"2, 1); % a
kezdovektor

u_temp = ones(n”2, 1);% segédvaltozd; mivel az iterdcidban

u_h értékeit
% frissitjik, ezért az n. megolddst ebben tdroljuk
f = 0.9%ones(n); % az egyenlet jobb oldala
f = reshape(f, n"2, 1);

% A diszkretizdciés matrix konstrukcidja
r_egyseg = speye(n);
E = sparse(2:n,1:n—-1,1,n,n);
D = E+E'-2%r_egyseg;
A = —kron(D,r_egyseg)—kron(r_egyseg ,D);
log_A = logical (A);
% Inditjuk a stopperdrat
tic
while norm(u_h — u_temp, inf) > le—15 % Az iterdacié
u_temp = u_h;
eu = exp(u_temp) ';

% A diszkretizdciés matrix megaddsa
A_temp = A + (h*2 / 3) * (log_A .% eu(ones(n”2, 1), :))

% az egyenlet jobb oldaldnak megaddsa

j_o = (exp(u_temp).*x(u_temp — 1) + f) % h"2;
% Az egyenletrendszer megolddsa
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u_h = A_temp\j_o; % ez mar u_n+1 egyiitthatéit adja
end
run_time = toc; % ebben a vdltozdban tdroljuk az iterdcio
sebességét

u_grid_in = reshape(u_h, n, n); % megolddsvektor visszalaki
—tdsa matrixssza
u_grid = zeros(n + 2, n + 2); % itt vesszik hozzd a

peremfeltételt
u_grid(2:n + 1, 2:n + 1)=u_grid_in;

% A hidromszogek konstrukcidéja a hozzdjuk tartoz6 csticsokbdl

triangular_mesh=[0 0 0];
for i=1:(n + 1)x(n + 2)
if mod(i, n + 2)~=0
triangular_mesh (length (triangular_mesh (:, 1))+
1,)=[i, i + 1, i +n + 2];
triangular_mesh (length (triangular_mesh (:,1))
+1,)=[i + 1, i+ 1+n+ 2, i+ n+ 2];
end
end
triangular_mesh (1,:) =[];
[x_0, y_O]=meshgrid(0:h:1,0:h:1);
[u_x, u_y] = gradient(u_grid, h);
% Az eredmények dbrdzoldsa

subplot(1, 2, 1)

% A végeselemes megoldds dbrdzoldsa

trisurf (triangular_mesh, x_0, y_0, u_grid)

axis ([0, 1, O, 1, -0.1, O])

xlabel ('x', 'FontSize ',12)

ylabel ('y "', 'FontSize ',12)

title ([ 'Az egyenlet Newton-médszerrel adott megolddsa. '], "'
FontSize ',12)

subplot(1, 2, 2)

% A megoldds gradiensének dbrdzoldsa

quiver(x_0, y_0, u_x, u_y)

axis ([0, 1, 0, 1])

xlabel ( 'x', 'FontSize ',12)

ylabel ('y"', 'FontSize ',12)

title ([ 'A megoldds gradiensének vektormezeje.'], 'FontSize'
, 12)
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-0.001

-0.002

-0.003

-0.004

-0.005

-0.006

-0.007

-0.008

-0.009

0.01 4

% Az iteracidé idotartama

X = ['Az iterdcidé ', num2str(run_time), ' mdsodperc alatt
konvergdlt. '];
disp (X)

A feltoltott gradiens-mdodszer futtatdsa utdn a kovetkezd dbrét kapjuk:

Az egyenlet gradines-modszerrel adtl megoldasa. , A megoldas qradiepsének :rektormezeje.
T “'ﬁ% .\\.":':‘H“ I%HHM,’
N\N\N“&%” NN : RN
NSRSl
\‘.ﬁ%ﬂ,‘?g’ﬂ‘ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ,ﬂ;ﬂﬂ%ﬂf N \ LR T T B A e N
NNSEGVAN ) A S
N o[ TIIIINN AN
=08f ___ __ . T
X
S s NN
S AR R RS
A
05 . AR RS RN,
PETI AR AR R R RTINS
y 0 9 0.2 04 ' Do 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
~J =0 G+ (1 -)P + (-9 | =09

% 0.01 | 0.0079 | 0.012 0.014 0.01 | 0.009

;—? 0.011 | 0.074 | 0.05 0.055 0.046 | 0.056

N1 03 | 0392 | 0.263 0.3 0.272 | 0.382

ﬁ‘ﬁl 043 | 0438 | 0.36 0.44 0.35 | 0.446

1. tablazat. A gradiens-médszer futasi ideje kiilonb6zd kezdévektorokkal

Egy par sz6 a paraméterek védlasztasarol. A 7.7 Kovetkezményben emlitettiik, hogy
ha f < 1, akkor az egyenlet gyenge alakjanak egyértelmiien 1étezik megoldasa, ezért
csak ilyen f-et haszndltam; ezen beliil probédltam a spektrum mindegyik felérdl
véalasztani egyet-egyet, rendre az azonosan 0-t, egy olyat, amely megkozelitSleg
0 a tartomdny kozepén és majdnem 1 a tartomdny peremén; az azonosan 1 jobb
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h ! =0 (2 +(1=0)P)(® + (1 -y)?) =0.9
2 [l 0.042 | 0.056 | 0.0358 0.0344 0.022 | 0.037
2 | 0376 | 052 | 0376 0.435 028 | 041
V2 4544 | 757 | 4203 5519 3.05 | 4.825
V214403 | 1132] 812 12.18 623 | 10.12

2. tablazat. A Newton-médszer futasi ideje kiilonboz6 kezddvektorokkal

oldalnak sok értelme nincs, ugyanis ekkor az u = 0 megoldds, ezért egy ehhez
kozelit, a 0.9-et valasztottam.

Kiprébéltam, mi torténik, ha nem az azonosan 0 kezd&vektorbdl inditom az iterdciot,
hanem valamilyen "nagy" pozitiv fliggvénybdl, vajon ekkor melyik iterdci6 lesz a
gyorsabb. Mindkét tdblazatban az egyes fiiggvények alatt az oszlopok rendre az
uy = 0, illetve az uy = Ssin(mx)sin(ry) kezdGvektorral inditott iteracidk idejét
jelzik, az iteracié megallitasi kdvetelménye az egymads utdni tagok kiilonbségének

|| - ||o-ja kisebb, mint 1013,

f =0 P +(1-0)P)"+(1-y)P) | =09
h 107107 1077 [ 1077 [ 1077 | 1071 1077107 [ 1077
g—f 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.02 | 0.03 0.04 0.02 | 0.03 | 0.04
Wﬁ 0.11 | 0.11 | 022 | 0.1 | 0.15 0.22 0.08 | 0.13 | 0.22
1—?1 0.16 | 0.15 | 0.33 | 0.16 | 0.21 0.33 0.13 | 02 | 031

3. tablazat. A gradiens-modszer futasideje kiilonb6zé megallasi feltételekre

f =0 P+ -2 +(1-y)P) | =0.9
107107 [ 1077 [ 1077 [ 1077 | 10-° 1077107 [ 1077
2 022 028 | 034 | 022 | 029 0.37 0.17 | 024 | 0.27
V211287 | 357 | 505 | 2.84 | 3.62 5.01 2.15 | 2.87 | 3.58
2 1617 | 761 | 1053 ] 6.13 | 7.33 10.51 444 | 6.18 | 71.62

4. tablazat. Newton-iteraciok futasideje kiilonb6z6 megallasi feltételekre

Az eredményeket laitva meglepSdve tapasztaljuk, hogy a gradiens-médszer min-
denféle nehezités ellenére is gyorsabban konvergdlt a megolddshoz, ugyanez a ten-

\/>

dencia megmaradt sdrdbb felosztds esetén is. %—nél kisebb racsparaméter esetén a

55



gradiens-mddszer tovadbbra is 1 masodpercen beliil volt, a Newton-iteracié viszont
fél 6ra alatt sem végzett, F\ﬁl—nél a szamitogépem kifogyott a memoridbol, ezért
ennél kisebb racsparaméteret nem valasztottam. A Newton-iteraciok mindenhol 3
és 7 1épésben jutottak el a megolddshoz, mig a gradiens-mdédszer 7 és 11 1épés
kozott konvergdlt. A jelentSs kiilonbség oka az lehet, hogy a Newton-mdédszernél
a kevesebb 1épésszdm nem kompenzdlja a linedris egyenletrendszer megolddss-
nak lassuisdgat, a Newton-médszernél a legtobb id6t az alacsonyabbrendd tagok
beépitése tette ki.
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Osszefoglalas

A szakdolgozat célkitizése az volt, hogy kiilonboz§ iterdciés médszereket ismertes-
sen és hasonlitson 0ssze. Ehhez lefektettiik az alapokat a normaélt terek elméletének
alapjaival, kiilonos tekintettel a Hilbert-terekre, melyek a dolgozat sordn tobbszor
el6fordultak. Ezek utdn nemlinedris operdtorok tulajdonségait vizsgéltuk, kiilonos-
képpen az ilyen operdtorokkal megadott egyenletek megoldhatsdgat szem elStt
tartva. Majd a konkrét iterdciés mddszereket mutattuk be, és ezek konvergencia-
becsléseit ismertettiik.

Ezek utan egy, az elektrosztatikdban megjelend nemlinedris egyenletet vizsgaltunk,
aminek egy tulajdonsdgét kihaszndlva , azt egy kis triikkkel dtfogalmaztuk, hogy a
fenti elméletet alkalmazhassuk. Bevezettiik az egyenlet gyenge alakjat, majd ennek

megoldhat6sagat, illetve az itt felting altaldnositott differencidloperator tulajdon-
sdgait vizsgaltuk.

Végiil a pontos megoldast kozelitendd, vazoltuk az egyenlet véges dimenzids meg-
felelGjét, ennek megoldasara pedig a fenti iteraciés modszereket alkalmaztuk, kon-
vergencidjukat bizonyitottuk. Mindkét médszerhez késziilt egy-egy program, ame-
lyeket kiilonb6z8 paraméterekkel teszteltiink.
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