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1. fejezet

Bevezetés

A matematikai problémamegoldas soréan és a mindennapi életben is gyakran talalkozunk
szélsGérték feladatokkal. Egyvaltozoban sok eszkoz ismert ezek megoldasara. Kétszer dif-
ferencidlhato f fliggvény esetén az f' és f” fliggvények segitségével adhatjuk meg a szél-
s6érték helyeket és azok tipusat, de tébb numerikus modszer is ismert, amelyeket alkal-

mazhatunk.

A tobbvaltozos szélsGérték problémak megoldasa még az egyszertibbnek ting esetek-
ben sem mindig konnytd. Ha f differencialhato, akkor visszavezethetjiik a problémat a
V f = 0 nem feltétleniil linaris egyenletrendszerre. Ezek pontos megoldaséra nincs altala-
nos modszer. Természetesen vannak eszkozok, amikkel specialis alaktu egyenletrendszerek
megoldéasait meg tudjuk adni. Ezek altalaban hosszadalmasak és nagyon sok szamolassal
jarnak. Illusztralasképp lassunk egy olyat, amit akkor hasznalhatunk, ha két valtozonk

van és a bal oldalon tobbvaltozés polinomok allnak:

flz,y) =0

g(z,y) =0
ahol f(z,y) = an(y)x™+..4ao(y) és g(x,y) = by (y)z™ + ..+ bo(y) kétvaltozos polinomok,
melyek n illetve m-ed foku polinomoknak tekinthetGek az x valtozdéban. A feladat ugy is

megfogalmazhato, hogy adjunk meg f és g kozos gyokeit.

Vezessiik be a rezultans fogalmat és mondjunk ki egy tételt.

1.1. Definicié Legyenek p(z) = a,z" + .. + ag és q(z) = bypa™ + .. + by 1 illetve m
foku egyvaltozos R feletti polinomok. Ekkor p és ¢ rezultansa az az (m +n) x (m + n)-es
determinans, amit a kovetkezSképpen készitiink el. Az els6 sorba az a,,, a,_1, ..., ag egytitt-

hatokat irjuk, majd csupa nullakat. A mésodik sor els eleme nulla, ezutédn jonnek sorban



GpyQp_1, .-+, Ao, Majd ismét csupa nulla. A harmadik sor elején mar két nulla van. Ezt a
1épcs6t Osszesen m soron at folytatjuk, ekkor az m-edik sorban ag lesz a legutolsé elem. Ez-
utan ugyanezt az eljarast a maradék n sorban elvégezziik a b,,, b,,_1, ..., by egyiitthatokkal

is.
Példaként lassuk ezt a determinanst, amikor n =4 és m = 3:

as az ay a; ag 0 O
0 a4 a3 as a; ag
0 0 aq4 asz as ay ag
R(p,q) =|bs by by by O
bs by by b

bs b2 b1 bo

0 b3 by by by

1.2. Tétel Legyenek p(x) = a,x™ + ...+ ag és q(x) = bpz™ + ... + by R {616tti polinomok.
melyek R f6lott gyoktényezSkre bomlanak.

— Ha p(z) = a,(z — aq)...(x — ) és q(x) = by (x — B1)...(x — B,), ahol oy, 5; € R és

a, és b, egyike sem nulla, akkor

R(p,q) = ayq(ar) - .. -qlan) = ayth, [ [ (i =5))

1<isn 1<j<m

= (=1)""bp(B1) - .- (Bm) = (=1)""R(g, f)

— Az R(f,g) akkor és csak akkor nulla, ha vagy a, = b,, = 0, vagy a két polinomnak

van kozos gyoke R-ben.

Ha f-re és g-re mint x szerint egyvaltozos polinomkra gondolunk, ahogyan a rezultans
bevezetése elstt felirtuk oket, akkor R(f, g) egy y-tol fliggs kifejezés lesz. Ha f-nek és g-
nek kézos zérushelye van az (xg, o) pontban, akkor, az el6z6 tétel szerint, R(f, g)(yo) = 0.
Tehat az R(f, g)(y) = 0 egyenlet megoldasai kozott ott lesznek azon y értékek, amelyekhez
van z, hogy (z,y) kozos gyoke f-nek és g-nek. Pontosabban azokat az y értékeket kapjuk
meg igy, amelyekhez létezik x, hogy (z,y) kozos gyoke f-nek és g-nek, vagy mindkét
fGegyiitthato 0-va véltozik. Nézziink erre egy példat:

Vegyiik a h(z,y) = 2%y + % +z— % — y fliggvényt.

Ezt derivalva a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk:

22 +9y2—-1=0
Qu+1z+1=0
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Irjuk fel a 2 polinom rezultansét és tegyiik egyenlévé 0-val:

R+ —1,2u+Da+1) =1+ 02 - 1)2y+ 1) =y4y* + 4> -3y —4) =0

A rezultans pontosan akkor nulla, ha vagy mindkét fGegyiitthato nulla, vagy a két po-
linomnak van kozos gyoke. Az els6 egyenletbe a fGegyiitthato 1, igy csak a masodik eset

fordulhat el6.

Megoldva az egyvaltozos egyenletet kapjuk, hogy y = 0 és y ~ 0.938 a valés gyokok.
Ezeket behelyettesitve a masodik egyenletbe megkapjuk a metszéspontokat, melyek a
(—1,0) és (—0.348,0.938).

Ez a modszer alkalmas tobb ismeretlenes, tobb egyenletbdl allo rendszer gyokeinek meg-

talalasara is. Ekkor tobbszor egymés utéan kell a fent leirtakat alkalmazni.

Az el6z6 példa tligyeskedéssel (kivonogatéssal, szorzatta alakitéssal) rezultans nélkiil is
megoldhato6 lenne. Ha ,jigazi”, ilyen triikkdkkel nem megoldhaté példat valasztottunk vol-
na, akkor a rezultansok kiszamitésa, a kapott egyismeretlenes egyenlet megoldésa is re-
ményteleniil hosszadalmas lenne, t6bb ismeretlen vagy valtozoé esetén pedig még esélyte-

lenebbek vagyunk.

Visszatérve az eredeti kérdéshez, kereshetjiik f szélsGértékeit numerikus modszerekkel
is. A Vf = 0 egyenletrendszer megoldésait kozelithetjiik Newton-modszerrel vagy hasz-
nalhatunk fixpont tételen alapulé iteraciot is.

Szakdolgozatomban egy olyan eljarast mutatok be, ami csak egyvaltozos eszkozoket hasz-

nalva kozeliti f kritikus pontjait.



2. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvények

Miel6tt ratériink a szakdolozatban targyalt modszer leirasara, vegyiik at azokat a legfon-
tosabb fogalmakat, tételeket, amelyeket majd hasznalni fogunk. A dolgozat egésszében a
jobb atlathatosag és a helytakarékossag érdekében az oszlopvektorokat is sorvektorokként

irjuk le. A transzponalds miiveletét nem irjuk ki, csak ott, ahol a megértést segiti.

Ebben a fejezetben legyenek n és k pozitiv egész szamok, G pedig mindig egy R"-beli
nyilt halmazt fog jeldlni.

2.1. R" — R¥ leképezések

2.1. Definicié (derivalt) Legyen f : G — R* leképezés és v € G. Ha létezik

A : R" — R* linearis transzforméci6, melyre

iy W@+ 1) = f(z) — AR]| _
h—0 1Al

0,

akkor f differencialhat6 az x pontban és f'(x) = A.
Ha f differencidlhaté minden x € GG pontban, akkor azt mondjuk, hogy f differencidlhato

a G halmazon.

2.2. Definici6 (Parcialis derivalt) Legyen f : G — R* leképezés, © = (1,..,2,) € G,
1<i<k, 1< 7 <n.Ekkor az f leképezés i-edik komponensének j-edik valtoz6 szerinti
parcialis derivaltja az x helyen

(0, 1) (x) = lim LEF16) = Ji()

t—0 t

feltéve, hogy ez létezik. Itt e; a j-edik egységvektort jeloli.



2.3. Tétel Legyen f : G — R* differencidlhat6 az © € G pontban. Ekkor a (9 fi(x))

parcialis derivaltak léteznek minden ¢ = 1, .., k-ra és j = 1, .., n-re, tovabba

0;f1(x)
f(x)e; =
9; fi(x)

2.4. Definicié Az f : G — R* leképezés folytonosan differencialhaté a G halmazon, ha

itt léteznek a 0, f; parcialis derivaltak és folytonosak minden =1, .., k-raés j = 1, .., n-re.

2.5. Tétel Az f: G — R” leképezés differencialhaté az x € G pontban pontosan akkor,

ha minden f; (i =1, .., k) komponense differencialhaté z-ben.

2.6. Tétel (inverzfiiggvény tétel) Ha f : G — R™ folytonosan differencialhato az a € G
pontban, és az f’(a) : R" — R" linearis leképezés invertalhato, akkor léteznek & és n

pozitiv szamok tgy, hogy

1. minden x € B(f(a),d) ponthoz létezik egyetlen ¢(x) € B(a,n) pont, amelyre
flp(x)) = =,

2. az igy definialt ¢ fiiggvény differencialhato a B(f(a),d) gombben és folytonosan
differencialhato az f(a) pontban, tovabba

3. f/(z) invertdlhato minden = € B(a,n)-ra, és teljesiil a ¢'(f(z)) = f'(x)! egyenléség
minden x € B(f(a),d)-ra.

Ha f folytonosan differencialhatd a egy kornyezetében, akkor a § és n szamokat ugy is

megvalaszthatjuk, hogy ¢ folytonosan differencialhato legyen B(f(a),d)-ban.

2.7. Tétel (implicitfiggvény-tétel) Legyen H C R"™™ és (a,b) € intH, ahol a € R™ és
b € R™. Tegyiik fel, hogy az f : H — R™ fiiggvény az (a,b) pontban az R™-beli 0 vektort
veszi fel. Jelolje f, az y — f(a,y) szekciofiiggvényt. Ha f folytonosan differencialhatod
(a,b)-ben és az (f,)'(b) lineéris leképezés injektiv, akkor léteznek olyan & és n pozitiv

szamok, hogy

1. minden z € B(a,d)-hoz létezik egyetlen p(z) € B(b,n) pont, amelyre f(z,p(x)) =
= 0.

2. Az igy definiélt ¢ fiiggvény differencialhatoé a B(a,d) gémbben és folytonosan diffe-

rencialhaté az a pontban.

3. Ha f folytonosan differencialhato (a,b) egy kirnyezetében, akkor ¢ és 7 ugy is meg-
valaszhato, hogy ¢ folytonosan differencialhaté a B(a,d) gombben.
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2.2. Tobbvaltozos valés fliggvények

2.8. Definici6 (gradiens) Legyen f : G — R derivalhato valos fiiggvény. Ekkor f gradi-
ense az r € G pontban
o f(z)
Vi) =
O f (@)

2.9. Tétel Legyen f : G — R. Ha a 0;f parcialis derivaltak léteznek és folytonosak G-n
minden j = 1,..,n-re, akkor f differencialhaté G-n.

2.10. Definici6 (irdnymenti derivalt) Legyen f: G — R, v € R" egységvektor, x € G. A

i L@ 1) = f(@)

T7—0 T

hatarértéket (ha létezik) az f fliggvény z-beli v irdnyt iranymenti derivaltjanak nevezziik
és 0, f (x)-szel jeloljik.

2.11. Definici6 (mésodrendd parcidlis derivalt) Ha az f : G — R fliggvénynek a
O1f,...,0nf parcidlis derivaltjai léteznek és parcidlisan derivalhatoak, akkor f méasodrend

parcialis derivaltjai a 0;0;f = 0;(0;f) fuggvények (7,5 = 1,..,n).

2.12. Definicié Ha f : G — R és a 0;f fiiggvények differincialhatéak G-n minden j =

=1,..,n-re, akkor f kétszer differencialhaté G-n.

2.13. Tétel (Young tétel) Ha az f : G — R kétszer differencialhaté az x € G pontban,
akkor 0,0; f(x) = 0;0;f(x) minden ¢,j = 1, .., n-re.

2.14. Definicié (els6 és masodik differencia) Legyen f : G — R kétszer differencialhato
az x € GG pontban. Ekkor f z-beli elsé differenciajan a df : R” x R® - R

n

df (x,h) =Y (0;f(x))h;

J=1

linearis formét értjiik.
Az f x-beli mésodik differencidjan a d*f : R" x R® — R

@ f (k) =D > (@50f (@))hshi

kvadratikus formét értjiik.

2.15. Definicié A q(h) = >_, > 7, aijhih; kvadratikus forma pozitiv (negativ) definit,
ha g(h) > 0 (g(h) < 0) minden h € R™, h # 0 vektor esetén.



A ¢ forméat reprezentalhatjuk azzal az A matrixszal, aminek i-edik soranak j-edik eleme
a;;. Ekkor g(h) = hT Ah minden h € R"™ vektorra. Igy értelmezhetjiik a matrixok definit-
ségét is.

Az A € R™" matrix pozitiv definit, ha 27 Az > 0 minden x € R", z # 0 vektorra és
negativ definit, ha (27 Az < 0).

2.16. Tétel Legyen A € R™*" egy szimmetrikus méatrix és jelolje A; az A bal fels6 ¢ x ¢

méreti részmatrixat. Ekkor A akkor és csak akkor pozitiv definit, ha
det(A;) >0 Vi=1,.,n.
Egy A € R™" szimmetrikus matrix akkor és csak akkor negativ definit, ha
sgn(det(4A;)) = (1) Vi=1,.,n.

2.17. Definicioé Legyen f n-valtozos valos fiiggvény és H C Dom(f). Az a € H pontban
f-nek H-ra nézve abszolut maximuma (minimuma) van, ha minden z € H-ra f(x) < f(a)
(f(x) > f(a)). Szigort maximuma (szigort minimuma) van a € H-ban ha az egyenlGséget

sem engedjiik meg.

2.18. Definicio (lokalis szélssérték hely) Azt mondjuk, hogy az f n-valtozos valos fiigg-
vénynek az a € R™ pontban lokélis maximuma (lokalis minimuma) van, ha a-nak van olyan
U kérnyezete, amelyben f értelmezve van, és minden z € U-ra f(x) < f(a) (f(x) > f(a)).
Ekkor az a pontot az f fliggvény lokalis maximumhelyének (lokalis minimumhelyének) ne-

vezzik.

2.19. Tétel Legyen f : G — R, a € G. Ha a az f lokalis szélsGérték helye és létezik
(0:1)(a), akkor (9;f)(a) = 0.

2.20. Definicié (kritikus pont) Legyen f : G — R, a € G olyan, melyre (0;f)(a) = 0
minden j = 1, .., n-re. Ekkor azt mondjuk, hogy a kritikus pontja az f fliggvénynek.

2.21. Tétel Legyen f : G — R, a € G, f'(a) = 0 és [ kétszer folytonosan differencialhatod
a-ban. Ha d*f(a,h) > 0 (d*f(a,h) < 0) minden h # O-ra, akkor a az f lokalis minimum
(maximum) helye.

Ha d?f(a, h) pozitiv és negativ értékeket is felvesz, akkor a nem lokalis szélsGértékhely.

2.22. Tétel (implicitfiiggvény-tétel egyvaltozos alakja) Legyen H C R? és (a,b) € intH.
Tegyiik fel, hogy az f : H — R fiiggvény az (a, b) pontban az R%-beli 0 vektort veszi fel és
folytonosan differencialhato (a,b)-ben. Tegyiik fel tovabba, hogy a 0, f parcialis derivalt
létezik, véges és nullatol kiillonboz6 az (a, b) pont egy kornyezetében. Ekkor léteznek olyan

0 és n pozitiv szamok, hogy



1. minden = € (a — 6, a + 6)-hoz létezik egyetlen p(z) € (b —n, b+ n) szam, amelyre
f(z,o(x)) = 0, tovabba

2. az igy definialt ¢ fiiggvény differencialhaté az (a — §,a + §) intervallumban és foly-

tonosan derivalhaté az a pontban.

3. Ha f folytonosan differencialhato (a,b) egy kornyezetében, akkor ¢ és n gy is meg-

valaszhato, hogy ¢ folytonosan differencialhaté az (a — d,a + ) intervallumon.

2.23. Tétel (Lagrange multiplikator tétel) Legyen G C R™ nyilt halmaz, m < n szam,
f, 91, ., gm G-n folytonosan differenciadlhato fiiggvények, by,..,b,, € R és S = {x € R" :
gj(x) = bj,j = 1,..,m}. Tegyiik fel, hogy minden a € S pontban Vg;(a),.., Vgn(a)
linearisan fliggetlenek és f-nek feltételes szélsGértéke van a-ban S-re vonatkozolag. Ekkor

létezik A, .., A, € R, hogy

Vf(a) =MVagi(a)+ ..+ A\ Vgm(a).
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3. fejezet

Elemi algoritmus

Legyen f egy differencialhato, n-valtozos valos fliggvény. Célunk f kritikus pontjainak
a megtalalasa, amit az ebben a fejezetben leirt egyszert iteraciés modszerrel szeretnénk
megvalositani.

ElGszor definialni fogjuk az algoritmust, majd megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek mel-
lett konvergal a kapott pontsorozat és végiil a konvergencia sebességre mondunk ki egy

tételt.

3.1. Az algoritmus leirasa

Bemenetként meg kell adnunk az f differencialhato fliiggvényt, aminek a kritikus pontjait
keressiik, f valtozdinak a szaméat és egy o kezdSpontot, ahonnan az iteraciot fogjuk in-
ditani.

Az algoritmus minden lépésében egy egyenesen fogunk egyvaltozos értelemben vett kriti-
kus pontot keresni.

Vegyiik sorba a koordinata iranyokat ciklikusan. Azt a pontot, ahol a k. 1épés el6tt va-
gyunk jeloljik zj_i-gyel. A k. 1épésben hatarozzuk meg az x,_; ponton atmend, a k.
egységvektorral parhuzamos egyenesen 16v6, xp_1-hez legkozelebbi, egyvaltozos értelem-
ben vett kritikus pontot. Ha ez létezik, akkor 1épjiink oda, ha nem, akkor maradjunk
xr_1-ben. Természetesen a k. egységvektornal a k-t modulo n kell érteni.

Tehat minden lépésben egy 0;f((y1, -, Yj—1, T, Yj+1, -, Un)) = 0 egyenlet megoldésait ke-
ressiik rogzitett y € R", j € {1,..,n} mellett, majd, ha létezik, kivalasztjuk az y;-hez
legkozelebbi megoldast.

Az igy kapott végtelen sorozatot jelolje {xy}.

A gyakorlatban az algoritmus nem futhat végtelen ideig, meg kell adnunk a leallasi felté-

teleket. Az iteracio akkor alljon le, ha olyan pontba jutunk, ahonnan egyik iranyba sem
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tudunk elmozdulni vagy 1000-szer léptiink arrébb vagy a gradiens elegendéen kicsi vagy

minden iranyban elég kicsit 1éptiink.

Pszeudokoddal leirva ez a kovetkezd alakot Olti:

Algoritmus 1 Elemi algoritmus (n,f,xg)

k=0, s=0, pr =0, eps =egy elég kicsi szam.
crp = I
lepes = (eps+1,..,eps + 1)
while pr < 1000 and s < n and ||V f(crp)|| < eps and max(lepes) < eps do

J = (pr mod n) + 1

Legyenua 0; f((rsp1, .., crpj_1, @, crpjya, .., crp,)) = 0 egyenlet crp;-hez legkézelebbi
megoldésa.

pr=pr+1

if létezik u then

tepes(j) = lerp; — ul

if u = P; then
s=s+1
else
s=10
crp; =u
k=k+1
else
s=s5+1

if s ==n or pr = 1000 then
crp ="Nem létezik"

return(crp)

Itt crp az a pont, ahol aktualisan vagyunk, k a lépések szama, pr a probalkozasok szama
az egyenlet megoldéaséra, s azt jeloli, hogy az utols6 hany lépésben nem talaltunk gyckét
az egyenletnek és lepes pedig azt, hogy az egyes irdnyokba mekkorat 1éptiink utoljara.
Nyilvan akkor nem tudunk egy pontbol arrébb 1épni, ha minden irdnyba sikerteleniil

kerestiink kritikus pontot. Ez n db probalkozast jelent.

Lassunk egy 2 dimenziés példat, ami mutatja, hogy az algoritmus valoban hasznalhato
kritikus pontok keresésére, de egyaltalan nem biztos, hogy minden kritikus pontot meg-

kaphatunk hatarértékként.
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3.1. Példa Legyen f(z,y) = % —xy + % Ez egy egyszeri fiiggvény, a V f(z,y) = 0
egyenletbdl meg tudjuk hatérozni f kritikus pontjait.

Ouf(x,y)=2>—y=0
ayf(x7y):y_x:0

Ezen egyenletrendszer megoldasai az (1,1) és (0,0) pontok. A méasodik derivalt vizsgala-

tabol kideriil, hogy az (1,1) lokalis minimum, mig az origo6 nyeregpont.

Probaképp futtassuk az elemi algoritmust a (2,3), (0.5,0.2) és (—2,1) pontokbol inditva.
Ekkor a kovetkez6 3 képen lathato lefutédsokat kapjuk:

\ / \

./
2\//

©

3.1. 4bra

Itt a két fekete gorbe azon pontok halmaza, amelyeken az egyik parcidlis derivalt a 0
értéket veszi fel. Nyilvan ezen két gbrbe metszéspontjai adjak f kritikus pontjait. Az algo-
ritmus soran ezen 2 gorbe kozott lépkediink felvaltva. Azt latjuk, hogy az els6 két esetben
a kapott sorozat konvergal az (1,1) ponthoz, mig a harmadik esetben 2 1épés utan leall az
algoritmus, mert a (—1, —1) pontban a vizszintes egyenesen nem talélt olyan pontot, ahol
az x-szerinti parcidlis derivalt 0. Belathato, hogy az origdt semmilyen, 6nmagan kiviili,

kezd&pontbol indulva nem kaphatjuk meg.

Definialhattuk volna tgy is az algoritmust, hogy az egyes 1épésekben az egyenesen ne
a legkozelebbi kritikus pontot, hanem a legkozelebbi lokalis minimumhelyet (vagy maxi-
mumbhelyet) taldlja meg (vagy bizonyos iranyokba minimumhelyet, a tébbibe maximum-
helyet). Tobb numerikus modszer van egyvaltozoban, amely tugy keres lokélis minimum-
helyet, hogy nincs sziiksége a derivaltra. Igy az f fiiggvénynek most is tudnank kritikus
pontjait keresni, viszont nem kell feltenniink f-rél, hogy derivalhato. Viszont ha f nem
derivalhato, akkor altalaban nem hasznalhat6 ez a modositott algoritmus kritikus pont
keresésre, amint azt a kovetkez6 példa is mutatja. Tehét annyi elényiink szarmazik abbol,

ha igy definialjuk az algoritmust, hogy nem kell derivalni f-et.

3.2. Példa Legyen f(z,y) = |z + y| + 3|z — y|. Ekkor f nem derivalhaté az = = y
és r = —y egyeneseken és a szinthalmazoknak cstucsai vannak ezen egyenesekkel vett

metszéspontaikban, ahogyan azt a [3.2] abra mutatja.
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3 , fla,y) =z +y[+3ly — 2|

=3 -2 1 0 1 2 3

3.2. 4bra

Koénnyen latszik, hogy barhonnan is inditjuk az algoritmust, az elsé 1épés utéan ralépiink
az x = y egyenesre, majd innen nem tudunk tovabb lépni, mert a ponthoz tartoz6é rombusz

alaku szinthalmaznak egy 90°-nal kisebb szogl cstcsa van itt.

3.2. Konvergencia

El6szor megmutatjuk, hogy ha konvergens az elemi algoritmus altal adott sorozat, akkor
a hatarérték a fiiggvénynek egy kritikus pontja. Ez a tétel adja a motivaciot, hogy ilyen

modon probalkozzunk egy fliggvény kritikus értékeinek keresésével.

3.3. Tétel Tegyiik fel, hogy G C R" nyilt halmaz, az f : G — R fiiggvény folytonosan
differencialhato G-n és az algoritmus minden lépésében 1j pontba jut vagy létezik kg, hogy
xy, kritikus pontja f-nek. Ha a kapott sorozat az x* ponthoz konvergal, akkor f'(z*) = 0,

azaz x* kritikus pont.

Bizonyitas. Ha xy, kritikus pontja f-nek, akkor minden k > ko-ra xp = xy,, igy feltehetd,
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hogy az {x} sorozat egyik eleme sem kritikus pontja f-nek.

Rogzitsiink egy 1 < i < n szamot. Vegyiik {z}-nak azon részsorozatat, amelyet azok a

pontok alkotnak, amelyeket az i-edik koordinétairdnyba keresve kaptunk. Legyen ez xy, .
lim xy, = x*
=00

és
O0if(zr,) =0 VieN

A derivalt folytonossaga miatt 0; f(z*) = 0.
Ez igaz Vi € {1,2,..,n}-re, igy f'(x*) = 0 teljestil. [

Megjegyzés. Elegendé azt feltenni, hogy minden iranyban végtelen sokszor talalunk gyo-

kot, a bizonyitas ebben az esetben ugyan tigy megy mint az elGbb.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy mikor teljesiilnek az el6z6 tétel feltételei.
Latjuk, hogy 1j pontba mindig egy 0;f((a1,..,aj_1,%, a1, ..,a,)) = 0 egyenlet megolda-
saval lépiink. Nézziik meg, hogy mikor tudjuk megoldani ezt az egyenletet. Elgszor vegyiik
a példat. Az els§ két esetben minden lépésben talaltunk zérushelyet, igy 4j pontba
tudtunk lépni. A harmadik esetben belépiink a (—1, —1) pontba, ahol vizszintes iranyba
keressiik az x szerinti parcialis derivalt zérushelyét. Viszont ez nem létezik, mert a parabo-
la pontjai mind az y-tengely f616tt helyezkednek el. Tehat nem tudunk mindig 4j pontba

lépni.

3.4. Tétel Legyen G C R"™ nyilt halmaz és tegyiik fel, hogy az f : G — R kétszer
folytonosan derivalhato fliggvénynek kritikus pontja van az a € G pontban és f”(a)
pozitiv vagy negativ definit. Ekkor a-nak létezik olyan V' C G kornyezete, ahol a
0;f((c1, .., ¢j—1, %, ¢jt1, .., ¢n)) = 0 egyenletnek létezik megoldasa minden j € {1,..,n},
c € V estén.

Bizonyitds. Az f"(a) pozitiv definit esetet vizsgaljuk. Negativ esetén hasonloéan bizonyit-

hato a tétel vagy alkalmazhatjuk a pozitiv definit esetét a — f fliggvényre.

V[ folytonosan differencidlhat6 az a pont egy kornyezetében és f”(a) pozitiv definit,

igy alkalmazhatjuk a [2.6}os inverzfiiggvény-tételt a Vf : G — R™ fliggvényre.

Létezik € > 0, § > 0, hogy definidlhato a (Vf)™' : B(0,e) — B(a,d) folytonosan

derivalhato inverz fliggvény és f” pozitiv (negativ) definit a B(a,d) halmazon.

El6szor mutassuk meg, hogy a-nak létezik V; kornyezete, ahol a 0y f((z, ca,..,¢,)) = 0
egyenletnek létezik megoldasa minden ¢ € V) esetén.

Nézziik a 0, f(x) = 0 hiperfeliiletet. Ezen azok a pontok vannak rajta, ahol f els6 parciélis
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derivaltja 0, igy az a pontot is tartalmazza. Paraméterezziik a feliilet (Vf)~1(B(0,¢)) C
C B(a,6) halmazba esd részét. Tehat legyen r : B,,_1(0,e) — B(a,d) az a hiperfeliilet,

melyet az

r(u) = r(uy, U, .., Up—1) = (V) H0,u) = (ri(w), ro(u), .., rn(w) = (r1(u), 7 (u))

formulaval értelmeziink, ahol B,_1(0,¢) az origd kozéppontiu e sugari n — 1 dimenzios
gémbot jeloli.
(V)7 folytonos B(0, €)-on, igy r is folytonos a B, _1(0,¢) halmazon és a varakozasaink-

nak megfelelen r(0) = a és Vf(r(u)) = (0,u), azaz 0y f(r(u)) = 0 itt.

Lemma r'(u) = (ro(u);..;rn(u)) injektiv a B, _1(0, ) halmazon.

Megjegyzés: Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az x1 = 0 hipersikra meréleges egyenesek
legfeljebb egy pontban metszik az r altal paraméterezett feliiletet.

Bizonyitas. Indirekt fogunk bizonyitani. Tegyiik fel, hogy létezik u; # uy € B,_1(0,¢),
hogy r!(uy) = rl(us) = c.
Legyen

p(r) = f(z,c)
Ekkor ¢'(z) = 0, f(x,¢) és ¢"(x) = 02 f(x,c).
Tudjuk, hogy
¢'(ri(ur)) = 1 f(ri(w),¢) = 07 f(r(w)) = 0

¢s

¢ (r1(uz)) = 01 f(r1(up), ¢) = 7 f(r(uz)) = 0

A Rolle tétel szerint 1étezik v, 71 (uy) és ri(ug) kozott, melyre

" (v) = 01 f(v,c) = 0.
Viszont (v, ¢) € B(a, ), ami ellentmond annak, hogy f”(x) pozitiv definit ha z € B(a,d). O

Tehat r! folytonos és injektiv B, _1(0,¢)-on és r'(0) = a' = (ay,..,a,), igy r' az a'
egy kis kornyezetének minden pontjat felveszi, azaz létezik V/ C R™™! olyan kérnyezete

a'-nek, melyre minden d € V/-re létezik u € B,,_1(0,¢), melyre r*(u) = d.

Legyen Vi = R x V/ C R"™ és ¢ € V. Ekkor V; az a pontnak egy kornyezete és minden
c € V] esetén c'-hez létezik u € B,,_1(0,¢), hogy r*(u) = c'. Legyen 2* = r1(u). Ekkor
O f(x*,ct) = 01 f(r(u)) = 0. Tehat =* épp a 9, f(x,c') = 0 egyenlet megoldésa.

A t6bbi koordinatairanyban hasonléan bizonyithato, hogy a-nak létezik V; C R™ kornye-

zete, hogy a 0;f((c1, .., ¢j—1, %, Cjt1, .., ¢n)) = O-nak létezik megoldésa minden ¢ € Vj-re.
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Ha vessziik ezen kornyezetek metszetét, akkor a-nak egy olyan V' C R"™ kornyezetét kap-
juk, melyben a 0;f((c1,..,¢j—1,%,¢js1, .., ¢n)) = 0 egyenletnek létezik megoldasa minden
je{l,..,n}, c€V-re [ |

Megjegyzés. Létezik n > 0, hogy a B(a, n) halmazon f” pozitiv definit. V-t definidlhattuk
volna gy is, hogy legyen a mar(B(a,n)) minimum értékéhez tartozé szinthalmaz. Ekkor
belathato, hogy V kompakt, konvex halmaz valamint f is konvex V-n. Igy minden egyenes
V-be es6 részén egyetlen egy minimum van, tehéat talalhato kritikus pont. A kdvetkezd

tételben ezt be fogjuk latni.

Az elébb belattuk, hogy ha f”(a) pozitiv vagy negativ definit, akkor a egy kis kdrnye-
zetében létezik megoldasa a 0;f((a1, .., aj—1, 2, aji1,..,a,)) = 0 egyenletnek minden j-re.
Mit mondhatunk abban az esetben, ha f”(a) indefinit ?

Vegyiik az f(z,y) = zy figgvényt. Ennek a (0,0)-ban van kritikus pontja, és det(f”(0,0)) =
= —1. Kénnyen latszik, hogy barmely (a,b) pontbdl indulva nem tudunk egyet sem lépni,
mert a 0, f(x,y) = 0 gorbe az x-tengely és a 0, f(x,y) = 0 gorbe az y-tengely.

Lemma Legyen H C R"™ kompakt halmaz, {zy} C H pontsorozat, a € H. Ha {z;}

minden konvergens részsorozata a-hoz tart, akkor {x;} is a-hoz tart.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy {zx} nem tart a-hoz. Ekkor létezik ¢ > 0, hogy
minden ky € N-hez létezik k > ko, hogy ||zx — a|| > €, azaz {x;}-nak létezik {zy,}
végtelen részsorozata, amely a H — B(a,e) kompakt halmazban van. {xy, }-nak létezik
konvergens részsorozata. Viszont ez részsorozata {zj}-nak is és nyilvan nem tarthat a-

hoz, ellentmondasra jutottunk. [ |

3.5. Tétel Legyen G C R" nyilt halmaz és tegyiik fel, hogy az f : G — R kétszer
folytonosan derivalhato fiiggvénynek kritikus pontja van az a € G pontban és f”(a) pozitiv
vagy negativ definit. Ekkor a-nak létezik W kornyezete, amelybdl indulva konvergens az

algoritmus és a-hoz konvergal.

Bizonyitds. Most is csak a pozitiv definit esetet bizonyitjuk.

El6szor a-nak egy olyan kornyezetét szeretnénk megadni, amibél indulva az algoritmus
nem all le azért, mert egy olyan pontba jutott, amelybdl nem tud tovabb lépni, pedig a
gradiens ott nem a 0 vektor. Vegyiik a tétel altal adott V' C R™ halmazt és § > 0
szamot. Legyen V' = V N cl(B(a, g)) Elég belatni, hogy a-nak létezik olyan U C V'
kornyezete, hogy ebbdl indulva végig U-ban maradunk.

Vegyiitk V' hatarat. f-nek létezik itt minimuma, mert mar(V’) zart és f folytonos G-n.

Legyen ez a minimum b € R szam és legyen U = {z € V' : f(z) < b} C V.
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Igazoljuk, hogy U konvex. Legyen z,y € U és tegyiik fel, hogy f(z) > f(y). Jeldlje L az
z-et y-nal Osszekotd zart szakaszt. x,y € B(a, g), igy f pozitiv definit L-en. f folytonos
a G halmazon, igy felveszi a maximumat L-en. Ha L nem lenne benne U-ban, az azt
jelentené, hogy létezik z € L, hogy f(z) > b > f(x) > f(y). Tehat f maximuma nem a
végpontokban vétetik fel, hanem a szakasz belsejében a w € intU pontban. Legyen v L-
nek egy egység hosszi iranyvektora. Ekkor 0 > 92 f(w) = vT f”(w)v, ami nem lehetséges,

mert feltettiik, hogy f” pozitiv definit a V' halmazon.

Most lassuk be indukciéval, hogy ha intU-bol indulunk, akkor végig intU-ban maradunk.
xo € intU és tegyiik fel, hogy az x € intU pontban vagyunk és a j-edik koordinéta iranyba
keressiik a 0; f(x) = 0 egyenlet megoldésait. Jeloljiik L-lel az egyenes U-ba es6 szakaszat
és e-vel az egyenest. U C V igy talalunk megoldasat az egyenletnek az e egyenesen. f”

pozitiv definit a B(a,d) halmazon, igy
2
9;f(x) >0 VY e€en B(a,o),

azaz f szigortian konvex az e N B(a, §) szakaszon. Ezért pontosan egy szigori minimuma
van f-nek itt, azaz egy olyan y pont van az e N B(a, §) szakaszon, amelyre 0; f(y) = 0.
Nézziik az e egyenes és mar(U) metszéspontjait. Ezekbdl 2 van, mert x intU-beli volt
és U konvex. Az e N U szakaszon olyan pontok vannak, ahol a fliggvényérték legfeljebb
akkora, mint a metszéspontokban és y szigori minimum itt, igy y € intU teljesiil.

z ésyisa Bla, g) halmazban vannak, igy az x-hoz legkozelebb 1évi gyoke az egyenletnek

az e egyenesen épp y lesz, amib6l z;.1 = y € intU kovetkezik.

Most méar tudjuk, hogy minden 1épésben taldlunk legkdzelebbi megoldasat az egyenlet-
nek. Ratérhatiink a konvergencia vizsgalatara.
Vizsgaljuk az {f(xy)} sorozatot. Az elébb belattuk, hogy zj,1 szigorta minimumhely az

6t xp-val Osszeketd egyenes U-ba esd szakaszan. Igy

f(@ra) < flan)
teljestil.

Mivel U kompakt, létezik {xy,} konvergens részsorozata {xy}-nak. Legyen z* = lim xy,.
Feltehetd, hogy x*-nak tetszéleges kis kornyezetében van {xy, }-beli x pont, hogy 0y f(x) =
=0.

01 f folytonos, igy 0y f(z*) = 0.

Legyen {x)} az {wy, }-nek az a részsorozata, amiben azok a pontok vannak, amelyekre
01 f(x) = 0. Definialjuk az {y,;} sorozatot, ugy, hogy y; legyen az a pont, amit az x}-bél a
2. koordinatairanyba keresve taldlunk meg. Ekkor d; f(y;) = 0 minden [ € N-re.

Lassuk be, hogy 0sf(z*) = 0.

{y;} C U, igy létezik {y,, } konvergens részsorozata, aminek a hatéarértéke legyen y € U.
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y rajta van az r*-on atmend x5 tengellyel parhuzamos egyenesen és f kétszer folytonosan

derivalhatosaga miatt dy f (y) = 0. Tudjuk, hogy y szigori minimumhely e N B(a, §)-n. Ha
y # x*, akkor f(y) < f(z*). f folytonos, igy

lim f(u,) = f().

< [+

A hatarérték definicioja szerint létezik mg, hogy minden m > mg-ra f(y,,) 5

Viszont

lim f(z;) = f(z7),

l—o0
ami ellentmond annak, hogy {f(x)} sorozat monoton csokken. Azaz {y; } x*-hoz tart,

igy f folytonos derivalhatosaga miatt Oy f(z*) = 0 is teljesiil.

Hasonloan belathato, hogy Vj € {1,2,..,n}-re 0;f(z*) = 0. Azaz Vf(z*) = 0, igy az

inverz fiiggvény létezése miatt x* = a.

Tehat {xy,} a-hoz tart. Ez igaz {z;} minden konvergens részsorozatara, igy maga az

{z}} sorozat is tart a-hoz. |

Itt is fontos, hogy f”(a) pozitiv vagy negativ definit, nem elég azt feltenni, hogy a-

nak létezik olyan kérnyezete, ahol a 0;f((c1,..,¢j—1,%,¢j41,..,¢,)) = 0 egyenletnek van
megoldasa minden kornyezetbeli c-re és j € {1,2,..,n}—re.
Lassunk erre egy példat. Az f(z,y) = 22% — day + y? fiiggvény esetén f'(z,y) = (4o —
— 4y, —4x 4 2y). Ekkor a 0; f((c1, .., ¢j—1, T, Cj11, .., ¢n)) = 0 egyenletnek minden ¢ € R"-re
és j = 1,2-re létezik megoldasa. Az egyetlen kritikus pont az origo, det(f”(0,0)) = —8 és
az algoritmus minden lépésében tavolodunk az origotol, barhonnan is indulunk. Az abran
a (0.1,0.1) pontbél indultunk.
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3.3. Konvergencia sebesség

Az el6z6 részben lattuk, hogy ha a kritikus pont és f”(a) pozitiv definit, akkor 1étezik a-
nak olyan kornyezete, amelybdl indulva konvergens az algoritmus. A kovetkezd kérdéstink

a konvergencia sebessége lehet. ElGszor 2 valtozoban adunk becslést erre.

3.6. Definicio (linearis konvergencia) Az {x;} C R™ sorozat linearisan konvergal az

x € R"™ ponthoz, ha létezik ko, € R és A < 1 szam, hogy minden k > ky esetén
|k — al| < Allax — all.

3.7. Tétel Legyen G C R? nyilt halmaz és tegyiik fel, hogy az f : G — R kétszer
folytonosan derivalhato fliggvénynek kritikus pontja van az a € G pontban, f”(a) pozitiv
vagy negativ definit és az elemi algoritmus altal adott { X} C R? sorozat konvergal a-hoz.

Ekkor a konvergencia linearis.

Bizonyitds. Most is csak azt az esetet bizonyitjuk, amikor f”(a) pozitiv definit.

f kétszer folytonosan differencidlhato G-n, igy 0, f és 0, f folytonosan derivalhatok G-n.

Oz f(a) =0yf(a) =0

és létezik H C G kornyezete a-nak, hogy f” pozitiv definit H-n, igy 0%f ¢s 85f pozitiv
H-n.

Ekkor teljesiilnek a [2.22}os implicitfiiggvény tétel feltételei, igy léteznek a o, 1, £9 pozitiv
szamok ¢s g : B(ag, ) — B(ay,e1) és h : B(ay,0) — B(ag, 2) folytonosan differencialhato
fuggvények ugy, hogy 0.f(g(y),y) = 0 és 0, f(x, h(x)) = 0 minden = € (a1 — 0, a; + 9),
y € (az — d,as + ) értékre.

Legyen G : B(ag,d) — R a kovetkezs:

G(y) = 9:f(9(y),y) =0

Ekkor ha derivaljuk a G konstans 0 fliggvényt, akkor megkaphatjuk ¢ derivaltjat. Az

Osszetett fliggvény derivalasi szabalyabol:

0==G'(y) =2f(9), )9 (y) + 0.0, f(9(y),y)

Igy
9.0, (9(y), y)

9 = 2f(9(y),y)

Yy = ao helyen ez azt jelenti, hogy

oy a0y (a)
g
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Hasonléan belathato, hogy

Wiay) = 22 (@)

95 f (a)

Minden masodik lépésben valtozik az = és y koordinata is. Az x koordinata akkor valto-
zik, ha a 0,f = 0 gorbérdl a 0, f = 0 gorbére lépiink vizszintesen. Az y koordinata pedig
akkor, ha forditva, a 0,f = 0 gérbérél ugrunk a 9,f = 0 gorbére fiiggblegesen. Vegyiik
{X} x koordinataja altal adott sorozatot és hagyjuk el beldle parosadik elemeket, mert
ezek megegyeznek az utanuk jovs elemmel. Legyen {x;} C R az igy kapott sorozat. Szer-
kessziik meg hasonloan az {yr} C R sorozatot, ekkor minden pératlanadik elemet kell
kihagyni az {X;} y koordinataja altal adott sorozatnak. {xy} — a1 és {yx} — aqo, igy
létezik ko, hogy minden & > kg indexre (xzp € (a1 — d,a1 + ) és yp € (az — d,as + 0).
Ekkor a 0,f = 0 gorbére a (g(yx),yr) pontban lépiink ra, mig a d,f = 0 gérbére az
(g, h(zy)) pontban. Ez azt jelenti, hogy xr11 = g(yk) és yx = h(zg). Tehat zgiq illetve

Yr+1 meghatarozhato csak xy illetve g, felhasznalasaval:

i1 = 9(yk) = g(h(xr))

és

ki1 = h(zeia) = h(g(yk))
Viszont ez csak akkor igaz, ha h(zy) € B(asg,d) illetve g(yx) € B(as, ), kiilénben g(h(xy))
és h(g(yx)) nem értelmezhetd.
h folytonos aj-ben, g pedig as-ben, valamint h(a;) = as és g(a1) = ag, igy létezik n > 0,
hogy minden = € B(a1,n), y € B(ag,n) szamokra h(z) € B(as,d) ¢és g(y) € Blay, ).
Ezek szerint ha x), € B(a1,n) és yx € B(ag,n), akkor xxi1 és ygi1 értelmezhets az el6bbi
formulaval. Marpedig létezik ki, hogy minden k > k; indexre (z; € B(ai,n) és yx €
€ B(agn), mert {xx} — a1 és {yx} — ao.

Legyen a = go h : B(ai,n) — Bl(ag,e2) és B = hog : B(az,n) — B(ay,e1). Ezzel a
jeloléssel tehat
Ty = alkp)
és
Yr+1 = Bye)

Lassuk be, hogy az {x} és {yx} sorozatok linearisan konvergalnak a;-hez illetve ay-hoz.

g és h folytonosan derivalhatoak, igy a és [ is.

o/(ar) = g/ (h(an) () = agﬁgif)() <1

;mert f” pozitiv definit a-ban.
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Legyen A € R olyan, hogy o/(a;) < A < 1. o folytonos a;-ben, igy létezik 0 < v < 7,
hogy minden ¢ € B(ay,v)-re o'(c) = (go h)'(c) < A

Feltehetd, hogy xy € (a1,a; +v). Az x; € (a1 — v, a1) eset hasonldan bizonyithato.
ala) = a
és
o (x) < A
Igy .
Mz —ay) > / o' (s)ds = a(zg) — alar)

ai

Ty — a1 < ANz — ay)
Vagyis azt kaptuk, hogy az {x}} sorozat linearisan konvergal a;-hez A paraméterrel.

Hasonloan belathato, hogy az {yx} sorozat linearisan konvergal as-h6z ugyanazzal a A

paraméterrel.

Ekkor X = (:L‘[%],yL%J), igy
1 Xks2—all* = (@) —a1) + (Y5 1 —a2)? < Nz —an) +0(y 5 —a2)® = || Xy —a

Igy
[ Xir2 — al| < M| X} — all

Azaz { X} linearisan konvergél az a ponthoz. |

Latjuk, hogy két dimenzidban az implicit fliggvények csak egy valtozotol fliggnek és az
{xr41} vektort meghatarozza {xy}. Tobb véltozd esetében ez nincs igy, ezért nem ilyen
egyszeri becslést adni és ezt nem is fogjuk megtenni altalanosan. Azt gondoljuk viszont,
hogy a [3.7 tétel igaz tobb valtozoban is és ennek bizonyitasdban segitségiinkre lehet az

az eset, amikor a parcialis derivaltak linearisak.

Ekkor nyilvan egy kritikus pontja lesz a fiiggvénynek. Az egyszeriiség kedvéért tegytik
fel, hogy ez az origd és a fliggvény konstans tagja 0. Ekkor a fiiggvény a kovetkezs alakot
0lti az x € R™ pontban: o

f(z) = Z Z Qi T;Tj,
i=1 j=i
ahol a;; € R, a;; # 0. Most csak akkor definidltuk a;;-t, ha ¢ < j. Legyen a tovabbiakban

a;; = aj; minden 1 <4, j <n indexre.

3.8. Tétel Legyen f : R” — R az el6bb felirt fiiggvény. Ekkor az elemi algoritmus altal

adott { X} C R™ sorozat linearisan konvergal az origohoz barmely kezd6pontbol inditjuk.
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Bizonyitds. ElGszor nézziikk meg f parcidlis derivéltjait és gy6zddjiink meg rola, hogy

valéban linearisak.

9;f(x) = Z bijxs,
1=1

ahol b;; = a;j, ha i # j és bjj = 2aj;. Igy az algoritmus egy lépésében, ha az x pontba
vagyunk és a j-edik irdnyba keresiink kritikus pontot, akkor az x; koordinata a

7 i
értékre valtozik, a tobbi pedig valtozatlan marad. Ez azt jelenti, hogy X, koordinatéi
elallnak mint X}, koordinatainak linearis kombinacioja. Tehat egy linearis transzformécio
viszi Xg-t Xjy1-be, amit reprezentalhatunk egy matrixszal. Nyilvan ez a méatrix csak attol
fiigg, hogy melyik iranyba lépiink, igy minden iranyhoz egy matrix tartozik. Jeldljiik a
j-edik iranyhoz tartozo matrixot Bj-vel. Az el6z6ek fényében ez a métrix agy néz ki, hogy
a j-edik sor kivételével minden sorba a féatloban &ll egy egyes, a tobbi helyen pedig 0,
mig a j-edik sorban a f6atloban all 0, az i-edik oszlopban pedig —%, ha i # j. Ezzel a
jeloléssel, ha az x pontban voltunk és az els§ koordinata iranyba lépiink el6szor, akkor n
lépés utan a

B, .. -Bix=Cx

pontba jutunk. Tudjuk, hogy az algoritmus konvergens, barhonnan is inditjuk és az origdba

konvergéal. Ennek kovetkezményeként

lim CPx =0 Ve € R".

pP—00

A koordinata vektorokat behelyettesitve kapjuk, hogy C? az azonosan 0 matrixhoz tart.
Algebrabol ismert, hogy lim, ,,, C? = 0 pontosan akkor teljesiil, ha C' spektrélsugara
kisebb mint egy, azaz p(C) < 1 és p(c) = lim,_, ||C’p||%.
Tehat

Jim [lc7[f> <1,

azaz létezik A < 1 és pp € R, hogy minden p > py esetén HCPH% <\, azaz ||CP|| < \P. Igy

[|zpnl] = [|CPaol| < [[CP[[|zo]| < AP[[oll
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4. fejezet
Altalanositas

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy ha ciklikusan sorba vessziik a koordinata iranyokat és ezen
irdnyokba keressiik az egyenesen értelmezett egyvaltozos fiiggvény kritikus pontjait, akkor
megfelels koriilmények mellett a stacionarius pontokhoz konvergal az elemi algoritmus. Ezt
két tekintetben is lehet altalanositani. Az els6, hogy nem a koordinata iranyokat vessziik,
hanem tetszéleges pr € R™ irdnyokat. A masik lehet&ség pedig, hogy nem kritikus pontot
keresiink, hanem olyan = pontot a pj iranyokban, ahol d,, f(z) valami konstansszorosa
Op,. f (z1)-nak.

Ezt az eljarast irja le J.M. Ortega és W.C. Rheinboldt az Iterative Solution of Nonlinear
Equations in Several Variables [3] cimd kényvében a 14. fejezetben. Az ebben a részben

bevezetett definiciok és leirt tételek megtalalhatoak itt.

A modszer formalisan leirva azt jelenti, hogy ha u € [0,1] és {px} a vélasztott iranyok
sorozata, akkor az xy1 = xr — agpy rekurzioval kapjuk a sorozatot, ahol oy a legkisebb

abszolutértékd megoldasa a ¢'(xx — apy)pr = pg'(zx)pr egyenletnek.

A p = 0 valasztas mellett a k. 1épésben az x,-hoz legktzelebbi kritikus pontot keressiik
pr irdnyban.
Ha pr = €((k=1) mod n)+1, akkor a koordinéta irdnyokkal parhuzamos egyeneseken keressiik
az uj pontot. Ha pu-t 0-nak valasztjuk, akkor az el6z6 fejezetben targyalt algoritmust
kapjuk vissza.
Legyen p, = Vg(xy). Ekkor mindig a gradiens vektorral parhuzamos irdnyba lépiink.
Ezt gradiens-modszernek nevezziik. Ezt a valasztast az indokolja, hogy egy f n-valtozos
valos fiiggvény a gradiens iranyaba névekszik leggyorsabban, azaz az iranymenti derivaltak

koziil a gradiens iranya a legnagyobb.

A tovabbiakban tegytiik fel azt is, hogy «j nemnegativ, azaz csak az egyenes egyik felén

keressiik az egyenlet gyokeit, és azt, hogy f'(zg)pr > 0. Ez az egyenlStlenség akkor teljesiil,
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ha f'(z) = 0 vagy ha a f'(z;) és py kozti szog legfeljebb 7.

Legyen g(a) = f(z) — ap). Ekkor ¢/(0) = —f'(21)pr < 0. Igy ha f'(x4)pr nem 0, akkor
g lokélisan csokken a 0-ban, azaz 3§ > 0, hogy minden « € (0,9) helyen f(z, — apy) =
= g(a) < g(0) = f(zr). Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha elindulunk a py-val ellentétes
irdnyba, akkor lefelé fogunk menni.

A késébbiekben ezen feltételeknek lesz koszonhets, hogy az {f(zx)} sorozat monoton
csokkend lesz. Nyilvan ekkor lokélis maximum helyeket nem tud megtalalni az algoritmus.
Ha lokalis maximum helyet szeretnénk keresni, akkor itt is két trividlis lehetdségiink van.
Vagy a —f fliggvényre futtatjuk le az el6bb felirt algoritmust, vagy ugy valtoztatjuk, hogy

az egyenes masik felén, azon amelyikbe pp mutat, keressiik xj -et.

ElGszor sziikséglink lesz par definiciora, amelyeket hasznalni fogunk a tételeknél. A to-

vabbiakban legyen G' C R"™ nyilt halmaz és f : G — R fiiggvény.

4.1. Definicié Azt mondjuk, hogy f valtozékony a Gy C G halmazon, ha nem konstans
egy Go-ban fekvs szakaszon sem, azaz nem létezik =,y € Gy, hogy (1 —t)z +ty € Gy és
f((1 =t)x +ty) = f(x) minden ¢ € [0,1] esetén.

4.2. Definicié Az {z;} C Gy C G erdsen csokkens Gy-ban, ha
(1 — t).’ll'k + tfl?k+1 € G[) YVt € [0,1]
és
flan) = f(L= D + trrg) = floen)  VEE€[0,]]

4.3. Definici6é Legyen xy € G és legyen L(f(zo)) = {f(z) < f(z0)} C G és L°(f(x0)) az

L(f(z0)) halmaz azon Osszefliggs része, amely tartalmazza az xq pontot.

Lemma Legyen G C R” nyilt halmaz, f : G — R folytonos G-n és folytonosan differenci-
alhato az L° = L°(f(xy)) halmazon valamilyen z, € G-re. Ekkor minden z € L, p € R"
estén, ha f'(x)p > 0, akkor létezik a* > 0, hogy f(z) = f(x — a*p) és [z,x — a*p| C LO.

4.4. Tétel Legyen f folytonosan differencialhat6 a G halmazon és tegyiik fel, hogy L° =
= L°(f(z0)) C G kompakt és p € [0,1) adott. Nézziik az

Tk+1 = Tk — Pk, k:()a]-u"a
formulaval kapott {x} sorozatot, ahol py # 0, f'(xk)pr > 0 és
ap =min{a > 0: f'(x, — app)pr = wf (xr)pr}-

Ekkor {z;} C L {x;} er6sen csokkens L°-ban és

lim f'(xr)pr

=0.
k=oo | |p|
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Bizonyitds. Csak azt bizonyitjuk, hogy {x;} C L° és {x;} erdsen csokkens L°-ban. A
teljes bizonyités elolvashato J.M. Ortega és W.C. Rheinboldt kényvében [3].

Indukci6val bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy x, € L°. Ha f'(zx)pr = 0, akkor az = 0 és
igy w41 = xg. Ezért feltehets, hogy f'(zg)pr > 0. Ekkor az el6z8 lemma szerint létezik
tr, > 0, hogy [xp, 1, — tepr] C L° és f(xy) = f(xr — tepr), gy a Lagrange kozépértéktétel
miatt létezik t* € (0.t;), amelyre

f'(xr — t"pr)pr = 0.

[ folytonos, igy a f'(xr — ap)pr = uf'(zx)pr egyenletnek létezik megoldasa és f/'(zx)pr >
> 0, igy létezik legkisebb megoldas, ay, > 0. Ezért z;,; jol definialt és L-ban van.

Nyilvan
f(@r —ap)pe > pf'(x)pe - Va € [0,a4),
igy f(xr — apy) monoton cstkkend az [0, ay] intervallumban. Ezért
flar) =2 f(( =)z + twpp) 2 flawa)  VEE 0],
igy {x1} erGsen csokkend az L° halmazon. |
4.5. Tétel Legyen f folytonos és valtozékony a Gy C G kompakt halmazon. Ekkor minden

erésen csokkend {x} C Gy sorozatra teljesiil, hogy limy o ) — 2511 = 0

Bizonyitds. Indirekt tegytk fel, hogy létezik {xy, } részsorozat hogy
||[L‘ki+1—fL‘ki||Z€>O Vi > 0.

G kompakt, igy feltehetd, hogy lim; o zy, = * és lim;_,o T, +1 = ™. Ekkor a hatarat-
menet miatt ||2* — 2™[| > e > 0 és 2", 2™ € Gy.

f(zx) > f(xps1) és f alulrdl korlatos a Gy halmazon, igy

lim (f(zx) — f(2p1)) =0,

k—o00
amibdl az f(x*) = f(x™) egyenldség kovetkezik. {x} erdsen csokkend és Gg zart igy

(1 —t)z* +tx™ € G minden t € [0,1] értékre. Végiil a
fla) 2 F((L = Dzp, + tan) 2 f@r)
egyenldségbdl hataratmenettel kapjuk, hogy
F) = (L= 2" +ta™) = f@™)  VEe (0]

kihasznalva, hogy f folytonos.
Tehat f konstans az x*, 2™ kozotti szakaszon, ami ellentmond annak, hogy f valtozékony
Go—OIl. [ |
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4.6. Tétel Legyen f folytonosan differencialhaté a Gy C G kompakt halmazon és tegyiik
fel, hogy €2, a Go-beli kritikus pontok halmaza, véges. Legyen {x;} C Gq pontsorozat
olyan, hogy limy_ oo o, — 251 = 0 és limy_,o f'(x) = 0.

Ekkor limg_, xx = z* és f'(z*) = 0.

Bizonyitds. Legyen A az {x}} sorozat torlodasi pontjainak a halmaza. f’ folytonos, igy
minden A-beli pont kritikus pont is, azaz A C €). Tehat A is véges.

Tegyiik fel, hogy A = {z1,..,2m}.

Ha m = 1, akkor {z;} egy kompakt halmazon beliil van és egyetlen torlodasi pontja van,
igy a torlodasi pont egyben hatarértéke is. Tehat a sorozat egy kritikus ponthoz konvergéal.

Ha m > 1, akkor legyen
d=min{||lzi —zl||: i#7, i,j=1,..,m} >0

Valasszunk ko > 0-t gy, hogy xj, € U2, B(2:,9) és ||z, — 2441|| < 2 minden k > ko-ra.
Ezt megtehetjiik, mert a Go \ (U2, B(2:, $)) halmazban csak véges sok {zj}-beli pont
van. Feltehetd, hogy létezik ki > ko, hogy xx, € B(z1, %). Ennek kovetkeztében

20 9 .
20 = Try 41l > []20 — 21l = ([l21 = @i || + |20y — Ty 4a]]) > 6 — T3 ! > 2.

Igy o4, 41 € B(z1, g). Innen indukcioval latszik, hogy xy € B(z1, fi) minden k& > k;-re. Ez

viszont ellentmond annak, hogy 2y, .., z,, torlodasi pontjai {x;}-nak. Igy m = 1. [

Legyen f : G — R fiiggvény folytonosan derivalhat6 G-n és legyen xy € G olyan,
hogy L° = L°(f(xo)) kompakt halmaz. Tegyiik fel tovabba, hogy f valtozékony L°-on
és f-nek véges sok kritikus pontja van itt. Valamint legyen p € [0,1) tetszéleges. Ekkor

ha a [4.4] tétel szerint valasztjuk oy értékeket, akkor egy {z} erdsen csokkend soroza-

I'(zx)p
[kl

és véaltozékony L%-on valamint {z;} erdsen csokkend, igy a . tétel miatt teljesiil, hogy

tot kapunk, amelyre teljesiil, hogy limj_, = 0. f folytonosan differencialhato

limy 00 2 — Tg11 = 0. Ha azt is tudnank, hogy limy_,o, f'(zx) = 0, akkor bizonyitani tud-

fE)pe
[Pkl

nank, hogy {x} egy kritikus ponthoz konvergal. Tehat a tovabbiakban a limy,_,

=0 és limy_,o f'(xx) = 0 kapcsolatat kell vizsgalni.
El6szor vegyiik az R"-beli egységnyi hossztu vektorok egy olyan véges halmazat, ame-

lyek generaljak R"-t. A py vektorokat kapjuk gy, hogy ciklikusan végig megyiink ezen a
halmazon és ha f'(xy)pr < 0, akkor py ellentettjét vegytik. Ekkor

!
G/

m f'(zx)pr =0

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy

lim f'(zx) = 0.
k—o00
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Viszont ekkor még be kell latni, hogy a {px} sorozat kielégiti a . tétel feltételeit. A
pr vektor elGjele fligg x-t0l, azaz egyiitt definidljuk x-val, igy elGszor a {py} sorozat
létezését kell bizonyitani. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy {x;} létezik és jol definialt.
Ezt indukcioval konnyen megtehetjiik. Tegyiik fel, hogy zq, x1, .., 2 jol definialt és L°-ban
fekszenek. Vegyiik a pj;, vektort. A [4.4] tétel bitonyitasanak elsé része mutatja, hogy xyiq
jol definialt és zpy1 € L°. Ekkor az indukci6 miatt az egész {x;} sorozat jol definialt és
L%-ban van.

A pr # 0 és f'(z)pr > 0 kifejezések nyilvan teljesiilnek.

Ha a véges sok egységvektor nem generalja R"-t akkor nem biztos, hogy kritikus ponthoz
konvergél az algoritmus. Viszont az teljesiil, hogy a limeszpontban a gradiens merdleges

a kifeszitett altérre.

Vizsgaljuk a gradiens modszert, azaz legyen p, = V f(xy). Ekkor f/\(;% = |f"(xp),
amibdl limy_, o, f'(z) = 0 kovetkezik.

Hasonloan mint az elébb, itt is bizonyithato {py} létezése.

4.7. Definicié Egy o : [0,00) — [0, 00) fliggvény F-fiiggvény, ha minden {t;} C [0, 00)
sorozatra

k—o0 k—o0
4.8. Definicié Legyen f : G — R differencialhatéo G-n és {z;} C G. Ekkor azt mondjuk,
hogy egy {pr} nem 0 vektorokbol allo sorozat gradient-related {zj}-hoz, ha létezik o
F-fiiggvény, hogy

/
LR S @l k=01,
28l
4.9. Allitas Legyen f : G — R differencidlhaté G-n és {z;} C G. Ha {p} gradient
related {zy}-hoz és limy_, % = 0, akkor

lim f'(z) = 0.
k—ro0

Bizonyitds. {px} gradient related, igy limy_, o ! II(IEZ?IP =0, bol kovetkezik, hogy létezik o :
[0,00) — [0,00) F-figgvény, amelyre limy_,o, (|| f'(z%)||) = 0, ahonnan limy_, f'(x) =

=0. |

Végiil mondjunk ki egy tételt a konvergencia sebességre. A bizonyitas most is benne van
J.M. Ortega és W.C. Rheinboldt kényvében és azon mulik, hogy létezik v > 0 és kg, hogy
fzk) = f(zr1) = ]IV f(2p)]|* minden k > ko-ra.

4.10. Tétel Legyen f : G — R fliggvény folytonosan derivalhaté G-n és legyen xg € G
olyan, hogy L° = L°(f(x¢)) kompakt halmaz. Tovabba tegyiik fel, hogy z* az egyediili
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kritikus pont az L° halmazban és f kétszer folytonosan derivalhato z* egy kérnyezetében és
f"(x*) nem szingularis. Legyen {p } nem 0 vektorok egy olyan halmaza, melyre f'(xy)pr >
> || f'(xe)|| lpkll, & = 0,1,.. és valasszuk az {zy} sorozatot a tétel szerint. Ekkor
{1} konvergal z*-hoz és teljesiil, hogy
. 1
limsup ||z — 2*||F < 1.
k—o00

Vegyiik az f(z,y) = ””—33 — Y+ % fiiggvényt és futtassuk le ra az algoritmust kiilonb6z6

pr vektorok és i esetén.
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(c) pr a £(1,1) és £(2,3) vek-

(a) pr = ek, u=0 (b) pxr = +eg, ©=0.5 torok felvaltva, u =0

: 1? . :

14 // 1; / Z

12 / g // 2

1 ‘1’7 / T8 //’"//Q :: /,,“

08 y 7 12 ; i /

ol i F 1 ¢

(d) px, random, = 0 (e) p random, = 0.3 (f) pr = Vf(zx) , p=0
4.1. abra

Az (a), (b) és (c) grafikonok azt a fentebb mar targyalt esetet mutatjak, amikor a {py}
vektorok egy véges halmazbol keriilnek ki.
A (d) és (e) grafikonokon a random {py} valasztast ugy kell érteni, hogy az egységkoron
valasztottunk egyenletes eloszlasbol egy vektort minden lépésben és addig probélkoztunk,
amig a feltételeket kielégité vektort nem kaptunk.
Erdekesség, hogy az utolsé abran, ami a gradiens modszert abrazolja, a kivalasztott ira-
nyok merdélegesek egymasra csaktugy, mint az elemi algoritmus esetében. Viszont ha bele-
gondolunk, akkor latjuk, hogy ennek igy kell lennie. Tegyiik fel, hogy elég kozel vagyunk
a kritikus ponthoz, ami minimumhely, igy minden lépésben szigort lokalis minimumot
talalunk a gradiens iranyaval parhuzamos egyenesen. Ez azt jelenti, hogy k-adik lépésben
az ry_1 ponton atmend, pr = V f(zx_1) irdnyvektora egyenesen keressiik az zj_1-hez leg-

kozelebbi lokalis minimumbhelyet, amely xy lesz. Ekkor az f(z)-hoz tartozé szinthalmazt

29



érinti az egyenes, mert x;, szigoru lokdlis minimum rajta. Tudjuk, hogy a gradiens merd-
leges a szinthalmazra azaz merdleges az egyenesre. pyy1 = V f(xy), ami pedig pont azt

jelenti, hogy pr.1 merdleges a pp vektorra.
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5. fejezet
Példak

Ebben a fejezetben par olyan példat mutatunk, amelyek egy tobbvaltozos fiiggvény szélss-
értékeinek megkeresére vezethetGek vissza. A problémak egyszertiek, mégis olyan fliggvé-
nyekhez jutunk, amelyek szélsGértékeit nem tudjuk papiron, kézzel megkeresni. Vagy tul
bonyolultak a parcilis derivaltak, vagy tul sok valtozé van. Az els6 fejezetben targyalt

elemi algoritmust fogjuk alkalmazni.

5.1. Komplex polinom gyokeinek megkeresése

Vegyiik az f(2) = 2"+ a,_12"" 1 +... + a1z + ag n-edfoki, komplex egyiitthatés polinomot.
Vizsgaljuk az |f(z)|* kifejezést. Ha z-t z = x + yi alakban irjuk fel, ahol z,y € R, akkor
|f(2)]? egy R? — R kétvaltozos polinomként foghato fel, ami a zérushelyeken 0-at vesz
fel, mig minden mas esetben pozitiv. Igy |f(2)|? folytonosan differencialhaté és lokalis
minimumhelyei k6zott szerepelnek f zérushelyei.

Megjegyezziik, hogy tetszdleges egész, C — C holomorf, fliggvény esetén miikodik az el6bb
leirt modszer, s6t tetszéleges g : R™ — R fliggvény gyokeit kereshetjiik igy. Ez a technika
akkor hatékony, ha sok kezd&pontbodl indulva g-nek valamelyik gyokét talaljuk meg. Ez

akkor teljesiil, ha |g|>-nek a g gyokein kiviil nem sok kritikus pontja van.

A kovetkezs tétel a Rouché-tétel egyik kovetkezménye és abban nytjt segitséget, hogy
hol keressiik a gyokoket.

5.1. Tétel Legyen f(2) = 2" +a, 12" ' +...+a12+ap, ahol a; € C. Ekkor f-nek minden

gyoke a |z| = 14+ max(|a;|) egyenleti koron beliil van.

Ezen megfontolasokkal felvértezve nézziink egy példat. Vegyiik az f(z) = 23 + 22 —
— x + ¢ polinomot és keressiik a gyokeit. Az el6z6 tételbsl tudjuk, hogy f minden gyoke a
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|z| < 14+maz(a;) = 3 koron beliil van. Igy par talalomra vélasztott kezddpontbol futtatva

az algoritmust a h(x,y) = |f(z + yi)|? fiiggvényre megkaphatjuk f gyokeit.

flz+iy) = (2* — 3zy® + 22% — 2y* — 2) + B2y — v + 20y —y + 1)i

igy
hz,y) = (2° = 3wy® + 22% — 29° — x)* + (Ba?y — v* + day —y +1)°

Aminek a parcialis derivaltjai:
Oph(x,y) = 62°+202 +122%y> + 823 +2422y® — 122° + 62y  + 162y + 120y 4+ 22+4y* +8y—4y°

Oyh(w,y) = 6y° +122%y° + 162y +24y° — 6y° + 62y + 162y + 1627y + 2y — Svy +62° + 83 —2

Latjuk, hogy méar egy egyszert, harmadfoku polinom esetén is bonyolult formulakat ka-
punk a parcidlis derivaltakra, a Vf(z,y) = 0 egyenletrendszert gépiesen, triikk nélkiil
nagyon hosszadalmas lenne megoldani. Magasabb foku polinomoknél pedig még tovabb

nehezedik a helyzet, ezért indokolt numerikus modszert alkalmazni.

Inditsuk el az algoritmust par kezdépontbol. Ekkor a kévetkezs 4 pontot kapjuk ered-
ményil: -0.2303+0.49761, 0.6602-0.3542i, -2.4300-0.14341 és -1.5486. A -1.5486 valos, igy
ez nem lehet gyoke az egyenletnek, a tobbi pontrol behelyettesitéssel gyézédhetiink meg,
hogy valéban gyckok.

Végiil nézziik meg, hogy a H = [—3,3] x [—3,3] halmazbeli pontokbdl indulva mely
pontokat kapjuk eredménytil. Helyezziink el H-n egyenletesen 51 x 51 darab kezdépontot.
Ha egy pont piros az azt jelenti, hogy az algoritmus a -0.23034-0.4976i pontot talalta meg
onnan indulva, ha kék, akkor a 0.6602-0.3542i pontot, ha zold, akkor a -2.4300-0.1434i
pontot és ha sarga akkor a -1.5486-ot.

5.1. 4bra
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5.2. dbra

A két abra jelentGsen kiilonbozik egymastol. Ez azért van mert szamit, hogy melyik
iranyba indulunk el az els 1épésnél. Az is észrevehetd, hogy van olyan pont, ami mas szi-
ni a két abran. Ez azt jelenti, egy pontbol tébb kritikus pontot is megtaldlhatunk. Hogy
melyikben ér véget az algoritmus, az attol fiigg, hogy melyik irdnyba léptiink elGszor.
Az y = ¢y vizszintes illetve © = ¢; fliggbleges egyeneseken legfeljebb eggyel kevesebb
szinvaltas lehet, mint ahany gyoke van a g(x) = 0, f(z, ¢2) illetve h(y) = 0, f(c1,y) fiigg-
vényeknek. Ez annak kosziinhetd, hogy az els6 1épés utan mindig a legkozelebbi gyokbe
lépiink.

Ennek ellentmond az els§ dbran az y = 0 egyenes. Itt 5 gyok van és 5 szindtmenet. A
magyarazat az, hogy a MATLAB fzero fliggvényét hasznalom gyokkeresésre, amely néha
nem a legkozelebbi gyckot talalja meg.

5.2. Szabadon mozgé toltések egyenstlyi allapota

Vegyiink n db pozitiv Q to6ltéstd részecskét, amelyek szabadon mozoghatnak az egység-
négyzetben. Célunk az egyenstilyi helyzetek megtalaldsa, azaz az olyan helyzeteké, ahol
ha magara hagyjuk a rendszert, akkor mozdulatlan marad.

Fizikailag ezt ugy képzelhetjiik el, hogy az egységnégyzet hataran egy nagyon massziv,
attorhetetlen fal van, ami altal a vele érintkez6 részecskékre kifejtett kényszerers a sar-
kokban a négyzet belsejébe, a tobbi pontban pedig a falra merdélegesen mutat befelé. A
rendszer akkor van egyensulyban, ha minden részecskére hato ereds ers 0, azaz a négyzet
belsejében 16v4 részecskékre a tobbi részecske éltal kifejtett erck ereddje 0, mig a falon
1év6knél merdleges a falra.

Az i-edik pont koordinétai legyenek z; illetve z;,,. Ekkor a kélcsonhatasi energia a ko-
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vetkezs alakot oOlti:

f(l‘l,...,l’gn) = Z ]{;?_ — Z k Q

1<i<j<n W 1<i<j<n \/(‘”l —25)% + (Titn — Tjtn)?

Most azt fogjuk megmutatni, hogy a kolcsonhatési energia kritikus pontjai adjak az

egyenstilyi helyzeteket.

Ehhez el6szor nézziik f gradiensét. V f i-edik koordinatéja az = helyen a kovetkezs:

(V) = Sk “

i#] ((ZL’Z - xj)2 + (xi—i-n - xj-&-n)Q)

(zi — x5),

N

ahol ¢ > n esetén az ¢ + n indexet modulo 2n kell érteni.

Ez a kifejezés épp azt mondja meg, hogy az i-edik részecskére mekkora a tobbi részecske
altal kifejtett ereds erd egyik komponense. A masik komponens pedig a (V f);1,(z) érték
lesz. Igy az i-edik részecskére a t&bbi részecske altal kifejtett ereds erd épp (0;f (), ipnf ().

Fizikai meggondolasbol adodik, hogy f-nek nincs lokdlis maximuma, ha nem engedjiik
meg, hogy 2 részecske a tér ugyanazon pontjaban legyen. Indirekt tegytik fel, hogy van,
mondjuk az x pontban. Ekkor x a részecskéknek egy olyan elhelyezkedését irja le, ahol
a kolcsonhatasi energia lokalisan maximaélis. Vegylik azt az 2’ elhelyezkedést, amit gy
kapunk, hogy egy nagyon kicsit Osszezsugoritjuk a részecskék kozotti tavolsagokat agy,
hogy a tavolsagok paronkénti ardnya ugyanaz maradjon. A kolcsonhatéasi energia képle-
tébol latszik, hogy ekkor f nd. A zsugoritas mértékét tetszolegesre valaszthatjuk, igy

tetsz6legesen kozel lehet z-hez, ami ellentmond annak, hogy = lokalis maximum.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy milyen értelmezési tartomanyon akrjuk f-et vizsgalni. Min-
den részecske az egységkdrben van pontosan akkor ha minden i-re 0 < z; < 1. Tehéat legyen

G = [0,1]*" kompakt halmaz és keressiik f lokalis szélsGértékeit G-n.

Ha f-nek kritikus pontja van az a € intG pontban, akkor d;f(a) = 0 minden i-re. Igy a
részecskékre hato eredd erd 0, azaz egyensulyi helyzetben vannak a részecskék.
Ha f-nek G hataran van lokalis minimuma, akkor a Lagrange multiplikator tételt alkal-
mazhatjuk. G hataran akkor vagyunk, ha legaldbb az egyik koordinédta 0 vagy 1. Ez azt
jelenti, hogy G hatéra el6all mint 4" db, azaz véges sok, zart halmaz unidja. Itt az egyes
halmazok azokat az eseteket jelolik, ahol par koordinatat lerogzitiink 0 vagy 1-ként. Ve-
gyiink talalomra k£ + [ db koordinatat. Az els6 k db-ot rogzitsiik 0-ként, a tobbit pedig
1-ként. Legyenek a koordinata iranyok sorba vy,..,vx4;. Legyen g;(z) = z,, = 0, (i = 1..k)
és gj(v) =2y, =1, (j = k+1,,k+1). A Lagrange multiplikitor szerint ha f-nek feltételes
szélsGértéke van a-ban, akkor létezik Ai, .., A\pry € R, hogy Vf(a) = MVagi(a) + .. +
+ Ner1gkri(a). Ez azt jelenti, hogy azokra a részecskékre, amelyek a falon vannak, a tobbi

részecske altal kifejtett eré merdGleges a falra és amelyek nincsenek a falon, az azokra hato
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eré ereddje 0.

Ha az 6sszes lehetséges modon rogzitjiik a koordinatakat, azaz mind a 4" esetet végig néz-
ziik, akkor megkapjuk az Osszes hataron 1év6 szélsGértékhelyet. Tehat azt kaptuk, hogy
ha a kolcsonhatasi energidnak szélsGértéke van, akkor minden részecskékre a ra hato erék

ereddje 0.

Az els6 fejezetben targyalt algoritmus nem alkalmas H kompakt halmazon lokalis széls6-
értékhely keresésére, a hataron 1évé pontokat nem talélja meg. Modositsuk tgy, hogy egy
lépésben ne egyvaltozos értelemben vett kritikus pontot keressen az egyenes H-ba esé sza-
kaszan, hanem lokalis minimumot. Ha a H halmaz zart szakaszok Descartes szorzataként
all elg, akkor belathato, hogy ha konvergens az algoritmus, és a limeszpont H egy belsé
pontja, akkor az kritikus pont, mig hatarpont esetén kritikus pont vagy lokalis minimum
mindkét rajta atmend koordinata irdnyokkal parhuzamos egyenes H-ba es6 szakszan. Ezt

hasonlé moédon bizonyithajuk, mint ahogy azt az elsé elemi algoritmusnél tettiik.

Vegyiink 9 pontot és keressiik az egyensulyi helyzetiiket. Helyezziik el random &ket az

egységnégyzetben majd inditsuk el az algoritmust.

5.3. dbra. 9 pont esetén 3 egyensulyi helyzet
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6. fejezet

A matlab program koédja

6.1. forraskod. Kritikus pont keress elemi algoritmus

function crp=critpoint(n,f,x0)
crp=x0;

4 Derivdljuk f-et és tdroljuk el a parcidlis derivdltjait.

syms x [1 n]
A=jacobian(f);
Df=matlabFunction(A, 'Vars',{x});

10

11
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26

27

28

29

30

k=0; / L

épések szdma

s=0; 4 Az utolsé hdny lépés wolt sikertelen

pr=0; 7/ Prdébalkozdsok szdma
lepes=ones(1l,n) / Utolsdra mekkordat léptink az egyes irdnyokba
while pr<1000 && norm(Df (crp))>eps*0.01 && s<n && max(lepes)>eps

j=mo
p=ze

p(i

g=0(t) (Df(crp-t*p)*p');

pr=p

u=fz

if “isnan(u) / Ha taldlunk kritikuspontot, lépjunk oda.

else

d(pr,n)+1;
ros(1,n);
=1;

r+1;

ero(g,0);

lepes(j)=abs(u)
CIP=CIp-u*p;
k=k+1;

if abs(u)>eps*0.01 [/ Ha kritikus pontban vagyunk, nem tudtunk arrébb lépni.

s=s+1;
else
s=0;

end

s=s+1;
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end
end

if s==n

disp(['Ebb&l a pontbdl egyik irdnyban sem taldltunk kritikus pontot: (',num2str(crp(1)),',',numZ

crp=NaN

elseif pr==1000
disp('Nem konvergens az algoritmus')
crp=NaN;

end

6.2. forraskod. Kritikus pont keresé altaldnositott algoritmus

function m=altalanos3(n,f,x0,mu)
crp=x0;

4 Derivdljuk f-et és tdroljuk el a parcidlis derivdltjait.

syms x [1 n]
A=jacobian(f);
Df=matlabFunction(A, 'Vars',{x});

k=0; / A lépések szdama
lepes=eps+l; / Az utolsd lépés hossza
s=0; / Adkkor lesz 1, ha egy pontbdl nem tudunk tovdbb lépni.
while k<1000 && norm(Df (crp))>eps*0.01 && lepes>eps && s==0
p=Df (crp);
g=0(t) (Df (crp-t*p)*p'-mu*Df (crp)*p');
u=fzero(g,0);
if u<0
optsl= optimset('display','off');
u=lsqgnonlin(g,0,0, [],0optsl);
if g(u)>eps
v=fzero(g,u);
if v>0
u=v;
end
end
end
if “isnan(u)
CIP=CIp-U*p;

lepes=norm(u*p) ;

k=k+1;
else
s=1;
end
end
if s==1 || (u==0 && norm(Df (crp))>0.0001)
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36

37

38

39

40

disp(['Ebb&l a pontb6l nem tudunk tovabb lépni: (',num2str(crp(1)),',',num2str(crp(2)),')'])

crp=NaN;

elseif k==1000
disp('Nem konvergens az algoritmus')
crp=NaN;

end

Ez a kod a gradiens modszert mutatja be, ahol a p, vektorokat a gradiens vektoroknak
valasztjuk.

Minden lépésben elGszor az fzero paranccsal probalunk megoldasat keresni az egyenletnek.
Ezzel az a probléma, hogy csak akkor tudjuk beallitani az intervallumot, ahol a gyokot
keressiik, ha az intervallum 2 végpontjaban a fiiggvény kiilonbozé elgjeld.

Ha negativ gyokot kaptunk, akkor az Isqnonlin fliggvényt hasznaljuk. Ez a paraméterként
kapott fiiggvény normanégyzetét minimalizalja. Mivel egyvaltozos fiiggvényre hasznaljuk,
a fiiggvény négyzetét minimalizalja. Tehéat ez alkalmas arra, hogy a gyokoket megadja.
Viszont lehetséges, hogy a parcialis derivalt egy lokalis minimuma koézelebb van a 0-hoz
mint a legkozelebbi gyok és ekkor azt taldlja meg az Isqnonlin parancs. Ezért ha nem a 0
értéket veszi fel itt a parcidlis derivalt, akkor még egyszer hasznaljuk az fzero parancsot
ebbdl a pontbdl inditva. Ha megint negativ gyokot kapunk, akkor maradunk az lsqnonlin

altal adott pontban.
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