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Koszonetnyilvanitas

A szakdolgozatom elkészitésében sok segitséget kaptam, amiért nagyon hélas
vagyok. Mindenek el6tt Bérczi-Kovacs Erika belsGs témavezetémnek szeretnék
koszonetet mondani, aki faradhatatlanul segédkezett a szakdolgozat elkészitésében.
Szép meglatasai, utmutatasai, tandcsai nélkiil nem sikeriilhetett volna. Méasrészt
Cseh Agnes kiils6s konzulensemnek is szeretnék koszontet mondani aki, mint ebben
a téméaban aktiv kutat6 hasznos meglatésaival és Gtleteivel segitette a szakdolgozat
megirasat.



Bevezetd

A stabil parositas feladatot legelGszor D. Gale és L. S. Shapley definidlta és
vizsgalta [5]. A stabil parositas feladat azt a természetes problémat modellezi,
melyben vannak egyének, akik egymast rangsoroltak. Az egyének egy parositasat
stabilnak nevezziik, ha nincs két olyan ember, akik egymast jobban kedvelik, mint
a kapott parjaikat. Eredetileg Gale és Shapley didkok egyetemi jelentkezéseinek
vizsgalatdhoz vezette be a stabil parositas feladatot paros grafokra. A nem paros
graf esetével olyan feladatok modellezhetSk, mint kollégiumi szobatéarsak kiosztasa
vagy optimalis veseatiiltetések keresése. KésGbb ezen alapulva a népszert parosi-
tas fogalma is megjelent [T, mely a stabil parositas egy gyengitése. Két péarositas
koziil az a népszertibb, amelyiket tobben kedvelnek a ketts koziil. Egy pérositéas
népszerd, ha nincs nala népszertibb.

A szakdolgozatom elsé fejezetében bemutatom, Gale-Shapley stabil parositas
keresé algoritmusat, valamint egy mester listdk esetén mitkodd algoritmust. Tovab-
béa mérésekkel kiilonb6zd graf és preferencia modellekben Osszehasonlitom a stabil
parositas nagysagat a maximalis parositaséval. A méasodik fejezetben legnagyobb
népszerd parositas megtalalasara adok algoritmust, és az el6z6 fejezethez hasonlo-
an mérésekkel 6sszehasonlitom nagysagat a maximalis parositaséval. A harmadik
fejezetben Irving algoritmusat mutatom be, mely altaldnos graftban ad algoritmust
stabil parositas keresésére. Ezen kiviil bemutatok egy egyszeriibb algoritmust sta-
bil parositas keresésére globalis preferencia lista esetén. A szakdolgozatom utolso
fejezetében altalanos grafokban vizsgalom a népszert parositdsokat. Ez a feladat
N P-teljes, de megmutatom, hogy megfelelen siirti grafban polinomialis idében
kereshet6 népszeri parositas. Ez utobbi legjobb tudasom szerint 4j eredmény.



1. fejezet

Stabil parositas paros grafban

1.1. Stabil parositas alapfogalmai

A stabil parositas feladat inputja tartalmaz egy G = (V, E) egyszeri grafot és
minden csicshoz egy-egy preferencia listat, mely az adott cstccsal szomszédos
csuicsokat preferencia sorrendbe rakja. A mi vizsgalodéasainkban egy adott csticshoz
tartozo sorrendben nem lehetnek ugyanannyira kedvelt /preferalt csicsok.

1.1.1. Definicié. Az u cstics jobban kedveli v cstcsot w-nél, ha v el6rébb van «
preferencia listajan, mint w vagy v rajta van u preferencia listdjan, de w nincs.

Jeldlés. Azt, hogy u csics jobban preferalja v-t, mint w-t v >, w-vel jeloljiik.

1.1.2. Definicio. Egy adott M parositasra nézve egy e = (u,v) € E, e ¢ M élet
blokkolonak neveziink, ha u jobban preferalja v-t, mint M (u)-t (ahol M (u) az u
parja az M parositasban) és ugyanigy v jobban kedveli u-t mint M (v)-t.

1.1.3. Definici6. Egy adott M parositast stabilnak neveziink, ha nincsen ra nézve
blokkol6 él.

Az a kérdés, hogy létezik-e adott preferencia listakkal stabil parositas paros grafban
megoldott. Az a valasz, hogy mindig létezik, és meg tudjuk talalni polinom idében.
Az algoritmust D. Gale és L. S. Shapley mutatta meg elGszér az 1962-es cikkiikben
[5]. Latni fogjuk majd, hogy altalanos grafban nem mindig létezik stabil parositas,
de polinom idében mindig eldonthetd, hogy létezik-e [7].

1.2. Gale-Shapley algoritmusa

Mivel a stabil parositas fogalma héazassagi feladattal terjedt el, igy a két cstcshal-
maz megfeleltethets férifiaknak és néknek.

6



1. FEJEZET. STABIL PAROSITAS PAROS GRAFBAN 7

Adatok jelolése az algoritmushoz:

e 7 : ndk szama

k : mar talalt parok szama

X : jelenlegi kérg (férfi)

x @ jelenleg megkért né

e () : A nem létezd, minden né altal a legkevésbé kedvelt férfi, azaz minden v
férfire és minden vele szomszédos w nére v >,, X

Algorithm 1: Gale és Shapley algoritmusa

Input: Paros graf preferencia listakkal

Minden nének a legkevésbé kedvelt férfit parositsuk azaz €)-t;

k<+0;

while £ < n do

X — ak+ 1. ferf;

while X # Q és X-nek van még elérhetd pdrja do

x < X még elérhetd legkedveltebb valasztasa;

if x jobban kedveli X -et, mint jelenlegi parjat M (x)-et then
Legyen x parja X;
X < x elébbi parja;

end

if X # Q) then
| Toroljiik x-et X listajarol
end

end

k+—k+1
end

return egy stabil pdrositds

Az algoritmusrol a kovetkezbket fogjuk belatni:
e O(m) lépésben lefut az algoritmus.
e Stabil parositast ad ki az algoritmus.

e Férfiaknak ez a legjobb parositast adja ki, azaz nincs méas stabil péarositas,
amelyben jobb part kaphatnak.

e Noknek pedig a legrosszabbat adja ki.
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e Stabil parositdasok mindig ugyanazokat a csucsokat fedik le.
1.2.1. Allitas. Gale-Shapley algoritmus O(m) lépésben lefut.

Bizonyitds. Mivel a masodik while ciklusban a férfiak elérheté parjainak szama
szigoruan csokken, és mivel az elérhets parok szdma az elején 6sszesen m, és minden
mas lépés megoldhato O(c) idben, igy O(m) lépésben lefut az algoritmus.
Miel6tt bebizonyitjuk, hogy Gale és Shapley algoritmusa stabil parositast ad ki,
tegylink meg két észrevételt.

e Az algoritmus egy pillanatdban egy nének az aktudlis parja mindig jobb
szamara, mint az el6zd6.

e Ha egy A férfi kedvel egy a nét, aki jobb jelenlegi M(A) parjanal, akkor &t
az a n6 mar koradbban visszautasitotta.

1.2.2. Allitas. Gale-Shapley algoritmusa stabil parositast ad ki.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van (A, a) blokkol6 él, ekkor az el6z6 észre-
vételek kozil a masodik miatt a visszautasitotta A-t. Ez pedig csak azért lehet,
mert jobb parja volt/lett a-nak, és igy az els6 észrevétel miatt jobb is maradt, igy
ez ellentmondéas. Tehat stabil parositast ad ki.

Most megmutatjuk, hogy a férfiaknak a legjobbat adja az algoritmus.

1.2.3. Allitas. Ha az algoritmus soran A férfi listajarol lekeriilt a, akkor nincs
olyan stabil péarositas, amelyben parositva lennének.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy az algoritmus soran A és a a legels olyan par
az algoritmus futasa soran, amire igaz az, hogy A-t visszautasitotta a, viszont van
stabil parositas M’, amiben egyiitt vannak. Nézziik meg, hogy miért torlédhetett
A listajarol a.

1. Amikor A megkérte a-t, akkor a-nak jobb parja volt B.
2. A és a egy par voltak, amig egy méasik B férfi jobb nem volt a-nak.

B preferencia listajanak legelején mindkét esetben a allt, igy ha (A, a) € M’ akkor,
hogy ne legyen blokkol6 él B-nek jobb par kell, mint a, de ez ellentmondas mivel
A a volt a legelss ellenpélda par.

Most pedig megmutatjuk, hogy a néknek a legrosszabbat adja az algoritmus.

1.2.4. Allitas. Minden stabil parositasban a nsk legalabb olyan part kapnak, mint
amilyet az algoritmus altal kaptak.
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Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan M’ stabil parositas amiben a
rosszabb part kap, mint A algoritmusbeli parja, legyen ez a par B. Mivel az
A-nak az algoritmus a legjobbat adja, igy blokkold él lesz (A, a), ez ellentmon-
das. Tehat a ndk az algoritmusbeli parjuknal stabil parositasban rosszabbat nem
kaphatnak.

1.2.5. Allitas. Minden stabil parositas ugyanazokat a csicsokat fogja le.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek M és M’ stabil péarositasok, ahol
a1by € M, de ay nincs lefedve M’-ben. Ekkor, hogy (ai,b1) ne legyen blokkol6 él
M’-ben, M'(by) = ag >3, a1 és ahhoz, hogy (b1, az) ne legyen blokkolé M-re nézve
M (ag) = by >,, by. Ekkor lathatjuk, hogy ugyanezt folytathatjuk, és soha nem
akadhatunk el, de mivel véges a graf elériink egy korébbi csticsba, de az lehetetlen
hisz, akkor nem lenne péarositas M vagy M’.

Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy két stabil parositas nagysaga megegyezik, ezért a
méréseknél elég egyetlen stabil parositast meghatarozni.

1.3. Mester lista

A kovetkezdkben nagyon specialis struktiraju preferencia matrixokat vizsgalunk.
Az alapgondolat onnan jon, hogy specialis esetben a parositas felfoghato, mint a
didkok egyetemre vald jelentkezése, és ekkor a didkok preferencia listdjaban lesz
némi korrelacié, mert példaul az egyetemeket hasonléan rangsoroljak.

A modell, melyet mi a paros grafok esetében hasznélunk a mester lista. Fel-
tessziik, hogy az egyik cstics osztalynak példaul a nGknek adva van egy rendezése,
és minden férfinak a preferencia listajan a csiicsok ezen mester lista sorrend szerint
vannak rendezve. Persze a férfiak mester listdjat is megvalaszthatjuk, és akkor a
nék preferencia listajat ezen lista szerint kell rendezni. Ha csak az egyik csiics-
halmaznak generalunk mester listat, akkor ezt SM — 1M L-nel fogom jel6lni, ha
mindkét csticshalmazra generdlunk mester listat, akkor pedig SM — 2M L-el. A
mester listas modszer elénye, hogy stabil parositast keresni még sokkal egyszertibb
lesz, és csak egy stabil parositas létezik mester listas modszer esetén.

1.3.1. Allitas. [8] Legyen I egy SM — 1ML input, ekkor egyetlen egy stabil
parositas létezik, és linearis id6ben megtaldlhaté egy moho algoritmussal.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy adott egy ndket tartalmazoé mester lista és a lista
pedig legyen myq, ..., m,. Ekkor a moho algoritmus az alabbi:
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Algorithm 2: Moho mester algoritmus [§]
Input: Paros Graf SM — 1M L inputtal
M = () a parositas;
foriin1l...ndo
if m; listajan van nem pdrositott férfi then
w = m; listdjan a legelsé nem péarositott férfi;
M = MU{(w,m;)}
end

end
return M stabil pdrositas

Ekkor a kapott parositasra a kévetkezsk igazak.
1.3.2. Lemma. A kapott parositas stabil.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy 3 (a, m;) blokkolo él, ekkor viszont m; amikor
sorra keriilt, akkor a-nak mar volt parja, hisz most a parositasban rosszabb pérja
van m;-nek. Ez azt jelenti, hogy 3j < i amire (a, m;) € M, de ekkor a mester lista
definicidja miatt a jobban kedveli m;-t, mint m;-t.

1.3.3. Lemma. Nincs mésik stabil parositas a kapott stabil parositason kiviil.

Bizonyitas. Indirekt tegytik fel, hogy IM’ #£ M stabil parositas, ekkor legyen i az
a legkisebb index, melyre m; parja a két parositasban nem egyezzik meg. Legyen
m; parja a az M péarositasban, ekkor az M’ parositasra (a, m;) blokkolo, hiszen m;
a még nem foglalt legjobban kedvelt férfit valasztotta, ezért m; jobban kedveli a-t,
mint M’ beli parjat, és a is jobban kedveli m;-t, mint M’ parjat hiszen minden
J < t-re m; vagy parositva van vagy nincs méar valaszthat6 parja.

1.4. Mérések

A kovetkezd kérdés meriilhet fel stabil parositas nagysagaval kapcsolatban. Atla-
gosan mekkora az eltérés a stabil és a maximalis parositas nagysaga kozott? E két
érték hanyadosat vizsgaltuk meg. A mérések soran a két csticshalmaz elemszama
ugyanannyi. A koévetkezd haromféle graf modellt fogjuk hasznélni az adjacencia
maéatrixok készitéséhez.

(a) Erdds-Rényi-féle véletlen graf modell, azaz minden élet egy adott valoszint-
séggel vesziink be a grafba.

(b) Minden férfinak generalunk egy szamot 0 és n kozott, ami megadja, hogy
mennyi a foka, és ezek utan generalunk ennyi élet hozzéa (kés6bbiekben csak
Véletlen férfi fokszama modszernek nevezem).
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(¢) Megadunk egy k konstanst és minden férfinak ennyi lesz a foka és ezek utan
generalunk éleket (ezt k-as férfi fokszamu modszernek nevezziik).

A kovetkezd haromféle preferencia lista modellt fogjuk hasznalni.

(a) Véletlen modszer. Egy adott csics esetén a preferencia lista a szomszédsagi
lista egy véletlen sorrendje.

(b) Mester listas modell.
(c) Globalis lista lasd
Ezek utédn a kovetkezSképpen néz ki egy adott n-re egy teszt példa generalasa.
1. A fentebb leirt harom modszer egyikével generdlunk egy véletlen paros grafot.
2. Ezek utén a fentebb leirt modell egyikével generaljuk a preferencia listakat.

3. Ezek utan pedig futtatjuk a Gale-Shapley és az alternalé utas maximalis
pérositas algoritmusokat, majd megszamoljuk, hogy hany éliik van.

Végiil az Osszes generdlt grafon egy adott n-re az Gsszes stabil parositas és maxi-
malis parositas hanyadosat nézziik és ezt vizsgaljuk. A grafikonokon az x tengely
az n-nek felel meg. Az y tengely pedig az el6bb megmagyarazott hdnyados. A tesz-
tekben n = 10-t6l n = 150-ig megyiink 5-ével kivéve az 1.1-es abran, amelyikben
250-ig megytink.

e’ ® .
0.98 ° e 0 0.97 .
. o o 0
. oo *"® : I © 0 0% s00000
0.96 L4 «*® s ® °
. .
. . R 0.96
0.94 4 . °
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0.92 4 . .
.
LI ® e,
0904 ® 0944 ® '."'ll'....
° 5 .
0.88 1 ® Random Pref Ratio L4 °
® Master Ratio 0.937 ® e, .
0861 o ® Global Ratio C®ee s so0s0e

25 50 75 100 125 150 175 200 25 50 75 100 125 150 175 200

1.1. abra. Erdgs-Rényi féle 1.2. abra. 10-es férfi fokszam
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1.3. 4bra. Véletlen férfi fokszamu

1.4.1. Konkluzidok

1. A vizsgalt hanyadosok kozel vannak az 1-hez, és a legnagyobb eltérés az
Erdés-Rényi modellnél tapasztalhato.

2. Minél kisebb a korrelacio a listak kozott annal nagyobb a parositas mérete.



2. fejezet

Népszerti parositas paros grafban

2.1. Népszerii parositas alapfogalmai

c stz

utan bemutatjuk, hogy milyen kapcsolatok vannak a stabil és a népszerd parosita-
sok kozott. Ezek utdn bemutatjuk a maximalis méretti népszerd parositast keresd
algoritmust paros grafokra, majd a stabil, népszert és maximalis parositasok nagy-
sdga kozott végziink méréseket.

Mint a stabil parositasnal, most is minden cstcsnak van egy preferencia listaja
melyen a szomszédos cstucsok szerepelnek adott sorrendben.

2.1.1. Definicié. Legyen M és M’ két parositas egy G grafon. Azt mondjuk,
hogy egy wu cstics jobban kedveli az M parositéast, ha vagy (1) u jobban kedveli
M (u) parjat mint M'(u)-t, vagy (2) M-ben péarositva van, de M’-ben nem.

Jelolés. Jeloljik P(M, M')-vel (P mint prefer) azokat a cstcsokat, melyek jobban
kedvelik az M parositast, mint M’-t. Ha esetleg V(G) egy S részhalmazara nézziik,
akkor Pg(M, M')-val jeloljuk.

Legyen D(M,M") = |P(M,M")| — |P(M', M)].

2.1.2. Definici6é. Legyen M és M’ két parositas egy G grafon azt mondjuk, hogy
M népszertibb, ha D(M, M’) > 0.

2.1.3. Definici6. Egy M pérositas népszeri, ha 6 legalabb olyan népszert, mint
mindenki més, azaz VM'-re D(M, M') > 0.

2.1.4. Definicié. Egy M parositas nagyon népszert, ha VM'-re D(M, M') > 0.

Fontos észrevenni, hogy mind a stabil, mind a népszeri péarositasos definiciok alta-
lanos (egyszertd) grafokra is ugyanezek. A kovetkezd allitasokat /tételeket altalanos

13
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grafra bizonyitjuk (érdekes tény, hogy ezek egy részét elészor paros grafokra bizo-
nyitottak). Az altalanos grafokra vett stabil parositas problémat SRP-vel jeloljiik
(Stable Roommates Problem), és az altalanos grafokra vett népszerd parosités
problémat pedig PRP-vel jeloljiik (Popular Roommates Problem), ha pedig in-
putként csak egy preferencia listdkkal ellatott altalanos graf adott, akkor RP-nek
(Roommates Problem) nevezem ezt az inputot. Ha a G graf paros, akkor SM
(Stable Matching), PM-el (Popular Matching) fogjuk jeldlni a feladatokat.

A kovetkezdket fogjuk megmutatni:

e Karakterizaciot mondunk a népszerd és a nagyon népszerd parositéasokra.

e Ha M stabil, akkor M népszerd is.

e Minden népszeri parositas lefedi a stabil parositas csticsait is. Azaz stabil
pérositas egy legkisebb népszert pasoritas.
e Ha M nagyon népszert, akkor csak egy népszerd parositas van, § maga.

e Ha M nagyon népszerd parositas, akkor stabil is.

Az allitasok bizonyitasahoz a kovetkez§ trivialis megfigyelést fogjuk hasznélni, és
az adott allitashoz megfelelGen formalni.

2.1.5. Allitas. Legyen Si, S, ..., Sy egy particidja V(G)-nek, ekkor P(M, M') =
Z?zl PSi<M> M/) ¢s igy D(M7 M/) = Z?:l DSi(M7 Ml)‘

Az elss két allitashoz vegytk V(G) kovetkezs particiojat. Legyen M és M’ két
parositas G-n, ekkor legyenek az M és M’ szimmetrikus differencia (jelolése M @
M') komponensei G; és C; = V(G;). Ekkor Ci-k egy particojat adjak V(G)-nek,
azaz igaz a kovetkezd egyenlség: D(M, M') = Zle D¢, (M, M').

2.1.6. Allitas. [3] Legyen adva egy RP input, ekkor M pérositas népszert akkor
és csak akkor, ha VM’ péarositasra D¢, (M, M) > 0 minden komponensre.

Bizonyitds. EbbSl az M népszertisége irany trividlisan jon a definiciobdl, hisz
D(M,M') > 0 kell, hogy teljesiiljon, és a partici6 miatt ez igaz is. A masik
irany indirekt megy, mégpedig tegyiik fel, hogy 3C;, hogy D¢, (M, M') < 0. Ek-
kor legyen M* = (M \ M|¢,) U M'|¢, ekkor pedig D(M*, M) > 0 adodik, ami
ellentmondés.

2.1.7. Allitas. [3] Legyen adva egy RP input, ekkor M pérositas nagyon népszert
akkor és csak akkor, ha VM’ parositasra D¢, (M, M') > 0 minden G; € M & M’
komponensre, ahol C; = V(G;) és |C;| > 2, azaz az ugyanugy fedett vagy nem
fedett pontok nem szamitanak most.
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Bizonyitds. Az M nagyon népszertiséges megint trividlis a definiciobol. A masik
irany pedig megint indirekt megy, tegytik fel, hogy 3C;, hogy D¢, (M, M') < 0
ekkor legyen M* = (M \ M|¢,) UM'|¢,, ekkor pedig D(M*, M) > 0 lesz igaz, ami
ellentmondaés.

“ 0,

M és M’ pérositasok, legyen ' = M \ M" = {ej,e,..., e} ezen kivill legyen

X azon cstcsok halmaza, melyeket I lefed és X = V(G) \ X. Ekkor V(G) =

{E1, Es, ..., Ex, X}, ahol E; azon csucsok, melyeket az e; él fog le és igy D(M, M') =

Zf:l DEi(M7 M/) + DY(Mv M/)'

2.1.8. Lemma. [3] Adott egy RP feladat inputja valamint M és M’ parositasok
(a) Ha D(M’, M) > 0, akkor létezik M'-nek éle amely blokkold M-re.

(b) Ha M stabil, akkor M népszert.

(c) Ha M stabil, M’ népszertd, akkor M’ lefedi az 6sszes M altal lefedett csicsot
és Dp, (M, M') = 0, azaz minden minden F beli élben 1év§ élre az egyik vége
M-et a masik M’'-t kedveli.

Bizonyitds. (a) Elgszor figyeljiikk meg, hogy Pg(M', M) = () (bizonyitasa indi-
rekt: tegyiik fel, hogy nem, akkor még keriilne él F' = M’ \ M-ba), igy
viszont D(M', M) < 0, de D(M’', M) > 0 miatt akkor létezik e; € F', hogy
Dg,(M', M) > 0 azért, hogy D(M’, M) teljesiiljon és ekkor az e; él blokkold
lesz M-re.

(b) Indirekt, ha nem lenne népszerti, akkor létezne blokkolé él.

(c) Mivel M’ népszert, ezért D(M', M) > 0 masrészt lattuk, hogy D(M', M) <
0 és VE;re Dg,(M', M) < 0, mert M stabil, ekkor viszont minden tag
0-val egyenls. Viszont ekkor Pg(M', M) = () és Dg(M’', M) = 0 miatt
Px(M, M') = (), azaz minden él ami F-ben van az egyik végpontja M-et a
masik M’-t kedveli.

2.1.9. Allitas. [3] Legyen I egy RP input és M nagyon népszert parositas I-ben.
Ekkor M az egyetlen népszert parositas I-ben.

Bizonyitds. Trivialis a definiciobol.

2.1.10. Allitas. [3] Legyen I egy RP input és M nagyon népszerd parositas I-ben.
Ekkor M az stabil parositas.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy 3{a;, a;} blokkolo él M-re, ekkor képezziik
a kovetkezs M’ parositast M-bdl gy, hogy (i) tordljik {a;, M(a;)}-t M-bél, ha
a; parositva van, (it) toroljik {a;, M(a;)}-t M-bdl, ha a; parositva van és (iii)
vegyiik be M'-be {a;,a;}-t, ekkor |P(M’',M)| = 2 mig |P(M,M’)| < 2, ekkor
viszont M nem lehet nagyon népszerd, azaz ellentmondés.
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2.2. Dominans Parositas

2.2.1. Definici6é. Dominans pérositdsnak neveziink egy M parositast, ha nép-
szer( parositas és tetszéleges M’ parositasra, ha |M'| > |M| teljesiil, akkor M
népszertibb, mint M’.

Dominans parositas megkeresésére paros grafban legelGszér 2011-ben adtak polino-
mialis algoritmust (Chien-Chung és Telikepalli [6]). Az algoritmus alapgondolata
az, hogy futtassuk a Gale-Shapleyt a grafra, ekkor kimaradhatnak férfiak ebbdl a
parositasbol. Ekkor ezeket a férfiakat igymond sarmossa tessziik (és sarmossaghol
méar nem keriilhetnek ki), azaz minden né listajan elérébb fognak szerepelni, mint
a most parositatlan férfiak, és ezek utan ezzel a modositassal tjra futtatjuk a Gale-
Shapleyt. Ezt a ciklust csinaljuk addig, amig a nem sarmos férfiak mindegyike fog
szerepelni a parositdsban. A bemutatott algoritmus abban lesz mas, hogy csak
egyszer kell majd egy Gale-Shapley féle algoritmust futtatni. Mindebbdl még job-
ban érezhetd, hogy mennyire szoros a kapcsolat a stabil és a népszerii parositasok
kozott.

Legyen az eredeti graf a tovabbiakban G = (A U B, E). Az algoritmus igényel
egy kis elGkészitést az adatok terén, mégpedig létrehozunk egy segédgréifot G, =
(AU B, E)-t. Va; € A esetén legyen o), a} € Ay (azaz a férfiak csicshalmazéaban

minden cstcsnak feleljen meg két cstcs), azaz Ay = {a9,ad,...,a,ai,al, ... al},
ahol a kitevs azt fogja jelolni, hogy egy adott férfi a felss rétegben van (sarmos= 1
kitevd) vagy az also rétegben. Természetesen (a;,b;) € E = (a,b;), (a},b;) € Es.
Az is igaz, hogy aY,a} preferencia listajuk megegyezik a;-jével. Az otlet az lesz,
hogy azt, hogy egy férfi sarmos lett azt tgy fogjuk meg, hogy ekkor a) megprobalt
mindenkit a preferencia listajarol, de visszautasitottdk valamilyen okbol. Ekkor
abbahagyjuk a! hasznélatét és helyette pedig a;-t kezdjiik el hasznalni. Azt, hogy
egy né a sarmosabb férfiakat preferélja azzal érjiik el, hogy a preferencia listat mo-
dositjuk ugy, hogy legyen b; preferencia listaja eredetileg (a;,, a;,, - . ., a;, ), ekkor b;

listdja a G grafban, pedig (a} ,a; al,a’  a? a?). A népszerd parositast

az eredeti grafra majd ugy ka,lpjulz{ meg, _‘ttlog)lf migvel egy;zerre csak egyet haszna-
lunk a af, a} koziil igy (a;,b;) <= (a?,b;) vagy (a;,b;)-vel kapjuk meg a népszert
parositast.

Az algoritmus soréan azt, hogy a férfi preferencia listajan 1év6 né visszautasitotta
ugy jeloljiik, hogy kitoroljiik az élet a grafbol, ha pedig egy né kap egy part, akkor
minden ennél a parnal rosszabb szomszéd kozotti élet kitorliink a grafbol. Igy, ha

u és v kozott talalunk élt és v jelenleg nem u parja, akkor u és v jobban kedvelik
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egymas, mint a parjukat. Most pedig akkor kévetkezzen az algoritmus.

Algorithm 3: Dominéns parositas keresése
Input: PRP input
Létrehozzuk a @ sort amit {a{, ..., a) }-vel toltiink fel;
S péarositéast tiresre allitjuk be;
while ) nem iires do
toroljiik az elss elemet a'-t Q-bol ;
if a' pdrjainak a halmaza a jelenlegi grdfban nem dires then
legyen b a legjobban kedvelt szomszéd a' listajarol ;
if S(b) létezik then
adjuk S(b)-t a Q-hoz ;
legyen S(b) = a' ;
toroljiink minden élet b és a'-nél rosszabb szomszéd kozott ;

end
else
if [ =0 then
adjuk a'-t Q-hoz ;
{ Azaz minden szomszédja visszautasitotta mar a®-t igy
sarmossa kell tenni azaz a felss rétegbe megy }
end

end

end
return S Népszerid Pdrositds

Az algoritmus futési ideje O(n + m), mert a segédgraf felallitasa O(n + m) a
parositéas keresése rész pedig ugyanigy O(n + m) id6t vesz igénybe.

2.3. Mérések

Most a népszert parositasok méretét hasonlitjuk Gssze a maximalis parositaséval.
Azt vizsgaljuk, hogy mennyire kozeliti meg egy stabil (miniméalis népszeri) pa-
rosités illetve egy dominéns (maximalis népszerti) parositas élszama a maximalis
parositas élszamat. A kék a dominans és a maximalis parositasok nagysaganak ha-
nyadosa, mig a piros a stabil és a maximaélis parositasok nagysdganak héanyadosa,
hasonléan az [I.T}es fejezetbeli méréshez.
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2.3.1. Konklazidok

Az Erdés-Rényi-féle és az véletlen férfi fokszamt modszerrel generélt grafok azt
mutatjak, hogy csak az elején vannak kiilonbségek, de hatarértékben ugyanakkora
nagysaguak lesznek a parositasok. Ellenben a konstans férfi fokszami modszer mu-
tat egy mondhatni konstans nagysagu kiilonbséget a ketts nagysaga kozott, tehat
ezek szerint a dominans parositas tényleg tébb embert ér el. A grafikonokbol az is
leolvashato, hogy a dominéns péarositas szinte minden esetben megegyezik méret-
ben a legnagyobb parositéssal, igy ezt a fogalmat nem érdemes tovabb relaxalni,
hogy t6bb embert érhessiink el.



3. fejezet

Stabil parositasok altalanos grafban

3.1. Irving algoritmusa

Mint azt az els6 fejezetben emlitettiik az a feladat, hogy polinom idében keressiink
stabil parositast vagy igazolést arra, hogy nincs, megoldott. A probléméat Robert
Irving oldotta meg legel&szor [7]. A paros grafbeli esettel szemben altaldnos grafra
az nem igaz, hogy minden RP inputra létezik is stabil parositas. Egy példa olyan
RP inputra melyben nem létezik stabil parositas:

Emberek Preferencia Listak
1 2 3 4
2 3 1 4
3 1 2 4
4 béarmilyen sorrend

Az ellenérzéshez csak azt kell megnézni, hogy mivel most mindenki parositva kell,
hogy legyen, a 4-esnek is lesz parja. Akarki is a parja, a maradék kett6 koziil az
egyik jobban fogja 6t kedvelni, mint a parjat.

Ebben a fejezetben bemutatjuk Irving polinom idejt algoritmusat, és kimondunk
egy karakterizaciot népszert parositasok létezésére altalanos grafban. A kovetke-
z6kben az RP inputban a preferenica listdk teljesek lesznek, azaz minden prefe-
rencia lista n — 1 hossz lesz, az n cstcsszam paros lesz és a cél az lesz, hogy egy
5 nagysagu stabil parositast talaljunk.

A kovetkezSkben az x parjat x kérGjének fogom nevezni, mert Irving algoritmusa-
ban x megkérhet valakit és lehet kérGje is egyszerre és ezek nem feltétleniil egyazon
cstcsok /személyek.

Irving algoritmusa két fazisbol épiil fel.

e Els6 fazisban egy a Gale-Shapley algoritmushoz hasonlé algoritmussal lefut-
tatunk egy megkérd (propose) fazist, majd leallas utan megnézziik, hogy egy
adott ember kit kért meg és ki az, akinek a kérését elfogadta, ezek most lehet-

19
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nek kiilonbozdek, kitorojlik a preferencia listarol azokat az éleket amelyeket
ezek a lehetséges parok kizarnak.

e A masodik fazisban specidlis preferencia korok kitorlésével addig szikitjiik
a lehetséges parokat, mig csak egy lehetséges vagy kijon, hogy nem létezik
stabil pérositas.
Els6 Fazis

Egy részletes példaért lasd 7] cikket 580. oldalon. A kérések a kovetkezd stratégia
szerint fognak menni.

1. Ha x-et megkéri y, akkor

(a) Visszautasitja x y-t, ha jobb kérét tart jelenleg, mint y.
(b) Elfogadja y-t, ha jobb, mint a jelenlegi kergje vagy még nincs kérgje.

2. Az x csucs a preferencia sorrendje szerint csokkend sorrendben kér, és megall,
ha olyasvalakit talalt, aki nem utasitotta vissza egybdl. Viszont, ha kés6bb
visszautasitjak, akkor egybdl folytatnia kell a preferencia sorrend szerinti
kérést.

A megkérések sorozata a kiovetkezs féleképpen érhet véget.
e Mindenkinek van kérdje.

e Egyvalaki vissza lett utasitva mindenki altal, ez torténik a fejezet elején adott
ellenpéldaban példéul.

Ami miatt a megkérés alapjan valo kizaras miikodik az egy ugyanolyan lemma,
mint ami a paros grafban lehet6évé tette a megkérés alapjan 1évs parkeresést [1.2.3]

3.1.1. Allitas. Ha y visszautasitja z-et az el6bbi algoritmus soran, akkor y és x
nem lehetnek egy par stabil parositasban.

A allitas bizonyitasa nagyon hasonléan megy, mint paros graf esetén. FEzek utan
ebbdl az allitasbdl a jovo kdvetkezmények a kovetkezGek.

3.1.2. Kovetkezmény. Ha van valaki, akit mindenki visszautsitott, akkor nincs
stabil parositas.

3.1.3. Kovetkezmény. Az algoritmus futasa sordn, ha x megkéri y-t, akkor

e z-nek nem lehet jobb partnere, mint y.
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e y-nak nem lehet rosszabb partnere, mint x.

Miutan vége lett a megkéréseknek elvégezziik a preferencia listdk redukalasat ami
a kovetkezdket jelenti.

3.1.4. Kovetkezmény. Legyen a megkérés algoritmus lefutdsa utén x egy cstcs,
akit megkért y. Ekkor a kovetkez§ redukciokat tudjuk elvégezni x és y preferencia
listain.

o y listdjarol letorolheté mindenki, akit x-nél jobban kedvel.

o y listajarol még le lehet torolni azokat az a;-ket, akiket megkért egy olyan
b;, akire b; >,, v.

A torlések utan a kovetkezoek lesznek igazak.

e y listajan x az els6 és x listdjan y az utolso.

e altaldban a listajan van b akkor és csak akkor, ha b listajan van a.
Ekkor [3.1.4}bol kovetkezik, hogy

3.1.5. Kovetkezmény. Ha minden redukalt preferencia listakon csak egy ember
van, akkor ez egy stabil parositast ad.

Masodik Fazis

A kovetkezSkben egy preferencia listat redukaltnak nevezek, ha végrehajtodott raj-
lényege az lesz, hogy bizonyos tipusu cstcssorozatokat keresiink, majd ezen soro-
zatok alapjan még tovabb csokkentjiik a preferencia listdkat. Legyen aq,ao, ..., a,
egy csucssorozat amire a kovetkezedk teljesiilnek:

e Minden i = 1,...,r — l-re a; redukélt preferencia listajan a masodik cstcs
bi+1 a legelsd cstcs a;qq listajan.

e a, redukalt preferencia listdjan a masodik cstcs pedig a;-n az elsé.

Az ilyen csucs sorozatokat minden-vagy-semmi sorozatnak fogjuk nevezni, az el-
nevezés egy késébbi lemmébol valik tisztava. Megtalalni egy ilyen minden-vagy-
semmi sorozatot egyszert, a kovetkezd algoritmust kell futtatni.

Legyen p; egy olyan cstucs, akinek a preferencia listajan egynél tobb cstcs van.

e Legyen ¢; = p; redukalt preferencia listdjan a masodik cstcs.
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e Legyen p;11 = ¢q; redukalt preferencia listajan a legutolso cstcs, egy késébbi
lemma majd azt fogja megmutatni, hogy ekkor ¢; elsé p;; listajan.

o Az el6z6 két 1épést addig ismételjiik amig a p; sorozat nem ismétlgdik.

Legyen ay, as, . .., a, a kor, azaz minden-vagy-semmi sorozat, ami kialakul az el6z8
algoritmus soran.

Ezek utan pedig végrehatjunk egy redukciot a megtalalt minden-vagy-semmi so-
rozattal. Minden ¢ = 1,... r-re a; visszautasitja b;-t és igy b;y1 (modulo 7) lesz
az 1j, akit megkér. Ekkor b;,; listajan minden a;-nél rosszabbat ki lehet tordlni.
Az el6z6 két 1épést pedig addig csinaljuk, amig vagy elfogy valakinek a listajarol
az ember, ekkor nincs stabil parositas vagy pedig mindenkién 1 ember van és ekkor
ez a stabil parosités.

Az alabbi lemma mutat ra, miért lehet redukalni minden-vagy-semmi sorozat men-
tén.

3.1.6. Lemma. Legyen aq,as,...,a, egy minden-vagy-semmi sorozat és minden
1=1,...,r-re a; redukélt listajan a legels6 ember pedig legyen b;. Ekkor

e Minden stabil parositdsban vagy minden i-re a; és b; parok vagy egyikdjiik
sem az.

e Ha létezik egy stabil parositas amiben egyiitt van a; és b; akarmilyen i-re is,
akkor létezik olyan stabil parositas amiben nem.

3.1.7. Kovetkezmény. Ha az eredeti grafban van stabil parositas, akkor a redu-
kalt preferencia listas grafban is van.

3.1.8. Kovetkezmény. Ha a redukalt preferencia listak egyike iires, akkor nincs
stabil parositas.

3.1.9. Lemma. Ha a redukalt preferencia listak mindegyikén pontosan egy ember
van, akkor ez egy stabil parositast ad.

Az algoritmus futési ideje pedig O(n?).

3.2. GlobAlis lista

A kovetkezSkben legyen egy G grafon I egy SRP input és legyen ezen egy M egy
parositas. A kovetkezs definiciokban fontos kiemelni, hogy a preferencia listakon
lehetnek ugyanolyan kedveltek, azaz u listajan v és w-t kedvelheti v ugyanannyira.

3.2.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy egy (u,v) él erésen blokkolé az M parosi-
tasra nézve, ha u és v is jobban kedvelik egymést, mint az M-beli parjukat.
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3.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (u,v) él gyengén blokkolé az M parosi-
tasra nézve, ha u jobban kedveli v-t, mint az M-beli parjat és v legaldbb annyira
kedveli u-t, mint M-beli parjat.

3.2.3. Megjegyzés. Ha a preferencia listakon nincsenek egyenlGségek, akkor az
el6z6 két definicié azonos.

3.2.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M parositias gyengén stabil, ha nincs
ranézve erésen blokkolo él.

3.2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M parositas erésen stabil, ha nincs ra-
nézve gyengén blokkolo él.

Az el6z6 definiciokbol kovetkezik, hogy ha egy M pérositas erdsen stabil, akkor
gyengén is stabil. Most pedig a stabil szobatars feladatnak adjuk meg kétféle
szikitését, majd hasznélatukat és kapcsolatukat.

3.2.6. Definici6. A stabil szobatérs feladat globalisan rangsorolt parokkal a Stab-
le Roomates egy olyan szikitése, melyben a preferencia listakat egy rangsoro-
16 figgyvénybsl kapjuk. Azaz legyen rank : E — N és ekkor u, v-t jobban
kedveli, mint w-t, akkor és csak akkor, ha e = {u,v} és ¢ = {u,w} esetén
rank(e) < rank(e’) és u indiferens v és w kozott, ha rank(e) = rank(e’).

3.2.7. Megjegyzés. A kovetkezSkben a Stable Roomates feladat globélisan rang-
sorolt parokkal feladatot réviden SRP — G RP-vel fogjuk jel6lni.

Jeldlés. A kovetkezékben E;-n azon éleket értjiik, amelyek rangja ¢, tovabba F<; =
Ey U---U E; és feltehetjiik, hogy csak |E| = m-ig vannak a rangok.

A modell alkalmazasara harom példat mutatunk most be. [2]

e Az els6 modellben a paronkénti vese cserés atiiltetést lehet modellezni, azaz
van egy paciens akinek valamilyen halalos vese betegsége van és van onkéntes
donorja, viszont a donorja és a paciens nem kompatibilis. Ekkor készithetiink
egy grafot, amelyben egy csiicsot a paciens és 6nkéntes donorja alkot és két
csucs kozott, akkor megy él, ha a két donort megcseréljiik, akkor mindenkinek
kompatibilis vese jut. Fontos feltevés még mely statisztikailag igaz, hogy ha
egy paciens donor par tobb emberrel is cserélhet, akkor szamukra lényegtelen,
hogy melyikkel teszi ezt. Ekkor az egész feladat modellezhets egy SRP —
G RP modellel, ahol minden élnek ugyanakkora a rangja.

e A maéasodik modellben ugyantugy a paronkétni vese atiiltetést modelleziik, de
méas aspektusat is figyelembe vessziik: mégpedig, hogy az orvosok a csere
elott kozvetlentil egy igen koltséges teszttel allapitjak meg, hogy az adott
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csere megtorténhet-e. Viszont az orvosok még a teszt el6tt tudnak valoszi-
ntiséget rendelni ahhoz, hogy az adott két par kézott a csere megtorténhet-e.
Ezen valoszintiségek segitségével pedig adodik egy rank fliggvény, igy megint
modellezhet6 SRP — GRP-vel.

e Az utolsdé modellben pedig a kollégiumi szobatéars keresését mutatjuk meg.
A didkok magukrol megvalaszolnak egy par kérdést példaul, mikor szeretnek
lefekiidni aludni, mikor szeretnek felkelni és stb., majd ezek utan lehet a
didkokat egy tobb dimenzios térben abrézolni, ahol kedveltséget két diak
kozott a tobb dimenzids térbeli tavolsaggal mériink.

Most pedig egy masik megkozelitéssel karakterizaljuk a modellbeli feladatokat.

3.2.8. Definici6. Egy SRP inputot stabil szobatarsak globalisan aciklikus prefe-
renciakkal neveziink, ha az inputbol készitett P(G) graf aciklikus. A P(G) franyi-
tott grafot pedig a kiovetkezd féle képpen készitjiik el, minden e € E élre feleltes-
stink meg egy csicsot P(G)-ben és e = {u,v} és ¢ = {u,w} csiucsok kozott akkor
és csak akkor menjen él, ha u w-t jobban kedveli, mint v-t, és ha v indiferens v és
w kozott, akkor olvasszuk egybe ezt a két cstucsot.

3.2.9. Megjegyzés. A kovetkezSkben a Stable Roomates feladat globalisan acik-
likus preferencidkkal inputot réviden SRP — G AP-val fogjuk jelolni.

Ekkor pedig a kovetkezd fontos megéllapitéast tehetjiik, hogy

3.2.10. Allitas. [2] Legyen I egy RP input, ekkor I SRP — GRP input akkor és
csak akkor, ha I SRP — GAP-ben van.

Bizonyitds. =: Ekkor az iranyiott élek a rank fliggvény szerint csokkenden halad-
nak igy nem térhetiink vissza ugyanoda.
<: Ekkor a rank figgvények jo lesz a graf topologikus sorrend forditottja.

Az SRP—GRP inputnak van még egy fontos tuljdonsaga ami a modellezhetségen
kiviil még jobban kiemel 6t. Az SRP inputok nem mindegyikében létezik gyengén
stabil parositas és N P-teljes eldonteni, hogy létezik-e gyengén stabil pérosités.
Ellenben az SRP—GRP feladatokban mindig van gyenge péarositas és polinomiélis
algoritmussal lehet talalni egy ilyet.

3.2.11. Allitas. [2] Legyen G = (V,E, U ... E,,) egy SRP — GRP input. Ekkor
M pérositéds gyengén stabil akkor és csak akkor, ha minden i-re M N E<; egy
tartalmazasra nézve maximalis parositas E<;-ben.

Bizonyitdas. = Indirekt tegyiik fel, hogy 3i, hogy M N E<; tartalmazasra nézve
nem maximalis F<;-ben, ekkor viszont a kimaradé élek koziil barmelyik erdsen
blokkol6 lesz hiszen a késébbi élek amelyek alacsonyabban vannak rangsorolva
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nem segithetnek.

<: Indirekt tegyiik fel, hogy M nem gyengén stabil, ekkor létezik erdsen blokkolo
¢l ezek koziil pedig valasszuk a legkisebb rangit e-t akinek rangja legyen 7. Ekkor
viszont E—;-ben a feltételek szerint maximal parositas M N E<;, igy e-t nem lehet
bevenni, mert legalabb az egyik csiics le van fedve viszont ez azt jelenti, hogy
legfeljebb ¢ rangtival van azaz e mégse lehet erGsen blokkol6 él.

Azaz O(n+m) id6ben tudunk gyenge stabil parositast keresni mégpedig gy, hogy
el6szor az 1 rangi éleken keresiink nem bdévithetd parositast majd a pérositott
csticsokat kitoroljiik és megyiink tovabb a 2 rangtakra és igy tovabb.

Egy hasonlo6 tétel mondhato erdsen stabil parositasokra.

3.2.12. Allitas. [2] Legyen G = (V,E, U ... E,,) egy SRP — GRP input. Ekkor
M pérositas erdsen stabil akkor és csak akkor, ha minden i-re M N E<; egy teljes
parositas {e € E; : e nem szomszédos ¢’ € E; éllel }-ben.

A bizonyitas hasonlo, és ekkor O(m+/n) idében megvalosithaté az erds stabil pa-
rositas keresése.



4. fejezet

Népszerii parositas altalanos gratban

4.1. Népszert parositasok karakterizaciéja

Mint azt a fejezetben megemlitettem az a probléma, hogy altalanos grafban
népszerd parositast taldljunk vagy megmutassuk, hogy nem létezik N P-teljes szi-
goru preferencia listdkra, pontosabban a paros sok cstcsi esetre.

4.1.1. Tétel. [4] Legyen G egy teljes graf n csicesal, ahol n paros. Ekkor eldon-
teni, hogy G-ben létezik-e népszerd parositas vagy megmutatni, hogy nem létezik
N P-teljes.

Amikor a graf cstcsszama paratlan, és a graf elég strt, akkor tudjuk, hogy min-
den népszerd parositasbol kimarad egy cstics és azt gondolhatjuk, hogy ez talan
segithet megoldani ilyen esetekben a feladatot. Ezen gondolat mentén megyiink
végig a[4.2) alfejezetben.
A fejezetbeli tételek bizonyitasaban kozponti szerepet fog jatszani a népszeri
pérositasok karakterizacioja, aminek kimondésahoz kell egy kis elGkésziilet. Legyen
M egy parositas G = (V, E) gratban és RP preferencia listakkal, ekkor minden
(v,u) ¢ M-re definialjuk a kovetkezs vote, (v, M) fiiggvényt a kiovetkezs félekép-
pen7
votew (v, M) = {+,ha u v-t jobba.n kedveli, mir‘lt M(u)-t
—, ha u M (u)-t jobban kedveli, mint v-t

Ekkor minden (u,v) ¢ M élhez rendeljik a (vote,(v, M), vote,(u, M)) part. Pél-
daul, ha {+,+} éleket talalnank akkor ez az él egy blokkol6 él lenne a stabil
parositasok esetében. FEkkor legyen G, azon graf, amely G-bél jon, tgy hogy
minden {—, —} élet kitordltiink a G grafbol. A kovetkezskben az alternéalo utakat
koroket az M és a nem M-beli élekre nézziik.

4.1.2. Tétel. [6] M népszeri parositas G-ben, akkor és csak akkor, ha Gj/-ben
nem létezik a kovetkezd obijektumok egyike sem:

26
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1. Alternal6 kor, amiben van {+, +} él.
2. Alternalo ut két kiilonbozs {4+, +} éllel.

3. Alternal6 ut, amelyben van {+,+} él és egy parositatlan cstucsban ér véget.

4.2. Nagy fokszamu grafok esete

Ezen karakterizacio segitségével konnyen ellenérizhet polinomialis algoritmussal,
hogy egy adott parositds népszeri-e vagy sem [6]. Most pedig ezen karakteriza-
ci6 segitségével azt mutatjuk meg, hogy teljes grafban minden népszert parosités
egyben stabil is. Ez pedig nagyon j6 hir hisz a stabil parositas keresésére van
polinomiélis algoritmus az Irving algoritmusa igy kénnytd megnézni, hogy van egy
népszerd parositas a grafban.

4.2.1. Allitas. [4] Legyen G egy teljes graf paratlan csticcsal, ekkor minden nép-
szerl parositas egyben stabil is.

Bizonyitas. Legyen M népszert parositas és legyen a kihagyott parositatlan csics
u. Azt fogjuk megmutatni, hogy nem létezik {4, +} €l a népszeri parositasban,
és ehhez a karakterizaci6 3. pontjat hasznaljuk. Els¢ észrevétel, hogy minden
népszertd parositas ezen a grafon minden cstcsot lefog kivéve egyet. Jeldlje ezt a
cstcsot u. Legyen v # u cstcs, majd vegyiik M (v)-nek egy w # v # u szomszédjat
(n >5) . Ekkor az u,v, M(v),w 1t alternal6 ut és igy nem lehet rajta {4+, +} él.
Igy minden G, \ M-beli élet le is tudunk fogni, mert minden u-n 1évét lefogunk és
minden (M (v),w)-t is, azaz nem létezik a parositasra {+,+} él. Most mar csak
azt kell megmutatni, hogy az it minden éle G p;-ben van, azaz egyik se (—, —). Az
(u,v) € Gy, mert u-nak nincs parja igy ez az él (+, ) alaka. (v, M(v)) € Gy,
mert a parositasban van. (M (v),w) € Gy, hisz ezt az élet teszteljik (+,+)-ra.
Igy minden népszerti parositas egyben stabil is.

Ekkor persze adodik az a kérdés, hogy meddig igaz az az allitas, hogy, ha a G
graf minden fokszama legalabb n — ¢, akkor polinom idében el lehet donteni, hogy
létezik-e népszerd parositas a grafban. Nagyobb nehézségek nélkiill meg tudjuk
mutatni ¢ = 2-re is az eléz6 allitast.

4.2.2. Allitas. Legyen G egy graf, amiben minden cstcs fokszama legalabb n — 2
és n paratlan. Ekkor minden népszeri parositas egyben stabil is.

Bizonyitdas. Legyen M népszert parositas és legyen a kihagyott parositatlan csics
u. Ha u fokszama n — 1, akkor az el6z§ allitas érvelése ugyanigy igaz itt is, tehat
ez a népszerd parositas stabil is. Legyen u fokszama n — 2. Ekkor legyen p az a
cstcs amivel nem szomszédos u. Ekkor a népszert parositasban mindenkinek van
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parja. Ugyanis, ha egy p-n kiviilinek nincs parja, akkor u-val lehetne parositani, igy
népszertibb lenne a parositas, ha pedig p-nek nincs pérja, akkor egy masik csticsnak
sincsen péarja, de ez a csucs, akkor mar biztosan szomszédos wu-val, igy megint
népszertibb parositast lehetne elérni. Most pedig megmutajuk, hogy egyik él sem
lehet {+,+}. Egyik u-n 1évg él sem lehet {4, +}, mert ekkor az el6z6 bizonyitas
jeloléseivel u, v, M (v) alternalo ut lenne {+, 4} éllel és fedetlen csticsban végzédne.
Ugyanigy minden més élre is egy ilyen alternalo ut létezne ellenpéldaként, csak azt
kell megmutatni, hogy az Gt minden éle GGj;-ben van, de ez ugyantugy megy, mint
az el6bb. Tehat minden népszerd parositas stabil is.

Igy ¢ = 2-re is polinom idében tudjuk eldénteni, hogy van-e a grafban népszerd
pérositas. Persze gondolhatnénk, hogy ez a bizonyitas mindegyik c-re eljatszhato,
de mar ¢ = 3-ra is eljon az a probléma, hogy (+,+) éleket a G, grafban kere-
stink, azaz a G-bdl kitoroltiik a (—, —) éleket. Viszont ez azt jelenti, hogy lehet,
hogy van a Gy-ben (+,+) él, de nem tudunk egy alternal6 utat késziteni, aminek
a végén u van, ugyanis a (—, —) élek adtak volna az ut egy részét. Ilyen eset el6 is
fordulhat, azaz ¢ > 3 esetén méar nem feltételeniil lesz igaz, hogy minden népszeri
parositas egyben stabil is, amint azt az aldbbi példa mutatja.

A grafon a zold élek a népszert parositas élei a piros él blokkold élt jelent. Az
alabbi graf részlet jo ellenpéldat ad a ¢ = 3 esetre, hiszen ekkor a v és a w el van-
nak szigetelve midenki mastol, hiszen a legkedveltebb pérjukat kapték, és ekkor
nincs (+, +)-ot tartalmazo alternalé 1t, amely u-ban végzadik.

u\
\‘p>¢q

Az ellenpéldat nem nehéz ugy kiegésziteni, hogy tetszéleges paratlan n-re jo le-
gyen, mindegyik csticsot 6sszekotjiik a tobbivel, és csak u lesz az akinek n — 3 a
fokszama. Ebbdl ugy tiinhet, hogy akkor nem is lehet polinom idében keresni nép-
szeru parositast, de ez nem igy van, mert mint azt sikeriil megmutatni, a blokkolo
élek lehetséges helyzetei igen specialisak, és ebbdl sikeriil polinomialis futasidejti
algoritmust adni a feladatra.

4.2.3. Tétel. Ha egy G graf olyan, hogy minden fokszdma > n — 3, akkor O(n?)
idében eldonthets, hogy létezik-e népszerd parositas, és ha igen, meg is adhato
egy.

Bizonyitds. Mint az el6z6 két allitasnal most is egy fontos lemma lesz

az, hogy majdnem mindenkinek van parja, azaz

4.2.4. Allitds. Ha a G graf olyan, hogy minden fokszama > n — 3, akkor minden
népszerd parositasban egy vagy harom csics maradhat csak parositatlanul.



4. FEJEZET. NEPSZERU PAROSITAS ALTALANOS GRAFBAN 29

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a pérositatlan csicsok fiiggetlen ponthalmazt al-
kotnak, melybdl adodik az allitas.

El6szér a G-re futtatjuk Irving algoritmusat , ha talalunk stabil péarosi-

tast, akkor készen vagyunk, hiszen miatt minden stabil népszerd is. Ezért
tegylik fel, hogy nem talaltunk stabil parositast, ezek utan minden cstiicson egye-
sével lépkedjiink végig, hogy megnézziik van-e 6t nem feds népszert parositas. Ha
az adott cstcs fokszama > n — 3, akkor a [4.2.2] allitds bizonyitdsahoz hasonl6an
most is tudjuk, hogy minden 6t elkeriild népszerd parositas stabil parositas is. Igy
az érdekes csticsok most mér csak azok, amelyek fokszama n — 3.
Legyen u a kérdéses csiics v és w pedig a két cstics amelyek nem szomszédosak
vele. A kovetkezSkben egy v csiics esetén v;-n a v cstics i. legkedveltebb szom-
szédjat fogom érteni. Legyen p = wvy,q = w;. A tovabbiakban a p = ¢ esettel
foglalkozunk, a p # q esetet pedig kisebb technikai modositasokkal hasonldéan ke-
zelhetjiik. A kovetkezSkben G\, alatt azt a grafot értjiik, amelyiket G-bdl kapjuk
(p, q) kitorlésével.

4.2.5. Lemma. G-ben akkor és csak akkor létezik népszerd parositas, ami u-t fedet-
leniil hagyja, ha létezik S stabil parositds G\ pe-ban, most p # ¢, amire a kdvetkezck
igazak,

e (v,p) €S, (w,q) € Svagy (v,q) €S, (w,p) €S és

e az S parositasban {u,v,w,p,¢}-n kiviil mindenkinek w,v és w-nél jobb part
ad.

Bizonyitds. =: Legyen P mnépszerdi pérositds G-ben ami fedetleniil hagyja wu-t.
Ekkor

4.2.6. Lemma. G-ben P-t csak (p,q) blokkolja.

Bizonyitds. Mivel nem volt stabil parositas G-ben, igy P-t biztosan blokkolja vala-
milyen él. Most nézziik végig az eseteket, hogy milyen élek blokkolhatnak. Legyen
(r,s) a blokkol6 él, ekkor

e Ha M(r) és M(s) nem v és w, akkor a kovetkezd utak koziil valamelyik
megfelel§ alternalo ut lesz: s,r, M(r),u vagy r, s, M(s), u.

e Ha M(r) és M(s) a v és w csucsok valamilyen sorrendben, akkor ha r és s
nem p és ¢, akkor megmutatjuk, hogy r-nél és s-nél nem kedvelhetnek jobban
senkit M(r) és M(s). Indirekt tegyiik fel, hogy 3z cstcs, hogy z >ar 7.
Ekkor a s,r, M(r), z, M(z),u jo alternélo 1t lesz ellenpéldaként.

Igy minden élet kizartunk kivéve (p, q)-t igy kizérasos alapon ez az ¢l a blokkolo.
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4.2.7. Lemma. (v,p), (w,q) € P vagy (v, q), (w,p) € P
Bizonyitds. Adodik az el6z6 lemma indirekt bizonyitésabol.

4.2.8. Lemma. P minden {u,v,w,p,q}-n kiviili csicsnak u,v és w-nél jobb part
ad.

Bizonyitds. Egyrészt jobb part kapnak, mint u. Indirekt tegyiik fel, hogy r cstcs
rosszabbat kapott, ekkor viszont az (r, M(r)) par helyett vegyiik inkabb az (r,u)
part és igy népszertibb parositast kaptunk.

Masrészt jobb part kapnak, mint v (a w esete ugyanigy). Indirekt tegyiik fel, hogy
r cstics jobban kedveli v-t, mint parjat. Ekkor viszont a ¢, p, v, r,u vagy p, q,v,r,u
alternalo ut (+,+) élet tartalmazva u-ban végzddik, azaz P mégse népszert.

Azaz azt kaptuk, hogy P stabil G\p,-ban.

«<: Ez az irdny pedig a népszer( parosités karakterizaciojabol jon (lasd [4.1.2]).
Ahhoz, hogy (+,+) élt tartalmazo alternalo utat vagy kort alkothassunk az eleje
D, q, W, T vagy q,p,v,T vagy ¢,p,u,r vagy p,q, v, r-el kell, hogy kezd6djon, viszont
megkoveteltiik, hogy v és w negativ vagast alkossanak, azaz minden bel6liik ki-
mend &l masba p és ¢-n kiviil (—, —) legyen. Igy viszont nem lehet alternalé kort
vagy utat csindlni a karakterizacionak megfelelGen.
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