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Bevezetés

A gréafelmélet a matematika széleskortien alkalmazott agai kozé tartozik. Ezek koziil méar
jo néhannyal megismerkedhettiink egyetemi éveink alatt: {itemezési feladatok megoldésa,
legrévidebb ut keresés, szallitasi feladatok, parositasok, szinezések a teljesség igénye nélkiil.

A véletlen grafok elméletében a matematika két kiilonbo6z6 teriilete, a grafelmélet és
a valoszintiségszamitas talalkozik. Elgszor Erdés Pal és Rényi Alfréd foglalkozott véletlen
grafokkal 1959-ben. A kévetkezd nagyobb 1épés 1999-ben tortént, mikor Barabasi Albert-
Laszlo és Albert Réka megalkotta a Barabéasi-Albert-modellt [2], és ezzel le is tették a
mai modern véletlen grafkutatas alapjait. Ez a grafmodell alkalmasnak bizonyult kiilon-
bo6z6 valos halozatok szimulélasara, mint az internet linkhalézata, tarsadalmi és kapcsolati
haloézatok, vagy biologiai halozatok.

A matematikaban véletlen grafnak nevezziik egy grafot, ha egy véletlen folyamat hoz-
za létre. A véletlen grafok elmélete a grafok olyan tulajdonsagait targyalja, amelyek nagy
valoszintséggel fordulnak el§ a grafok egy bizonyos eloszlasa esetén. A kutatok gyakran
a véletlen grafok aszimptotikus viselkedésére Osszpontositanak, azokra az értékekre, ame-
lyeket akkor tapasztalnak, ha a graf mérete nagyon nagyra novekszik. [13]

A gréafokat féleg a kombinatorika eszkozei kozé szokas sorolni, mégis lineéris algebrai
modszerekkel is rengeteg mindent megtudhatunk roluk. A graf spektrumabél, vagyis az
adjacenciamétrix sajatértékeinek halmazabol is sok minden kiolvashato. Példdul megha-
tarozhatd az OsszefiiggGségi komponensek szama a spektrum egy bizonyos valtozatabdl,
vagy megmondhaté a spektrumok alapjan, hogy paros grafhoz tartoznak-e. A Hoffmann-
tétel pedig a spektrum segitségével ad felsé becslést a grafban 1évé legnagyobb fliggetlen
ponthalmaz méretére.

Dolgozatomban véletlen grafok spektrumanak asszimptotikus viselkedését vizsgélom
némi elGkésziilet utan. A grafmodellek leprogramozaséaval abrakat is készitettem.

Szakdolgozatom els6 részében lefrom a téma targyalasahoz sziikséges alapfogalmakat.
Definidlom a grafokhoz kapcsolodd matrixokat. Ezek koziil leginkabb a adjacenciamétrix,
incidenciamatrix, Laplace-matrix és az elGjel nélkiili Laplace-matrix kap majd jelent&sebb
szerepet, kés6bb a dolgozatomban. Valamint definidlok kiilonb6z8 spektrumokat, amik a
graf métrixainak sajatértékeibdl allnak. Ezutan allitasokat fogalmazok meg, melyek alap-
jan a graf spektrumaibdl olvashatunk ki tulajdonsigokat a grafrol, illetve a véletlen gra-
fokrol szolo részekhez felhasznalhatok. Végiil néhany konkrét determinisztikus graftipus

spektrumat mutatom be.



A masodik részben bevezetem a spektralmértéket és leirok egy, a momentum moédszer
alapjat képezd tételt, aminek segitségével bizonyos esetekben be lehet latni, hogy egy
grafsorozat limeszének milyen spektralmértéke lesz. Majd szot ejtek a hisztogramokrol
is, amit a késGbbiekben a grafok spektrumnak abrazolasahoz hasznéalok. Ezutan harom
a szakirodalomban leggyakrabban hasznalt véletlen grafmodellt (Erdés—Rényi, regularis,
preferenciélis kapcsolodast) irok le és elemzem a spektrumait néhany roluk szolo tétel
mellett. A modellek leprogramozasaban Matlabot hasznéltam.

A harmadik részben perkolacié mellett vizsgalom a kiillonb6z6 preferenciélis kapcsolo-
dasu grafok spektruméanak stabilitasat. Vagyis véletlenszertien elhagyva éleket a grafbol
figyelem, hogy mennyiben valtozott ettsl a spektrum. A perkolacio valos jelenségeknek is
megfeleltethets. Elsfordulhat, hogy a hélozatnak csak egy részét tudjuk megfigyelni, vagy
bizonyos kapcsolatok meghibasodtak.



1. fejezet

Grafok spektruma, alapfogalmak

Ebben a fejezetben a grafok spektrumaéaval kapcsolatos alapvetd fogalmakat és definicidkat
szeretném tisztazni, illetve megemliteni néhany fontosabb Osszefiiggést a graf szerkezete
és spektruma kozott. Az itt felhasznélt forrasaim: Andries E. Brouwer és Williem H.
Haemers Spectra of graphs cimi konyve [3]; David Ellis Eigenvalue methods in extremal
combinatorics c¢imi online cikke [4] és a Lévy-Desplanques-tétel bizonyitésa [10] volt. A
jelolések kozt hasznélni fogom az [-t, mint identitasmatrix, a J-t csupa l-es matrixként

és 1-et csupa 1-es vektorként.

1.1. A spektrum fogalma

Legyen G egy parhuzamos éleket nem tartalmazo graf. Ekkor a G-hez tartozo A € G(V') x
G(V) adjacenciamartix egy a G cstcsaival indexelt négyzetes matrix, amelyben A,, = 1,
ha az x és y csucs kozott fut él, kilonben A,, = 0. Ez altalanosithaté multigrafokra is.
Ekkor A,, értéke megegyezik az x és y csticsok kozott futd élek szamaval. Iranyitott graf
esetén értelmezhetjiik ugy az adjacenciamatrixot, hogy A,, = 1 pontosan akkor, ha z-bél
y csticsba mutat él a grafban.

Legyen G egy hurokéleket nem tartalmazé iranyitatlan graf. Az incidenciamétrixa az
az M 0—1-matrix, aminek sorai G cstcsai, oszlopai pedig az élei szerint vannak indexelve,
és M,. = 1 pontosan akkor, ha e él illeszkedik a v cstcsra.

Legyen G egy iranyitott hurokélmentes graf. G iranyitott incidenciamatrixa az a G
csucsaival indexelt sort, éleivel indexelt oszlopii N matrix, aminek elemei rendre N,, =
—1,1,0, ha e kezd6pontja v, végpontja v, nem illeszkedik v-re.

Legyen GG egy hurokélmentes iranyitatlan graf. Ekkor G Laplace-matrixa L = D — A,
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elgjel nélkiili Laplace-matrixa Q = D + A cstcsok altal indexelt négyzetes matrixok,
ahol A a GG graf adjacenciamartixa, D pedig olyan diagonéalis méatrix, amelynek D,, eleme
megegyezik az x csics fokszamaval minden z € G(V') cstcsra. Ezek alapjan mar a Laplace-

méatrix néhany egyszertibb tulajdonsaga gyorsan megkaphato.
1.1.1. Allitas (J3]). A Laplace-mdtriz minden sordsszege és minden oszlopdsszege is 0.

1.1.2. Allitas ([3]). A Laplace-mdtriz és a jeldletlen Laplace-mdtriz is pozitiv szemide-

finit.

Bizonyitas. A korabbi jeloléseket hasznalva fennallnak a kdvetkezs — kifejtésiikkel kony-
nyen ellendrizhets — egyenlSségek: Q = MM?T és L = NNT. Emiatt tetszéleges v € IN
esetén u' Lu =", ooy (Ue —uy)? >0 " Lu=3", g (ts —u,)*>0. O

Véges graf (kdzonséges) spektruma alatt a graf adjacenciamatrixanak spektrumét ért-
jiik, vagyis a sajatértékek halmazat multiplicitassal.

[ranyitatlan hurokélmentes véges graf Laplace-spektruma alatt a graf Laplace-méatrixa-
nak spektrumét, elgjel nélkiili Laplace-spekrtuma alatt pedig el6jel nélkiili Laplace-méatrixanak
spektrumat értjik.

A sajatértékek multiplicitasat helyenként a kitevével fogom jel6lni a dolgozatomban.

A spektrum meghatarozasahoz sziikség van a cstucsok egy rendezésére, ami alapjan fel-
irhatjuk az A adjacenciamétrixot (ill. Laplace-matrixot). Azonban egy adott graf spekt-
ruma nem fiigg a valasztott cstcssorrendtsl, mivel ez egy X-bdl K-ba képezd linearis
transzformacio spektruma K~ vektortéren, ahol X a csiicshalmaz, K pedig valamilyen
test, példaul C vagy R.

A kovetkezd — kifejtve konnyen belathato — két allitas azt mutatja be, hogyan ellenériz-
hets a graf szerkezete alapjan, hogy egy adott vektor a KX vektortéren a 6 sajatértékhez

tartozo sajatvektor, illetve Laplace-sajatvektor-e:
1.1.3. Allitas ([3]). Au=0u <= > vyen(c) Yy = 0u,  (Vz € V(G)).
1.1.4. Allitas ([3]). Lu=0u <= Y, pe ty = (de—Ou, (Vo € V(Q)).

G graf karakterisztikus polinomja alatt G adjacenciamatrixdnak a karakterisztikus po-
linomjat értjiik: pa(6) = det(0I — A). Egy sajatérték algebrai multiplicitasa k, ha ez a sa-
jatérték k-szoros gyoke a karakterisztikus polinomnak. Sajatérték geometriai multiplicitdasa

alatt pedig a sajataltér dimenziojat értjik.



1.1.5. Allitas ([3]). Legyen G n csiicsi irdnyitott graf. Ekkor G karakterisztikus poli-
nomgja pa(t) = Yo cit"™", ahol ¢; = > ,(=1)4D | C itt befutja az dsszes i csiicsbdl dllo
részgrdfot, amire igaz, hogy minden csucsanak ki— és befoka is 1 (vagyis diszjunkt iranyitott

kérokbol dll).

010
Példaul vegyiink egy iranyitott haromszoget, mint G graf. Ekkor A = [0 0 1| az
1 00

adjacenciamatrix. Ennek karakterisztikus polinomja (definici6 szerint szamolva)

Ugyanezt szamolhatjuk az allitds szerint is. Mivel 0 cstcst graf csak egy van, az tres
graf, és ez 0 darab korbél all, igy ¢ = (—1)° = 1. Ebben a grafban nincsenek hurokélek,
igy ¢; = 0. Végiil egy részgraf van, aminek mindharom cstcsanak ki— és befoka is 1, a
teljes G, ezért c3 = (—1)! = —1. Ezeket behelyettesitve a képletbe szintén megkapjuk a
pa(t) = t* — 1 polinomot.

Ugyanez a leiras igaz iranyitatlan grafok esetén is a karakterisztikus polinomra (minden
¢let két ellentétes iranyu éllel helyettesithetiink).

L det(t] —A) =Y, det(t] — A,), ahol A, az a részmétrix, amit A-bol az x csics sorat
és oszlopat elhagyva kapunk. Tehat p/,(t) az Gsszes G-bdl egy csucs eltorlésével keletkezd
részgraf karakterisztikus polinomjanak az Gsszege.

Példaul visszatérve az elébbi irdnyftott haromszoghoz: p/y(t) = 3t?, illetve barmely

csucs elhagyasaval egy 1-hosszi iranyitott utat kapunk, amelynek karakterisztikus poli-

t —1

nomja: = t2. Ezeket Osszeadva valoban a derivaltat kapjuk.

Ha G egy egyszert, iranyitatlan, n-cstcsu graf, akkor az A adjacenciamatrix szim-
metrikus, emiatt pedig minden sajatértéke valos szam. Ez pedig maga utan vonja, hogy
minden sajatérték algebrai multiplicitasa egybeesik a geometriai multiplicitasédval. Mivel
A diagonalis elemei mind nulldk, A nyoma tr(A) = >, A; = 0, vagyis a sajatértékek
Osszege is 0-val egyenld.

Hasonl6 gondololatmenet vihetd végig a Laplace-métrixra is: L valds, szimmetrikus
méatrix, ezért a Laplace-spektrum is valos, és az algebrai és geometriai multiplicitas itt

is egybeesik. Ezenfeliil L pozitiv szemidefinit és szingularis (sorait/oszlopait Gsszeadva
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0-t kapunk). A Laplace-matrix sajatértékeinek Osszege egyenld az élszam kétszeresével,
azaz tr(L)-lel, ami a definicioikbol adédéan ugyanannyi, mint ¢r(Q), az elGjel nélkiili

Laplace-matrix nyoma. Végiil Q-nak is valos a spektruma nemnegativ sajatértékekkel.

1.2. Graftulajdonsagok és spektrum

Ha a graf k-regularis, vagyis minden cstucsanak foka k, akkor minden sajatérték abszo-
lat értéke legfeljebb k. Ez konnyen lathato, ha feltessziik, hogy létezik t sajatérték, ami
mégis nagyobb abszolut értéki k-nal. Ez azt jelentené, hogy a (tI — A) matrix szigortan
diagonalisan dominéans, ami miatt nem lehet szingularis (Lévy—Desplanques-tétel [10]),
vagyis t mégsem lehet sajatérték. A k szam viszont sajatérték, mivel A1 = k1. A k-
regularis graf esetén a Laplace-matrix L = kI — A alaku. Legyenek a spektrum elemei
k=46 >0, >...2>0, a Laplace-spektrum elemei pedig 0 = p; < po < ... < pu,
jeloléssel megadva. Ha vessziik a Laplace-spektrum egy p; elemét, akkor u; I — (kI — A)
szingularis. Ennek a (—1)-szerese is szingularis: —p;l + (kI — A) = (k — p;)I — A, amibol
kiolvashato egy k — pu; értékd sajatértéke A-nak. Ezek a kiolvasott értékek egyre kisebbek,
minél nagyobb p;. Tehat 6; = k — p; fennall minden ¢ indexre 1-t6l n-ig.

Ha G graf adjacenciamatrixa A és Laplace-matrixa L, akkor G komplementerének,
G-nek adjacenciamatrixa A = J — I — A és Laplace-matrixa L = nl —J — L. Az L
sajatvektorai a megfelel6 méretd J matrixnak is sajatvektorai, mivel L szimmetrikus,
és 1 sajatvektora, igy a tobbi sajatvektora merdGleges lesz 1-re, vagyis ezek a vektorok
0 sajatértékkel sajatvektorai J-nek is. Ezért L sajatértékei: 0,m — fia,...,n — fin, ahol
iy, < n. Ha G k-regularis, hasonl6 a megoldas a kozonséges spektrumra is: ha a sajatértékei
0, > ... >0, akkor a komplementer sajatértékei: n —k —1,—1—05,...,—1 —0,.

A regularis grafok spektruméarol ezen feliil még sok mindent le fogok irni a dolgozatom
3. részében.

Az adjacenciamatrix hatvanyaibol kiolvashato az adott hosszi zart sétak szama, ami
a 2. részben leirtak szerint felhasznéalhatoé grafok sorozatanak konvergenciajanak bizonyi-

tasara:

1.2.1. Allitas ([3]). Legyen h egy nem negativ egész szim. Ekkor az x-bél y-ba vezetd h

hosszi sétdk szima (A"),,.

Bizonyitas. Hasznaljunk h szerinti (teljes) indukciot. Elgszor tekintsiik a h = 1 esetet.

Ekkor A,, valoban 1, ha van x és y kozott 1 hosszt séta (él), illetve 0, ha nincs. Tegytik fel,
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hogy h = k-ig belattuk az allitast. Most szorozzunk tjra ra az A¥ matrixra A-val. Ekkor
ARl — 2 weE Q) Al mivel A" z. soréat kell skalarisan szorozni A matrix y. oszopaval,
amiben y szomszédjainal 1-es, mashol 0 szerepel. Vagyis h + 1-re is teljesiil az allitas. [
Ebbdl kifolyolag egy iranyitatlan graf esetén (A2),, az x csics fokszama, illetve tr(A?)
egyenld az élszam kétszeresével; hasonloan tr(A3%) megegyezik a grafbeli haromszogek hat-
szorosaval.
Egy darab iranyitott élbdl allo graf sajatértékei mind 0-k. Iranyitatlan grafban ilyen

nem fordulhat elé.

1.2.2. Allitas ([3]). Legyen G egy irdnyitatlan grdf. Pontosan akkor lesz az dsszes sa-
jatértéke 0, ha G-nek nincsenek élei. Ugyanez igaz a Laplace— és az eldjel nélkili Laplace-

sajdatértékekre is.
Ennél altalanosabban, megadhaté egy felsé becslés a graf atmérgjére:

1.2.3. Allitas ([3]). Legyen G egy d datmérdji grdaf. Ekkor G-nek legaldbb d+1 kiilonbizd
sajdtértéke, legalabb d+ 1 kiilonbozd Laplace-sajatértéke, és legalabb d+ 1 kilonbozd eldjel

nélkilt Laplace-sajdatértéke van.

Bizonyitas. Legyen M egy tetszdleges nemnegativ méatrix, sorai és oszlopai V(G)-vel
indexelve, és Va#y esetén M,, > 0 pontosan akkor, ha z és y szomszédosak. Legyenek
01,...,0; M kilonbozs sajatértékei. Ekkor (6011 — M) (621 — M) ... (6,1 — M) =0, igy M*
eléall a I, M, M?, ..., M1 matrixok linedris kombinécijaként. Azonban ha d(x,y) = t,
akkor kiilonb6z6 G-beli z és y cstcsokra M, = 0 minden i-re 0-tol (¢t —1)-ig, és ML, > 0.
Ez pedig ellentmondas, tehat ¢ > d. Ezt alkalmazzuk M = A-ra, M = nl — L-re és
M = (Q-ra, ahol A az adjacenciamatrixa, L a Laplace-matrixa, és Q az elGjel nélkili
Laplace-matrixa G-nek. [

Egy graf Laplace-spektrumabo6l meghatarozhatd a grathoz tartozoé feszit6fak szama,

ami pontosan akkor 0, ha a graf nem Osszefiiggs.

1.2.4. Allitas ([3]). Legyen G egy legaldbb egy csiicsi iranyitatlan (multi)graf L Laplace-
mdtrizszal és 0 = py < po < ... < w, Laplace-sajdtértékekkel. Jelolje 1, az x. sor
és y. oszlop elhagydsdval keletkezé mdtriz determindnsdnak a (—1)""7 szeresét (eldjeles

aldetermindnst). Ekkor a feszitdfik szama
N =ly=det(L+5J) = tps...pu, Yo,y € V(G).
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Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha a cstcshalmaza feloszthato két diszjunkt

csticshalmazra, Vi-re és Va-re tigy, hogy minden él a két ponthalmaz kézott fusson. Egy G €

0

R™™ x R™*" iranyitatlan paros graf adjacenciamatrixa A = BT

B
0] alakn, ahol B €
R™ x R", azaz |V1| = m, |Va| = n. Ebbdl kivetkezik, hogy a spektrum a 0-ra vonatkozbéan

u
szimmetrikus, mivel ha v € R™, v € R" és sajatvektora A-nak 0 sajatértékkel, akkor
v

u
az [ ] vektor is sajatvektora lesz —0 sajatértékkel. Ennek a forditottja is igaz:
—v

1.2.5. Allitas ([3]). (i) Egy grdf pontosan akkor pdros, ha minden sajdtértékére igaz,
hogy az ellentettje is sajatértéke ugyanazzal a multiplicitdssal.
(i1) Eqy dsszefiiggd grdf pontosan akkor pdros, ha a legnagyobb sajdtértékének az el-

lentettje is sajatérték.

Péros graf adjacenciamatrixanak rangja r(A) = 2r(B). Ha |V;| = n; (i = 1,2) és ny > no,
akkor 7(A) > 2n,, igy a 0 sajatérték multiplicitasa legalabb n; —n,. Altalanossagban nem
tudjuk felismerni, hogy egy graf paros-e csupan a Laplace— vagy az elGjel nélkiili Laplace-
spektrumbol. Példéul a K 3 és a K, + K3 grafok ugyanazt a 0, 12, 4 el6jel nélkiili Laplace-
spektrumot adjak, pedig csak az els6 paros graf. Azonos Laplace-spektrummal is megad-
(2 1 0 -1 0 0]
-1 4 -1 0 -1

haté paros és nem paros graf is, példaul az L = Lo . Laplace-
0 0o 0 2
o -1 0 0 -1 2
[ 0 -1 -1 —1]
0o -1 -1 -1
matrixt nemparos graf és az L' = 000l Laplace-matrixszal meg-
-1 -1 0 2 0 0
-1 -1 0 0 2 0
-1 -1 -1 0 0 3

adott paros graf Laplace—spektrum-a is0,3—+5,2,3,3,3+ \/5.-Az els6 matrixban zolddel
kiemeltem egy hdromszoget a 2., 4. és 5. cstcs kozott, emiatt nem lehet paros a graf. A ma-

sodik matrixban pedig az adjacenciamatrix felbomlik két blokkmatrixra, amibdl latszik,
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hogy ez egy péaros graf.

Egy graf spektruma konnyen megadhato az 0sszefiiggéségi komponensei spektrumabol:

1.2.6. Allitas ([3]). Legyen G egy graf G; (1 < i < s) dsszefiiggdségi komponensekkel.
Ekkor G spektruma elddll a G; komponensek spektrumainak unidjaként (a multiplicitasok
osszeadddnak). Ugyan ez fenndll a Laplace— és az eldjel nélkili Laplace-spektrumra is. (Ez

az dsszefiiggés a mdatrizok blokkmdtrizokra tagoloddsdbol adddik.)

1.2.7. Allitas ([3]). Egy irdnyitatlan G grdf Laplace-spektrumdban a 0 sajdtérték mul-

tiplicitdsa megegyezik G dsszefliggdségi komponenseinek szdamdval.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy egy 6sszefiiggs graf 0 Laplace-sajatértékének mul-
tiplicitasa pontosan 1. Mint ahogy azt korabban lattuk, L = NNT, ahol N jelli G in-
cidenciamétrixat, igy u’ Lu = |[|[NTu|[?. Ha Lu = 0, akkor NTu hossza is nulla, vagyis
NTu = 0. Ha azt tessziik fel, hogy NTu = 0, akkor Lu = NNTu = 0. Ezért Lu = 0
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, mikor NTu = 0, vagyis az u vektor minden él két
végpontjan ugyanazt az értéket veszi fel. Ez egy Osszefiiggd graf esetén azt jelenti, hogy

u konstans. [

1.2.8. Allitas ([3]). Legyen G irdnyitott k-requldris grdf. Ekkor k a legnagyobb sajdtér-

teke G-nek, és a muliplicitdsa egyenld G dsszefiiggdségi komponensei szimdval.

Csupéan a spektrum segitségével még nem tudjuk meghatarozni, hogy egy (irregularis)
graf osszefiiggs-e. Példaul K4 és K; + Cy spektruma megegyezik, mindkettst 2,03, —3
sajatértékek alkotjak.

1.2.9. Allitas ([3]). Egy irdnyitatlan G grdf 0 eldjel nélkiili Laplace-sajdtértékének mul-
tiplicitdsa megegyezik G 0sszefliggdségi komponensei kézott talalhato pdros grafok szamd-

val.

Bizonyitas. Legyen M G incidenciamatrixa, fgy Q@ = M M. Ha MMTu = 0, akkor

M7"u =0, igy u, = u, minden zy élre. O

1.2.10. Allitas ([3]). Egy G grdf pontosan akkor pdros, ha a Laplace-spektruma és az

eldjel nélkili Laplace-spektruma megegyezik.

13



Bizonyitas. Ha a graf paros, akkor Q = DLD™!, ahol Q az eljel nélkiili Laplace-matrix,
L a Laplace-métrix, és D diagonalis matrix, hogy D, , = 1, ha = az egyik pontosztaly
tagja, —1, ha a masiké. Ezért a két métrix spektruma azonos. A masik iranyhoz felhasz-
nalva az [1.2.7) és az [[.2.9] allitasokat, ha a Laplace-spektrum megegyezik az elgjel nélkiili
Laplace-spektrummal, akkor a grafban minden komponens paros, vagyis a graf paros. [

Tobb fels6 becslés ismert a legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretére a grafban a
grafhoz kotheté matrixok sajatértékeinek segitségével. Az egyik legegyszertibb becslés

Hoffman tétele, amely a graf adjacenciamétrixat hasznalja fel:

1.2.11. Tétel (Hoffman [4]). Legyen G = (V, E) d-requldris, n-csucsi grif, és legyen A
a G graf adjacenciamdtriza. Legyen X\, A legkisebb sajatértéke. Ha S C 'V eqy fiiggetlen

ponthalmaz G-ben, akkor
Ha itt eqyeldség dll fenn, akkor S karakterisztikus fiigguényre az aldbbi teljestil:

fs—Bl1e Ker(A— \unl).

Bizonyitas. Tekintsiik a csticshalmazon értelmezett valos értékii fiiggvények (V. — RIVI)
terét egy skaldris szorzattal: (f,g) = £ 3" f(2)g(z). Jeloljiik || - ||o-vel a skaléris szorzat
altal indukalt euklideszi normét: ||f|la = /{f, f). Legyen {1 = v, vy,...,v,} A adja-
cenciamatrix (valos) sajatvektoraibdl allo ortonorméalt bazis a fliggvények terén a hozzéa
tartozdo d = A\y > Ay > ... > )\, sajatértékekkel. Legyen S C V' G-ben fiiggetlen ponthal-
maz, legyen f = fs a karakterisztikus fiiggvénye, és legyen o = ||fi]|3 = £ 3" 1 Xoes =
|S|/n. Irjuk fel f-et a sajatvektorok linearis kombindciéjaként: f = >0 | a;v;. Ekkor
a = (frv1) = (£,1) = @ Tovibba Y0, a? = |Ifll} = a. ley (£, Af) = LfTAf =
%Zx,yes Asy = 2E(G(S)) = 0, mivel S fiiggetlen ponthalmaz. A bal oldal sajatvekto-
rokkal kifejezve: 0 = (f, Af) = Y0 Mia2 > \ad + Mpin D ors a7 = Ma? + (@ — &) Apin.

=21
Atrendezés utan épp a kivant eredményt kapjuk: a < /\:‘;\";”n = d_j:j; Ha egyenlGség all

fenn, akkor a; # 0 implikalja, hogy ¢ = 1 vagy A\; = A\pin. U
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1.3. Néhany graf spektruma

1.1. abra. Teljes graf (K5)

A K, n cstcsu teljesgraf adjacenciamatrixa A = J — I, spektruma pedig (n — 1),

(—1)"!. Laplace-métrixa nl — J, Laplace-spektruma 0, n"~'.

1.2. abra. Teljes paros graf (K 4)

m—1

A K, ,, teljes paros graf spektruma ++/nm, 0™"~2 Laplace-spektruma 0, m" !, n

1.3. abra. Korgraf (Cy)

A D, n hosszi irdnyitott kor esetén a sajatvektorok (1,¢,¢%,...¢" YT alakuak a

hozzéatartozo ( sajatértékekkel, ahol ¢ = e?™/" n. primitiv egységgyok valamelyik j =

0,...,n— l-re.
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_ . - ] ) —C_ ] )
1
. ¢ ¢ ¢
A-v= ' . C? — C3 :C C2
1 n:—l ‘ n:—l
1 IS R B Py

Most tekintsiink egy n hosszt iranyitatlan kort, Cy,-et. D,, adjacenciamatrixat jelljiik
B-vel, ekkor C,, adjacenciaméatrixa A = B+ BT, Ekkor ugyanazok a sajatvektorok, mint az
elébb, csak most ¢ + (! sajatértékekkel, igy a spektrum a 2 cos(27j/n) alakt szamokbol
all, ahol a j = 0-t6l n — 1-ig valamelyik egész szam.

Ez utobbi graf 2-regularis is, igy a Laplace-spektruma a 2—2 cos(27j/n) (j = 0,...,n—
1) szdmok lesznek.

Ha G n cstcson iranyitatlan ut, akkor a kozonséges spektruma a 2cos(mj/(n + 1))
(j =1,...,n) szamokbol all, Laplace-spektrumat pedig a 2—2cos(wj/n) (j =0,...,n—1)

szamok alkotjék.

16



2. fejezet

Véletlen gratmodellek

A véletlen grafmodellek tanulményozésa egy viszonylag 4j 4ga a matematikanak. Az 1959-
ben Erdds és Rényi altal kidolgozott egyszert és konnyen vizsgalhatd modell utan a mate-
matikusok djabb és tijabb modelleket probéltak létrehozni a valds haldzatok szimulélasa-
hoz és szerkezete megértéséhez. Napjainkban is kiugroan aktivan kutatjak ezt a teriiletet.
A véletlen grafok kozott a harom leggyakrabban vizsgalt modell: az Erdés—Rényi, a re-
guléris grafmodell és a preferential attachment (PA, preferencialis kapcsolodasa) modell.
Ezen modellekbdl szarmazo grafokrol és spektrumaikrol irok ebben a fejezetben.

Itt felhasznalt forrasok: Daniel Montealegre és Van Vu Spectrum of complex networks
cimi jegyzete [9]; Erdss Pal és Rényi Alfréd On random graphs I. cimi cikke [6]; téma-
vezetém, Backhausz Agnes Random graphs cimii jegyzete [I]; Brendan D. McKay The
expected eigenvalue of a large regular graph cimi cikke [§]; Prof. Dr. Roland Speicher
Random matrices cimi jegyzete [11] és Erdés Laszlo, Antti Knowles, Horng-Tzer Yau és

Jun Yin Spectral statistics of Erdgs—Rényi graphs I: Local semicircle law cimi cikke.

2.1. Spektralmérték, momentumok

Még miel6tt ratérnék a konkrét modellekre, leirok néhany relevans fogalmat és tételt.
Elgszor is minden n-re minden n csicsi G grathoz tartozik egy spektralmérték elneve-

zést valoszintiségi mérték, amelybdl az adott G graf sajatértékeinek eloszlasa kiolvashato:

po(l) = i Nw) € T}

VI intervallumra, ahol A\1(n),..., A\,(n) az n-méretd G graf sajatértékei. Ez tulajdonkép-

pen egy tapasztalati eloszlasfliggvény. Az adjacenciamétrix k-adik momentumat a sajatér-
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tékek k-adik hatvanyanak varhato értékeként hatéarozhatjuk meg. Azonos grafmodellekbdl
szarmazo grafsorozatok esetén, ahol a cstcsszam a végtelenbe tart, felmeriil a kérdés, hogy
létezik-e és pontosan mi is lesz a spektralmértékek limesze.

Azt mondjuk, hogy egy p valoszintiségi mérték R-en meghatirozott a momentumai
altal, ha

(i) minden momentuma: [ t*du(t) < oo létezik;

(ii) p az egyetlen valoszintiségi mérték ezekkel a momentumokkal: ha v egy valdszint-
ségi mérték és [tFdu(t) = [thdv(t) Yk € N, akkor p = v.

2.1.1. Tétel (momentum modszer [11]). Legyenek p és uy N = 1,2,... valdszind-
séqi mértékek, melyeknek minden momentuma létezik. Tegyiik fel, hogy i meghatdrozott a

momentumai dltal, és minden momentuma konvergens, azaz

lim [ t*dun(t) = /t"‘d,u(t) Vk € IN.

N—o0

Ekkor gyenge konvergencia dll fenn: iy — fu.

Petersen-graf A Petersen graf spektruma hisztogramon

]
o

o

2 *5

&~

w

gyakorisag

2.1. abra. Petersen-graf és sajatértékei: —24, 15,3

A sajatértékek tipikus abrazoldsi médja a hisztogram, amely azt mutatja meg oszlop
diagram forméjaban, hogy hany sajatérték esett az egyes azonos méretd osztasi interval-
lumokba. Elég nagy graf esetén az abra kozelitSleg a limesz spektralmérték strtiségfiige-

vényét formézza, ha a limeszmérték létezik.

1 - n—roo !
23 1) 2 [ plade = [ 1gdute),
i=1 s R
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ahol n a graf cstcsszama, \q, ..., \, a graf sajatértékei, pu a limesz mérték, p pedig a limesz
strtségfiiggvény. Tehat az intervallumok indikatoraira teljesiil a fenti konvergencia. Ebbdl
pedig konnyt kiszamolni, hogy tetszdleges (mérhets) f fiiggvényre is teljesiil, specialisan

az f(x) = x* fiiggvényre is, azaz
1 ) n—roo
—Z)\f N / o du(z).
r— R

Itt a jobb oldalon p k. momentuma szerepel.

Mivel A matrix, a graf adjacenciaméatrixa onadjungalt, igy diagonalizalhato, vagyis
A = UDU* szorzat alakban is felirhato, ahol U unitér matrix, U* az adjungaltja, D pedig
diagonalis métrix d;; = \; i = 1,...,n elemekkel. Tovibba A* = (UDU*)* = UD*U*,
ezért > AF = tr(D¥) = tr(AF), igy

1 n—00
Etr(A’fL) 2220 | aFdu(x).

Ennek a formulédnak az el6nye, hogy a sajatértékek kiszamitasa nélkiil, csak a graf adja-
cenciamatrixanak felhasznélasaval fel lehet irni.

A tovabbiakban ismertetett tételekre a bizonyitas egy szokésos modszere: hogy meg-
szamoljuk a visszatérd sétakat, ebbdl kijonnek az adjacenciamatrix hatvanyainak nyomai
az [1.2.1] allitas alapjan. Az el6bbiek szerint ebbdl megkapjuk a spektralmérték momen-
tumait, majd belatjuk a momentumok konvergenciajat. Ha azt is be tudjuk latni, hogy
a limeszben megjelend mérték meghatarozott a momentumai altal, akkor a [2.1.1] tétel

alapjan kovetkezik a gyenge konvergencia is.

2.2. Erd6s—Rényi-modell

Erdss Pal és Rényi Alfréd 1959-ben vezette be a roluk elnevezett Erdds—Rényi-modellt,
és Osszefliggdsegének feltételeit és az Osszefliggd komponensek méretét vizsgaltak [6].
Egy G(n,p)-vel jelolt Erdds—Rényi-graf n cstucst és minden két cstics kozott egymés-
tol fliggetleniil p valoszintiséggel hiizunk be élet. A grafnak varhatéan (g)p éle lesz, és
P(deg(v) = k) = (" )p*(1 = p)"~*".

A (standard) félkoreloszlas egy pyw valoszintiségi mérték py (z) = %m stirtiség-
fiiggvénnyel. Ennek az eloszlasnak meg tudjuk adni a momentumait is a Catalan-szamok
segitségével. A Catalan-szamok azon Cj (k= 0,1,2...) sorozat tagjai, ahol a tagok leir-
hatok a Cp = = (Zkk ) formulaval. Ez a szadmsorozat az el6zével ekvivalensen megadhato

K+l
a Cl = ;:01 C1Cr—i—1 (k> 1), Cy = 1 rekurzioval is.
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2.2. abra. 100 csucst Erdés—Rényi-graf 0.1 paraméterrel
2.2.1. Tétel ([11]). A félkireloszlds momentumai a kivetkezdk:

1 [2 Cr, han =2k
— 2"V4 — 2%dx = g

2m J 0, kilonben.

Legyen p egy valoszintiségi eloszlas R-n. A hozzatartozd Wigner-féle véletlen matrix az
az A, matrix, amely onadjungalt, vagyis szimmetrikus; elemei egymastol fiiggetlenek; és
minden elemének eloszlasa p/+/n. Ezeknek a matrixoknak a spektruma a félkoreloszlashoz

tart a cstcsszam novelésével.

2.2.2. Tétel (Wigner-féle félkor-torvény Wigner-matrixokra [I1]). Legyen A, egy
i eloszlashoz tartozo n méretd Wigner-mdtriz, amelynek minden momentuma létezik; az

elemek varhato értéke 0, szordasa 1. Ekkor minden m € IN-re:

2
lim E[tr(A™)] = i/ ™V4 — x2dx.
-2

n—o00 m

Az Erdés-Rényi-graf adjacenciamatrixa viszont nem teljesit két feltételt ebbdl a té-
telb6l: nem 0 a varhato értéke és nem 1 a szorasa az elemeknek. Ebbdl kifolyolag ez a
konvergencia nem is teljesiil ilyen formaban a spektrumra. Az Erdds—Rényi-graf spektru-

ménak nagy-része ugyan a félkoreloszlast koveti, azonban a legnagyobb sajatérték ezektsl

20



tévol egy nagyobb értéket vesz fel np érték kornyékén. Az Erdés—Rényi grafok spektruma-
nak ezen tulajdonsagarol Erdss Laszlo, Antti Knowles, Horng-Tzer Yau és Jun Yin kozos
Spectral statisztic of Erdds—Rényi graphs I: Local semicircle law [5] cimi cikke értekezik.

Ebben az irasban szerepelnek ennél pontosabb eredmények is, de erre a dolgozatomban
nem térek ki.

10000 csticsu, 0.1 paraméterii Erds-Rényi graf 10000 estcsui0- parameter'u’Erdo.s-Renyi graf
spektruma normalas utan

Spektruma
150 T T T T

gyakerisag

gyakorisag
-
=]
S

2

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 | 1.5 2
normalt A

2.3. abra. Erdgs—Rényi-graf és spektruma

140

5000 csucsu Erd6s-Rényi graf Laplace-spektruma

120
100

801

gyakorisag

40 |

20

420 440 460 480 500 520 540 560 580
A

2.4. abra. Erdés—Rényi graf Laplace-spektruma

A 2.3} 4bra bal oldalan egy olyan 10000 cstcst Erdés—Rényi-grafot rajzoltattam ki

Matlabban, amelynek minden két kiilonb6z6 cstucs kozt futo élét 0.1 valoszintiséggel be-
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10000 csucsu 0.1 paraméterii Erdos-Renyi graf
elgjel nélkiili Laplace-spektruma

2560

200

150

gyakorisag

100

50

900 950 1000 1050 1100

2.5. abra. Erdgs—Rényi graf elGjel nélkiili Laplace-spektruma

huzta a program. Majd hisztogramon abrazoltam a sajatvektorait a legnagyobb kivé-
telével. Ez a lehagyott sajatérték valoban np, vagyis 100 kérnyékére esett. Az abréazolt
sajatértékek pedig a félkoreloszlas egy szélesebb, nem standard valtozatat adjak vissza. A
jobb oldali képen viszont mar egy ugyanilyen grafnak a normalt spektrumét abrazolom.
Ez a hisztogram jol kozeliti a standard félkoreloszlast. A normélast a spektrum értékei-
nek ,/np-vel, azaz ebben az esetben v/10000 - 0.1 ~ 31-gyel valo leosztasaval érhetjiik el
Erdés-Rényi grafoknél.

Beszurtam egy abrat ] az Frdés-Rényi-graf Laplace-spektrumardl is, mivel a hisz-
togramja jelentGsen mas képet mutat, mint a sima spektrumé. Ugyan ez is szimmetrikus-
nak latszik, de a szimmetriakozéppontja nem a 0, hanem np koril van. Alakja a félkorelosz-
las helyett inkdbb emlékeztet egy nemstandard normaéleloszlas haranggtrbéjére, bar azzal
sem egyezik. Ennél a spektrumnél nem a legnagyobb, hanem épp a legkisebb sajatérték
esik tavol a tobbitsl, ezt az abran nem tiintettem fel. Ez a legkisebb Laplace-sajatérték a
0. Ennek a grafnak pontosan 1 Laplace-sajatértéke 0, ez pedig az allitas alapjan azt
jelenti, hogy 1 darab Gsszefliggéségi komponensdl all az egész graf. Azt figyelembe véve,
hogy a graf egy csicsabol atlagosan 499.9 él fut ki egyenletesen a graf minden részére,
nem is olyan megleps. Kisebb Erdds—Rényi modelleknél hamarabb fordulhat els, hogy
tobb Osszefliggdségi komponensbdl all, és ezzel egyiitt tobb a 0 Laplace-sajatértékének a

multiplicitasa is.
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Az Erdés—Rényi-grafok elGjel nélkiili Laplace-spektruma hasonlé format vesz fel, mint
a sima Laplace-spektruma, azzal a kiilonbséggel, hogy nem a legkisebb sajatérték esik
tavol a tobbitdl, hanem a legnagyobb. A abran példaul egy 10000 csticsu 0.1 paramé-
terd graf spektruma lathatod a legnagyobb sajatértékén kiviil. Ez a legnagyobb sajatérték
a 2004.3 volt, de ez nem egy determinisztikus érték az ugyanilyen grafok esetén csak
ennek a kornyékére estek az eddigi kisérletek értékei is. Osszességében tugy tiinik, ez a
legnagyobb elGjel nélkiili Laplace-sajatérték egy n csicsu p paramétert Erdés—Rényi-graf
esetén 2.004np koriili értéket vesz fel. Ezt a feltételezést a kovetkezd mérési eredmények

alapjén tettem:

Csticsszam (n) | Paraméter (p) | Legnagyobb elgjel nélkiili Laplace-sajatérték
2500 0.1 503.6, 503.4, 503
5000 0.1 1004.3, 1003
10000 0.1 2004.2, 2003.3, 2003.8
5000 0.1 1003
5000 0.2 2004.5
5000 0.05 502.9
2500 0.2 1002.7

Ugy tinik, ez a legnagyobb érték nagységrendileg linearisan fiigg n-t6l és p-tdl is.
[lletve nem hiszem, hogy a feltételezett képletemtsl vett eltérés csupan numerikus hiba
lenne, mivel a korabbi sajatérték szdmolasaim nem mutattak ekkora eltéréseket a valodi

sajatértéktsl. Tehat a véletlennek még van szerepe az eredményben.

2.3. Regularis modell

A regularis modellben egy G(n,d) graf ugy keletkezik, hogy vessziik az Osszes egyszeri
n csucsu, d-regularis grafot, és egyenletes eloszlassal valasztunk koziiliik egyet. (Kénnyen
lathato, hogy egy regularis gratban nd = 2G(FE), igy n,d € Z szamokat érdemes ugy vé-
lasztani, hogy legalabb az egyik paros legyen, kiilonben nem létezik a modellnek megfelels
graf.) Ebben és az Erdés—Rényi-modellben is azonos szerepet kapnak az egyes cstcsok,
ellentétben a PA modellel. Illetve ebben a modellben is meghatarozhaté a sajatértékek
eloszlasanak striiségfiiggvénye.

A . abrat szintén Matlabban szerkesztettem (ahogy a szakdolgozatomban szerepls
abrak nagyrészét). A reguléris graf generalasahoz eltaroltam egy csicsok szerint indexelt

tombben, hogy melyik cstiicshoz hany élet kell még behuzni. Ezek koziil a tombelemek koziil
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2.6. abra. 100 cstcsu véletlen 10-reguléris graf

valasztottam kettdt véletlenszertien a benniik 1év6 szamok alapjan stulyozva. Ebbdl a két
cstceshbol lett egy él, amit beirtam az adjacenciamétrixba, illetve csokkentettem a tomb
ezen elemeit eggyel. Majd ezt ismételtem addig, amig a tomb elemei mind 0-k nem lettek.
Ezzel a moédszerrel még fennall a lehetGség, hogy a keletkezs graf tartalmaz hurokélet
vagy parhuzamos élet. Ilyen élek viszont nagy grafok esetén kis szamban alakulnak ki, igy
a spektrum jellegén nem valtoztatnak. Ha mindenaron meg akarunk szabadulni ezektdl a
hurok— és parhuzamos élektsl, irhatunk egy ciklust a programba, ami addig generalja a
grafokat, amig hurokél és parhuzamos él mentes nem lesz. Az én kddom csak a hurokéleket

szri ki.

2.3.1. Tétel ([8]). Legyen Xy, X, ... d-requldris grifok sorozata. Tovdbbd legyen igaz,
hogy lim; o, n(X;) = 0o és lim; % =0 Vk > 3, ahol n(X;) az X; grdf csicsszd-
ma, cx(X;) pedig a k méretd korok szama X;-ben. Ekkor meghatdrozhato egy f(x) hatdr
striségfigguény X; sajdtértékeinek eloszldsdra 1 — oo esetén. Ez a kovetkezdképpen néz
Fa) = d—m ha |z| < 2v/d -1
0 ktilonben.

Ez az f(x) fiiggvény mutatja a sajatértékek varhato eloszlasat elég nagy méretd vé-

letlen d-reguléris grafok esetén. Azt a mértéket, aminek f a siirtségfiiggvénye Kesten—
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McKay-mértéknek nevezik. A bizonyitasa ennek a tételnek is tgy megy, hogy el&szor
meg lehet érteni, mik a spektrum momentumai. Ezt a visszatérd sétak kombinatorikus
megszamlalasaval megtehetjiik. Majd a tételt felhasznalva bizonyithatjuk, hogy a
tapasztalati stirtiségfliggvény a fenti stirtiségfiiggvényhez tart a grafméret novelésével.

Ez az eloszlas (gyengén) tart a félkoreloszlashoz, ha d tart a végtelenbe. A d-regularis
grafokhoz tartozo eloszlasfiiggvény:

Flt) = / d\/Hd—1) — 22

or(d® — a2) Ly1<oya—dx

—00

Helyettesitéses intergalt alkalmazva y = x/v/d — 1 behelyettesitéssel az integrandus:

dVA(d—1) —y*([d—1) ~— d\/4 y)d-1) ——
27r(d2 -y (d 1)) Hiyi<o = m(d® —y ( 1)) Hy<2 =

/A= Pd-y, O oo, ]

- om(d? — 2(d — 1)) ly|<2 = 27?(% — ﬁ)]l\yISZ o

Ez pedig valoban a félkoreloszlas stirtiségfiiggvénye.

A reqularis grafok sajatértékeinek elméleti siiriiségfiiggvényei
duplazva a paramétert d=3-t6l és a félkéreloszlas

0.35

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

2.7. dbra. Konvergencia a félkoreloszlashoz

A 2.7 abraval a fent emlitett konvergenciat vizualizaltam. Az Osszehasonlithatosag

miatt normaltam a regularis grafokhoz tartozo strtségfiiggvényeket. Igy a regularis graf

spektruméanak tartoja [—2v/d — 1,2/d — 1]-r61 atkeriilt a [—2, 2] intervallumra, a normalt
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2.8. abra. Véletlen regularis graf és hisztogramon abrazolt sajatértékei

felkoreloszlas tartdjara. A kékkel rajzolt strtiségfiiggvény a d = 3 fokszamhoz tartozik, és
ahogy duplazodik a fokszam, ugy kozeledik a grafikon a félkoreloszlas gorbéjéhez. Osszesen
10 fiiggvény van kirajzolva (d = 3,3 -2,3 22 ...,3-2%), azonban a 6. stirtségfiiggvény
(d = 2%) utan mar olyan kozel keriiliink a félkoreloszlashoz, hogy mér nem is észrevehetd
az eltérés.

A 2.8 abra grafja is a [2.6] abranal leirtak szerint késziilt. Itt méar a spektrumot is
abrazoltam hisztogramon. A hisztogram abraja nem lett szimmetrikus, mivel a legna-
gyobb sajatértéke 10, egyenls a fokszammal az allitasnak megfelel6en. Ugyan d még
csak 10, messze van még a végtelentdl, de a hisztogramja méar meglehetGsen hasonlit a
féelkoreloszlashoz, ahogy azt a fenti szamolas alapjan varjuk.

Ha a reguléris graf Laplace-spektrumat vizsgaljuk, épp olyan alakd hisztogramot ka-
punk, mint a hozzatartozo sima spektrum altal kirajzolt hisztogramé annyi kiilonbséggel,
hogy ennek az abréanak a kozéppontja a regularitas értékénél, d-nél lesz, nem a 0-néal.
[letve legalabb egy sajatértéket felvesz a 0-ban is, ami itt is azt jelzi, hany OsszefiiggGségi
komponense van a grafnak. Persze minél nagyobb d, annél valészintibb, hogy csak 1 ilyen
sajatértéke lesz. A cstuicsszam novelésével pedig novelhetjik az esélyt, hogy tébb mint 1
komponens legyen.

Ez a hasonl6 spektrum forma nem véletlen. Jeldljiik egy d-reguléris graf egy sajatér-
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tékét A-val, a hozzé tartozo sajatvektort pedig v-vel. Ekkor
Av =\

dv — Av = dv — Av
(dl — Ao =(d— v

Vagyis v egyben Laplace-sajatvektor is (d — \) sajatértékkel. Vagyis a spektrumbol az
x — d — x transzformacioval megkaphato a Laplace-spektrum, ami egyezik a fenti kisérlet
eredményével is, illetve ahogy mar az 1.2. szakaszban is irtam.

A regularis graf el6jel nélkiili Laplace-spektruma szintén ezt az alakot veszi fel, szintén
d a varhato értéke, de itt a legnagyobb sajatérték esik tavol a spektrum tobbi elemétsl,

és a 2d értéket veszi fel. Ez is hasonlo képpen magyarazhato: (dI + A)v = (d + \)v.

2.4. Preferencialis kapcsol6dasii modell
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2.9. dbra. 1 paraméteri preferencialis kapcsolodasi grafmodell a 100. 1épés utéan

A preferencialis kapcsolédasii modell egy folyamatosan fejléds grafot mutat be (vagyis
egy sztochasztikus folyamatot - idében fejl6ds, és a fejlédésben valami véletlenszeriiség
van). 1d6 mulasaval 0j csicsok sziiletnek, és véletlenszertien kapcsolodnak a mar léte-

76 csicsokhoz. Minél nagyobb egy pont fokszdma, annal nagyobb valoszintséggel fog a
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kovetkezd cstcs hozza kapcesolodni. Ezt a modellt Barabasi—Albert Laszlo és tanitvanya
Albert Réka vezette be 1999-ben. Céljuk az internet modellezése volt: a csticsokat a web-
oldalaknak, az éleket a linkeknek feleltették meg. Ez a grafmodell mar valoéban nagyobb
hasonlésagot mutatott az internettel, hiszen egy 1j felhasznalé nagyobb valoszintiséggel
fog szintén ralinkelni egy mar sokat linkelt weboldalra.
A preciz definicidhoz elGszor sziikségiink van egy m konstans paraméterre, ami azt
a szamot jeloli, hogy hény élet huzunk be egy 1j cstics bevételekor (az 10j csicsbol a
mar meglévéekbe). Jeloljiik G, -vel azt a grafot, ami a ¢. cstics bevételével jon létre az m
paramétert PA modellben. Definici6 szerint G ; egyetlen hurokélbél all az elss cstcs koriil.
Ezutan rekurzivan felirhatjuk G -t G1:-1-b6l. Hozzaadjuk a t. pontot, majd osszekotjiik
egy véletlen X; ponttal a kévetkezd eloszlas szerint:
d(6,G1,e-1)

PX, =i =4 >

1 :
CT= hat =1

hal <i<t

ahol d(u, G) a G grafban u csucs fokszdma. Tekintstink most tetszéleges m-et. Ekkor G, ¢
grafot a Gy ,,,y gratbol konstrualjuk meg gy, hogy m-esével 6sszevonjuk a cstucsokat, vagyis
az {am + 1,am +2,...am + m} Gy beli csticsok egy Gy, beli csiucsnak felelnek meg
minden a = 0,...,t — 1 egészre. Az ilyen csticscsoportok kozott mend élekbsl hurokélek
lesznek, a keletkezs cstucsok kozott pedig annyi él fut, ahany a cstcscsoportjaik kozott
futott.

Ennek a modellnek tébb valtozata is létezik. A fent leirt iranyitatlan grafhoz hasonlo-
an definidlhatok iranyitottan is a PA grafok éltalaban az tjonnan létrehozott pontokbol
inditva az 0j éleket. Ilyenkor a fokszam helyett hasznalhatjuk csak a befokot is; illetve
a fokszamokat konstans hozzdadasa utan normélva tompithatjuk az 4j él helyének elosz-
lasaban a valoszintiségek kiilonbségét. A fentiekben leirt hurokél helyett indulhat a graf
fejlédése egyéb kezdeti grafbol is.

A grafmodell altalanos szemléltetéséhez a 2.9, abrat valasztottam. Ezen jol latszik,
hogy amelyik csticsnak sok éle volt, oda szivesebben csatlakoznak a kovetkezd csiicsok is, és
igy kialakulnak nagyobb csomépontok. Eszrevételem szerint ebben a modellben kénnyeb-
ben alakul ki tobb darab Osszefiiggéségi komponens is azonos atlag fokszam mellett a
masik két modellhez képest. Az m = 1 esetben még kiszamolhaté annak a valdszintisége,
hogy egy n csiicsi G PA graf osszefiiggd, illetve az is, hogy varhatéan hény kilénbozé
Osszefiiggdségi komponens alakul ki benne. Uj komponens akkor keletkezik a grafban, ha

az ujonnan bevett csucs egyetlen élét onmagahoz kéti. Ebben az m = 1 esetben ez a kom-
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ponens a késébbi lépésekben mér nem is fog Gsszeolvadni masik komponensekkel. Minél

nagyobb a graf, annal valészintibb, hogy nem lesz Osszefiiggd.

& 1 N2t — 2 2" l(n—1)1 222
P(G 6sszefliggs) = H(l ——)=||7——=1- 2 = a1
t=2 2t—1 g 21 (2"72!' n( n )
.. .. . . - 1
(G 6sszefiiggdségi komponenseinek szama) = % —1
=2

Abban az esetben, ha m > 1 mér nehezebb megallapitani ezt a valoszintséget. Ki
tudjuk szamolni a valoszintiségét, hogy lesz olyan 1épés a graf fejlédésében, amikor tobb
komponense van. Mar erre is kisebb az esély, hiszen az 1j csticsnak ekkor mind az m élének
hurokélnek kell lennie. Azonban lehetséges, hogy a graf fejlédése soran valamelyik cstics
0sszekoti a kiilonb6z6 komponenseket.

Ahogy a graf mérete végtelenhez tart, természetes kérdés, hogy mi a spektrum limesze.
Az n. id6pontban a graf sajatértékei \j(n),..., A,(n), ezekkel generalunk egy pu, spekt-
ralmeértéket a valés szamok halmazén: p,(I) = L|{i : A\;(n) € I}| VI intervallumra. Igy a

1y spektralmérték limeszét keressiik, ha n tart a végtelenbe.

2.4.1. Tétel ([9]). Legyen G, véletlen grif a PA modellben, €s fim, a hozzd tartozd
spektralmérték. Jelolje Cy fumn k. (spektrdal) momentumdt. Ekkor

Tovdbbd k > 3 esetén

C«%il _ @(nk/2_3/2)
Cy, = @(nk/Q_l).

(f(n) = ©O(g(n)) jelentése, hogy létezik ky, ko pozitiv konstans és ng kiiszobindex, hogy ha
nyg < n, akkor kig(n) < f(n) < kag(n), azaz f-et aszimptotikusan korldtozza g alulrol és
feliilrol is.)
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Ennek az aszimptotikus eredménynek ellénere a {Cj} sorozat (6nmagaban) még nem
hatarozza meg a sajatértékek eloszlasat. A momentum modszer nem alkalmazhaté, mivel
ez az eloszlas nem meghatarozott a momentumai altal, mert nem minden momentuma
konvergens. A negyedik momentumtol kezd6dGen végtelenbe tartanak a momentumok.

A spektralmérték kozelitéséhez definialjunk egy tavolsdgot két valdszintiségi mérték p
és v kozott:

dist(p, v) = sup |u(I) = v(I)],

ahol I befutja az intervallumok halmazat.

2.4.2. Tétel ([9]). Legyen iz mn (€ > 0) (véletlen) mértéksorozatot, hogy picmn @ Gemn
spektrdlmeértéke, ahol G. ., grdfot igy kapjuk meg, hogy Gy, ., grdfbol elhagyjuk az elsé en
élt. Ekkor

dist(fommns temn) < € egy valdszindséggel.

A {pemn} sorozat gyengén tart pem o (€-t0l és u-tél fiiggd) determinisztikus mértékhez.

Ennek a limesznek a momentumai explicit kiszamithatok tetszdleges € esetén.

Tehat a limeszmértéket ugyan nem tudjuk meghatarozni, de a momentumait azért ki
tudjuk szdmolni. A momentum moédszer alapjan a mértékek gyenge konvergenciajahoz

elég belatni, hogy a momentumok sorozata konvergal.

2.4.3. Tétel ([9]). Legyen G, egy PA véletlen grdf és k = n'/*. Ekkori=1,2,... k-

ra 1-hez tarto valdsziniséggel teljesiil a kévetkezd:
ahol A; i =1,...,n jeloli a grdf csucsainak fokszamdt csokkend sorrendben.

A abran nagyméreti preferencialis kapcsolodast grafokat rajzoltam ki Matlabban
kiilonboz paraméterekkel. A grafok elkészitése a korabban definicioként leirt algoritmus
alapjan tortént. Ezek mind O-ra szimmetrikus(nak ting) spektrumok, de paraméterenként
mas-mas eloszlastak. Az 1 paraméterti PA grafnak koriilbeliil 4000 darab 0 sajatértéke
van, és a 0 kornyezetében nincs is més sajatérték, mig a 2 és 10 paraméretti graf esetében
nincs szakadés a spektrumban. A 2 paraméternél viszont még mindig kiugrik a kézépsé
oszlop a 322 darabnak szamolt 0 sajatérték miatt. A 10 paraméter mellett, mar nincs a
grafnak 0 sajatértéke. 10-nél nagyobb paraméterek esetén is a 10 paraméterd PA graféhoz

hasonlé eloszlasi spektrumot kapunk.
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2.10. abra. PA grafok és spektrumuk

A abran egy 1 paraméterd PA graf és Laplace-spektruma lathaté. A progra-
mommal Ossze is szamoltattam a 0 multiplicitasat a Laplace-spekturmban: Gsszesen 7
volt, ahogy az abran lathato osszefiiggdségi komponensek szama is. Ez az[1.2.7] allitassal
magyarazhato.

A[2.12] abran tobb Laplace-spektrumot rajzoltam ki 10 paraméterd PA grafokhoz. Ezt
azért tettem, hogy tobb abrat egyszerre vizsgalva konnyebb legyen felismerni a tulajdonsa-
gait a spektrumnak. ElGszor is kozos jellemzd, hogy csak nemnegativ Laplace-sajatértékeik
vannak. Ennek a grafnak is legalabb 1 multiplicitast a 0 Laplace-sajatértéke. A legtobb sa-
jatérték valahol a paraméter értéke koriil mozog, ami most 10. Illetve van néhény Laplace-
sajatérték, ami a kimagaslo hisztogramoszlopok helyénél magasabb értékeket is felvesznek.
Ezek a helyek a 3. hisztogramon latszanak is, mashol csak el van tolédva balra az &bra,
ebbdl lehet tudni, hogy az abra jobb oldalan is vannak még Laplace-sajatértékek. Azonban

ennél a spektrumnal véletlenszerid a legnagyobb sajatérték helye.
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2.11. abra. PA graf és Laplace-spekturma

A PA grafok elGjel nélkiili Laplace-spektrumanak eloszlasa hasonlé a sima Laplace-
spektrumanak eloszlasahoz, viszont a graf felépitésénék fogva egyetlen osszefiiggéségi kom-
ponense sem lehet paros (ha 1j komponens keletkezik, az egy hurokéllel kezdsdik). Igy
az[[.2.9] allitas értelmében a 0 elGjel nélkiili Laplace-sajatérték multiplicitasa csak 0 lehet.
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2.12. abra. 10 paramétert PA graf Laplace-spektruma
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3. fejezet

A spektrum stabilitasa

Ebben a fejezetben azzal foglalkozom, hogy valtoznak a graf sajatértékei, ha az eredeti
grafon modositasitunk; milyen mértéki grafmodositas esetén kovetkezik be szignifikdns

eltérés a spektrumban, vagyis a spektrum mennyire stabil. Néhany szimulaciomnak az

eredményét fogom prezentalni.

3.1. A spektrum stabilitasa

10 paraméteri 1000 csucsu PA graf Eredeti spektrum
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gyakorisag
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Az el6z6 graf 0,5 paraméterii perkolacioval

80

gyakorisag

3.1. abra. Perkolacié a PA grafon
A B} abran egy 1000 csicest 10 paraméterd PA grafot abrazoltam a spektruméval

34



egyiitt. Majd ennek a grafnak minden élét 0.5 valoszintiséggel elhagytam, 0.5 val6szind-
séggel benne hagytam a grafban, azaz p = 0.5 valoszintiségi perkolaciot hajtottam rajta
végre. Ennek a perkolalt grafnak is kiszamoltam a sajatértékeit. A szakdolgozatomban a
p paramétert perkolacio alatt azt értem, hogy a graf minden élét p valoszintiséggel elha-
gyom, 1 — p valoszintiséggel megtartom. A megfigyeléseim alapjan a 0.5 a legalacsonyabb
élelhagyasi valoszintiség, ami mellett mar észrevehet§ a valtozas a spektrumon ennél a
grafnal. Minél nagyobb a p, annal élesebb lesz a kiilonbség a két hisztogram kozott, egyre
tomorebb és laposabb lesz a hisztogram és lesz egyre kiugréobb a nulla sajatérték oszlopa

a perkolalt esetben.
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3.2. abra. Azonos atlagfokszam(1)

Ez a kiugré oszlop az izolélt cstcsok szamanak névekedésével magyarazhato, ahogy

elhagyjuk az éleket. Hiszen minden izolalt csicshoz tartozik egy 0 sajatérték. Ha az
A/

A= . egy graf adjacenciamétrixa, A’ € R™™" egy blokkmétrixa, és k darab

0
csupa nulla sor van A-ban, akkor a karakterisztikus polinom: pa(\) = det(A — A1) =

det(A’ — MIL,)(=\)*. Ennek a 0 legalabb k-szoros gydke, igy legalabb k darab 0 sajatér-

téke van. Masrészt minden ilyen 0-s sor egy izolalt csticshoz tartozik, vagyis a grafban

van k darab izolalt csucs. A adjacenciamétrix spektruma A’ spektrumabol, és k darab 0
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sajatértékbdsl tevddik Gssze. Tehét legalabb annyi 0 sajatértéke van a grafnak, mint ahany

izolalt cstcsa. Ez az[1.2.6] allitas kdvetkezménye is.
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3.3. dbra. Azonos atlagfokszam (2)

AB2 és af3.3] abran azonos atlagfokszamu PA grafokkal vetettem Ossze a perkolalt PA
grafokat, hogy a fokszameltérés altal okozott kiilonbségeket kisztirhessiik. Osszességében
itt is elmondhato, hogy minél nagyobb mértékd a perkolacio, annal inkdbb kiemelkedik
az oszlop a nulla felett, mig a sima PA grafoknal folytonosabb a spektrum. Aztan a

viszonyitasi graf hisztogramja rendszerint alacsonyabb a perkolalténal ha eltekintiink a
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nulla sajatértékek miatt megnovekedett oszloptol. A 0.1 valoszintiségii perkolacional még
alig észrevehetd a kiilonbség a két spektrum hisztogramja kozott. A perkolalt spektruma
egy kicsit szélesebb és laposabb. Itt nincs még se izolalt cstucs, se kiemelkedd oszlop a 0
felett. A 0.7-es perkolaci6 esetén viszont mar nem csak teltebb a hisztogram, de magas a

0 sajatértékek szama, illetve 7 darab izolalt csucs talalhato.
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4. fejezet

Osszefoglalé, alkalmazasok

Azon feliil, hogy a graf tulajdonsagairdl sokat elarul a spektruma, ahogy a szakdolgoza-
tomban is bemutattam jo néhanyat, szamos gyakorlatias alkalmazésa is ismert a sajatér-
tékeknek.

A Google egyik legismertebb keresd algoritmusa, a PageRank (PR) algoritmus a web-
oldalak link halozatdanak modositott adjacenciamatrixanak sajatértékeit felhasznalva ad
a felhasznéalonak egy kozelitSleg legoptimalisabb talalati sorrendet. Az algoritmus célja,
hogy minél t6bb jelentésebb weboldalrol mutat link egy weboldalra, annél el6rébb lehessen
a talalatok kozott. [12]

A véletlen sétak esetén is hasznos a graf spektrum ismerete. Vegylink egy grafot és
egy kezdGpontot. Elindulunk a kezd6pontbol, majd minden 1épésben egyenletes eloszlassal
valasztunk egy a jelenlegi csticsunkboél mutato élet, amin tovabb haladunk egy kovetkezd
csucsba. Az igy kapott véletlen pontsorozatot nevezziik véletlen sétanak. Véges graf esetén
elég nagy lépésszamra az érkezési hely eloszlasa kozelit a hatareloszlashoz, amikor annak
a valoszintisége, hogy éppen a v cstucsban vagyunk: d(v)/(2m) valészintiségi, ahol m a
graf élszamat, d(v) a v cstucsfokszamat jeloli. Ezt a kell6en nagy 1épésszamot, pedig a graf
sajatértékeinek segitségével lehet megbecsiilni. A masodik legnagyobb sajatértéknek van
ebben kiilénosebb szerepe. [7]

Elsfordul, hogy olyan csoportokat szeretnénk megtalélni egy halézatban, amin beliil
majdnem minden pont majdnem minden masik ponttal kapcsolatban van. Példéul isme-
rettségi haloban keresiink iskolai osztalyokat, kozosségeket. Specialisan ha minden pont
minden mésikkal 6sszekottetésben van, azt nevezziik klikkeknek. A graf ezen stirtibb cso-
portjainak megkeresésére is hasznaljak a graf Laplace-spektrumat. Ezt az eljarast spekt-

ralis klaszterezésnek nevezik.
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5. fejezet

Matlab koédok

5.1. Determinisztikus grafok spektrumai

%TELJES GRAF

n=5;

KA = ones(n)-eye(n);

K = graph(KA);

%plot (K)

[KV,KD] = eig(KA);
%Laplace matrix

KL = n*xeye(n)-ones(n);

[KLV,KLD] = eig(KL);

%KOR
hiranyitatlan
m=7;
CA = zeros(m);
if m>1
for i=1:(m-1)
CA(i,i+1) = 1;
CA(i+1,1)
end

CA(1,m) = 1;

Il
-
.o
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CA(m,1) = 1;
end
C = graph(CA);
%plot (C)
[CV,CD] = eig(CA);
hirdnyitott
irCA = zeros(m);
if m>1

for i=1:(m-1)

irCA(i,i+1) = 1;

end

irCA(m,1) = 1;
end

[irCV,irCD] = eig(irCA);

%TELJES PAROSGRAF (k és 1 méretii pontosztalyok kézdtt)

1=4,

TPA1 = zeros(k,k);
TPA2 = ones(k,1);
TPA3 = ones(1,k);
TPA4 = zeros(1,1);

TPA = [TPA1,TPA2;TPA3,TPA4];

TP = graph(TPA);

h=plot (TP);

%hcsinositas

h.YData(1:k) = 1;
h.YData((k+1):end) = 2;
h.XData(l:k) = linspace(0,1,k);
h.XData((k+1):end) = linspace(0,1,1);
[TPV,TPD] = eig(TPA);

h;

hLaplace

TPL = diag(sum(TPA))-TPA;
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[TPLV,TPLD] = eig(TPL);

haxis equal

%PAROS ES NEM PAROS GRAF AZONOS LAPLACE SPEKTRUMMAL

A= [2,-1,0,-1,0,0;
-1,4,-1,0,-1,-1;
0,-1,2,-1,0,0;
-1,0,-1,2,0,0;
0,-1,0,0,2,-1;
0,-1,0,0,-1,2];

[V,D] = eig(A);

B = [2,-1,0,-1,0,0;
-1,3,-1,0,-1,0;
0,-1,2,-1,0,0;
-1,0,-1,3,-1,0;
0,-1,0,-1,3,-1;
0,0,0,0,-1,11;

[V,D] = eig(B);

%PETERSEN-GRAF ES SPEKTRUMA
A=[0100100001;

101000001 0;
010100010 0;
001010100 0;
100101000 0;
000010011 0;
000100001 1;
0010010001
010001100 0;
100000110 0];

hGraf:

G = graph(A);

h=plot(G);
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Jmake it pretty
h.YData(1)=1;

h.XData(1)=0;
h.YData(2)=sin(pi/2+2*pi/5);
h.XData(2)=cos(pi/2+2*pi/5);
h.YData(3)=sin(pi/2+4*pi/5);
h.XData(3)=cos(pi/2+4*pi/5);
h.YData(4)=sin(pi/2+6*pi/5);
h.XData(4)=cos(pi/2+6*pi/5);
h.YData(5)=sin(pi/2+8*pi/5);
h.XData(5)=cos(pi/2+8*pi/5);
axis equal;

.YData(10)=1/2;

.XData(10)=0;
.YData(9)=sin(pi/2+2%pi/5)/2;
.XData(9)=cos(pi/2+2%pi/5)/2;
.YData(8)=sin(pi/2+4%*pi/5)/2;
.XData(8)=cos(pi/2+4*pi/5)/2;
.YData(7)=sin(pi/2+6%*pi/5)/2;
.XData(7)=cos(pi/2+6*pi/5)/2;
.YData(6)=sin(pi/2+8%*pi/5)/2;
.XData(6)=cos(pi/2+8*pi/5)/2;

-/ P B BB B B B BB

% %Hisztogram:

% spect = eig(A);

% edges=[-2.5 -1.5:1:2.5 3.5];
% histogram(spect,edges)

5.2. Véletlen grafmodellek és spektrumaik

5.2.1. Erdés—Rényi-graf

%ERDOS-RENYI GRAF (normalt spektrum)
n=1000;
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p=0.1;

nbins=50;

%P=0.5 ESET:
% ml = randi([0,1],[n,n]);

% for i=1:n

A ml1(i,i)=0;

% end

% for i=2:n

pA for j=1:(i-1)

Y mi(i,§)=m1(j,1);
A end

% end

% ml;

% gl = graph(ml);

% spectl = eig(ml);
b

% tiledlayout(2,1)
% axl = nexttile;

% plot(axi,gl)

% ax2 = nexttile;

% histogram(ax2,spectl,nbins)

%TETSZOLEGES P:
m2 = rand(n,n);
for i=1:n
m2(i,1)=0;
end
for i=2:n
for j=1:(i-1)
if m2(i,j)<p
m2(i,j)=1;
m2(j,1)=1;

else



m2(i,j)=0;
m2(j,1)=0;
end
end

end

g2 = graph(m2);

spect2 = eig(m2)/sqrt(n*p); %normdlom a spektrum
s2=sort(spect2); %leviagom a legnagyobb sajatértéket
maxs=s2(n) ;

§2=s82(1: (n-1));
% plot(g2) ’csak graf

% tiledlayout(2,1) %graf és hisztogram
% axl = nexttile;

% plot(axl,g2)

% ax2 = nexttile;

% histogram(ax2,s2,nbins)

histogram(s2,nbins) %csak hisztogramm

5.2.2. Regularis graf

%REGULARIS GRAF
n=100; Y%cslcsszama
k=10; Y%regularitas

nbins=70;

if mod(k*n,2)==0
hurok=1;
while (hurok>0) %hurokélek kikiiszobolve, parhuzamos élek nem
A=zeros(n); %adjacenciamitrix

d=k*ones(1,n); %még felhasznalandd fél élek vektora
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e=k*n; Jmég felhaszndlandd fél élek szama
for i=1:k*n/2
r=randi(e);
x1=1; %elss fel el
s=d(x1);
while s<r
x1=x1+1;
s=s+d(x1);
end
d(x1)=d(x1)-1;

e=e-1;

g=randi(e);
x2=1; Ymasodik fél él
s=d(x2) ;
while s<q
x2=x2+1;
s=s+d (x2) ;
end
d(x2)=d(x2)-1;

e=e-1;

A(x1,x2)=A(x1,x2)+1;
A(x2,x1)=A(x2,x1)+1;

end

hurok=0;
for i=1:n
if A(i,1)>0
hurok = hurok+A(i,i);
end
end
end

else
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error("nem lehetséges!");
end
G=graph(A);
s=eig(A);

tiledlayout(2,1)
axl = nexttile;
plot(ax1,G)

ax2 = nexttile;

histogram(ax2,s,nbins)

5.2.3. Az ErdSés—Rényi és a regularis graf elméleti
striiségfiiggvényeinek grafikonja

% SURUSEGFUGGVENY KIRAJZOLAS/0SSZEHASONLITAS

%REGULARIS
theta=3;
x=linspace(-2*sqrt (theta-1),2*sqrt(theta-1),101);
y=thetax*sqrt (4x(theta-1)-x.72)./(2xpix(theta~2-x.72));
x=x/sqrt(theta-1); %lenormdlas -2 és 2 kézé rakja minden thetara
y=y.*sqrt(theta-1);
plot(x,y)
hold on
for i=1:10
theta=thetax*2;
x=linspace(-2xsqrt (theta-1),2*sqrt(theta-1),101);
y=thetax*sqrt (4*(theta-1)-x.72)./(2xpix(theta~2-x.72));
x=x/sqrt(theta-1); %lenormdlas -2 és 2 kozé rakja minden thetara
y=y.*sqrt(theta-1);
plot(x,y)

end
%ERDOS-RENYI
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x=linspace(-2,2,101);
y=sqrt (4-x.72)./(2*pi);
plot(x,y,"red")

hold off

5.2.4. PA graf

%PA GRAF
v=100;%cslicsszam
m=10;

n=m*v;

nbins=100;

/m=1 eset:

A=zeros(n);

A(1,1)=1;

for i=2:n
r=rand (1) ;
k=0;
i=1;
d=sum(A) ;
d=d+diag(A)’;
d(i)=1;
while (k<r)

k=k+d (j)/(2*i-1);
J=i*L;

end
A(i,j-1)=1;
A(j-1,i)=1;

end

%G=graph(A) ;

% plot(G)

% hold on
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hgrafpontok Osszehizasa:
B=zeros(v);
for i=1:n
for j=1:n
if floor((i-1)/m)+1==floor((j-1)/m)+1%ha B fGatlojaban
if i>=j
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,]);
end
else
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,j);
end
end
end
Gl=graph(B);
% plot(G1)
% hold off

spect = eig(B);
e=0.1"5;
nulla=0;
for i=1:v
if (spect(i)<e && spect(i)>-e)
nulla=nulla+1;
end
end
nulla
tiledlayout(2,1)
axl = nexttile;
plot(ax1,G1)
ax2 = nexttile;

histogram(ax2,spect,nbins)
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5.2.5. Laplace-Spektrum

%LAPLACE-SPEKTRUM

modell="PA"; %"erdos", "regularis" vagy "PA"

%ERDOS-RENYI

if modell=="erdos"
n=1000;
p=0.1;

nbins=70;

m2 = rand(n);
for i=1:n
m2(i,1)=0;
end
for i=2:n
for j=1:(i-1)
if m2(i,j)<p
m2(i,j)=1;
m2(j,i)=1;
else
m2(i,j)=0;
m2(j,1)=0;
end
end

end

m2=diag(sum(m2))-m2; %Laplace-matrix

s2 = eig(m2);
pA s2=sort(s2); ’%levagtam a legkisebb sajatértéket
% mins=s2(1); %megjegyzem, hogy mi volt a legkisebb (0 érték)
% s2=s2(2:n);
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%hg2=graph (m2) ;
%plot(g2)
histogram(s2, nbins)
end
U3k sk ok ok ok o sk ok ok ok o ok ok ok ok o ok ok K ok o oK ok oK ok o oK oK ok o oK oK ok ook ok ok ook oK ok Kok o oK ok K ok o oK oK ok oK oK ok ok oK ok ok K
»REGULARIS GRAF
if modell=="regularis"
n=1000; Ycsicsok szama
k=10; %regularitas

nbins=80;

if mod(k*n,2)==0
hurok=1;
while(hurok™=0)  hurokélek kikiiszébolve
A=zeros(n);
d=k*ones(1,n);
e=k*n;
for i=1:k*n/2
r=randi(e);
x1=1; %elst fél él
s=d(x1);
while s<r
x1=x1+1;
s=s+d(x1);
end
d(x1)=d(x1)-1;

e=e-1;

g=randi(e);
x2=1; Ymasodik fél él
s=d(x2);
while s<q
x2=x2+1;
s=s+d (x2) ;
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end
d(x2)=d(x2)-1;

e=e-1;

A(x1,x2)=A(x1,x2)+1;
A(x2,x1)=A(x2,x1)+1;

end

hurok=0;
for i=1:n
if A(i,1)>0
hurok = hurok+A(i,i);
end
end
end
else
error("nem lehetséges!");
end
L=k*eye(n)-A;
% G=graph(A);
s=eig(L);
histogram(s,nbins);
end
Uk ko ok ok sk ok ok ok sk ok ok ook sk ok ok o oK Kok ok o K KoK oK o K KoK ok o K KoK ok o K KoK ok ok KoK ok ok KoK ok ok K Kok ok Kok ok ok oK Kok ok K K
%PA
if modell=="PA"
v=1000;%cstcsszam
m=1;
n=m*v;

nbins=120;

A=zeros(n);
A(1,1)=1;

for i=2:n
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r=rand (1) ;
k=0;
j=1;
d=sum(A) ;
d=d+diag(A)’;
d(i)=1;
while (k<r)
k=k+d (j)/(2*i-1);
J=i+1;
end
A(i,j-1)=1;
A(j-1,1)=1;
end
G=graph(4);
% plot(G)
% hold on

B=zeros(v);
for i=1:n
for j=1:n
if floor((i-1)/m)+1==floor((j-1)/m)+1 %ha B fdatldjaban vagyunk
if i>=]
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor ((j-1)/m)+1)+A(i,j);
end
else
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor ((j-1)/m)+1)+A(i,j);
end
end
end
%Gl=graph(B) ;
% plot(G1)
L=diag(sum(B))-B;
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s=eig(L);
e=0.1"5;
nulla=0;
for i=1:v

if (s(i)<e && s(i)>-e)

nulla=nulla+1;

end
end
nulla %0 Laplace-sajatérték multiplicitésa

histogram(s,nbins)

b tiledlayout(2,1)

pA axl = nexttile;

b plot(ax1,G1)

pA ax2 = nexttile;

% histogram(ax2,s,nbins)

Ys=sort(s);
%s(1) %legkisebb sajatérték

end

5.2.6. Elgjelnélkiili Laplace-spektrum

%ELOJELNELKULI LAPLACE-SPEKTRUM
modell="PA"; Y"erdos", "regularis" vagy "PA"

%ERDOS-RENYI

if modell=="erdos"
n=1000;
p=0.2;

nbins=70;
m2 = rand(n);
for i=1:n

m2(i,1)=0;
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end
for i=2:n
for j=1:(i-1)
if m2(i,j)<p
m2(i,j)=1;
m2(j,1i)=1;
else
m2(i,j)=0;
m2(j,1)=0;
end
end

end

m2=diag(sum(m2))+m2; %eldjel nélkiili Laplace-matrix

s2 = eig(m2);
pA s2=sort(s2); ’%levagom a legnagyobb sajatértéket
pA maxs=s2(n) %megjegyzem, hogy mi volt a legkisebb (0 érték)
% s2=s2(1:n-1);

histogram(s2, nbins)
end
O ek ks sk sk sk ok ok o o o ok ok ok sk sk sk ok ok o o o ok ok sk sk ok sk ok ok o o o ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok o ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok
%REGULARIS GRAF
if modell=="regularis"
n=500; Y%csltcsszama
k=10; %regularitas

nbins=80; %hisztogram oszlopok

if mod(k*n,2)==0
hurok=1;
while(hurok™=0)  %hurokélek kikiiszébdlve
A=zeros(n); %hadjacenciamatrix lesz
d=k*ones(1,n); %még felhaszndlandd fél élek vektora

e=k*n; Jmég felhaszndlandd fél élek szama
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for i=1:k*n/2
r=randi(e);
x1=1; %elss fél él
s=d(x1);
while s<r
x1=x1+1;
s=s+d(x1);
end
d(x1)=d(x1)-1;

e=e-1;

g=randi(e);
x2=1; %masodik fél él1
s=d(x2);
while s<q
x2=x2+1;
s=s+d (x2) ;
end
d(x2)=d(x2)-1;

e=e-1;

A(x1,x2)=A(x1,x2)+1;
A(x2,x1)=A(x2,x1)+1;

end

hurok=0;

for i=1:n
if A(i,1)>0

hurok = hurok+A(i,i);

end

end

end
else

error("nem lehetséges!");
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end

L=k*eye(n)+A; %eldjel nélkiili Laplace-matrix

s=eig(L);
% s=sort(s);
% maxs=s(n)

histogram(s,nbins);
end
Of sk ok ok o o e o s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok otttk stk s sk ok sk ok ok ok o o o sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok koot kok ok ko ook ok
%PA
if modell=="PA"
v=100; Y%csltcsszam
m=10;
n=mx*v;

nbins=120;

A=zeros(n);
A(L,1)=1;
for i=2:n
r=rand(1);
k=0;
j=1;
d=sum(A) ;
d=d+diag(A)’;
d(i)=1;
while (k<r)
k=k+d (j)/(2*i-1);
J=i+1;
end
A(i,j-1)=1;
AGi-1,i)=1;

end

B=zeros(v);

for i=1:n
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b
h
h
h
b
h
h
h

b
b

end

for j=1:n
if floor((i-1)/m)+1==floor((j-1)/m)+1 %ha B f&atldjaban vagyunk
if i>=j
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,]);
end
else
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,]);
end
end

end

L=diag(sum(B))+B;
s=eig(L);

histogram(s,nbins)

e=0.1"5; %hibahatar a O sajatértékek szamolasdhoz
nulla=0;
for i=1:v
if (s(i)<e && s(i)>-e)
nulla=nulla+1;
end
end

nulla %0 eldjel nélkiili Laplace-sajatérték multiplicitasa

s=sort(s);

s(1) %legkisebb sajatérték

5.2.7. Perkolacid

%PA

GRAFBOL PERKOLACIO

v=100; %cslcsszam
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m=10; Yparaméter
n=m*v;
nbins=30; %hiszogram oszlopszéama
%m=1 eset:
A=zeros(n);
A(1,1)=1;
for i=2:n
r=rand(1);
k=0;
j=1;
d=sum(A) ;
d=d+diag(h)’;
d(i)=1;
while (k<r)
k=k+d (j)/(2*i-1);
J=i*1;
end
A(i,j-1)=1;
AGG-1,i)=1;
end
G=graph(A) ;

%cslcsok Osszevonasa:
if m>1
B=zeros(v);
for i=1:n
for j=1:n
if floor((i-1)/m)+1==floor((j-1)/m)+1 B fdatldojaban
if i>=j
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,j);
end
else

B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
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B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,]);
end
end
end
Gl=graph(B);
else
G1=G;

end

C=zeros(v); %perkolalas
p=0.6;
for i=1:v
for j=1:i
if B(i,j)==1
r=rand (1) ;
if r>p
C(i,j)=1; C(j,i)=1;
end
end
end
end
G2=graph(C);
spect2=eig(C);
spect = eig(B);

tiledlayout(2,2)

axl = nexttile;
plot(ax1,G1)

ax2 = nexttile;
histogram(ax2,spect,nbins)
ax3 = nexttile;
plot(ax3,G2)

ax4 = nexttile;

histogram(ax4,spect2,nbins)
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%SPEKTRUM STABILITASA

v=100; %kozds cslcsszam

m=10; Yperkolalandé grafhoz paraméter
m2=3; Ysima PA grafhoz paraméter
n=m*v;

n2=m2*v;

p=0.7; %perkolacié valdsziniisége

nbins=60; %hisztogram oszlopszama

%Perkolaland6 PA graf:
A=zeros(n);
AC1,1)=1;
for i=2:n
r=rand (1) ;
k=0;
j=1;
d=sum(A) ;
d=d+diag(A)’;
d(i)=1;
while (k<r)
k=k+d (j)/(2*i-1);
j=j+1;
end
A(i,j-1)=1;
A(j-1,1)=1;

end

B=zeros(v);
for i=1:n
for j=1:n
if floor((i-1)/m)+1==floor((j-1)/m)+1 %ha B f3atldéjaban vagyunk
if i>=j
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,]);
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end
else
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)=
B(floor((i-1)/m)+1,floor((j-1)/m)+1)+A(i,]);
end
end

end

%Sima PA graf:
A2=zeros(n2);
A2(1,1)=1;
for i=2:n2
r=rand(1);
k=0;
J=1
d=sum(A2);
d=d+diag(A2)’;
d(i)=1;
while (k<r)
k=k+d (j)/(2%i-1);
j=3+1;
end
A2(i,j-1)=1;
A2(j-1,1)=1;

end

B2=zeros(v);
for i=1:n2
for j=1:n2
if floor((i-1)/m2)+1==floor((j-1)/m2)+1 %ha B fGatldojaban vagyunk
if i>=j
B2(floor((i-1)/m2)+1,floor((j-1)/m2)+1)=
B2(floor((i-1)/m2)+1,floor((j-1)/m2)+1)+A2(i, j);

end
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else
B2(floor((i-1)/m2)+1,floor((j-1)/m2)+1)=
B2(floor((i-1)/m2)+1,floor((j-1)/m2)+1)+A2(i,j);
end
end

end

C=zeros(v); Yperkolalas
for i=1:v
for j=1:i
if B(i,j)==
r=rand(1);
if r>p
C(i,j)=1; C(j,i)=1;
end
end
end
end
Gl=graph(C);
G2=graph(B2) ;
spectl=eig(C);
spec2 = eig(B2);

tiledlayout(2,2)

axl = nexttile;
plot(ax1,G1)

ax2 = nexttile;
histogram(ax2,spectl,nbins)
ax3 = nexttile;
plot(ax3,G2)

ax4d = nexttile;

histogram(ax4,spec2,nbins)
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