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Koszonetnyilvanitas

Ezuiton szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Téthmérész Lillanak,
hogy elvallalta a k6zos munkat, hogy rengeteg hasznos cikkel, észrevétellel és
konzultacioval segitett a szakdolgozat megirasaban, és hogy mindig tiirelmes

volt velem, ha kérdéseim voltak.
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1. fejezet

Bevezeto

Eloszor 1986-ban Spencer vezetett be egy jatékot, amit a zsetonlovo jaték
el6djének tekinthetiink [12], majd 1991-ben Bjorner, Lovasz és Shor terjesz-
tette ki a jatékot grafokra [5]. Ez a dolgozat az utébbi édltalanos zsetonlové
jatékkal foglalkozik: egy graf minden csiicsan all néhany zseton. Egy 1épésben
egy csucs minden élén egy-egy zsetont a szomszédos csticsokba kiildiink, vagy-
is "kil6jik”. (Ezt persze csak akkor tehetjitk meg, ha ehhez elegendé zseton

van a cstcson.)

A szabalyok egyszeriiek, a jatéknak mégis tobb érdekes tulajdonsaga
van. Példaul ha racsgrafon jatszunk, tekintheto a diffizio egy diszkrét mo-
delljének, masrészt a szabédlyok minimélis médositasaval (az adott alldsban
minden kil6heté csicsot kiloviink, és ezt tekintjiik egy lépésnek) sejtauto-
mataként is értelmezhetd. Figyelemremélto az is, hogy a matematikusoktol

fiiggetleniil mésok is bevezették a jatékot valamilyen formaban. [3]

Tobb kérdés is felmeriil a jatékkal kapcsolatban: Milyen hatassal vannak
a jatékos dontései a jatékra? Véges vagy végtelen hosszu a jaték? Ha véges,
hany lépést tehetiink a végéig?

Els6sorban a jaték végességét fogjuk koriiljarni. Latni fogjuk, hogy a

végességet csak a zsetonok kezdeti leosztasa és a graf befolyasolja, a jatékos
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dontései nem. A végesség eldontése ennek ellenére nem konnyt, ugyanis
esetenként a jaték végéig kisebb grafokon is sok 1épést tesziink. Ez azt je-
lenti, hogy a végesség eldontésének NP-belisége sem trivialis, mivel a jatékos
altal végrehajtott lépések sorozata nem polinomidlis tani. Egyes specidlis
esetekben mar megoldottak az emlitett problémak, de még sok a nyitott
kérdés a témaban, példaul sem egyszeri digrafokra, sem iranyitatlan mul-
tigrafokra nem ismert polinomidlis algoritmus, ami megallapitja, hogy véges
vagy végtelen hosszu a jaték. Erdekes kérdés az is, hogy ha adott a zseto-
noknak két kiilonbozé leosztasa, elérheto-e egyik a masikbdl a jaték soran.
Utébbi problémat a szakdolgozat nem targyalja, bar egyes itt kimondott
tételek ehhez is kapcsolédnak.

A dolgozat sordan eldszor irdnyitatlan grafokon vizsgaljuk a jatékot. A
2.1 szakaszban a jaték végessége és a jatékban 1évo zsetonok szama kozotti
Osszefiiggést vizsgaljuk, majd a 2.2 szakaszban kozoljik Tardos eredményét
véges jatékok hosszarol. Bemutatjuk Hujter eredményét, mely szerint ha
élszamnyi zseton van jatékban, a végesség eldontése P-ben van. Az algorit-

mus Osszetettsége miatt ennek kiilon szakaszt szanunk.

Ezt kovetden a zsetonlovo jaték iranyitott valtozatat jarjuk koriil: tobb
irdanyiatlan grafokra kimondott allitast altalanositunk, vagy ravilagitunk,
hogy miért nem lehet Oket konnyedén altalanositani. A 3.1 szakaszban
digrafokon vizsgaljuk a zsetonok szamanak és a jaték végességének kapcso-
latat. A 3.2 szakasz olyan jatékokat vizsgal, ahol a jaték valamely alldasabol
néhany lépés utan ugyanebbe az allasba ériink vissza, illetve kitériink arra,
hogyan kapcsolddik ez a véges jaték hosszahoz. Az utolsé szakasz Farell és
Levine eredményét kozli: tobbszoros élekkel rendelkezd digrafokon NP-nehéz

a jaték végességét eldonteni.



1.1. Definicidok, alaptulajdonsagok

Adott egy G(V,E) irdnyitott vagy irdnyitatlan Osszefiiggé graf, minden
csicsan valahdny (nemnegativ egész darab) zseton. Ezt zsetonleosztdsnak
nevezziik. Egy csiucs aktiv, ha legalabb annyi zseton van rajta, mint a ki-
foka. Egy csics stabil, ha nem aktiv. Egy megengedett lépésben a jatékos
kivalaszt egy aktiv csticsot, levesz annyi zsetont a csicsrdl, amennyi a ki-
foka (iranyitatlan gréfon: foka) és minden szomszédos cstcsra attesz egyet-
egyet. (A zsetonok szdma tehéat allandé a jaték sordan.) Kzt nevezzik a
csucs kilovésének is. Ilyen lépések véges vagy végtelen sorozatat megengedett
jatéknak nevezziik, ha pedig mar nem tudunk megengedett 1épéseket tenni,
a jaték véget ér vagy megdll. A jaték hossza értelemszeriien a megallasig

megtett 1épések szama. Ha a jaték nem &ll meg, a jaték hossza végtelen.

Adott G(V, E) (irédnyitott) grafra definidljuk L € Z"*V Laplace-méatrixot

a kovetkezd modon:

Lu,v) = —di;(v) hau=nv,
’ d(v,u) hawu#v.

Ahol d;(v) a csucs kifokat (irdnyitatlan gréafon: fokat) d(v,u) pedig a vu
¢l multiplicitasat jeloli. Konnyen ellenérizhetd, hogy ha egy zsetonleosztéast
C € ZV vektorral jeloliink, akkor C' + L1, a v cstics kilovése utani zsetonle-
osztés. (1, a v koordindtdjan egy, mashol nulla.) Hasonlé mddon kilovések
barmilyen hosszi sorozatat kédolhatjuk. Egy jdték vektora olyan 0 < z € ZV

vektor, amire x(v) a v cstcs kilévéseinek széama a jaték soran.

1.1.1. Megjegyzés. Ha valamely L € Z" négyzetes matrixra teljesiil, hogy
barmely oszlopdban 0 az elemek Osszege, atléelemei nempozitivak, a tobbi
eleme pedig nemnegativ, akkor (és csak akkor) L meghatdroz egy iranyitott
multigrafot, melynek a Laplace-matrixa. Ha a L szimmetrikus is, a graf

tekinthet6 irdnyitatlannak.



Definidljuk a megdlldsi problémdt: adott G(V, E) iranyitott vagy irdnyi-
tatlan graf és C': V' — N kezdeti zsetonleosztés mellett dontsiik el, tudunk-
e ugy jatszani, hogy a jaték megall. A megéllasi problémaval kapcsolatos

Bjorner, Lovéasz és Shor tétele, ami itt Thorup [14] bizonyitdsdval szerepel:

1.1.1. Tétel ([5], 1.1. tétel). G(V, E) grdfon adott C kezdeti zsetonleosztds

mellett vagy minden jdaték véges, vagy minden jaték végtelen.

Bizonyitds. Legyen x egy véges jaték vektora kezdeti C' zsetonleosztason.
Jatsszuk C zsetonleosztasra a jatékot gy, hogy minden v cstcsot legfeljebb
x(v)-szer 16viink ki. Mikor ezt nem tudjuk folytatni, a jaték vektora z/, és
2’ < x. Tegyiik fel indirekt, hogy az igy kapott C'+ Lz’ leosztdasban van aktiv
u csucs. o'(u) = x(u), kilonben u-t még legaldbb egyszer kil6ttiik volna.
2 < x miatt u szomszédairdl a jaték soran legfeljebb annyi zseton keriilt
u-ra, mint az x vektoru jatékban, tehdt (C' + La')(u) < (C + Lx)(u). De
C'+ Lx leosztasban ugyanez a csics stabil, ami ellentmond a feltevésiinknek.

Mas széval ha adott zsetonleosztasra van véges jaték, minden jaték véges. [

1.1.2. Megjegyzés. Ezzel belattuk, hogy barmely két véges jaték vektora
koordinatanként egyezik. Tetszolegesen valasztott v csucsra belattuk, hogy

legfeljebb x(v)-szer 16, vagyis szimmetriai okokbdl pontosan z(v)-szer 16.

A megallasi problémat a tétel alapjan ugy fogalmazhatjuk at, hogy adott
G(V, E) grafon dontsiik el, hogy C' zsetonleosztds mellett megéll-e a jaték.

A probléma tehat megoldhaté gy, hogy jatsszuk a jatékot: megenge-
dett lépéseket tesziink amig a jaték megdll. A zsetonok szama a jaték
soran allando, a zsetonleosztasok pedig nemnegativ egész fiiggvények, tehat
véges sok féle zsetonleosztas alakulhat ki adott kezdeti leosztasbdl. Ezért
a végtelen hosszi jatékok ciklizalnak, és felismerhetéek abbdl, hogy olyan
zsetonlosztasba jutunk, ami kordbban elofordult a jaték soran. Latni fogjuk
azonban, hogy ez az algoritmus — és igy a véges jatékok hossza — dltalanos

esetben nem polinomialis.



2. fejezet

Iranyitatlan grafok

A kovetkezd fejezetben csak Osszefliggd iranyitatlan grafokon vizsgaljuk a
megallasi problémat. Latni fogjuk, hogy a jaték végessége hogyan fligg a
jatékban levo zsetonok szamatol, mutatunk egy altalanositast az 1.1.1 tételre

és becslést adunk véges jatékok hosszara.

2.1. Végesség

Felmertil a kérdés, hogy hogyan donthet6 el egy jaték végessége anélkiil, hogy
hosszasan megengedett 1épéseket tesziink. Az egyik ilyen modszer, hogy a
zsetonok szamabdl kovetkeztetiink. Ezzel kapcsolatos Bjorner, Lovész és

Shor tétele, melyhez el6szor belatunk egy egyszerti lemmat:

2.1.1. Lemma ([5], 2.1. lemma). Végtelen jaték soran G(V, E) grdf minden

csucsa végtelen sokszor 0.

Bizonyitas. Mivel végtelen sok megengedett lépést tesziink, kell lennie u
csucsnak, ami végtelen sokszor 16. Ha wv € E akkor v nem l6het véges

sokszor, ellenkez6 esetben v utolso kilovése utan az uwv élen tetszolegesen sok



zseton juthat v-re, ami ellentmond annak, hogy a zsetonok szama &allandé és
véges. Ha tehat egy csics végtelenszer 10, a szomszédai is végtelenszer 16nek.

Mivel a graf 6sszefliggd, ezzel belattuk az allitast. m

2.1.1. Tétel ([5], 2.3. tétel). Vizsgdljuk G(V, E) grdfon C zsetonleosztdst,

ami K zsetont hasznal.

1) Ha K > 2|E| — |V|, a jaték végtelen.

2) Ha2|E|—|V| > K > |E|, lehet dgy konstrudlni C-t, hogy a jaték véges
legyen, és gy is, hogy végtelen legyen.

3) Ha |E| > K, a jaték véges.

Bizonyitas. Y, . (d(v) — 1) = 2|E| — |V|, ezért ha ennél t6bb zseton van

jatékban, mindig legaldbb egy cstics aktiv a skatulyaelv miatt.

Ha K < 2|E| — |V, tudunk konstrukciét adni véges jatékra: ha minden

v € V cstcson legfeljebb d(v) — 1 zseton &ll, nincs aktiv cstcs.

Hogy megmutassuk K > |E| zsetonra a jaték végtelenségét (alkalmas
konstrukeid mellett) elég K = | F| zsetonra konstrukciét adni. Legyen G(V, E)
egy aciklikus irdnyitasa G'(V, A). Tegylink minden csicsra dy.(v) zsetont,
ahol dp.(v) a v csics G'(V, A)-beli befoka. Ekkor G'(V, A)-nak van topolo-
gikus sorrendje, melynek utolsé u csicsan d(u) = dpe(u) zseton &ll, azaz u
aktiv. Ha kilojiik ezt a csicsot, és az iranyitast megforditjuk az u-ra illesz-
ked6 éleken, a kapott irdnyitdsra tovabbra is teljestil, hogy dp.(v) zseton &ll
minden cstcson: u-n most nincs zseton, és az 14j kifoka nulla, a szomszédaira
egy-egy zseton keriilt, és ennek megfeleléen a befokuk egyel nétt. Nem kelet-
kezett kor az iranyitasban, hiszen most u-bdl csak kifelé mutatnak élek, igy
u-t a kordbbi topologikus sorrend elejére téve G'(V, A) egy topologikus sor-
rendjét kapjuk. Mivel a kormentesség maradandd, mindig van topologikus

sorrend melynek utolsé csicsa aktiv.



Végiil megmutatjuk, hogy K < |F| esetén mindig véges a jaték.
Vizsgéljuk ismét G egy aciklikus G'(V, A) irdnyitasat. Legyen

T =Y maz{0,C(v) — de(v)}

veV

A 2) allitds bizonyitasaban leirt mdédon valtoztatjuk az irdnyitast jaték
kozben, vagyis u csucs kilovése utan az u-ba befutd élek irdnyitasat meg-
forditjuk. Be fogjuk latni, hogy ekkor 7" csokken a jaték soran. 1" > 0 miatt
T nem csokkenhet végtelen sokszor, igy ez garantalni fogja a jaték végességét.
Vizsgéljuk meg, mit torténik egy u csics kilovésekor. Nyilvan C'(u) > dpe(u)
a 16vés elott, kiilonben w stabil. maz{0, C(u) — dpe(u)} értéke dy;(u)-val
csokken a 16vés sordn, és u barmely w szomszédjan max{0, C'(w) — dy.(w)}
legfeljebb egyel né, ha uw a w felé volt irdnyitva és C'(w) — dpe(w) > 0. Mi-
vel legfeljebb dy;(u) darab ilyen csiics van, T nem nétt. S6t, ha valamely w

szomszédra 0 > C(w) — dpe(w) és vw a w felé volt irdnyitva, T csokken.

Mivel K < |E|, mindig van 0 > C'(w) — dp(w) tulajdonsagi w cstcs, és
ez a tulajdonsag csak ugy valtozhat, ha w legalabb egy szomszédjat kiléjiik.
Tegyiik fel indirekt, hogy a jaték végtelen. Egy végtelen jatékban min-
den csticsot végtelen sokszor 16viink ki, speciédlisan a {w : C(w) < dpe(w)}
cstcsokat is. (Itt pillanatnyi zsetonleosztas és irdnyitas szerinti C-t és be-
fokot vizsgaljuk.) Mivel az ilyen cstcsok stabilak, ez csak ugy lehetséges,
ha elobb a csics szomszédait 16jik ki, vagyis T-nek csokkennie kell. Mint
korabban megjegyeztiik, T" nem csokkenhet 0 ald, tehat a feltevésiink hibés
és a jaték véges. O

A szakasz hatralevd részében beldtunk egy erts tételt, amelyet tobbszor

fel fogunk hasznalni a dolgozat soréan.

C1,Cy V. — 7 zsetonleosztast nevezziik ekvivalensnek, ha van egész
x vektor, hogy C; = Cy + Lzx. Ekkor persze Cy = C) + L(—x), ha pedig
Cy = Cy+ Lz, Cy = C3 + Ly akkor Cy = C3 + L(z + y), vagyis ez valéban
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ekvivalenciarelacio.

2.1.1. Megjegyzés. A Laplace-métrix barmely oszlopaban az elemek 0ssze-
ge nulla, ezért C) koordinatainak osszege ugyanannyi, mint C; + Lx koor-
dindtainak osszege. Més szoval ekvivalens zsetonleosztasok ugyanannyi zse-

tont hasznalnak.

Ch ~ 5 szemléletes jelentése, hogy (5 leosztas elérheté C) leosztasbol a
megengedd zsetonlovo jatékban. A megengedd zsetonlovd jatékban akkor is
kil6hetiink egy v cstcsot, ha C'(v) < d(v), vagyis egy csticson allhat negativ
szamu zseton. A definicié birtokaban az aldbbi altaldnositast adhatjuk az
1.1.1 tételre:

2.1.2. Tétel ([6], 4.3. lemma, [8], 2.1. lemma). Ha C1,Cy : V — N kezdeti
zsetonleosztds ekvivalens, akkor Ci-en a jdaték pontosan akkor véges, ha Co-n

1S az

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C leosztasra a jaték véges, és miutan lejat-
szottuk a jatékot, C] leosztéssal all meg. Mivel Cy ~ Cy ~ Cf, van x € ZY
vektor, amire Cy + Lz = C]. = > 0 feltehetd, mert iranyitatlan grafon
Lr = L(z + k1) Yk € Z. (5 kezdeti leosztason jatsszuk tgy a jatékot,
hogy minden v csicsot legfeljebb x(v)-szer 16viink ki. Mikor ezt nem tudjuk
folytatni, a C) leosztasba jutunk. Ha belatjuk C7 zsetonleosztésrdl, hogy
stabil, az &llitast igazoltuk. Tegyiik fel indirekt, hogy C% = Cy + Ly-nak
(y < z) van aktiv v csicsa. y(v) = z(v), kiilonben v-t még legalabb egyszer
kiléttiik volna. C7(v) < d(v), hiszen C] = C§ 4+ L(xz — y) stabil, de ekkor
(x —y)(v) =0, z —y > 0 miatt d(v) > Cj(v) > C4(v), ami ellentmond a
feltevésnek.

Ugyanigy belathatd, hogy ha Ch-re véges a jaték, akkor Ci-re is. m

A tétel garantdlja C zsetonleosztason a jaték megéllasat, ha taldlunk

C" ~ C zsetonleosztést aktiv csticsok nélkiil. Ez jelentésen megkonnyiti a
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tovabbi bizonyitdsokat, hiszen nem kell beldtni C’-rél, hogy megengedett
lépésekkel el6allithatd C-bol. Ezt tobbek kozott az NP-nehézség belatasdhoz

is felhasznaljuk a 3.3. szakaszban.

2.2. A jaték hossza

Ebben a szakaszban felsé korlatot adunk véges jaték hosszara iranyitatlan
grafon. Ezzel igazolni fogjuk, hogy egyszerti grafokon polinomialis idében
eldonthet6 a megéllasi probléma, mert ezekre a grafokra a felsé korlat poli-

nomialis.

2.2.1. Lemma ([13], 4. lemma). Ha minden csicsot legaldbb egyszer kilo-

viink, a jaték végtelen.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy minden csicsot legalabb egyszer ki-
16ttiink, és a jaték véget ért. Legyen v az a csucs, melyet a jaték vége
elott legrégebben 16ttiink ki. Késébb v minden szomszédjat legalabb egyszer
kiléttiik, igy v-re visszakeriilt legaldbb d(v) zseton, vagyis v aktiv mikor

megall a jaték, ami ellentmondas. O

2.2.1. Megjegyzés. Az allitas akkor is igaz, ha csak V' \ {u}-ra koveteljiik
meg, hogy legaldbb egyszer kil6jiik (tetszOleges u € V' vdlasztdasa mellett).

Ekkor ugyanis v minden szomszédjat kilottik, ettdl u aktivva valt.

2.2.2. Lemma ([13], 5. lemma). Ha K zseton van jdtékban, a jaték minden

lépése utan két szomszédos csics kilovéseinek szama legfeljebb K -val tér el.

Bizonyitds. Legyen uv a graf egy éle. Feltehetjiik, hogy eddig u-t x(u)-szor,
v-t x(v)-szer 16ttik ki, és z(u) < z(v). uv-n eddig z(u) zseton érkezett v-be és
x(v) az ellenkezé irdnyba. Ha H C V azon csticsokbdl all, melyeket legfeljebb
x(u)-szor 16ttiink ki, V' \ H-bdl tobb zseton keriilt H-ba, mint vissza. Mivel
legfeljebb K zseton hagyhatta el V' \ H-t, z(v) — z(u) < K O
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A lemmé&kbdl mar addédik az alabbi, Tardostdl szarmazo tétel a jaték

hosszara:

2.2.1. Tétel ([13], 2. tétel). Véges jdték irdanyitatlan G(V,E) grdfon
2|V||E|diam(G) lépésben megdll.

Bizonyitds. A 2.2.1 lemma miatt van u € V amit egyszer sem loviink ki. A
2.2.2 lemmat alkalmazva lathaté, hogy minden v csics legfeljebb
dist(u,v) K < diam(G)K-szor volt kiléve, ahol K a zsetonok szama. Ezek
szerint legfeljebb |V|diam(G)K megengedett 1épés tortént. Véges jatékban
K < 2|E|] — |V], (2.1.1 tétel) EbbSl mar adddik a jaték hosszira a
2|V||E|diam(G) felsé becslés. O

2.2.2. Megjegyzés. Egyszerii grafra a jatékot O(n?) 1épésben lejatszhatjuk
|E| ~ O(n?), diam(G) ~ O(n) becsléssel.

2.2.3. Megjegyzés. Nyitott kérdés, hogy a becslés mennyire éles. Ponto-
sabban: nem ismert, hogy minden iranyitatlan grafra létezik-e kezdeti zse-
tonleosztés, melyre €|V||E|diam(G) 1épés alatt all meg a jaték, ahol e € R

rogzitett konstans.

Lattuk, hogy egyszerti grafokon a véges jatékok gyorsan befejezodnek.
Nagy élmultiplicitdsok esetén azonban a jaték hossza nem mindig polino-
mialis az input méretében, ahogy a kévetkez6 A adjacenciamatrixszal és C

kezdeti zsetonleoszlassal adott példa is mutatja:

Példa.
2M

0
M
A=
0
0
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Nem nehéz ellendrizni, hogy a jaték 2M + 3 1épés utan megdll. A bemenet
viszont csak O(log(M)) méretti, hiszen egy M-szeres él megadhat6 a két
végpontjaval (O(1) tar) és a multiplicitdsdval (O(log(M)) tér).

2.3. Végességet eldonto algoritmus élszamnyi

zseton esetén

Ebben a szakaszban bemutatjuk Hujter eredményét [10]: polinomidlis algo-
ritmust adunk éltalanos G(V, E) irdnyitatlan grafra, ha a kezdeti C' zseton-
leosztas pontosan |E| zsetont hasznédl. Az algoritmust a 2.1.1 tétel 2. és 3.
allitasdnak beldtasahoz hasznélt moédszer motivalja. Egy irdnyitast fogunk
moédositani a grafon, és igyeksziink elérni hogy minden v csicsnak C'(v) le-
gyen az iranyitas szerinti befoka. Hogy atlathatébban megfogalmazhassuk a

felhasznalt lemmakat, ezt a modszert most precizebben definidljuk.

Definialjuk a kovetkezd jatékot, amit nyeld-fordito jatéknak neveziink:
adott egy G gyengén Osszefiiggo iranyitott graf. Nevezziik nyelonek G azon
csucsait, melyeknek nulla a kifoka. Egy lépésben kivalasztunk egy nyel6t,
és az Osszes rd illeszkedd €l iranyitasat megforditjuk. Ezt a nyeld meg-

forditdsdnak nevezziik. A jatékot addig jatsszuk, amig nincs nyel6 a grafban.

Az el6bbi jaték a zsetonlovo jaték specialis esete: ha G-t irdnyitatlannak
tekintjiikk és a csticsok befokait vessziik a cstucson allo zsetonok szaménak,
ez egy olyan zsetonlovo jaték, ahol pontosan akkor aktiv egy csics, ha
fokszamnyi zseton van rajta. A csics kilovésekor a szomszédos csticsokon
a zsetonok szama pont annyival valtozik, mint nyel6-fordité jatékban a meg-
felel befokok. Latni fogjuk, hogy a nyelé-fordité jatékra (és igy a neki

megfelel6 specidlis zsetonlve jatékra) konnyti a megalldsi probléma.

2.3.1. Lemma ([10], 2.10. 4&llitds). Ha a grdfban nincs irdnyitott kor, a

nyelo-fordito jaték végtelen.
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Bizonyitds. Ezt a lemmat a 2.1.1 tétel 2. allitasdnak bizonyitasanal mar
lényegében belattuk: nyel6 megforditasa soran nem keletkezhet 1j kor, igy
mindig van topologikus sorrend a grafon, melynek utolsé csicsa nyeld kell,

hogy legyen. ]

2.3.2. Lemma ([10], 2.11. lemma). Ha v benne van egy irdnyitott kérben,

és van u — v ut, u soha nem lesz nyelo.

Bizonyitds. Egy 1t 7. csucsa csak ugy véalhat nyelové, ha elobb az 14 1. cstcs
nyelové valik, és megforditjuk. Mivel a kor visszatér onmagaba, nem tudjuk

elkezdeni a kor és az odavezetd 1t csicsainak megforditasat. O

2.3.3. Lemma ([10], 2.12. allitds). Ha van a megirdnyitdsban irdnyitott kor,

a jaték véges.
Bizonyitds. Vegyiik fel a kezdeti G(V, A) grafhoz a G'(V, A") segédgréfot.

o Vuv € A:uv € A’ és c(uv) = 0.

o Vuv € A:vu e A és c(vu) = 1.

Legyen S C V azon cstucsok halmaza, melyeket tartalmaz legalabb egy
G(V, A)-beli kor. Definidljuk a 7 : V' — N fiiggvényt tgy, hogy

m(v) =min{K : K egy v — S 1t koltsége}

A 2.3.2 lemma miatt ha 7(v) = 0, v mar nem vélhat nyelévé. Ha v nyeld,
m(v) > 1. Koénnyen ellenérizhetd, hogy ha v-t megforditjuk, 7(v) pontosan
egyel csokken, a tobbi u € V — {v} csicson pedig m(u) véltozatlan, ezért

Y vev T(v) 1épésben véget ér a jaték. O

2.3.1. Megjegyzés. Mivel w(v) < |V| — 1, a véges nyel6-fordité jatékok
O(|V']?) 1épésben véget érnek.
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A fenti lemmakbdl adédik a végtelen nyelo-forditd jatékokat karakterizald
tétel:

2.3.1. Tétel ([10], 2.9. &llitas). Egy nyeld-fordito jaték pontosan akkor vég-

telen, ha a kezdeti iranyitds kormentes.

Altalénos esetben persze nem feltétlentil van irdanyitas, ami a kezdeti zse-
tonleosztast eldallitja a csicsok befokaként, annak ellenére hogy élszamnyi
zseton all a grafon. A szakasz héatralevo részében belatjuk, hogy ekkor van
ekvivalens zsetonleosztas, amit megiranyitas indukdl és ez a zsetonleosztas

polinom idében szdmolhaté.

Az algoritmus alapotlete a kovetkezd: vegylink az irdnyitatlan grafon
tetszoleges kezdeti iranyitast. Lesznek cstucsok, melyeken ekkor tobb zse-
ton van, mint az irdnyitasbeli befoka, és lesznek cstcsok, melyeken keve-
sebb. Ha taldlunk egy zsetonhidannyal rendelkez6 csicsbdl iranyitott utat
egy zsetontoblettel rendelkez6 cstucsba, az 1t éleinek irdanyitasat megforditva
a hidanyt és a tobbletet is egyel csokkentettiik. Ezt addig folytatjuk amig
lehetséges. Ha nincs tébb ilyen 1t, akkor (és csak akkor) van a grafban
egy vagas, ami T,U C V-re osztja a csicsokat tgy, hogy T-ben zseton-
hidnyos, U-ban zsetontobbletes cstucsok nincsenek, és a vagas élei mind T’
felé iranyitottak. Léjiik ki T' Osszes cstucesat és forditsuk meg a vagéds élein
az iranyitast! Konnyt ellenOrizni, hogy ekkor az egyes csicsokon a zsetonok
szamanak és az iranyitasbeli befoknak a kiilonbsége valtozatlan, de a T' — U
utak létezését gatld vagds megsziinik. Ezeket a 1épéseket addig ismételjiik,
amig a kezdeti C' zsetonleosztasbdl olyan C” zsetonleosztdashoz jutunk, melyre
C'(v) — dpe(v) =0 (Vv € V).

Az algoritmus nem lenne polinomidlis, ha a fenti médon, ismételt fo-
lyamkereséssel probaljuk megoldani a problémat. Definidljuk a konvex kolt-
ségfiiggvényes aram feladatot. Latni fogjuk, hogy ennek a modellnek a

segitségével polinomidlis futdasidében megkapjuk C’-t.
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Az Altalanos konvex koltségfliggvényti aram feladatban egy G(V, A)
iranyitott grafon adott egy b : V' — R fiiggvény, amire > _ b(v) = 0.
Minden élen adott u : A — RT kapacitds és ¢y, : [0, u(?0)] — R konvex
koltségfiiggvény.

Célunk olyan f : A — R fliggvény keresése, melyre:
0 < f(vw) < u(vw) Yow e A

b(v) =Y fow)— Y flwt) WweV

meA WGA
> cou(f(TT0)) — min
DA

2.3.2. Megjegyzés. Ha c,,, szakaszosan linearis konvex koltségfiiggvény ami
0 = to,t1,...t = Uy, pontokban torik, a v ¢l helyettesithetd vy, . .. 0y,
linedris koltségfiiggvényt élekkel, melyek kozil az i-edik kapacitasa t; — t;_
és kolsége ¢, (r) = W:p A konvexitas miatt ¢ () > o (x),
ha i > j, ezért az optimalis &ram csak akkor hasznalja vw); élt, ha a kisebb
indexti mj élek mind telitettek. Ebbdl lathatd, hogy az éleserével kapott
grafon egy optimalis megoldas megfeleltethet6 az eredeti grafon egy optimalis

megoldasnak, és az optimumok értéke megegyezik.

Bizonyitas nélkiil kimondunk két tételt, melyeket fel fogunk hasznélni az

algoritmushoz.

2.3.2. Tétel ([1], 9.3. tétel). Olyan konvex kéltségfiggvényes daram feladat-

ban, ahol b, u egészértéki, és minden T élen:

® c,, Szakaszosan linedris konvex koltségfiigguény
® Cyy aty,ta, ... 1, egész pontokban torik
o Cou(ty), Cow(ta), ... Cou(ty) €EZ
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létezik m : 'V — 7 fugguény, hogy tetszoleges f daram akkor és csak akkor

optimalis, ha
va(f(m) +1) - va(f(m)) > m(w) —7(v) > va(f(m)) - va(f<m) —1)

minden U0 élen. Itt Cyp(u(TW) + 1) = 00 €5 Cypp(—1) = —00 konvencidval
éliink.

2.3.3. Tétel ([1], 14.1. tétel). Van algoritmus, ami a 2.3.2 tétel feltételeit
teljesito dram feladatra megad eqy optimalis egészértékii dramot és kiszdmolja
a tételben megadott w : V' — Z potencidlfiggvényt O(T(G,C) - |A| - log(U))

futdsidoben, ahol
C = mar{cy(r): 70 € A,z € R}

U = max{u(tw) : v € A}

és T(G,C) a G grdafban C felsé korldtos €lkdltségek esetén a legrévidebb it

megkereséséhez sziikséges futdsido.

A fenti tételek segitségével G(V, E) grafon adott C' zsetonleosztas mellett

(amiben |E| a zsetonok szama) tudunk keresni irdnyitdst, amire dy. = C.

Vegylik E egy olyan iranyitasat, amiben nincs tobbszoros él ellentétes
iranyitasu élekkel. Vegyiik a kévetkezo konvex koltségfiiggvényti aram felada-
tot: a graf G'(V,A’). Minden FE-beli vw multiélnek megfeleltetiink
A'-ben egy 0 eldre élt, aminek megegyezik az irdnya vw irdnyitdsaval és egy
ellentétes irdnyd wdo hdtra élt. Minden él kapacitasa U = |V|-maz,ey {C(v)}.
b(v) a v csicson allo zsetonok és a G(V, E) iranyitdsa szerinti befokok

C(v) — dpe(v) kiilonbsége. A koltségfliggvény minden eldre élen

) = (1T} + 10

mUU} m’uw
Ahol my, a vw € FE él multiplicitasa. Ez a fliggvény k£ meredekségii
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Myw(k — 1) és my,k kozott, vagyis szakaszosan linedris és konvex. A hétra

éleken () = Cpu(T + Myy).

Mivel a koltségfliggvények mind monoton nének, az optimélis dram
barmely 0 el6re él és wo hatra él koziil legfeljebb az egyiken pozitiv. Ez a
pozitiv fliggvényérték legyen f(vw).

A 2.3.2 tételt felhasznélva latjuk, hogy van optimélis megoldds, amire
(m(w) = 7(v))mew < flow) < (7(w) —7(v) + )My

Mivel 0 < f(vw) — (m(w) — 7(V)) M < My, megtehetjiik, hogy a kezdeti
irdnyitasunk minden t6bbszoros élén f(vw) — (m(w) —w(v) )My, €l irdnyitasat

megforditjuk.

2.3.4. Tétel ([10], 3.5. &llitds). Adott C kezdeti zsetonleosztds, ahol C' él-
szamnyi zsetont haszndl. A fent definidlt irdanyitdsra és m : V. — 7 poten-

cialfigguényre dp. = C — Lt teljestil.
Bizonyitds. Jelolje dp € ZV a kezdeti irdnyitds befok vektorat, f, legyen
fr(vw) = fow) — (7 (w) — 7(v)) M

TH(v) = {w : v elére él}, T~ (v) = {w : vw hétra él}



Z fr(ow) Z fr(wv) Z (m(w) = (V)M

weT+ (v) weT ~ (v) weT+ (v)UT~ (v)

Ezt atrendezve kapjuk a

die(V)+ Y frlow)= Y frlwo) = C(v)— (7 (w) =7 ()M
weT*(v) weT~(v) weT* (v)UT~ (v)

egyenléséget. A bal oldalon épp az tjonnan definialt irdnyitds szerinti dj (v)

befok &all. Mivel ez minden v cstcsra igaz, az allitast belattuk. O]

2.3.3. Megjegyzés. A 2.3.3 tételben szerepld futdsidé az itt megoldott

aram feladatra (gyengén) polinomidlis az eredeti input méretében: a grafnak

O(|V|*) éle van, a kapacitds- és koltségfiiggvényekre U < |V||E| és

Cow < (U;l) teljestl.

A fenti tétel birtokaban polinomialis algoritmust adhatunk az élszamnyi

zsetonbol allo C' zsetonleosztasok megallasanak eldontésére:

Vesziink egy tetszoleges kezdeti iranyitast, amiben a nincs tobbszoros

él ellentétes iranyitasu élekkel

A korabban definidlt G'(V, A") grafon az emlitett b,u,cyy,c,, mel-
lett megkeressiik az optimélis egész folyamot és 7 : V. — Z poten-

cialfiggvényt.

El6éallitjuk az 1j irdnyitast, melyre dy. = C' — L. A kapott iranyitason
a nyelo-fordito jaték pontosan akkor véges, ha C-n a zsetonlové jaték
véges. (2.1.2 tétel)

A nyelo-fordito jaték végességét eldontjik abbdl, hogy megvizsgdljuk

az iranyitas kormentességét.
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3. fejezet
Iranyitott grafok

A kovetkezo fejezetben irdanyitott grafokon vizsgaljuk a megallasi problémat.
Itt érdemes kikotni, hogy a graf nulla kifoku csicsait soha nem tekintjiik
aktivnak, ellenkezo esetben ezeket a cstcsokat tetszolegesen sokszor kil6het-

nénk, nem valtozna a zsetonleosztas.

Az iranyitatlan esettel ellentétben digrafon kis élszam esetén is lehet

hosszi a jaték. Ezt szemlélteti az alabbi graf:

Példa. Vegyiink egy n hosszu iranyitott utat, és a mésodiktél kezdve minden

csucshdél vezessiink egy-egy élet az Ut elso csucsaba.

Z

Ha kezdetben vy csicson n — 2 zseton van, a tobbin pedig nincs zseton,

a jaték megall amikor az els6 és utolsd cstcsot kivéve egy-egy zseton all a
csucsokon. Nem nehéz ellenérizni, hogy mire egyetlen zsetont eljuttatunk
vj-ra, minden kisebb index{i v; csticsot legalabb 28~"~1_szer kiloviink, vagyis

a jaték hossza exponencidlis a bemenet méretében.
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3.1. Végesség

Ebben a szakaszban a zsetonok szama és a végesség kapcsolatat vizsgaljuk
irdnyitott grafokra. Az iranyitatlan esettel ellentétben digrafokon nem tu-
dunk a graf strukturajanak figyelembevétele nélkil a 2.1.1 tételhez hasonld

becslést adni. Ezt szemlélteti a kovetkezo példa:

Példa. Legyen G irdnyitott kor. Kettozziik meg minden élét. Ekkor ha két
zsetont teszlink ugyanarra a csicsra, a jaték végtelen. Most forditsuk meg G
minden kétszeres élének egyik példanyat. A kapott G’ grafnak ugyanannyi
csucsa és éle van mint G-nek, de a jaték véges, ha a kezdeti zsetonleosztas

csucsszamnyi vagy kevesebb zsetont hasznal.

A 2.1.1 tétel skatulyaelven alapuld becslése viszont egyszertien atiiltetheto

digrafokra.

3.1.1. Tétel ([4], 2. fejezet). Vizsgdljuk G(V, A) digrdfon C zsetonleosztdst,
ami K zsetont haszndl. Tegyiik fel, hogy minden v € V' csicsra dy;(v) > 1.

1) Ha K > |A| — |V, a jaték végtelen.

2) Ha K < |A|—|V|, lehet gy konstrudlni C-t, hogy a jaték véges legyen.
Bizonyitas. Mivel ) . (dii(v) — 1) = |A| — |V, ha ennél tébb zseton van
jatékban, mindig legalabb egy csics aktiv a skatulyaelv miatt. Itt kihasznal-

juk, hogy nincs 0 kifoku csics, hiszen azokrdl kikotottiik, hogy soha nem
tekintjik Oket aktivnak.

Ha K < |A| — |V]|, tudunk konstrukciét adni véges jatékra: ha minden

v € V cstcson legfeljebb di;(v) — 1 zseton all, nincs aktiv cstcs. O

3.1.1. Lemma. FErdsen osszefiiggd digrafon végtelen jdaték sordn minden

csucs végtelen sokszor 6.
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Bizonyitds. Az er6s Osszefliggéséget kihasznalva a bizonyitas menete ugyan-

az, mint a 2.1.1 lemma esetében. O

3.1.2. Tétel ([4], 2.2. tétel). Legyen G erdsen dsszefiiggd digraf, melyben h
az €lfuggetlen korok maximadlis szama. Ha a kezdeti zsetonleosztdas kevesebb,

mint h zsetont haszndl, a jaték véges.

Bizonyitds. Legyenek Ki, Ko, ... K}, élftiggetlen korok. Jatsszunk gy, hogy
mikor K; kor valamely élén el6szor mozog zseton, akkor ezt a zsetont a korhoz
rendeljiik: ha késobb kil6jiik a cstcsot amelyen ez a zseton all, mindig a kor
kovetkez6 csicsara tessziik, vagyis mar nem hagyhatja el a kort. Ettdl per-
sze a jatékmenet valtozatlan, a végességre nincs hatédssal, hogy kiilonbséget
teszlink a zsetonok kozott. Mivel h-nal kevesebb zseton van, lesz K; kor,
amihez nem rendeliink zsetont a jaték soran, vagyis K; csicsai egyszer sem
16nek. Mivel Gsszefiiggd grafon végtelen jaték sordn minden cstics végtelen

sokszor 16ne, ez garantalja a jaték végességét. [

A 2.1.1 tétellel ellentétben itt nem &llitjuk, hogy ha legalabb h zseton van
jatékban, lehet végtelen a jaték. Erre jo példa a 3. fejezet legelején latott
graf, ahol nincs két élfiiggetlen kor, mégis legaldbb |V| — 1 zseton kell, hogy

a jaték végtelen hosszui legyen. Euler-grafokra teljesiil az alabbi becslés:

3.1.3. Tétel ([11], 3.3. tétel). Legyen G(V,A) Euler-grdf, melyben h =
min{|F| : F C A, G(V, A\ F) aciklikus}. Ha C kezdeti zsetonleosztds leg-
alabb h zsetont hasznal, lehet igy konstrudlni C-t, hogy a jaték végtelen.

Bizonyitds. Hogy megmutassuk a jaték végtelenségét K > h zsetonra, elég h
zsetonra konstrukciét adni. Legyen F' C A minimalis h elemszamu élhalmaz,
melyre G(V, A\ F) aciklikus. Jelolje df (v) és dF.(v) a csticsok G(V, F)-beli
be- és kifokat. Be fogjuk latni, hogy ha minden v € V cstcsra C(v) = df, (v),

a jaték végtelen.
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F definicidja miatt G(V, A \ F')-nek van topoldgiai sorrendje. Ha ennek
a sorrendnek u az els6 csucsa, u-ba nem fut be él G(V, A\ F)-ben, tehét
df (u) = dpe(u). G Euler-graf, tehdt dy.(u) = di;(u). C definiciéja miatt
C(u) = db(u) = dpe(u) = dpi(u), tehdt u aktiv. Léjiik ki u-t, ekkor a
C' = C + L1, zsetonleosztdsba jutunk.

Megmutatjuk, hogy van F" C A élhalmaz, ami h élbdl all, G(V, A\ F’)

aciklikus és C'(v) = df (v) is minden v csticsra teljesiil. Legyen
F'=FuU{u e A} \ {vi € A}

Ekkor G(V, A\ F’)-ben nincs kor, hiszen csak u-ra illeszkedd élek valtoztak
G(V, A\ F)-hez képest, tehat a keletkezett korokre u-nak illeszkedni kéne.
u kifoka G(V, A\ F’)-ben 0, tehat nincs ilyen kor. u-n most nincs zseton, a
{veV: uwe A} csticsokon C'(v) = C(v) + 1. F' definiciéjabdl adédéan
dl” (v) = dE (v) +1 és df (u) = 0. A t5bbi csticsra dl (w) = di (w).

A fenti 1épéseket tetszdlegesen sokszor meg tudjuk ismételni, tehat a jaték

végtelen. O

3.2. Periédusvektor, periédushossz

Adott G(V, A) graf, melynek Laplace-matrixa L. Az olyan z € Z" vektort,
melyre Lx = 0 teljesiil, periodusvektornak nezezzik. x periédusvektor pri-
mitiv, ha x(vy), x(va), . .. (v,) legnagyobb kéz0s osztdja 1. A periédusvektor
névado tulajdonsiga, hogy ha G minden v csticsat x(v)-szer kiléjiik, a zseton-
leosztas valtozatlan. Latni fogjuk, hogy a periédusvektor (alkalmas skaldr-

szorzdval) nemnegativ, igy értelmes a 16vések ilyen sorozatardl beszélni.

3.2.1. Tétel ([4], 4.1. &llitds). Erdsen dsszefiiggd G digraf x primitiv pe-
riodusvektorara teljesil, hogy x > 1 és minden periddusvektor tx alakid, ahol
te{l,2,...}
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Bizonyitds. Ha d = max{dy;(v) : v € V}, L + dI nemnegativ irreducibi-
lis métrix. A Perron-Frobenius tétel miatt L + dl-nek van x > 0 valds
sajatvektora, amihez d sajatérték és egydimenzids sajataltér tartozik. Ez a
sajataltér az {z : Lz = 0} halmaz, hiszen (L + dI)x = Lz + dz. Ebbdl
lathat6, hogy L rangja |V| — 1 és {z : Lx = 0} alteret egyelemil xy bézis
fesziti. xo € QY, mert L egész, igy alkalmas \ skaldrral o = Az > 1 primitiv

periédusvektor. |

3.2.1. Megjegyzés. Egyetlen \ esetén teljestil inko(xg(v1), ... zo(v,)) = 1

és xo > 1 egyszerre, tehat eof. digraf primitiv periodusvektora egyértelmii.

3.2.2. Megjegyzés. Mivel Euler-gréafokon minden v csiicsra dy.(v) = dy;(v),
a graf L Laplace-matrixdra L1 = 0 teljesiil. Vagyis barmely FEuler-graf pri-

mitiv peridodusvektora az azonosan 1 vektor.

A periédusvektorok pozitivsaga miatt a 2.1.2 tétel altaldanosithaté erdsen

osszefliggd digrafokra:

3.2.2. Tétel. Erdsen osszefiiggo digrafon ha C1,Cy : V. — N kezdeti zse-
tonleosztas ekvivalens, akkor Ci-en a jaték pontosan akkor véges, ha Cs-n is

az.

Bizonyitds. Az irdnyitatlan eset bizonyitasdban kihasznaltuk, hogy barmely
z € RY vektorra és k € Z konstansra Lz = L(z+ k1), vagyis z > 0 feltehetd.
x periédusvektor szigorian pozitiv és Lz = L(z + kx) Vk € Z teljesiil, igy
er6sen Osszefliggd digrafon is felteheté z > 0. A bizonyitas tobbi 1épése

minden nehézség nélkiil atiiltetheto digrafra. O]

Osszefiiggd, de nem erdésen Osszefiigg grafokra természetesen nem igaz
a 3.2.1 tétel. Bevezetjik a nyeld komponens fogalmat, ami olyan erdsen
osszefliggd komponenst jelent, amibol nem fut él a komponensen kiviili
csucsokba. Az 1j definicié segitségével a fenti tétel altalanositdsa az aldbbi

modon {rhatd le:
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3.2.3. Tétel ([4], 4.1. &llitas). Tegyiik fel, hogy G(V, A) digrdf nyelé kompo-
nenset S1, Sz, ... Sk, Laplace-mdtriza L. Ekkor léteznek xq, xs, ...z primitiv
periddusvektorok, melyek {x : Lx = 0} egy bdzisdat alkotjik, és x;(v) > 0, ha
v €S, x;(v) =0 egyébként.

Bizonyitds. Eloszor belatjuk, hogy minden periddusvektor 0 a nyel6 kompo-
nenseken kiviil. Tegyiik fel indirekt, hogy ez valamilyen x’ periédusvektorra
nem teljestil. Legyen T azon V\Uf:1 Si-beli csticsok nemiires halmaza, me-
lyekre 2/(v) > 0. Hasonl6an definidljuk 7'~-t az 2'(v) < 0 csicsokra. Lz’ =0

miatt specidlisan ) .+ La'(v) = 0 is igaz, ami L definiciéjabél adédéan

D d()a(v) = DD d(u,v)a () =D 2l () Y d(u,v)

veTt veTt ueV ueV veT+

alakban frhaté. u € V helyett elég v € T U T~ -on Osszegezni, hiszen
ellenkez6 esetben vagy z’'(u) = 0, vagy u egy nyel§ komponensben van, igy

nem futhat él u-bdl a komponensen kiviili 7+-ba.

> ()’ (v) = Y d(e, T2’ (v) + Y d(v, T)a'(v) =

vel~+ veTt veT—

=Y d,TH2'(v)+ > d,V\T)a'(v)

veT+ veTt+
Ahol d(v, H) a v-b6l a H C V-be futé csicsok szama. Egyszeriisités utén
azt kapjuk, hogy

D dw, TN (v) = ) dw, V\TH)2!(v)

veT— veT+

Itt a bal oldal nemnegativ, a jobb pedig nempozitiv Tt és T~ definiciéja
miatt, igy csak Vo € T~ : d(v,TT) =0és Vo € Tt : d(v,V \ TT) = 0 esetén
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lehet igaz az egyenléség, ekkor viszont Tt nyel6 komponens, ami ellentmond
a definicigjanak.

Tetszoleges S; nyelé komponensbdl definici6 szerint nem fut ki él, igy S;-re
megszoritva alkalmazhatjuk a 3.2.1 tételt. S;-hez tartozé x; periddusvektorrol
feltehetjiik, hogy egész és a koordindtainak legnagyobb ko6zos osztdja 1. x;-t
kiegészithetjiik nullakkal, hogy kiterjessziik az egész gréafra, ekkor xy, xo, . .. xp
teljesitik a tétel allitasat. O]

Végiil roviden kitériink a periédusvektor és a véges jatékok hossza kozotti
osszefiiggésekre. Az egyik trivialis Osszefiiggés, hogy ha a jaték vektora z és
valamely x periédusvektorra z > x teljesiil, a jaték végtelen. Ez lényegében

a 2.2.1 lemma altalanositasa digrafra.
G(V, A) erésen Osszefiiggé digraf x primitiv periédusvektoranak » i, z(v)

hosszat periddushossznak nevezziik és Per(G)-vel jeloljik.

3.2.3. Megjegyzés. Euler-grafok és irdnyitatlan gréafok periédushossza a

csucesszam.

A periédushossz lehet exponencidlis a graf méretében. Erre jo példa a

fejezet elején vizsgdlt graf, melynek = primitiv periodusvektora

T\V; ) =
(v:) 1 ha i = n.

{ 2n==1 ha i #n,

vagyis periédushossza 2/VI-1.

Léteznek felso becslések a periédushosszra, melyek koziil Bjorner és Lovasz

eredményét [4] mutatjuk be.

3.2.4. Tétel ([4], 4.10. allitas). G(V, A) erdsen dsszefiiggd digrdfon legyen
D = max,cvdy;(v). Ekkor Per(G) < (2D)|V|_1.

Bizonyitds. A 3.2.1 tétel bizonyitasanal lattuk, hogy az L Laplace-matrix

rangja |V| — 1, tehat van (|V| — 1) x (|[V| — 1) méretii reguldris részmatrix.
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Legyen ez az L;; részmétrix, melyet L-b6l az ¢. sor és j. oszlop torlésével
kapunk. Legyen z : V — Z olyan, hogy z(v;) = (—1)""det(L;;). Ekkor
Lz = 0 és (alkalmas A € {+1, —1} szorzéval) x > 0, vagyis = periédusvektor.
A Hadamard-egyenlétlenséget felhasznalva det(L; ;) < (v/2D)VI=!, mert fel-
tehetd, hogy minden oszlop legalabb két elemii, és feltettiik, hogy L minden
elemének abszolut értéke legfeljebb D. Ebbdl mar kovetkezik az allitas, ha a

grafnak elég csicsa van:
Per(G) < |V|(vV2D)VI=t < (2D)VI=1
]

Végil kimondunk egy tételt, ami becslést ad véges jaték hosszara a pe-
riodushossz fiiggvényében. A maradéktalan bizonyitds hosszadalmas, ezért

itt csak kimondjuk az allitast.

3.2.5. Tétel ([4], 4.8. tétel). Irdnyitatlan G(V, A) grafon
game(G) < 2|V||A|D - per(G)

Ahol D = maz,eydyi(v) és game(G) a jaték hossza.

3.3. A megallasi probléma NP-teljessége

Ebben a szakaszban belatjuk, hogy a megallasi probléma NP-teljes ersen

Osszefiiggd irdnyitott multigrafokon.

3.3.1. Lemma ([8], 3. fejezet). A megdlldsi probléma NP-beli.

Bizonyitdas. A 3.2.2 tétel szerint a kezdeti C' zsetonleosztéssal ekvivalens C”

stabil leosztas polinomidlis tant a végességre: C' és C' ugyanannyi zsetont
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hasznél (2.1.1 megjegyzés), igy az x € ZV : Lv = C' — ' linedris egyenlet-
rendszerben minden konstans és egytitthaté polinomialis az input méretében.

Az egyenlet megoldasa igazolja a megallast. O]

Legyen Zj C Z" azon egész vektorok halmaza, melyek koordinatdinak
osszege 0. A kovetkezd "nemnegativ rang problémat” fogjuk a megalldsra
visszavezetni: Adott egy n — 1 dimenziés A C Zj racs bazisa és z € Z"

vektor. Dontstik el, van-e x € N”, melyre z — x € A.

Ha van ilyen x, azt mondjuk, hogy 2z rangja nemnegativ az A-hoz képest.
A fenti kérdés NP-nehézségét Amini és Manjunath igazolta [2]. A nemnegativ

rang és a megalldsi probléma kozotti Osszefliggést a kovetkezd tétel irja le:

3.3.1. Tétel ([8], 3.1. tétel). Barmely n — 1 dimenzios A C Zg rdcshoz
létezik erdsen osszefiiggd iranyitott multigrdf, melynek L Laplace-mdtrizdra
A = L(Z") teljesil. L polinomidlis idében szamolhatd A bazisdbol és minden
eleme kisebb, mint n - det(L)

A tétel bizonyitasahoz felhasznalunk harom klasszikus racselméleti lemmat.

3.3.2. Lemma ([9], [7]). Barmely requldris M € Z™™ mdtriznak van egy-

értelmi H = MU = (h;;) Hermite-normdlformdja, ahol

o U e Z™"™ unimoduldris

o H € 7™ alsohdromszog-mdtriz

e 0<h; (1<i<n)és0<h;;<h; (1<j<i<n)
tovdabbd H polinomidlis idoben kiszdmolhato M -bél.

Mivel U unimoduldris, M(Z") = M(UZ") = H(Z"), és teljesil
|det(M)| = det(H) = I, h;; egyenldség.
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3.3.3. Lemma ([7], 2.3. kovetkezmény). Legyen M(Z") rdcs. Ha
(bij) = B € Z™" alséhdromszég-mdtriz oszlopai M(Z")-beliek és b; = hy;
(1 <i<n, H=(hi) az M Hermite-normdlfordja.) Ekkor M(Z") = B(Z").

3.3.4. Lemma ([7], 2.5. &llitds). M(Z") rdcs. Ekkor |det(M)|-(Z") ennek

a racsnak részhalmaza.

Ezzel minden eszkoz adott a 3.3.1 tétel bizonyitasahoz.

Bizonyitds. Legyen M € Z™(=1 az A bazisa, M' € Z"~1)*=1) pedig az
a matrix, amit M alsé soranak torlésével kapunk. M barmely oszlopdaban
az elemek Osszege 0, ezért a kapott M’ regularis. Legyen H = M'U az M’
Hermite-normélformaja. A 3.3.3 lemma feltételeit B = H nyilvan teljesiti.
A 3.3.4 lemma szerint 3.3.3 feltételei nem sériilnek, ha B valamely f64tlo
alatti elemétb6l d = |det(M')]-t levonunk. Ennek segitségével tudjuk B-t

ugy definialni, hogy barmely oszlopaban nempozitiv az elemek 6sszege:
b — h”—k']d haZ:j+1,
Y hy  egyébként

k; € Z értékét ugy hatarozzuk meg, hogy

n—1
(kj—1)d <Y hy<kd j=12..n-2

i=1

Legyen
—d h;y 0 0 ... 0
0 — hyp O
L= o e
o + + + hn—1)(n-1)
| lln lQn l3n _h(n—l)(n—l)
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Az L gy all el6 B-bél, hogy az elejére egy (—d,0,...0,d)" oszlopot
frunk, az aljdra pedig egy (d, l1n, . .. ln—2)n: R(n—1)(n—1)) sort. Ennek a sornak
minden eleme az oszlopaban 1évo egyéb elemek Osszegének —1-szerese, igy
L barmely oszlopaban az elemek 0sszege 0. Mivel B barmely oszlopaban az
elemek Gsszege nempozitiv, az alsé sor minden eleme nemnegativ (az utolsétél
eltekintve).

Ekkor L atléelemei negativ egészek, a tobbi eleme nempozitiv egész, az
oszlopok elemeinek 0sszege pedig 0. L tehat meghataroz egy iranyitott grafot,
melynek a Laplace-matrixa. (1.1.1 megjegyzés) A {6atlé f6l6tti elemek mind
negativak, tehat n - 1 — ... — n — 1 — n Hamilton-kor, ami bizonyitja,

hogy a graf erdsen Osszefiiggo.

A 3.3.4 lemma szerint L els6 oszlopa A-beli. Mivel A, L(Z") C Zg, vala-
mint M'(Z" ') = M(Z"'), a tobbi oszlop egész kombinacidinak halmaza A,
vagyis A = L(Z"). Mivel H minden eleme legfeljebb d = det(H), L minden
elemének abszolit értéke legfeljebb nd. O]

3.3.2. Tétel ([8], 3.2. kovetkezmény). A megalldsi probléma NP-teljes erésen

osszefliggd iranyitott multigrdfra.

Bizonyitds. Mint azt korabban emlitettiik, a nemnegativ rang problémat ve-
zetjik vissza a megéllasi problémara. Legyen a racs A, a kezdeti vektor C.
Alkalmazzuk a 3.3.1 tételt A-ra és C-re, ekkor kapunk egy G(V, A) grafot L
Laplace-matrixszal, A = L(Z").

Erésen Osszefiiggd digrafon Lz = L(z+ kx) barmely z > 0 periédusvektor
és k € Z konstans mellett, tehdat A = L(Z") = L(N") teljesiil. Ez azt jelenti,
hogy

C"eN":C-C' €A << F2eN":C+Lz>0

mert ekkor C' = C + Lz valasztéssal teljesil C' — C" € L(Z"). Legyen

Crae € N™ a maximaélis stabil zsetonleosztds G-n, vagyis minden v € V
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cstcsra Cpa,(v) = dii(v) — 1. Ekkor
J2eN":C+ Lz>0 <= Cpu: — C zsetonleosztasra megall a jaték
mert ekkor Chuz — C ~ Chue — C — Lz < Chun < di; stabil. O

Erdemes kiemelni, hogy a kapott graf élmultiplicitasai lehetnek exponen-
cialisak az eredeti nemnegativ rang feladat inputjanak méretében. Példaul
M’ = 21 esetén d = |det(M')| = 2", ekkor L konstrukci6jdbol adéddan lesz-
nek 2IV1—2 multplicitasi élek. Nyitott kérdés, hogy ha az élszam polinomiélis

a csucsszamban, P-ben van-e a megéllasi probléma.
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