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1. fejezet

Az Abel-formula

L& pd

1.1. Az Abel-formula motivaciéja és levezetése

Ismeretes, hogy ha az f, g € ®[a, b] fliggvényekre f', ¢’ € Ra, b] teljestil, akkor fenndll
az

/ 19 = F(b)g®) — f(@)gla) - / f'g (1.1.1)

egyenldség (a parcidlis integralas tétele). Tegyiik fel, hogy valamely N € N esetén az
f 1, N] = R fiiggvény Riemann-integrédlhato, ill. differencidlhato, akkor a
N-1

fk), illaz  flk+1)— f(k)

k=1
Osszeg, ill. kiilonbség az

/1 f(z)dx, ill. f'(k)

integrdl, ill. derivalt egy kozelitésének tekinthet6. A parcidlis integralas tételének, pon-
tosabban az (1.1.1) formuldnak diszkrét véltozatat fogalmazzuk meg az alabbi tételben.

1.1.1. tétel. Ha adott
(an), (bn) : N =R

sorozatok esetben

Apm = a; (m,neN: n>m),
j=m
akkor
n n—1
> arbp = Apmbn — Y Apm(bes —b)  (m,n€N: n>m) (1.1.2)
k=m k=m

(Abel-formula).
Biz. Mivel

Ak,m - Ak—l,m = ai (k > m) és Am,m = Qm,
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ezért
n n n n—1
S arb = ambm+ Y (Akm — Ak—1m)bk = Gmbm + Y Armbe — Y Apmbrir =
k=m k=m+1 k=m+1 k=m
n—1 n—1
= ambm + Z Ak,mbkz + An,mbn - Z Ak,mbk+l - Am,mbm—H =
k=m+1 k=m-+1
n—1
- An,mbn - Am,m(bm—H - bm) - Z Ak,m(bk+l - bk) -
k=m+1

n—1
= An,mbn - Z Ak,m(karl - bk) |

k=m

1.2. Az Abel-formula alkalmazasai

1.2.1. Elemi alkalmazdsok

1.2.1. allitas. Az els6 n pozitiv szdm Osszegére

n

1
Zk:1+...+n:@
k=1

teljestil.
Biz. Az n = 1 esetben nyilvanvaléan
: 1-(1+1)
k=1= ——.
2 5
Legyen
an:=1, byp:=n (2<neN).

Ekkor az (1.1.2) Abel-formula felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy

n n n n n—1
ko= ) 1-k=> apb= (Zaj) bn = (Zaj) (b1 — by) =
k=1 k=1 j=1

k=1 k=1 \j=1

3

n—1 -1 n
= n-ank[(k:qu)fk]:an k:nz{ k‘n}
k=1 k=1 k=1

Igy

- 1
22k=n2+n:n(n—|—1), azaz Zk:n(n; ). [ |
k=1
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1.2.2. allitas. Ha 1 # g € R, akkor fennéll a

~ v _"Mg—=1) -1 +gq
;kq B (¢ —1)2

egyenl8ség.
Biz. Az n = 1 esetben nyilvanvaléan

S1gi—g= A€ 2l -1+

1
— (@-1* (¢ 1)7?

k

Legyen
an:=q", bp:=n (2<neN).

Ekkor az (1.1.2) Abel-formula felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

n n n n—1 k
d kit = D arbi = (Z aj) b= (Z %’) (br1 — br) =
k=1 k=1 7=1

k=1 \Jj=1
n
- (%)
j=1

1 il n—1 N n—1
- et e T T -
q k=1 k=1

3
|

e
Il

1 \j=1

1 k n n—1
(qu) [(k+1)—k =q- 2 _1-n—2q‘qk_1

1 n+1 2 qnil -1
_ —an— a2 . -1 —
q_l{nq mn-q T +(n—1)q
1
= G-12 {nqn+2 —ng"™ —Pn+gn— ¢ + >+ (n — 1)q(q — N} =

1
_ W {nqn+2 _nqn—f—l _q2n+qn_qn+1 +q2 + (n_ 1)(q2 —Q)} _

1
_ 7{nq"+2—nqn+l—q2n+qn—qn+1+q2—|—nq2—nq—q2+q}:
(q—1)2

" ng—n—1]+¢q
- ~ . m
(g—1)
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1.2.1. példa. Megmutatjuk, hogy a

"1 1 1 1
H, = —=14+=4... — eN
;k +2+ +n—1+n (n )

un. harmonikus szamokra fennall a
> Hi=(n+1)(Hupp — 1)

egyenl6ség.
Vilagos, hogy az n = 1, ill. n = 2 esetben

ill.

2
1
S Hy=Hi+Hy=1+1+-=-=3-""= &<+>:3'g&—1y
k=1
Legyen

ap:=1, b, :=H, (2<mneN).

Ekkor az (1.1.2) Abel-formula felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

n n—1 k
ZHk = Zl Hk—zakbk— (Za]) bn—z (Za]’) (bk‘—i-l_bk):
k=1 k=1 \j—=1

7j=1

n—1
k k4+1-1
= nHy— Y k(Hpy — Hy) = nH, — §2k+1 nH, E:gﬁin_
k=1 =

| =

= ni, - }:O—%+1>—Mﬁ—{m—n_;2}_

= nH,—-(n—-1)+H,—1=n+1)H,—n=mn+1)(Hp+1 — 1),

hiszen

= Hn+1 (n S N),

igy
m+1)H,—n=Mn+1)Hyp1—1—-n=n+1)(Hy1—1) (neN). N
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1.2.2. Konvergencia-kritériumok

Masodik alaklmazasként belatjuk a numerikus sorozatok konvergencidjara vonatkozo
Dirichlet-kritériumot.

1.2.1. tétel. Tegyiik fel, hogy az (a,) : N — K, ill. (b,) : N — R sorozatokra igazak az
alabbiak:

(i). (b,) monoton fogy6, pontosabban

(ii). sup {

Ekkor az (a,b,) sorozat generalta numerikus sor konvergens, azaz

i anb, € K
n=1

0<by1<b, (neN);

o
D

k=

ceR: nEN}<+oo.

—_

teljesul.
Biz. Az

n

S

Sn ::Za;g (n € N), ill. K = sup{
k=1 k=1

:nEN}

jelolések bevezetésével lathat6, hogy tetszéleges n € N indexre |s,| < K teljesiil. Igy a
haromszog-egyenl6tlenség felhasznélasaval azt kapjuk, hogy ha m,n € N olyan indexek, ame-
lyekre n > m > 1, akkor

n

S

k=m

|Apm| = = Isn — Sm—1| < [sn| + |sm-1| < K + K = 2K.

Mivel (b, ) nullasorozat, ezért barmely € > 0 szdmhoz van olyan N € N index, hogy

S
0<bn < oz (N <neN).!

Az Abel-formulét felhaszndlva igy azt kapjuk, hogy tetszbleges m,n € N, n > m > NN indexekre

n n—1 n—1
D arb| = |Anmbn = D Akm(brir = bk)| < [Apml - [bul + D [Akml - (b = brsa) <
k=m k=m k=m

< 2Kby + 2K (by — bp) = 2Kbpy, < €,

ahonnan a kérdéses sor konvergencidja mar nyilvanvalé6. B

! Feltehets, hogy (b,,) nem konstans nullsorozat, ui. ebben az esetben az 4llitds nyilvanvalé.
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1.2.2. példa. Megmutatjuk, hogy tetszbleges = € R esetén fenndll a

i sin(nx) cR
n=1 n

tartalmazas.
Mivel barmely n € N indexre az

f(x) := sin(nx) (x € R)

fuggvény 2m-periodikus és f(0) = 0 = f(2m), ezért a fenti tartalmazds igazoldsa esetén szorit-
kozhatunk az = € (0,27) esetre. Legyen

sp(z) = Zsin(ka;) (n e N).
k=1

Ekkor tetszbleges n € N indexre

torin(5) = 30 e ((6 1)) oo

(2o (-2))-
()

ahonnan

kovetkezik. Igy

kovetkeztében alkalmazhat6 a Dirichlet-kritérium: a
Z sin(nx)
n

sor konvergens. B

Megjegyezziik, hogy az
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valasztassal a Dirichlet-kritériumbdl a Leibniz-kritériumot kapjuk.

Szintén az Abel-formula felhasznéldsaval latjuk be a sorok konvergencidjara vonatkozo
Kronecker-kritériumot (vo. [15]).

1.2.2. tétel. Tegyiik fel, hogy az (a,), (b,) : N — R sorozatokra

@) A=) are€R, @) 0<b, <byyy (neN), (i) lim (b,) = o0

n—oo
k=1
teljestil. Ekkor fennall a
1
i g b=
hatarérték-relacio.
Biz. Legyen
Sp = Z ag (n € N)
k=1

Ekkor az Abel-lemma kovetkeztében

1 n 1 n—1

EJE;W%:W”_E{ (bp1 —br)sk ~ (neN). (1.2.1)

>
Il

1

Az (sy,) részletosszeg-sorozat konvergencidja kovetkeztében tetszbleges ¢ > 0 szdmhoz van
olyan NV € Nindex, hogy
lsn, — Al < ¢ (N <neN).

Az (1.2.1) egyenl6ség jobb oldalara igy

1 n—1
S (br41 — br)sk =
k=1
1 N-1 1 n—1
= ST (bk-i-l_bk)sk—a'z bey1 — bi)sgp =
k=1 k=N
1 N-1 1 n—1 1 n—1
= g (bkt1 — bi)sk — b (bkt1 — b)) A — b > (k1 — be) (s — A) =
k=1 k=N k=N
N-1 n—1
1 bn — by 1
s S (bt — by)s — A =S (s — b (sn — A
" k:l( k+1 — bk) Sk 5 ™ k:ZN( k+1 — b)) (sk — A)

teljestil. Kovetkezésképpen az n — oo hatdratmenetben

lim (s,) = A= lim (b";bN.A>,

n—oo n—o0 n
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és tetszbleges(en rogzitett) k esetén

N-1
(2 ) o
k=1

ahonnan tetsz6leges N < n € N indexre

— n—1
1 €
bf Z bk+1 — bk)(sk — S bf bk+1 - bk
" k=N k=
€
= 7 Ay =) + (s = b)) + o+ (bnot = bpa) + (b — b)) =
bn—0
= b N e<e

kovetkezik. B

Az Abel-formula utols6 alkalmazédsaként az Abel-kritériumot latjuk be.
1.2.3. tétel. Tegytik fel, hogy az (a,), (b,) : N — R sorozatokra igazak az alabbiak:
(). (b,) monoton és korlatos;

(ii). a Z(an) sor konvergens.

n=1

Ekkor az (a,b,) sorozat generdlta numerikus sor konvergens, azaz

i anb, € R
n=1

teljestil.
Biz. Legyen

A, = Zak, ill. S, = Zakbk (n € N).
k=1 k=1

Mivel (b,) monoton és korlétos, ezért konvergens is, azaz alkalmas B € R esetén lim(b,,) = B.
Ekkor az Abel-formula kovetkeztében tetszdleges m,n € N indexre

m—1
Sm - Sn = Ambm - Anbn - Z An(bk+1 - bk) =
k=n
m—1
= (bm — B)Ap — (bn — B)Ay + B(Ap — Ap) = > Ap(begr — br)
k=n

Mivel (A,,) konvergens, igy korlétos is, ezért pl. alkalmas K € R esetén

A <K (neN).
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Ebbdl és a
lim (b, — B) =0,

n—oo

hatéarértékrelaciobdl az m, n — oo hataratmenet esetén
(b, — B)Ay, — 0, ill. (b, — B)A, — 0

kovetkezik. Az sorokra vonatkozé Cauchy-féle konvergenciakritérium felhasznaldsaval lathato,

hogy
B(Apy, — An) — 0 (m,n — 00).

Igy (b,) konvergens, ezért Cauchy-féle, ahonnan

m—1 m—1 m—1
D Ap(besr —be)| < D Akl [brar—bel < K |bpyr—bi| = K-|bp—bpm| — 0 (n — o0)
k=n k=n k=n

kovetkezik. B



2. fejezet

Kozépértéktételek

Ebben a fejezetben az analizis harom kozépértéktételével foglalkozunk egyvaltozos
esetben. A Rolle-tételbdl fogunk kiindulni, majd annak altaldnositdsaként kimondjuk a
Langrange-kozépértéktételt, végiil pedig a Cauchy-kozépértéktétellel zarjuk a fejezetet.

2.1. A folytonos valtozat

2.1.1. tétel. (Rolle-tétel). Legyen a,b € R: a < b és tegyiik fel, hogy az f €¢ R — R
figgvényre [a,b] C Dy, ill. f € Cla,b] N D(a,b), tovabba f(a) = f(b) teljestil. Ekkor
alkalmas ¢ € (a,b) esetén f'(£) = 0.

2.1.2. tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen a,b € R: a < b és tegyiik fel, hogy
az f € R — R fuggvényre [a,b] C Dy, ill. f € €[a,b] N D(a,b). Ekkor alkalmas £ € (a, b)
esetén

2.1.3. tétel. (Cauchy-féle kozépértéktétel). Legyen a,b € R: a < b és tegyiik fel, hogy
az f,g € R — R fuggvényekre [a,b] C Dy, [a,b] C D, és f,g € €la,b] N D(a,b). Ekkor
alkalmas ¢ € (a, b) esetén

Megjegyezziik, hogy ha tetszbleges = € (a,b) esetén ¢'(z) # 0, akkor a Rolle-tétel
kovetkeztében g(a) # g(b), és igy
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2.2. A diszkrét valtozat

A kés6bbiek szempontjadbol bevezetiink egy, a K-beli sorozatok terén értelmezett opera-
tort. Legyen S := KMo Ekkor az

A:S—S, (Au)y = Upy1 — Uy (n € Ny)
leképezést elorefelé vett differenciaoperatornak, a
V:§—-8S, (Vu)p i= tp — Up_q (n € N)

leképezést pedig visszafelé vett differenciaoperatornak nevezziik. Ebben a pontban
teljes mértékben a [10] konyv megfeleld fejezetére tdimaszkodunk.
Az alabbiakban megfogalmazzuk a diszkrét halmazon értelmezett fliggvényekkel kap-
csolatban a széls6értékhely és a staciondrius hely fogalmat. Miel6tt még ezt megtennénk
bevezetiink két egyszerti, de gyakran hasznalt jelolést. Tetsz6leges a,b € Nj esetén
legyen

Ny,:={neNy: a<n}, ill. N :={neN:a<n<b}.

2.2.1. definicié. Legyen a,b € Ny: a < b, tovabba tegyiik fel, hogy valamely ¢ € N
indexre
{c—1,c,e+1} C NIL.

Azt mondjuk, hogy a ¢ € N2_| index az u : N — R leképezés

1. lokalis minimumbhelye, ha

e < minfuo_1, up }; (22.1)
2. lokédlis maximumhelye, ha
Ue > max{Ue 1, Uet1}; (2.2.2)
3. staciondrius helye, ha
(Au). - (Vu). <0, azaz (Au)e - (Au)e—y < 0. O (2.2.3)

Amennyiben (2.2.1)-ban, ill. (2.2.2)-ben szigort egyenl6tlenség 4ll fenn, akkor a c indexet
szigora (lokdlis) minimumbhelynek, ill. szigort (lokalis) maximumbhelynek, réviden
szigora (lokalis) szélsdértékhelynek nevezziik. Nyilvanvald, hogy ha a c index az
u : NI — R (lokalis) széls6értékhelye, akkor fenndll az (2.2.3) egyenl6tlenség, azaz ¢

staciondrius helye u-nak.
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2.2.1. tétel. (Diszkrét Rolle-tétel). Legyen a,b € Ny: b — a > 2, majd tegyiik fel, hogy az
u: N® — R leképezésre u, = w,. Ekkor alkalmas ¢ € N} index esetében u-nak lokalis

széls6értéke van c-ben.
Biz. Ha u, = up, de u-nak nincsen az N erll halmazon lokalis széls6értékhelye, akkor

(A - (Au)p_1 >0 (n € Ngfl) .
Kovetkezésképpen

(gt — Uat1) (Uar1 — Ua) > 0,

(a3 — Ua2) (Uat2 — Ugt1) > 0,

(up—1 — up—2)(up—2 — up-3) > 0,

(up — up—1)(up—1 — up—2) > 0.
Ha wuqy1 — uq > 0, akkor

ua+2 - ua—l—l > 07

Ug+3 — Ugt+2 > 0,

Up—1 — up—2 > 0,

up — up_1 > 0.
A fenti egyenl6tlenséget sszeadva
Up — Ug > 0, azaz Up > Uq
adodik. Hasonléan lathato be, hogy
Ugtl — Ug < 0 esetén wup —u, <0, azaz wup < uq.

Ez pedig ellentmond a kiindul6 feltevésnek. B

2.2.2. tétel. (Diszkrét Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen a,b € Ny: b—a > 2. Ekkor

barmely u : N2 — R leképezés esetén van olyan ¢ € N2} index, hogy

((Au)c — “Z - Z) . ((Au)c_l - UZ — Z) <0.

Biz. Ha
Up — Uq

b—a
akkor nyilvanvaléan v, = v, = u,. Alkalmazhat6 tehat a diszkrét Rolle-tétel, azaz alkalmas

(n—a)  (n€Ng),

Up i = Uy —

ce NZ;ll indexre
(Av)e - (Ave-1) <0

ahonnan a bizonyitand¢ allitas kovetkezik. B
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15
2.2.3. tétel. (Diszkrét Cauchy-féle kozépértéktétel). Legyen a € Ny és u,v : Ny — R,

tovébba tegyiik fel, hogy v szigorian monoton, azaz barmely n € N2~ esetén

(Av), <0 vagy (Av), >0,

ill.

Unt1 < Up vagy

teljestil. Ekkor alkalmas ¢ € N2_| indexre

(&) (G o) <0

Un+1 > Up

Vp — Vg ’
azaz
(Au)e_q o Up—Ua _ (Au),
(Av)ec1 — o — v, — (Av),
vagy
(Au)eq S Up = Ua (Au)c‘
(Av)ec1 — Vo — v, — (Av),
Biz. A

K = U~ ta

Up — Vqa
jelolés bevezetésével a

We 1= Ue — K(ve — vg) (n € NZ_‘&)

sorozatra azt kapjuk, hogy w, = wp = u,. Innen a diszkrét Rolle-tétel felhasznaldsaval azt
kapjuk, hogy alkalmas c € Nglll indexre

{(Au)e — K(Av)c} - {(Au)e—1 — K(Av) -1} < 0.
Mindkét oldalt elosztva a — v szigortt monotonitdsa kovetkeztében — pozitiv

(Av). - (Av)e—1
szdmmal azt kapjuk, hogy

(i) {Gie ) <o

ahonnan a bizonyitand¢ allitas kovetkezik. B



3. fejezet

A Taylor formula

Az elemi analizisbdl jol ismert, hogy ha I C R nyilt intervallum, f : I — R olyan
fiiggvény, amelyre valamely n € Nj esetén f € ©""!(I) teljesiil, akkor barmely a,z € I
esetén van olyan ¢ € (a,x) U (z,a), hogy

(g (n+1)
f(x)zzf k:!( )(:z:a)/"JrJzn+1<)£!>(:z?a)’”rl (x el).

A fenti 6sszegben a masodik tagot, azaz az

f(E)

R, (x) = —(n )

(x —a)™™! (xel).
fiiggvényt szokds Lagrange-féle maradéktagnak nevezni.

Miel6tt ratérnénk a Taylor-formula diszkrét véltozatdnak targyaldsdra bebizonyitunk
egy a 2.2. pontban bevezetett differenciaoperator hatvanyaira vonatkoz¢ allitast. Az
differenciaoperator hatvanyai a szokasos médon értelmezziik:

Ao A1 (keN).

A targyalasmodot illetéen nagy mértékben a [10] miire timaszkodunk.

3.0.1. 4llitas. Barmely u € R™ sorozat, illetve a, ! € Nj index esetén fennéll a

n—1

(Alu), = (Alu)g + Y (AMu),  (neN,) (3.0.1)

k=a

egyenlGség.

16
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Biz. Mivel At! = Al o A, ezért tetsz6leges n € N, indexre

n—1 n—1
Z AlJrluk = Z Al[uk+1 — uk] =
k=a k=a
= Al[“a—i—l _ua]+Al [Ua+2_ua+1] +--+ Al[un—l _un—2}+Al[un_un—l] =
_ l l
= A'up — A'ug,
azaz

n—1
Alu, + Z Ay, = Alug + Aluy, — Alug = Alu,. B
k=a

3.0.1. tétel. (Diszkrét Taylor-formula). Legyen
a,k,bmeNy: kE<m-—1, tovabba u:N, = R.
Ekkor barmely n € N, esetén fenndll a
(A*u), = T,(k,m) + R, (k,m) (3.0.2)

egyenl6ség, ahol tetsz6leges n € N, indexre

m—1, 0 \[i—k]
n a 5
T, (k,m) = ﬁ@ e,
i=k
és
1 n—m+k
j=a

Biz. Teljes indukcioval bizonyitunk.

o A tetszbleges! N()”_l indexre fennall6 (3.0.1) formula kovetkeztében az (3.0.2) egyenl6ség

nyilvdnvalé a £ = m — 1 esetben.

o Tegylik fel, hogy valamely k = [ 4 1 indexre igaz az (3.0.2) egyenl6ség. Ekkor (3.0.1)-b6l

! ! iy (j — )i~
Ay, = A, MU Ay,
U, u—l—z Z G—1—1) Ug+
j=a \i=l+1
1 J—m+i+1
- i pn—1 [mfle]An _

p=a
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m—1 n—1 )[ifl]

-t 3 3 S sl

— Jj—m-+Ii+1

1 m— m
T m—i-2) Z P

" j=a+m—I-1 p=a

—_ o)\
ua+ Z []Z_al

i=l+1

Jj=n
Alug+

j=a

n—m-+l—a n—m-l1

e = VD SRS B Rt

¢=0  j=atq

ua + Z A'ug—
(1 — l
i=l+1
1 n—m-+l—a n—m-lI

C(m—1-1) Z D A =g =)A=

q=0 Jj=a+q

m—1 . i-1] 1 n—m-l
n—a . m—Il— m
o G 3 ATy

Jj=a

kovetkezik, ami azt jelenti, hogy az (3.0.2) egyenl6ség a k = [ esetben is fennall. B

Megjegyezziik, hogy a k = 0 esetben a (3.0.2) formula nem mds, mint

m—1 n—a [4] n—m
=3 %(A’ y ﬁ Sn—j =) IAT; (e (303)

A R, (k,m) maradéktagnak nincsen Lagrange-alakja, viszont igaz az alabbi becslés:

i —a)d
= = 3 P v, <
1=0 ’
1 — . [m—l] m .4 n—m
S mo 1) (n—j—1) -max {A"u; eR: jENIT} =
j=a
1 1

= M(n —j)[mql:nim’ -max {A™u; eR: j NI} <

l=a

- (n —a)m -max {A™u; eR: j NI},



4. fejezet

A Leibniz formula

Szintén az elemi analizisben keriil targyaldsra a szorzatfiiggvény derivaltjdra vonatkozo
Leibniz-formula, amely szerint ha n € N és az f,g € R — R fliggvények n-szer
differencidlhatok valamely a € R pontban, akkor az f - g szorzatfiiggvény is n-szer
differencidlhat6 a-ban és a-beli derivéltjara

n

7@ =3 (} )@ " P

k=1

teljestil. Az iménti allitds igazoldsa teljes indukciéval torténik.

Megjegyezziik, hogy az n = 2, ill. n = 3 esetben a fenti szabaly
(f9)" = L9V = g9+f-9)V=F"9+fd+]-9+f 9=

= ffog+2-f-d+f-4"

ill.
(f-9)" = ((f-9")=U"9+2-f-g+f-g")=
= gt g2 f g2 g g =
= f"g+3-f"gd+3-f " +fg"
alakua.

Miel6tt ratérnénk a Leibniz-formula diszkrét valtozatanak targyaldsdra belatunk két
segédallitast (vo. [10]). Ehhez azonban sziikségiink van az eltoldsnak nevezett operator
fogalméra, amelyet az

E:S— S, (Eu)n = Up+1 (n € NQ)

Osszefliggéssel értelmeziink.

19
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4.0.1. allitas. TetszOleges u, v € S sorozatra, ill. m € N, indexre
A™y),, = —1km)unm n € Np).
(A7 = S Jovins (e

Biz. Jelolje
I1:8-8, (Iu)p :==u, (n € Np)

az identikus oeprétort (vo. [10]). Ekkor nyilvanvaléan A = E — I, és igy tetszbleges m,n € Ny

indexekre
(A™u), = (B — I)™u),, = (é(—l)’“ @) Em_ku>n - é(—nk (’Z) (E™ k), =
_ i(_nk@‘) Unimp. W

k=0

4.0.2. allitas. Ha u,v € S, akkor
E(uv) = (Eu)(Ev).
Biz. Tetsz6leges n € Ny esetén
(E(uv))n = tUnt1Vn41 = (Eu)p(Ev)p.

fgy ha m € Ny, akkor
(Bu™) = (Euw)™. 1

Mindezek utdn beldthatjuk a sorozatok szorzatdra vonatkozé Leibniz-formulat.

4.0.1. tétel. Tetsz6leges m € N indexre fenndll a
o \F

egyenlGség.
Biz. Teljes indukcidval bizonyitunk.

1.1épés.. Az m = 1 esetben barmely n € Ny indexre
(uAv + (Au)(Ev)),, = tn(Un+1 = vn) + (Unt1 — Un)Vpt1 =

= UpUn+1 — UnUp + Unt1Unt1 — UnUnt1 =

= Up+1Un+1 — UnpUn = (A(uv))n .
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2. 1épés.. Tegyiik fel tehat, hogy valamely m € N indexre

m

AT (uv) =3 (TIZ) AFuA™F(Bhy)

k=0

teljestil. Ekkor a fentiekben bizonyitott allitdsok felhasznaldsdval azt kapjuk, hogy

Aerl (uv)

A <§: (?) AkuAmk(E%)> - Zm: (Z)A {Akuam=k(Ery)} =

k=0 k=0

i (m) {Akzu ATk () +Ak+1u-E(Am—’f(E%))} _

i (7;) Aky . AR (BRy) 4 i <7:> ALy (Am—R(ERHLY)) =



5. fejezet

A Gronwall-lemma

A Gronwall-lemma segitségével bizonyos tulajdonsagu fiiggvényekre vonatkozé impli-
cit egyenl6tlenségbdl kapunk explicit egyenl6tlenséget.

5.1. A klasszikus Gronwall-lemma

5.1.1. tétel. Legyen
—o0<a<b< 4o, 0<cd< +o00,

tovabba u € €([a,b),R). Ha
t
0<u(t) <c+ d/ u(s)ds (t € [a,b)), (5.1.1)
akkor
0 < u(t) < e (t€la,b)). (5.1.2)
Biz. Legyen T' € [a,b) tetszOleges. Ekkor u folytonossdga miatt van olyan M > 0, hogy
lu(t)] < M (t € [a,TY).

fgy (5.1.1)-b61
ut) <c+dM(t—a)  (t€la,T]),
innen pedig (5.1.1) ismételt felhasznalasaval

(t—a)

u(t) < c+ cd(t —a) +d*M (t € [a,T7)

kovetkezik. Teljes indukciéval konnyen beldthat6, hogy tetsz6leges n € N, ill. ¢ € [a, T] esetén

—_

— d¥(t—a)*  Md*(t—a)" w
u(t) < CZ I + p — ce®9) 40 (n—o00). N
k=0

22
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5.2. A diszkrét Gronwall-lemma

5.2.1. tétel. Adott m € Ny index, ill. u, a,b, c: Ny — R sorozatok esetén az

n—1
Uup < ap + by, Z CrU (m <néeN) (5.2.1)

k=m

implicit egyenl6tlenség maga utdn vonja az

n—1 n—1
Uy < a, + b, Z aCh H (1+ biy) (m <n €N) (5.2.2)
k=m l=k+1

explicit becslést.
Biz. Vezessiik be a
A KNo 5 gNo, (Af)n = fags1 — fn

un. differenciaoperatort. Ha

n—1
Up, —chuk (m <neN),
k=m
akkor v,, = 0 és
n n—1
(Av)p = Upg1 — vy = Z CruL — Z CLUL = Cplp, (m <neN),
k=m k=m

tovabba
Up < ap + bpon, (m <neN).

Igy c nemnegativitdsa kovetkeztében
Unt1 — (L4 bpen)vn = (Av)y — bpepvn = ey — bpepvn < apcy (m <neN).

Felhaszndlva, hogy barmely m < n € Nesetén 1 + b, ¢, > 0, az iménti egyenl6tlenséget a

n

1
H 1 —l—bkck

k=m

szdmmal szorozva a

n n

n—1 n
Un 1 1 1
A )= — (140 — < -
(T ) = oo Ty~ 0w T <o T
=m

k=m k=m k=m
becslés adodik. Az m indext6l (n — 1)-ig 6sszegezve, majd felhasznalva, hogy v, =0 a

n—1 v n—1 k 1
T < <neN
H 1+ brc _k;nakall__;!;l—l-blcl (m_n )7

k=m
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azaz a

n—1
vnSZakck H (1+ bicy) (m <néeN)
I=k+1

becsléshez jutunk. Innen az (5.2.1) feltétel figyelembevételével az (5.2.2) igazolandé allitast
kapjuk. B

Ha a, b, c dllandésorozatok, pontosabban
a,=a€R, b,=pcR, ¢ =1 (m <neN),

akkor az

unga—l—ﬁZuk (m <n é€N) (5.2.3)

k=m

implicit egyenl6tlenség kovetkezménye a tetszéleges m < n € N esetén fennall6

n—1 n—1
u, < a4 By a(l+p)T = {1+B 1+ 6)" }
k=m k:m
- B+ g " BA+A 1= g |
= a{l—i— i+ kzzo } &{14— TN 1_ﬁ =
B Q{1+BO+BW’”1(-+M ﬁHﬂ }_aﬂ+ﬁ>
(5.2.4)

explicit becslés. Az aldbbiakban egy masik, kevésbbé ismert kovetkezményt igazolunk
(vo. [3]).
5.2.2. tétel. Ham € Ny, o, 8 € R és az u : Ny — R sorozatra

n—1

u, <a+BY w  (m+1<néeN), (5.2.5)

akkor
Uy < (@ + Buy)14+ )™ (m+1<neN). (5.2.6)
Biz.

1.1épés.. A (5.2.3) egyenl6tlenség a n = m + 1 esetben

un Sa+ By up = a+ Buy = (a+ fup) - 1= (a+ Buy) - (1+5)°

k=m

azaz (5.2.6) alakd.
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2. 1épés.. Tegyiik fel most, hogy barmely, az m + 1 < k < n egyenl6tlenségeknek eleget tévo
k € Nindexre
up < (a4 Bug)(1+ 8"

Ekkor uy, 41 <

< a+52u1€=a+ﬁum+ﬁ Z up < (a4 Bum) + 6 Z Uk(l—l-ﬁ)k_m_l:

k=m k=m+1 k=m+1

n—m—1
B 1 A+p)"™ -1 _
= (a+ﬁum){1+5 ; (1+5)}—(a+5um){1+5' 1+8-1 }_

= (a+fuy)1+8)"™ N



6. fejezet

Teriiletszamitas

6.1. A folytonos eset

Ismeretes, hogy ha © C R? korlatos halmaz és ¢ : [a,b] — R? olyan zart rektifikdlhaté
ut, amelyre |, injektiv,

N =R,={p(t) eR*: t € [a,b]},

tovabba a

J(r) = (=y,x)  (r=(z,y) €R?)
vektormezdre f@ J > 0 teljesiil, akkor €2 Jordan-mérhetd, tovdbba tetszbleges sima
(€r-beli) f = (f1, f2) : 2 — R? vektormezbre

JRC e 74 / (6.1.1)

(Green-tétel). Ha a (6.1.1) formuldban az f vektormez&re
f==J
vagy
fr)=(0,2) (r=(z,y)eR?), il  f(r)=(-y0) (r=(2,y) R’

feltételek valamelyike teljesiil, akkor (2 tertiletére

I Y1 P2
() = ¢ / det[% @2] 6.1.2)
Vagy , ,

T(Q) = / o) dt, Il T(Q) = / (1)t I,

26
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hiszen
Ofa— 0 fi =1,
igy .
T() = lez@%ﬁ—@ﬁwiff:4<fwwm=

= [ rerlt) oalt). (or(e) ealt)) e =
_ /b<1(—¢2(t) o1(1), (1) ¢2(t))> 4 —
o \2 ) ) :

= 3 (a0a0 - a0} d -

1 e1(t)  pal(t)
B §/a det [ @1(t)  @a(t) ] 4t
6.2. A diszkrét eset

6.2.1. tétel. (V5. [9]) Ha Q C R? olyan sikidom amelyenek 952 hatéra
PI(TO)a 000 7Pn(rn) = R2

pontok alkotta torottvonal, akkor (2 teriilete
T = 23 a0l — o)
=5 — Ti\Yk+1 — Yk—1)-

Biz. Ha
ri = (g, yk) (b €{0,...,n})
és
(@n,yn) = (z0,%0), il (Zn1,Ynt1) = (21, 91),

akkor a k-adik oldal paraméterezése:

o(t) = (z + t(@hg1 — ), Yk + t(Yrs1 — Yk)) (t € 10,1]).
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Igy 1 1
[ o0p0a = [ (@t o - a0) e - w)} d
0 0
1
= Tp(Yry1 —Uk) + §($k+1 — %) (Ykt1 — Yk) =
1 1
= iﬂfk(yk—i-l — k) + §$k+1(yk+1 — Uk),
ezért
1 n—1 1 n—1
) = 5 kzoﬂsz(ykﬂ —yk) + 5 kzoxk—i-l(yk—&-l —Yr) =

1 n—1 1 n
= 3 > wplyesr —ur) + 3 > klye — yr—1) =
k=0 k=1

1 n
= 3 > wk(yer1 — ye1). ®
k=1

28



7. fejezet

A Wirtinger-egyernlotlenség

A késleltetett differencidlegyenletek stabilitdselméletében, az irdnyitdselméletben igen
fontos szerephez jatsz6 egyenl6tlenségrdl, illetve annak ekvivalens alakjaroél lesz sz6
ebben a fejezetben.

7.1. A folytonos eset

7.1.1. tétel. (Wirtinger-egyenl6tlenség). Legyen f : [0, 7] — R olyan folytonosan diffe-
rencidlhat6 fliggvény, amelyre f(0) = 0 = f() teljestil. Ekkor

/0 < / Nea (7.1.1)

és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha alkalmas ¢ € R esetén
f(z) = csin(z) (xz € [0,7]).
Biz.

1.1épés. A
—f(—.l') ($ € [_W70D7
f(z) (x € [0,7])

fiiggvény nyilvan paratlan és folytonosan differencialhat6. Kovetkezésképpen g Fourier-

g:[-m 7] =R, g(x) := {

sorba fejtjets, azaz (vo. [18])
1 2m
g(@) = Y gm)e™ (we[-ma]), ahol  §(n) = o /O o)™ dt (n € Z).

2T
nez

Mivel a ¢’ Fourier-egytitthatbira

g(n)=wmj(n)  (ne2),

29



7. FEJEZET. A WIRTINGER-EGYERNLOTLENSEG 30

teljestil (vo. [2]), ezért a Parseval-egyenl8ség és a feltételek kovetkeztében nyilvanvalé
9(0)=0

egyenl6ség felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

1 2 R R N
o @) = D ldmP= Y ldmP= Y |mgn)P =
0 nez 0£n€Z 0£n€eZ
2 2 1 2 2
= Y Pz Y GnP=5 [
™ Jo
0#n€eZ 0#n€Z

ahonnan az igazoland6 egyenl6tlenség trividlisan kovetkezik.

2.1épés. Haa [0, 7] intervallumon valamely ¢ € R esetén f = csin, akkor (7.1.1)-ben nyilvan

egyenl6ség 4ll fenn, hiszen ekkor

4 4 ™1+ cos(2x) s
N2 _ 2 2_ . — 2. J— g
/O(f) = /0 c“cos” =c /0 5 dz =c (2+O)

T — 2 ™ T
= c2-/ Cos(x)dx:/ c2sin2:/ 12
0 2 0 0

Ha pedig (7.1.1)-ben egyenl6ség all fenn, akkor

1 s ™

o ([ [ X -0
Ez pedig azt jelenti, hogy tetsz6leges 2 < |n| € N esetén g(n) = 0, igy

g(x) =g(—1)e ™ +g(1)e"” (x €10,7]).

Ezért az f(0) = 0 = f(n) feltételbdl g(0) = 0 = g(w), ahonnan — az Euler-formuldkat

felhasznalva — alkalmas c € R esetén

kovetkezik. B
Megjegyezziik, hogy kozismert a fenti egyenl6téernség alabbi ekvivalens alakja.

7.1.2. tétel. (Izoperimetrikus egyenlétlenség). Tegyiik fel, hogy valamely @ C R?
Jordan-mérhet6 halmaz hatarat a ¢ := (¢1,¢2) : [0,7] — R? reguldris it paraméte-
rezi:

R, = 09.

Ekkor az €2 halmaz T teriilete és a ¢ at [ ivhossza kozott az

l2
T< (7.1.2)
4m
egyenl6tlanség 4ll fenn. Egyenl6ség pedig pontosan akkor &ll fenn (7.1.2)-ben, ha R,

kor.
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Biz. Az (6.1.2) formula felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy (2 tertiletére

T = 2/ (P12 — P2p1) -
0

A 0Q hatér ivhossza pedig az

= /O BV Ey e esE (7.13)

formula alapjan szamithat6 (vo. [15]). Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy a 02
hatar ivhossz szerint van paraméterezve, azaz

l" ()1l = \/(@’1(8))2 () =1 (s€0,).
Ezutan a t := sn/l paraméter-transzforméci6 alkalmazasaval azt kapjuk, hogy ¢(0) = ¢(7). A
v —9(0)

transzlaci6 alkalmazasaval (vo. [14]) pedig

adoddik. Polarkoordinatik, azaz a
p1(t) = r(t) cos(0(t),  @o(t) = r(t)sin(d(t)) (¢ €[0,7])
helyettesités bevezetésével lathato, hogy
r(0) =0 =r(n), (7.1.4)
igy a lancszabalyt alkalmazva
P12 — P21 = 17
(91) + (22)" = (1) +r°(9)?

adoédik. Mivel ,

e+ o = {0+ () (2) =15

ezért

ennélfogva az () tartomdny teriiletére

ill. a 9 hatdr ivhosszdnak négyzetére

2= [0+ R0
0
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teljestil. Azt kell tehat beldtnunk, hogy

0<P—T:1W/W<(f)2+r2(z9)2>_/WT%:'l'I (7.1.5)
=i 4" 2 Jo 4 -

ahol _
z;:/o ()2 + r2(9)? — 2r29)

és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha R, kor. Az intergél additivitdsanak kovetkeztében

7= / r2(9 — 1) +/ ((7)? —1?).
0 0
Az iménti 0sszeg els6 tagja nyilvanval6an nem-negativ, a masodik tag nem-negativ volta pedig

(7.1.4) miatt a Wirtinger egyenl6tlenség kozvetlen kovetkezménye. Egyenléség tehdt pontosan
akkor all fenn, ha a fenti integral minkét tagja zérus, azaz alkalmas d, ¢ € R esetén

J(t)=t+d és r(t)=csin(t) (t €10, 7]).

Ez pedig azt jelenti, hogy
r(9¥) = esin(¥ — d),

ami nem mds, mint egy c atmérdjti kor polarkoordinatas egyenlete. Bl

Az izoprimetrikus egyenl6tlenségbdl levezethetd a Wirtinger-egyenl6tlenség is (vo.
[12]), hiszen (7.1.5) fényében az 7 > 0 egyenl6tlenség kovetkezménye

2
ogi——T, azaz 12 > 47T.
T

7.2. A diszkrét eset

Ugyanugy, mint folytonos esetben, a Wirtinger-egyenl6tlenségnek is sok valtozata
ismert (vO. [11]). Most ezek koziil csak egyet targyalunk.

7.2.1. tétel. Legyen n € N és tegyiik fel, hogy az x4, ..., z,, € R szdmokra
r1+...+z, =0.

teljesiil, majd legyen x,,; := x;. Ekkor

Z(mk — Tpy1)? > 4sin’ (E> Zacz (7.2.1)
k=1 gy
Egyenl6ség pontosan akkor 4ll fenn (7.2.1)-ben, ha alkalmas ¢, d € R szdmokkal
T} = CCOS <2k_7r) + dsin <2k_7r) (ke {l1,....n})
n n

(vo. [4]).
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A [6] tanulmanyban a 7.2.1 tétel egy 4ltaldnositdsat bizonyitotta be a szerz6, konkrétan
az alabbi allitast.

7.2.2. tétel. Han € Nésaz xy,...,z, € R/ill. az iy, ..., a, € (0, 7) szdmokra

I RICT) EET e
k=1

akkor

sin(ag41)

i @k = 2ea)® i (tg (%) o (“’;“)) 22, (7.2.2)
k=1 k=1

Egyenl6ség pontosan akkor 4ll fenn (7.2.2)-ban, ha

n
E . — 2w
k=1

és alkalmas ¢, d € R esetén

Az
27
A — —
n

esetben nyilvanvald, hogy a 7.2.2. tételb&l kovetkezik a 7.2.1. tétel.
A '7.2.1. tétel felhasznalasaval belathato az alabbi

7.2.1. tétel. Legyen n € N, majd z1, ..., 2, € R olyan szdmok, amelyre
r1+...+x,=0.

teljesiil, majd képezziik az (zj)ren sorozatot tgy, hogy n-periodikus legyen. Ekkor
tetszbleges p € Nj indexre fennall a

n

S (APay) > 4 (sin2p (g)) ixi (7.2.3)
=il

k=1

egyenl6tlenség.
Biz. Teljes indukciéval bizonyitunk (vo. [16]).

e Nyilvanvalg, hogy a p = 0 esetben fennall a (7.2.3) egyenl6tlenség, s6t egyenléség van.

o Tegyiik fel, hogy valamely p € Ny esetben fenndll a (7.2.3) egyenl6tlenség, majd legyen

x?c:xk-i-l_xk (ke{Lvn})
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Ekkor
n
Zx% =2p+1 — Tk = 0.
k=1
Képezziik az (z},)ken sorozatot, ugy, hogy n-periodikus legyen. Ekkor tetsz6leges n + 1 <
< k € Nindexre is 7}, = 141 — z}, teljesiil. Igy az indukciés feltevés, az 7.2.1. tétel és a AP
operatorhatvanyra vonatkozé (4.0.1) formula felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy

n

3o (A’ = Zn: (a7z})? = 47 (sin% (%)) zn:(x;ﬁ _

k=1 k=1 k=1

= 4P (sian (%)) (Tpy1 — xp)? > 4911 (sin2(p+1) (%)) Zm% ]

3
3



8. fejezet

A Laplace-operator

8.1. A Laplace-operator

8.1.1. A folytonos eset

Legyen
Xp:={ue ab]: ula)=0=ud)}, il Xy:={ue€ab]: u(a)=0=1u'(b)}.

A fenti terek értelmezésében a D és az N indexek a Dirichlet-, illetve a Neumann-féle
peremfeltételeket szimbolizaljak.

8.1.1. definicié. Legyen X € {Xp, Ay}. A
A: X — L?[a,b], A(f):=f"

operatort (egydimenzids) Laplace-operatornak nevezziik.

A A operétor linearis a €*[a, b] C €[a,b] C L*[a, b] téren, igy a szokésos skalaris szorzatot
hasznalva vizsgalhatjuk a A szimmetrikus voltat.

8.1.1. tétel. A 8.1.1 definiciéban értelmezett operdtor szimmetrikus.
Biz. Barmely f,g € X € {Xp, XN} esetén parcidlisan integrdlva azt kapjuk, hogy tetsz6leges
f,g € X fuggvények esetén

b b b b
A o = [ 177 = 7o [ 1T =0-188+ [ Fa= [ 1'5= (A0} ey B

35
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8.1.2. A diszkrét eset

Ahhoz, hogy a Laplace-operator diszkrét valtozatat értelmezni tudjuk, bevezetjiik a
kovetkez6 jelolést. Adott H megszamlalhat6 halmaz esetén legyen

lo(H) := {f:H—>K: Z|f(x)|2<+oo}

zeH

Ekkor I5(H) euklideszi tér az

(o =Y f@)g(@)  (f.g € L(H))

zeH

skaldris szorzassal, specidlisan [y = I5(N) euklideszi tér az

(@, y)2 = (@) = Y wnln (2= (20),y = (yn) € Io)

skaldris szorzéssal.

8.1.1. dllitas. Legyen a € Z és X := [5(Z). Ekkor az
A, X = X, (Agz)(n) :=x(n—a) (n€Z),

operdtor unitér.
Biz.

1.1épés.. Hax,y € l2(Z) és a € Z, akkor

(@ A, = S 2()(Aay)(n) = 3 2(n)y(n —a) = 3wk + a)y(k) =
ne”L

nez

= Y @ y(k) = (A-az, g

keZ
2.1épés.. Mivel barmely = € [2(Z) és n € Z esetén
(A_qAuz)(n) = (Agz)(n +a) = z(n+a — a) = z(n),
ezért
A,=A71 1
8.1.2. tétel. A
A:X — X, (Az)(n) :==z(n+1)+2(n—1)—2z(n) (necZ)

operétor (diszkrét Laplace-operator) onadjungélt.



8. FEJEZET. A LAPLACE-OPERATOR 37

Biz. Mivel barmely z, y € l2(Z) esetén

<x7 Ay>12 =

azért

azaz A onadjungélt.

> a(n)(Ay)(n) => z(m){y(n+1) —y(n — 1) — 2y(n)} =
nez

nel

Y a(n—1y(n) + Y wln+yn) -2 x(n)y(n) =
neL

nez neL

Y feln =D +a(n+1) = 2e()ly(n) = Y (Az)(n)y(n) =

nel ne”Z

<A$7y>l2)
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